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Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Giiltekin Soylu
SUBAT 2023, 41 sayfa

Bu tezin odak noktasi ¢arpim t-normu ile fuzzy aritmetik iglemlerdir. Literatiir ince-
lendiginde ¢arpim t-normu ile ilgili calismalarda bulunan bulgular, su ana kadar elde edi-
lebilen en 1yi yontemin bile, yalnizca ayrik noktalar icin sonuclar hesaplayabilen, yiiksek
islem maliyetli ve sadece yaklagik sonu¢ bulabilen bir algoritma oldugu goriilmektedir.
Calismada tiggensel fuzzy sayilar icin ¢arpim t-normu ile toplama ve ¢arpim t-normu ile
carpma i¢in acik formiiller elde edilmektedir. Bu formiiller, simdiye kadar 6nerilen hesap-
lama yontemlerinin aksine, islem maliyetinden uzak ve tiim noktalar i¢in kesin sonuglar
elde edebilen 6zellikleriyle, gegmiste yapilan ¢alismalarin yerini kolayca alabilir. Bu is-
lemlerde sekil koruma olmamasi, tekrarlayan islemler i¢in sorun yaratmaktadir. Fakat bu
sorun uygun yaklasimlarin sunumu ile ¢oziilmekte ve tekrarlayan islemlerin yapilmasi
konusunda 6nemli sonuclar dogurmaktadir. Ozetle bu galigmanin amaci ¢arpim t-normu
ile yapilacak aritmetik islemlerin tam sonucunu, siirekli bir formda iireten yeni bir yontem

sunmaktir.
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The focus of this thesis is fuzzy arithmetic operations under the product t-norm. A
review of the literature shows that the results of the studies on the product t-norm de-
monstrate even in the best approach now available an algorithm that can only compute
results for discrete points, requiring high computing costs only be able to find approxi-
mations of the results. In this study, explicit formulas are obtained for addition with the
product t-norm and multiplication with the product t-norm for triangular fuzzy numbers.
Contrary to the calculation methods proposed so far, these formulas can easily replace the
previous studies with their low computational cost and precise results for all points. The
lack of shape preservation in these processes creates problems for repetitive operations.
However, this problem is solved by the presentation of appropriate approximations le-
ading to notable results for performing repetitive operations. Briefly, the aim of this study
is to present a new method that produces the exact result of the arithmetic operations to

be performed with the product t-norm in a continuous form.
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1. GIRIS
1.1. Fuzzy Mantik ve Klasik Mantik

Klasik mantik, uzun bir ge¢mise sahip olup temeli Aristoteles’e kadar dayanmaktadir.
Aristoteles tarafindan sistematik bir bicimde tanimlanarak ortaya konulan klasik mantik,
kiyaslama temelli diisiince bi¢imidir ve yapilan iglemler dnermeler iizerine kurulmustur.
Onerme; kesin yargi bildiren ifadelere denir. Onermeler hiikiimlere dayanir, ancak her
hiikiim de bir 6nerme belirtmeyebilir. Oysa, her onerme bir yargi yani hiikiim belirtmeli
ve insan1 bu konuda diistindiirmelidir. Bu diisiince bi¢cimi, mantik kavrami olugmamus-
ken ortaya konulmus olan bilgi ve sorunlar isleyerek, mantik kavramini bir sistem haline
getirmistir. Aristoteles’in klasik mantig1, mantigin sadelestirilmesi ve sadece bir diisiin-
cenin ‘dogru’ veya ‘yanlis’ olmas1 gerektigini savunmaktadir. Buna gore bir 6nerme ya
dogrudur ya da yanlistir. Bu durumda ‘daha dogru’, ‘daha yanhs’, ‘biraz dogru’, ‘biraz
yanlis’, ‘pek dogru degil’ gibi kavramlar1 disarida birakarak daha yalin ve gercek ha-
yata uygun olmayan bir mantik sistemi olusturmustur. Bu sebeple 6zellikle modern cagda
yapilan klasik mantik elestirileri, klasik mantigin bilimsel acidan yeterli olamayacagini
savunmaktadir.

Fuzzy mantik ilk kez California Berkeley Universitesinden Prof.Dr.Lotfi A. Zadeh’in
1965 yilinda yayilanan “Fuzzy Sets (Bulanik Kiimeler)” adli makalesi ile ortaya atilmis-
tir (Zadeh 1965). Zadeh’in ortaya attig1 bu teori bilim ve teknoliji diinyasinda yeni bir ¢ig1r
acmigstir. Klasik manti§in aksine bu teori, bir 6nermenin dogruluk 6l¢iisiiniin kesin olarak
tanimlanmamasindan kaynaklanan durumlardaki problemlerle ugrasmaktadir. Zadeh, bu
calismasinda insan diisiincesinin biiyiik l¢iide bulanik olup, kesin olmadigini belirtmistir.
Gercek hayata daha uygun olan fuzzy mantik, o tarihten sonra 6nemini giderek arttirarak
belirsizliklerin anlatim1 ve belirsizliklere ¢aligabilmek icin yeni bir matematik diizen olus-
turmustur. Fuzzy mantik, giiniimiizde matematigin gercek diinyay1 yorumlamasinda daha
genis bir uygulama alani sunmaktadir.

Fuzzy mantik sistemi sOyle aciklanabilir; klasik mantikta bir ifade yanlis ise 0, dogru
ise 1 degerini almaktadir, fakat fuzzy mantik klasik mantikta oldugu gibi sadece iki degerli
degildir. Klasik matematiksel yontemler ile karmagik sistemleri agiklamak, modellemek

ve kontrol etmek oldukca zordur, ciinkii veriler tam olmalidir. Fuzzy mantik kisiyi bu
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zorluklardan kurtararak niteliksel bir tanimlama olanagi saglar. Tiirkce karsilig1 ‘bulanik’
olan fuzzy sozciigii, adindan da anlasilacag iizere mantik kurallarinin esnek ve bulanik
bir sekilde uygulanmasidir. Klasik mantigin aksine fuzzy mantikta sunulan bir 6nermenin
dogruluk degeri 1 ve 0 diginda [0, 1] kapali aralifindaki biitiin degerlere karsilik gelebil-
mektedir. Bu durumda kesinlikle dogru veya kesinlikle yanlis yerine bunlarin arasinda
degerler alabilen 6nermelere izin vermektedir. Ger¢ek hayatta da 6nermeler genelde kis-
men dogru veya kismen yanlis seklinde degerlendirilir. Bu sebeple fuzzy mantiga, klasik
mantigin gercek diinya problemleri i¢in yeterli olmadig1 durumlarda ihtiya¢ duyulmustur.

Fuzzy mantik, cok degerli mantigin genislemesidir. Asil amaci, fuzzy kiimeler kura-
minin temelini olusturup kesin olmayan 6nermelerin kullanilmasiyla birlikte bu kiimeler
icin esaslar saglamaktadir. Gergcek hayatin kamagikliginin dogurdugu ve kesin olarak kav-
rayamadigimiz bir ¢ok 6zellik yalnizca bulanik bir bicimde ele alinabilir. Bu sebeple 1965
yilinda Zadeh belirsizliklerin temsili i¢in fuzzy kiimeler teorisini gelistirmistir. Ge¢miste
belirsizlik ifade eden terimler veya kavramlar keskin bir ayrima tabi tutularak klasik kii-
meler kurami ile tanimlanmiglardir. Fuzzy kiimeler kuramu ise belirsizlik ifade eden terim
veya kavramlar1 keskin bir ayrima tabi tutmadan, belirsizliklere belirlilik dereceleri ata-
yarak bu belirsizliklerin fuzzy kiimeler kurami icinde tammmlanmalarini saglamistir. Mate-
matigin gercek diinyayr yorumlamasi bu uygulama alani ile daha genis bir boyuta ulagmis-
tir. Artik sadece dogru ve yanlis yoktur. Bunlarin arasindaki her durum bir biitiin olarak
belirli bir sekilde sunulmakta ve klasik kiimelerin keskin sinirlarinin yerini daha gevsek
veya daha yumusak sinirlar almaktadir. Diger taraftan klasik kiimelerde, bir eleman ya
kiimenin elemanidir ya da degildir. Sinirlar oldukca keskindir. Bu durum bir¢ok sorunu
beraberinde getirmektedir. Ornegin, boyu 1.80 ve iizeri olan kisileri uzun boylu olarak
tanimlayan bir klasik kiime tanimlayalim. Kiimenin elemanlar1 yalnizca 1.80 ve 1.80 den
uzun olan kisiler olacaktir. Fakat boyu 1.79 olan kisiler bu kiimenin bir eleman1 olarak
sayllmayacaklardir. Sinirlarin bu keskinligi 1 cm’lik bir farki gozeterek, 1.79 boyundaki
kisileri kiimenin disinda birakacaktir. Bu durum klasik kiimelerdeki keskin sinirlarin iyi
tanimlanmadigini gozler oniine sermektedir. Ancak s6z konusu 6rnek fuzzy kiimeler ile
ele alindiginda durum klasik kiimelerden farkli bir hal almaktadir. Klasik kiimelerdeki bu
keskinlik, fuzzy kiimelerde iiyelik dereceleri ile giderilir. Boylece boyu 1.80 ve iizerinde

olan kisiler kiimeye 1.0 iiyelik derecesiyle dahil olurken, boyu 1.79 olan kisiler 0.9 iiyelik
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derecesi ile dahil olabilirler. Burada, iyi taniml1 bir sinir teskil etmeyen ‘uzun boy’ kiime-
sinin bulanik sinirlar ile daha iyi bir siniflama i¢inde oldugu agiktir. Bulanikligin bu sekli,
giinliik hayatimizin hemen hemen her yerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Zadeh’in bu zorlu-
gun lstesinden gelebilmek adina 6nerdigi Fuzzy Kiimeler kurami, basta yontem bilimi,
kontrol teorisi, yapay zeka, akilli sistemler ve insan davraniglar1 olmak iizere pek ¢ok uy-
gulama alan1 bulmus ve uygulamalar artan bir 6lcek ile diinya genelinde yayginlagsmistir.
Fuzzy kiimeler kurami, matematiksel olarak karasizligi ve belirsizligi belirtmekte ve bir
cok problem i¢in kesin olmayan sonuglar1 analiz ederek, yeniden sekillendirmektedir.

Ozet olarak bu teoride, her bir elemana iiyelik fonksiyonu aracilig1 ile bir iiyelik dere-
cesi atanir. Uyelik dereceleri [0, 1] kapali araliginda degerler alabilmektedirler. Herhangi
bir eleman icin iiyelik derecesi 1 ise bu elaman kesinlikle kiimenin elemanidir; iiyelik de-
recesi 0 ise bu elman kesinlikle kiimenin eleman1 degildir. Yani O kiimeye ait olmamayz,
1 ise tam olarak o kiimenin iiyesi olmay1 gosterir.

Bu tezin ikinci boliimiinde fuzzy kiimeler icin gerekli ve 6nemli tanimlar ile birlikte
fuzzy aritmetik icin gerekli tanim ve teoremler verilecektir. Uciincii boliimde yapilan ca-
lismanin daha iyi anlagilabilmesi adina t-normlar, genellestirilmis Nguyen teoremi ve Se-
resht ve Fayek yontemi tanitilacaktir. Son boliimde ise ¢arpim t-normu ile aritmetik islem-
ler icin acik formiiller elde edilecektir. Ayn1 zamanda bu formiiller icin uygun iicgensel

yaklagim Onerisi ve bazi cebirsel 6zellikler incelenecektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Fuzzy Kiimeler Kuram

Fuzzy kiimeler klasik kiimelerin genellestirilmis halidir. Klasik kiimelerde bir eleman
ya kiimenin elamanidir ya da elamani1 degildir. Ancak, fuzzy kiimelerde bir elaman belirli
bir oranda veya kismen kiimeye dahil olabilir. Klasik kiimelerde iiye olma derecesi 1,
tiye olmama derecesi 0 iken, fuzzy kiimelerde iiyelikler O ile 1 arasindaki biitiin reel say1
degerlerine karsilik gelen tiyelik dereceleri alabilirler. Bagka bir deyisle fuzzy kiimeler,
elemanlarinin kismi tiyeliklerine de izin verir.

Bu boliimde fuzzy kiime tanimu ile diger temel tanim ve islemler verilecektir. Bu temel

bilgiler herhangi bir kaynaktan rahatkla elde edilebilir.

Tanm 2.1. X bostan farkli bir kiime ve 14 = X — [0, 1] tanumli bir fonksiyon olmak iizere
A = {(z,uy(2)) : x € X} kiimesine A fuzzy(bulanik) kiimesi denir. i, fonksiyonuna A

Jfuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu denir.

A fuzzy kiimesi X kiimesindeki her elemanin iiyelik derecelesi ile birlikte olusturdugu
kiimedir. Uyelik derecelerini belirleyen fonksiyon ise y iiyelik fonksiyonudur. jz 4 () de-
geri, x elemaninin A kiimesine ait olma derecesi olarak yorumlanabilir. Uyelik fonksi-
yonlari, klasik bir kiimenin elemanlarini [0, 1] aralifina karsilik getiren birer fonksiyon-
dur. Fuzzy kiimeler icin birlesim, kesisim gibi kiime iglemleri kendi tiyelik fonksiyonlari

yardimi ile tanimlanir.

2.2. Fuzzy Kiimelere Ozel Tanimlar

Klasik kiimelerde tanimlanan kesisim, birlesim vb. kiimelerin, fuzzy kiimelere karsilik

gelen tanimlar1 agsagidaki gibidir.

Tanim 2.2. A ve B birer fuzzy kiime olsun. Bunlarin kesisimi;
tans (@) = pa(z) A pp(z)

iiyelik fonksiyonu ile tanimli A N B fuzzy kiimesidir.

Tamm 2.3. A ve B birer fuzzy kiime olsun. Bunlarin birlesimi;
taus(@) = pa(z) V pp(e)

4
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iiyelik fonksiyonu ile tamimli A U B fuzzy kiimesidir.
Tanim 2.4. A fuzzy kiimesinin tiimleyeni:
prar(@) =1 — pa(x)
iiyelik fonksiyonu ile tamimli A® fuzzy kiimesidir.
Tamm 2.5. A ve B iki fuzzy kiime olsun bunlarin farki:
A\B=AnB
iiyelik fonksiyonu ile tanimlanir.

Tanim 2.6. Bir A fuzzy kiimesini ¢ekirdegi core(A) ile gisterilir ve asagidaki gibi tanim-
lanir,

core(A) ={x € X : uy(z) =1}.
Tanm 2.7. Bir A fuzzy kiimesinin dayanagi supp(A) ile gosterilir ve asagidaki gibi ta-
nimlanir,
supp(A) = {z € X : py(z) > 0}.
Tanim 2.8. Bir A fuzzy kiimesinin yiiksekligi hght(A) ile gosterilir.
hght(A) = maksp 4(x)
seklinde tanimlanir.

Bir fuzzy kiimesinin yiiksekligi en fazla 1 olabilir.Eger yiikseklik 1 ise normal fuzzy

kiime, 1 den kiigiik ise altnormal fuzzy kiime denir.

Tamm 2.9. A, X kiimesinin herhangi bir fuzzy alt kiimesi olsun. A fuzzy alt kiimesinin

a-kesmeleri A, ile gosterilir ve Yo € |0, 1] i¢in
Ay ={r e X : Ax) > o}
seklinde tanimlanir.

Yurakidaki tanimda > yerine > olursa buna gii¢lii a-kesim kiimesi denir. a-kesmeleri
fuzzy kiimelerden klasik kiimeler iireten dilimlerdir. Bagka bir deyisle fuzzy kiimenin
a-kesmesi, iiyelik fonksiyonunun degeri o dan az olmayan iiyelerin olusturdugu kesin

kiimelerdir. Her a-kesmesi bir iiyelik fonksiyonu kesitine karsilik gelir.

5
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Tanmm 2.10. F(X), bir X kiimesinin tiim fuzzy alt kiimelerini belirtir. X bir topolo-
Jik uzay ve X’in kompakt iiyelik fonksiyonuna sahip tiim fuzzy alt kiimelerinin kiimesi

F(X, L) ile gosterilir.

Tamim 2.11. X = R" ve A, X in klasik bir alt kiimesi olsun. Eger, V) € [0,1]vex,y € A
icin

A+ (1-=XNy) €A

ise A kiimesine konveks kiime denir.

Tanmm 2.12. A € F(R") fuzzy kiime olmak iizere; eger VA € |0, 1] i¢in

pa@) A pa(y) < pa(re+ (1= Ay)
esitsizligini sagliyorsa A kiimesine fuzzy konvekstir denir.

Teorem 2.13. A € F(R") de bir fuzzy kiime olsun. A fuzzy konvekstir ancak ve ancak
Va € [0, 1] igin A,, konvekstir.

Ispat (=) A fuzzy konveks olsun. Fuzzy konvekslik tanimi geregince Vz,y € R" ve
VA € [0, 1] i¢in,

pa(@) A pa(y) < pa(Az + (1= Ay)
olur. z,y € A, ve \g € [0, 1] olsun. Buradan, (Agz + (1 — \g)y) € A, oldugunu goster-

meliyiz. p () > o ve p4(y) > « oldugundan

a < g () A pa(y) < pa(Poz + (1= Ao)y)

olur. Buradan 4 (Aoz + (1 — A\g)y) > a = (Aox + (1 — \o)y) € A, dir. Dolayisiyla
A, konvekstir.

(«<=) Simdi Vo € [0, 1] i¢in A, konveks olsun. Diger taraftan p () A uy(y) = «
oldugunu varsayalim. z, y € A, konvekslik geregi VA € [0, 1] i¢in (Az + (1 — N)y) € A,

olur. Bu durumda,

paAz+ (1 —=Ny) > a=ps(z) A py(y)

elde edilir. Dolayisiyla A fuzzy konvekstir. U
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2.3. Fuzzy Sayilar
2.3.1. Fuzzy Reel Sayilar

Tamm 2.14. Uyelik fonksiyonu, normal, siirekli ve fuzzy konveks olan, reel sayilarin fuzzy
alt kiimelerine fuzzy reel sayilar denir. F(R) ile gosterilir. Yani, A min reel sayt olmasi icin
kosullar assagidaki gibidir.

i) pa(z) = 1 olacak sekilde en az bir x € R vardur.

ii) pu 4 () siireklidir.

iii) A fuzzy konvekstir.

2.3.2. Ucgensel Fuzzy Sayilar

Tanmm 2.15. a, b, ¢ birer reel sayt ve a < b < c olmak iizere; tabani |a, c| aralig ve
merkezi b olan sayilara iicgensel fuzzy sayisi denir. A = (a, b, c) ile gdsterilen bir iicgensel

fuzzy sayisi, () tiyelik fonksiyonu ile reel sayilar kiimesinde asagidaki gibi tanimlanir.

= x € |a, b
palr) =9 &=2+1,  ze(bd
0, diger durumlar

A = (a, b, c) bir tiggensel fuzzy say1 olsun. Bu fuzzy sayisinin sol ve sag kanat agik-

liklar1 sirasiyla « = b — a ve 8 = ¢ — b ile gosterilecektir.

2.3.3. L-R Fuzzy Sayilar

Tamm 2.16. R iizerinde tanimlanan L ve R fonksiyonlari, asagidaki ézelliklere sahip-
lerse bicim fonksiyonlari olarak adlandirilir:

1) L(x) € [0,1], ve R(x) € [0, 1], Va.

2) L(0) = R(0) = 1.

3) L(z) ve R(z), [0, 00| de azalandr.

4) mxinL(x) =0ise L(1)=0

5)Vaxigin L(x) > 0 ise xlg&L(a:) =0,

6) H;inR(x) = 0ise R(1) =0,

7)Vx icin R(x) > 0 ise lim R(x) = 0.

Tr—r00
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Ornek 2.17. Bicim fonksiyonu icin bir érnek olan fuzzy sayt asagidaki gibidir,
maks {0,1 — 2} = L(z) = R(x).

Tamm 2.18. L ve R bicim fonksiyonlart olsun. Bir L — R bulanik sayist A asagidaki

iiyelik fonksiyonuna sahiptir:

() = " B
() = R[*5%], = >7.

Bu tanim yardimiyla bir A fuzzy sayisi, * merkez degeri ve liyelik fonksiyonunun
sirastyla sol ve sag kanat acikligina karsilik gelen, o ve 5 dagilimlari ile karakterize edilir.
Abir L — R fuzzy say1 olmak iizere A = (T, a, B) 1.z hotasyonu ile ifade edilir. Ornegin,
standart notasyonda verilen bir A = (1,4, 9) tiggensel fuzzy sayisinin L — R notasyonu

ile gosterimi A = (4,3, 5}17%1% bi¢iminde olmalidir.

Tamim 2.19. A bir fuzzy sayt olmak iizere A sayisinin tersi — A olarak gosterilir ve asa-

gidaki tiyelik foksiyonu ile tanimlanir ,

poa(®) = pa(—x), Ve € R,

Tamim 2.20. A fuzzy sayisimn carpmaya gore tersi A=t ile gosterilir ve asagidaki iiyelik

fonksiyonu ile tanimlanir,
pia-1(x) = pa(l/z), Vo € R.

2.4. Fuzzy Aritmetik

Fuzzy sayilar iizerinde aritmetik iki yolla yapilabilir. Bunlardan ilki Zadeh genisleme

prensibi digeri ise alfa kesmeleri yontemidir.

2.4.1. Zadeh Genisleme Prensibi

Fuzzy kiimeler kuraminin en 6nemli kavramlarindan biri olan Zadeh genisleme pren-
sibi, fonksiyonlar1 fuzzy kiimelere genisletmede kullanilan yontemdir. Genisleme pren-
sibi, fuzzy kiimeler {izerindeki bir fonksiyonun yeni bir fuzzy kiimeyle, ne sekilde so-

nuc¢lanacagin ifade eder. Bu sayede herhangi bir fonksiyon yardimiyla bir veya birden
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fazla fuzzy say1 kullanilarak yeni fuzzy sayilar elde edilebilir. Boylece Zadeh genisleme
prensibi yardimiyla fuzzy kiimeler iizerinde bir¢ok iglem tanimlanabilir. Zadeh genisleme

prensibi asagidaki gibi tanimlanir (Zadeh 1974).

Tanmm 2.21. f: X; x X5 x X3 x ... x X,, = Y bir fonksiyon olsun ve
A C X1, Ay C X, ..., A, C X, birer fuzzy kiime olsun

f(AL, Ay, A, .. Ay) C Y fuzzy kiimesi asagidaki iiyelik fonksiyonu ile tanimlaner.

o Ay () Aty (02) Ay (a) A Mg, (an)} o ) # 2

0 ) =2

Genigleme prensibinin aritmetik fonksiyonlara uygulanmasi asagida gosterilmistir.

Tamm 2.22. A ve B iki fuzzy sayt olmak iizere A+ B nin iiyelik fonksiyonu Zadeh genis-
leme prensibi ile asagidaki gibi tanimlanir.

ftarp(c) = iugb {rala) A pp(b)}
Tanim 2.23. A ve B iki fuzzy sayt olmak iizere A - B iiyelik fonksiyonu Zadeh genisleme
prensibi ile asagidaki gibi tanimlanir.

pap(c) = sup {ps(a) A pp(b)}

c=ab

2.4.2. Nguyen Teoremi

Bu boliimde Nguyen a-kesmeleri yontemi incelenmistir. Nguyen, iinlii makalesinde
standart genisleme prensibine dayali islemlerde kullanilan fuzzy sayilarin ¢iktilarinin a-
kesim kiimelerini, siirecte kullanilan sayilarin a-kesim kiimeleri cinsinden ifade edilebi-
lecegini kanitlamigtir. Nguyen’in makalesinde belirttigi gibi genigleme prensibi, klasik
bir X kiimesinde tanimlanan bir fonksiyonun veya bagintintinin alanim1 X in fuzzy alt
kiimelerine genisletmenin bir yoludur. Bir fonksiyonun etki alaninin genisletilmesi gere-
ken uygulamalarda ve fuzzy sayilarin analizinde gosterildigi gibi, fuzzy kiimenin a-kesim
kiimelerinin kullanimi iiyelik fonksiyonunun kullanimindan daha basittir.

Genel olarak ifade etmek gerekirse;

i XxY = Z

9
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ve A, B sirasiyla X ve Y nin fuzzy alt kiimeleri olsun.

[f(A7 B)]a = f (Aon Boz)

esitligi icin gerek ve yeter kosul verilecektir. Burada A, ve B, sirasiyla A ve B’nin a-
kesim kiimeleri ve [f(A, B)|,, f(A, B) nin a-kesim kiimesidir. Ayrica Nguyen ¢alisma-
sinda bu esitligin tiim siirekli f ler icin gecerli oldugu bir fuzzy sayilar sinifi tanimlamustir.
Detayli bilgi i¢cin “A Note on the Extension Principle for Fuzzy Sets” calismasi incelen-

melidir (Nguyen 1978).

Teorem 2.24. f : X XY — Zve A, B sirastyla X ve Y ’nin fuzzy alt kiimeleri olmak
lizere

[f(A,B)], = f(As, By), Vae€[0,1] (2.1)
esitligi icin gerek ve yeter kosul, ¥z € Z icin sup, e p-1)[a() A pg(y)] degerine
ulasan (z,y) € X x Y noktalarinin bulunmasidir (Nguyen 1978).

Ispat (i) Gerek kosul: z € Z ve
(z,y)sggl(z)[m(x) Appy)] =t
olsun. Buradan
trap(z) =t = z€[f(A B)],
= z € f(Ay, By).
Bu durumda, 37 € A, ve y € B, dyle ki f(z,y) = z dir.

f(@,9) € f71(2) ve uy(T) >t ve
pp(y) >t = ps(T) Apg(y) >t

olur. Buradan
sup  [pa(z) A pg(y)] > pa(@) A pp(y)
(z,9)ef~1(2)
elde edilir ve boylece

pa(T) AN pp(y) =t
olur.

(i1) Yeter kosul:
f (AOHBOé> g [f(Aa B)]a’ Vo € [07 1] .

10
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Simdi z € [f(A, B)], olsun. Yani
pram(z) = sup  [uy(2) App(y)] = a.
(zy)ef~1(z)

Eger ji7(4 p)(2) > o ise, supremum tanim geregi (7,7) € f~'(z) olur. Oyle ki:

o < puy(T) A pp(y) < pipapy(2)
=1 € A, vey € B,,.

Boylece z = f(7,y) € f (Aa, Ba) dir. Bger j1;(4 p)(2) = o ise, hipoteze gore (z',y) €
f~1(2) olur. Oyle ki:
pa@) App(y') = sup  [ua(2) Apg(y)] = o
(zy)ef~1(2)

— 7' € A, vey € B,.

Boylece z = f(2',y/) € f (Aa, By) olur. O

2.4.3. Alfa Kesmeleri Yontemi

Fuzzy aritmetik i¢in bir diger yontem olan alfa kesmeleri yontemi, Nguyen teoreminin bir
sonucudur. Ornegin, A ve B iki licgensel fuzzy say1 olsun. Bu sayilarin o kesim kiimeleri
kapali araliklar olusturur. Boylece A ve B arasindaki aritmetik, Nguyen teoremi geregince
aralik aritmetigine indirgenir.

A = (a, b, c) iiggensel fuzzy sayisinin alfa kesmesi kisaca
Ay =la+ (b—a)a,c— (c—b)a]

ile bulunur. Bu sekilde elde edilen araliklar icin, aralik(interval) aritmetigi kullanilarak
fuzzy aritmetik islemler gerceklestirilebilir.
A ve B fuzzy sayilarinin a-kesim kiimeleri sirasiyla A, = [a1, as] ve B, = [b1, bo]
olsun. Bu durumda A ile B arasindaki fuzzy aritmetik islemler asagida gosterilmistir.
Toplama:

Aa + Ba = [al,az] + [bl,bg] = [a1 + bl,ag + bg]

Cikarma:

Ay — By = a1, a2) — [b1, b2] = [a1 — be, a2 + by].

11
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Carpma:
Ay - By = |ay, a2 - [b1, be] = [min(a1by, a1bs, asby, ashy), max(aiby, aiby, ashy, asbs)].
Bolme:
1 1
Ao + By = [aq, a2] + [b1,bo) = a1, a0] - [—, —].
by’ by

Ornek 2.25. A = (1,3,4) ve B = (5,7,9) iicgensel fuzzy sayilart icin A+ B’yi hesapla-
yalim. A ve B sayilarimin alfa kesmeleri A, = [142a,4—a] ve B, = [5+2a,9—2a] dir.
Bu durumda A + B asagidaki gibidir

Ao+B, = [14+20,4—a]+[5+2a,9—-20a] = [6+4«,13-3a| = [A+ B],, = (6, 10, 13).

12
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. T-norm Genellestirmesi

T-normlar, [0, 1] arahgim referans alan bir ikili iglem tiiridiir. [Ik olarak 1942°de Karl
Menger’in ‘Statistical Metrics’ adli calismasiyla ortaya atilan t-normlar, klasik ticgen esit-
sizliginin daha genel yapilara genellestirlimesini amaclamistir (Menger 1942). Bununla
birlikte 1958, 1960, 1961 yillarinda Berthold Schweizer ve Abe Sklar tarafindan yapilan
calismalar ile t-normlarin aksiyomlar1 verilmistir (Schweizer ve Sklar 1958; Schweizer ve
Sklar 1960; Schweizer ve Sklar 1961). Bu aksiyomlar giiniimiizde de gegerliliklerini ko-
rumaktadirlar. Genel olarak t-normlar arasinda 7’,: minimum, 7,: ¢arpim (product), 77
Lukasiewicz ve T'h: Drastic t-normlari, temel t-normlar olarak adlandirilirlar.

Bircok alanda kullanilan t-normlar, fuzzy aritmetik icin de teorik bir altyap1 olusturur.
Bu sebeple fuzzy aritmetikte, t-normlar altinda aritmetik islemler tanimlanmigtir. 7, ve
Tp icin aritmetik islemler Zadeh genisleme prensibi ile agik olarak hesaplanabilmistir.
Ancak, diger t-normlar altinda aritmetik icin durum olduk¢a karmasiktir. Bu ¢alismanin
motivasyonu, 7;, t-normu altindaki aritmetigin incelenmesidir.

Bu boliimde, t-norm tanimi ile birlikte dort temel t-norm incelenip karsilastirilacaktir.

Tamm 3.26. T : [0,1)° — [0, 1] tamumly ve her x,y, z € [0,1] icin asagidaki aksiyomlar

saglayan ikili isleme t-norm veya licgensel norm denir.

(i) T(z,1)==x simr kosulu
(ii) y<ziseT(x,y) <T(x,z) monotonluk
(iii) T(x,y) =T(y,x) simetri
(iv) T(z,T(y,2))=T(T(x,y),z) birlesme

Dort temel t-norm asagidaki gibi tantmlanmistir.

3.1.1. Minimum T-normu

Teorem 3.27. Ty : [0,1]* — [0,1], Ty (x,y) = min {z,y} seklinde tanimlanan fonksi-

yon bir t-normdur. Buna minimum t-normu denir.

Ispat Minimum t-normunun, bir t-norm oldugunu aksiyomlar yardimu ile gosterelim.

Ty (x,y) = min{z, y} olsun.

13
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(i) Vx € [0, 1] igin
Ty(z,1) =min{z,1} =2

buna gore (1) saglanir.

(i) Va,y, z € [0, 1] i¢in
y <z=min{z,y} <min{z, 2} = Ty (z,y) < Tu(z,2)

oldugundan (ii) saglanir.

(iii) Vz, y € [0, 1] igin
TM<x7y) = min {xvy} = min {y,l‘} - TM(ywr)

Ty (x,y) = Ty (y, ) oldugundan (iii) saglanir.
(iv) Vx,y, z € [0, 1] i¢in

Ty(x,Ty(y,2)) = Ty(x,min{y,2}) = min{z, min{y, z}}

= min{min{z,y}, 2} = Tu(Tu(z,y), 2)

Ty (x, Tar(y, 2)) = Ty (T (z,y), z) oldugundan (iv) saglanr.

Buna gore (i)-(iv) sartlar1 saglandigindan 7' bir t-normdur.

3.1.2. Carpmm T-normu

Teorem 3.28. Tp : [0,1]> — [0,1] ,Tp(x,y) = x - y seklinde tanumlanan fonksiyon bir

t-normdur. Buna ¢arpim(product) t-normu denir.

Ispat Tp(z,y) =z -y
(i) Vz € [0,1] igin
Tp(z,1)=x-1

I
8

buna gore (i) saglanir.

(ii) Vz,y, z € [0, 1] i¢in
ySZ:xnyZ:}TP(xay) STP(I7Z>
oldugundan (ii) saglanir.

14
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(iii) Vz,y € [0, 1] i¢in
Te(z,y) =z-y=y-x="Tp(y )

Tp(z,y) = Tp(y, z) oldugundan (iii) saglanir.
(iv) Vz,y,z € [0, 1] i¢in

Tp(x,Tp(y,2)) =Tp(x,y-2)=x-(y-2)=(x-y) -z =Tp(Tp(z,y), 2)

Tp(x,Tp(y,2)) = Tp(Tp(x,y), z) oldugundan (iv) saglanir.

Buna gore (i)-(iv) sartlart saglandigindan 7'p bir t-normdur. 0

Asagida verilen 77, ve Tp t-normlarinin (1)-(iv) kosullarin1 sagladig1 benzer bicimde

goriilebilir.

3.1.3. Lukasiewicz T-normu

Tamm 3.29. T, : [0,1]° — [0,1],7%(2, y) = maks {0,z +y — 1} seklinde tanimlanan

fonksiyona Lukasiewicz t-normu denir.

3.1.4. Drastic T-normu

y =1
Tanim 3.30. 7 : [0, 1}2 —[0,1] ., Tp(x,y) =S x y=1 seklinde tanumlanan fonksi-
0 diger

yona Drastic t-normu denir.

Sonug 3.31. T-norm tanumina gore her T t-normu icin ve her x € [0, 1] icin asagidaki

smr sartt saglanir.
T(x,1) = x
T0,z) = T(x,0)=0
Bundan dolayt her t-norm |0, 1]2 birim karesinin sinirlart iizerinde ¢cakigiktir.

Tanim 3.32. T ve Ty iki t- norm olsun. Eger her x,y € [0,1)° icin Ty (x,y) < T(z,v)
esitsizligi saglantyor ise T’y t-normu, T t-normundan zayif veya Ts t-normu, T’y t-normundan

giicliidiir denir. T1 < T, biciminde gosterilir.

15
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Sonug 3.33. Her T t-normu ve her z,y € [0, 1]2 icin asagidaki egitsizlik saglanmr.
T(z,y) <T(,y) =y = T(z,y) < min(z,y) = Tu(z,y)
ve her .,y € [0,1]% icin
T((L’,y) > 0= TD(I7y)

dir. Bu iki durum goz oniine alindiginda
Tp <T <Ty

esitsizligi ortaya cikar. Bu esitsizlikten yola cikarak Ty, t-normunun en giiclii, Tp t-
normunun en zayif t-norm oldugu goriilmektedir. Geriye T'p ve Ty, t-normlarin kiyaslan-
mast kalir. Son durumda dort temel t-norm arasindaki baginti bulunmus olur.

Simdi Ty, < Tp oldugunu gosterelim. Ik olarak Tp(x,y) = x -y ve Ty(z,y) =
max(0,x + y — 1) t-normlart ig¢in x +y > 1 olsun. Bu durumda z +y — 1,z -y € [0, 1]
oldugundan,

r+y—1<zyveyax+y—1>axy

olur. x +y — 1 > xy oldugunu varsayalim. Buradan x — 1 > y(z — 1) olur. © < 1 i¢in

y > 1 celiskisi elde edilmis oldu. Son olarak
Ti(z,y) =2 +y—1<azy="Tp(z,y)
olur. Diger tarafatan x + y < 1 durumu igin
Ti(z,y) =0 < Tp(z,y)

olur. Bu durumda 'T';, < T'p oldugu acikca goriiliir.

Sonug olarak dort temel t-norm arasindaki baginti asagidaki gibidir

Tp <Tp, <Tp <Tuy.

3.2. Genellestirilmis Zadeh Genisleme Prensibi

Tamim 3.34. A ve B iki fuzzy sayt olmak iizere, ® bir iglem ve e bir t-norm olsun. Buna

gore genellestirilmis Zadeh genisleme prensibi asagidaki gibi tanimlanir:

paos(®) = \/ na(y) e pp(2).

r=yOz

Bu tanim, genisleme prensibinin keyfi bir t-norm i¢in genellestirilmesini ifade eder.

16



MATERYAL VE METOT M. E. ASLAN

3.3. Genellestirilmis Nguyen Teoremi

Robert Fuller ve Tibor Keresztfalvi, yaptiklari ¢calismada minimum t-norm tabanl
Nguyen teoremini tiim t-normlar i¢in genellestirdiler (Fuller ve Keresztfalvi 1991). Bu
boliimde genellestirilmis Nguyen teoremi i¢in gerek ve yeter kosul verilecektir.

[F(A,B),=_U_f(Ae;By), Vae(01].

T n)>a

Bu esitlikte, T'(z, y) = min {x, y} 6zel durumunda 2.1 esitligini verdigine dikkat edilme-
lidir. Bu durum Nguyen’in sonucuyla ortiismektedir.

Ek olarak, fuzzy mantik sadece minimum-maksimum operatorleri yerine t-normlari
cinsinden tanmimlandigindan, bu makalenin sonucu algoritmalarin uygulanmasinda saha-

daki ¢alisanlar i¢in yararli olabilir.

Tanmmm 3.35. T bir t-norm, f : X xY — Z, A€ F(X)ve B € F(Y) ise f(A,B) €
F(Z) genigleme prensibi yardimiyla asagidaki gibi tanimlanir.

f(A, B)(2) = ,Sup. T(pale), pply)), z€ 2.

Asagidaki teorem, genigleme prensibindeki minimum t-normu yerine keyfi bir t-norm

kullanilirsa, Nguyen’in teoremine benzer sonuclar elde edildigini gostermektedir.

Teorem 3.36. X £ (), Y # () ve Z # 0 kiimeler olsun ve T bir t-norm olsun. f : X XY —
Z tanumly iki degigkenli bir fonksiyon ve A € F(X), B € F(Y) olmak iizere

f(AB), = U_ f(AgBy), aec(0,1] (3.2)

T(&n)>a

esitligi icin gerek ve yeter kosul, Vz € Z igin sup(, ,yer) T(1a(T), pp(y)) degerine

ulagan (xo,vyo) € X X Y noktalarimin bulunmasidir (Fuller ve Keresztfalvi 1991).

ispat (1) Gerek kosul: z € Z ve

f(A; B)(2) = i T(pa(z), nply)) = t.

O zaman bu hipoteze gore

zelf(AB)i=_U_ [(AgBy)

TEn)>a
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dir. Bu nedenle, T'(§y,1m9) > t ve z € f(Ag,, B,,) olacak sekilde &,,n, vardir. Yani
f(xo,y0) = 2 olacak sekilde (z¢,y0) € A¢, X By, vardir.
t= s T(pa(@), pp(y)) 2 T(palzo)s 11p(y0)) = T(€o,m0) 2 1.
T,y)=2
Buradan T'(p (o), t5(yo)) = t olur.
(i1) Yeter kosul: Simdi
zZ e U f (Ag, BW)

TEn>a

icin oyle &,,n, vardir ki T'(§,,n,) > ave z € f (A§o7 Bno) olsun. Bununla birlikte,eger
(w0, 10) € Ag, X By, ise
f(A,B)(z) = f(Sug) T(pa(@), np(y)) = T(pa(@o), kp(yo)) = T(Eo,m0) =
T,y)=z2
ve buradan z € [f(A, B)], olur. Diger taraftan z € [f(A, B)], olsun. Yani
sup T'(pa(x), pp(y)) = a.
f(zy)==
Hipoteze gore, f(xg,yo) = z olacak sekilde (xq,yo) € X x Y vardir ve
T(pa(o), np(y0)) = b T(palx), ppy)) = a.
T,y)=z2
Boylece, £, = p4(xo) ve ny = 1p(yo) olmak iizere, T'(€,, 17,) > « oldugu biliniyor, yani
(wo,100) € Ae, X By, vez € f (Aéw Bno)’ sonug olarak z € U f (A, B,) olur. [

T(¢n)za
Asagidaki teoremde X,Y ve Z yerel kompakt topolojik uzaylardir. Ayni1 zamanda bu

teorem 3.2 esitliginin tiim uist yar siirekli t-normlar i¢in gegerli oldugunu gosterir.

Teorem 3.37. (Fuller ve Keresztfalvi 1991) Eger f : X xY — Z ve T iist yart siirekli
ise, her bir A € F(X, L) ve B € F(Y, L) igin

[f(A,B),=_ U_ f(AeBy,), ac(0,1].

T n)>a

Ispat 1lk teoremi kullanarak gostermek yeterli olacaktir. (2,7) — T'(p4(x), pg(y))

fonksiyonunu ¢ ile gosterelim. Ac¢ikga,

o T(pa(x), pp(y)) = sup p(z,9)
T (z,y) € f7(2)

(x,y) € suppA X suppB
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T(py(x), ng(y)) = 0oldugundan suppAx suppB kiimesinin disinda kalir. Fakat suppA x
suppB kompak ve f~1(z), f nin siirekliligi ile kapatilir; Dolayisiyla,

fH(z) N (suppA x suppB)

de kompakt olur. 7" azalmayan iist yar siirekli, A ve B’de iist yari siirekli, dolayisyla ¢’
de {ist yan siireklidir. Boylece ¢, her 2 € Z i¢in f~1(2) N (suppA x suppB) kiimesinin

maksimumunu verir. OJ

Asagidaki 6rnekler, f(A, B) fuzzy kiimesinin a-kesmelerinin, bazi temel t-normlarin

basit bir sekilde tiretilebilecegini gostermektedir.
Ornek 3.38. Eger T(x,y) = min {, y }ise
E>aven>a= (A B,) C f(As Ba),

olur. Genellestirilmis Nguyen teorem kullanildiginda bu ifade, klasik Nguyen bicimine
indigenir,

[f(A, B)l, = f(Aa, Ba), € (0,1] -

Ornek 3.39. Eger T(z,y) = x -y ise genellestirilmis Nguyen teorem geregi asagidaki
ifade olusur;
F(AB), = U f(AeBz), ac(©1].

£€lal]

3.4. Seresht ve Fayek Yontemi

Fuzzy aritmetigi uygulamak i¢in iki temel matematiksel yontem soz konusudur.
Bunlardan biri a-kesmeleri yontemi ikincisi Zadeh genisleme prensibi yontemidir. a-
kesmeleri ile Zadeh genisleme prensibi 7' = min durumunda ¢akigsmaktadir. Bu durum
diger t-normlar i¢in dogru degildir. Mevcut hesaplama yontemleri icersinde a-kesmeleri
yontemi, basitligi nedeniyle daha sik kullanilmaktadir. Bu yontem sonuglarin yorumlabi-
lirligini azalantan bir durum olan, ortaya ¢ikan fuzzy sayilarda belirsizligin fazla tahmin
edilmesine neden olur. Bu fazla tahmin, genisleme prensibi ile azaltilabilir. Ancak genis-
leme prensibi yontemini uygulamaya yonelik mevcut hesaplama yontemleri, minimum
ve drastik t-normlarinin kullanimiyla sinirhidir. Bu yiizden ¢arpim t-normu ile fuzzy arit-

metik pek de kolay degildir. Ancak Nima Gerami Seresht ve Aminah Robinson Fayek
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yaptiklar1 ¢alismada genisleme prensibini kullanarak carpim ve Lukasiewicz t-normlari
ile aritmetik i¢in bir yontem tanimlamiglardir. Bu yontem, iki ticgensel fuzzy sayinin top-
laminin veya carpiminin olusturdugu tanim araligini, ayrik noktalara parcalayarak baglar.
Her nokta icin ayr1 ayr liyelik degeri hesaplanir. Ancak bazi noktalar i¢in birden fazla
olasilik s6z konusu olabilir. Bu durumda her olasilik icin iiyelik dereceleri bulunduktan
sonra, ¢ikan sonuglar arasinda kiyaslama yapilmalidir. Yontem bir 6rnek yardimiyla tani-
tilacaktir. Daha fazla bilgi icin Seresht ve Fayek (2019) incelenmelidir.

Asagidaki ornekte, A = (ay,b1,¢1) ve B = (ag,bs, ) fuzzy sayilar icin, kanat
acikliklart by — ay = vy, ¢ — by = B4, by — as = an ve co — by = f3, ile gosterilecektir.

Carpim t-normu i¢in supp[A + B] = [a1 + as,c1 + ¢o] ve core[A + B] = by + by
oldugu bilinmektedir.

Ornekte yalnizca A + B toplammin olusturdugu supp[A + B] nin sol tarafi igin he-
saplama yapilacaktir. Bu durumda, = € [a; + ag,b; + bg] oldugu i¢in islem kolaylig
saglanmasi sebebiyle, x tam say1 olarak secilecektir. Ancak yontem, her x € R i¢in ge-

cerlidir.

Ornek 3.40. A = (3,6,8) ve B = (10, 14, 17) birer fuzzy sayt olsun. A + B’yi ¢carpim
t-normu kullanarak hesaplayalim. Buradan supp[A + B] = [13,25] ve core[A+ B] = 20
olur. Kanat agikliklart oy = 3, B, = 2, ag = 4 ve B, = 3 olur. x, A + B toplaninin
sol tarafinda alinan bir nokta olsun ve toplanun olusturdugu supp[A + B|’de tiim x tam
sayilart icin x’in iiyelik fonksiyonlarini bulalim. x = ay + as + t oldugunu varsayarsak,
birk € [0, aq] iciny = a; + k ve z = ay + (t — k) saylart yazilabilir. Boylece x = y + z
olur. Genigleme prensibine gore x’in iiyelik degeri,

pars@) =\ pa)-ps(2).

r=y+z
Ik olarak x = 14 icin t = 1 oldugu aciktir. Bu durumda, k € [0,3] iciny = 3 + k,
z = 10 + (1 — k) olur. Aymi zamanda bu toplam yalnizca y € [3,6] ve z € [10, 14]
araligindan gelen sayiar icin olusturulabilir. Bu noktalarin iiyelik degerleri asagidaki

gibidir.

k 1—k
paly) = 5 ve pp(z) = — —.
p(x)’i hesaplamak icin p(x) = \/ {pay) - ng(2)}, fonksiyonu asagidaki gibi ek ali-

T=y—+2z
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nabilir,

k —k k— k2
FB) = paly) - pin() = 5 - = "o

Geriye f(k)’mn tiirevi alimip sifira esitleyerek fonksiyonun maksimum degerini bulmak

kalir. <[ f,(k)] = 0 ise k = § dir. Buradan;

Boylece, i, g(x)’in x = 14 noktasindaki iiyelik fonksiyonunun degeri 4—18 olarak bulunur.

Simdi, x = 15 icin ayni adimlart kullanarak iiyelik fonksiyonunun degerini hesapla-
yalim. Bu toplanun olusabilmesi icin de tek bir olasilik vardir. Buna gore, k € [0, 3] i¢in
y € [3,6] ve z € [10,14] araligindan gelen sayilar ile olusturulur. Bu durumda iiyelik

degerleri asagidaki gibidir.

k 2—-k

paly) = 3 ve jip(2) = i

Genigleme prensibinden faydalanarak f(k) tamimlayalim

2—k  2k—k?
4 12

F(R) = pa(y) - pp() = g

Simdi, f(k)’mn tiirevini alip sifira egitleyerek fonksiyonun maksimumunu bulalim. Buna

gore, &(fy(k)] = 0 ise k = 1 dir. Fonksiyonda yerine yazilirsa;
2-1—(1)> 1
="V _ -
) 12 12

Boylece, ji 4, g(x)’in x = 15 noktasindaki iiyelik fonksiyonunun degeri 1—12 olarak bulunur.

Benzer bicimde, supp|A + B)’de Yz € R icin x’in iiyelik fonksiyonlarint bu yontem
yvardimiyla hesaplayabililriz. Ancak dikkat edilmelidir ki bu x toplamlarinin bazilart bir-
den fazla olasiliga neden olabilirler. Bu durumda biitiin olasuliklar ayr: ayri hesaplanmali
ve supremumlart bulunarak islem tamamlanmalidtr.

Simdi, bu durumu gostermek adina 1, g(x)’in v = 18 noktasindaki iiyelik fonksiyo-
nunun degerini hesaplayalim. Bu durum igin ii¢ olasilik vardur:

1.z, y € [3,6] ve z € [10, 14] araligindan gelen iki sayimin toplamudur.

2.z, y € [6,8] ve z € [10, 14] araligindan gelen iki saywun toplanudir.

3.z, y € [3,6] ve z € [14,17] araligindan gelen iki saywun toplanudir.
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Bu ii¢ durum icin iiyelik fonksiyonunun degeri bulunarak, hangi kombinasyonun daha
biiyiik bir iiyelige yol actigini bulacagiz.
1. Durum: k € [0,3] iginy € [3,6] ve z € [10, 14] olduguna gore iiyelik degerleri
asagidaki gibidir.
paly) = 5 ve pp(z) = ——.
Ayni adimlar izlendiginde

5—k 5k—k
4 12

k
k)=
flk) =3
ve fonksiyonun maksimumu, L[ f,(k)] = 0 dan k = 2 olarak bulunur. Yerine yazarsak,

f(5)_5'g_<g)2_25_
2/~ 12 18 M

olarak 1. durumu hesaplamis oluruz.

2. Durum: y € [6,8] ve z € [10,14] olmak iizere x = y + z olsun. x € [16,20]
oldugunda, x = (6 + 10)+2, k € [0,2] and (2—k) € [0, 4] kisitlar ile birlikte y = 6+ k
ve z = 10 + (2 — k) oldugu varsayilabilir. Bu durumda iiyelik degerleri asagidaki gibi

olur,
2—k 2—k
paly) = —5—vepp(z) = ——.
Buna gore,
2—k 2—k (2-k)(2-k)
k — . e
olur. f(k)’mn tiirevi su sekilde goriilebilir:
d 2—-k)+(2—-k)
_ = — < 0.
ane) L2 <

Yani f(k) azalan bir fonksiyon olup maksimum degerini k = 0 da alir. k = 0 igin,

1

/m@%uﬂ@=§=uz

2. durumun sonucu % olarak bulunur.

3. Durum: y € [3,6], z € [14,17] olmak iizere x = y + z olsun. x € [17,20] oldugun-
dan, t =3+ 14+ 1,k € [0,3] ve (1 — k) € [0, ay] kusitlari ile birlikte y = 3 + (1 — k)
ve z = 14 + k oldugu varsayilabilir. Buna gore iiyelikler asagidaki gibi olur,

1—k 3k

qu:~7;nuﬂ@—»7;a
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Benzer bicimde,
11—k 3-k (1-k)(3—-k)

k _

olur. f(k)’mn tiirevi su sekilde goriilebilir:
d 3—k)+(1—k)
Ao =-BTEEZD o

Yani f(k) azalan bir fonksiyon olup maksimum degerini k = 0 da alir. k = 0 icin,

pal) () = 5 =

olur. Boylece 3. durumu 5 olarak buluruz. p,, g(x) = max{su, (z), uy(2), pis(2)} oldu-

gundan geriye bu ii¢c durumu kiyaslamak kalir. Sonug olarak, 115 < py < iy olur ve

payp(x)’in x = 18 noktasindaki iiyelik fonksiyonunun degeri % olarak bulunur.

Bu prosediir, supp|A + B]’deki tiim x ler icin uygulanabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Carpim T-normu ile Fuzzy Aritmetik

Bu boliimiin odak noktasi ¢arpim t-normu ile fuzzy aritmetik islemlerdir. Carpim
t-normu ile ilgili ¢calismalar incelendiginde, su ana kadar elde edilenilen en iyi yontemin
Seresht ve Fayek yontemi oldugu goriilmektedir. Onceki boliimde incelenen bu yonte-
min bile, yalnizca ayrik noktalar i¢in sonug¢ hesaplayabilen ve yiiksek islem maliyetli bir
yontem oldugu goriilmektedir. Calismanin amaci, diisiik islem maliyetli ve tiim noktalar
icin kesin sonug hesaplayabilen, ayn1 zamanda ¢arpim t-normu ile yapilacak aritmetik ig-
lemlerin tam sonucunu, siirekli bir formda iireten acik formiiller elde etmektir. Bu tezde

bulunan tiim bulgular tarafimizca yapilan Soylu ve Aslan (2021) makalesinden alinmugtir.

4.1.1. Carpim T-normu ile Toplama

Bu boliimde ¢arpim t-normu kullanilarak toplama icin agik bir formiil sunulacaktir.
Ayni zamanda fuzzy aritmetikte A — B = A + (—B) 06zdesligi kullanilarak bulunan
sonu¢lar ¢cikarma iglemine de uygulanabilecektir.

A = (a1, b1, c1) ve B = (as, by, c2) iki liggensel fuzzy say1 olsun.

Bu sayilarin kanat agikliklar1 by —ay = g, ¢1—by = 1, ba—as = s ve co—by = 3,
ile gosterilir.

Carpim t-normu igin supp[A + B] = [a; + as,c1 + ¢a] ve core[A + B] = by + by
oldugu bilinmektedir.

Amacimiz A ve B fuzzy sayilarinin toplamini yani A + B yi hesaplamak olacak.

Bir fuzzy sayimn iiyelik fonksiyonunun artan kismu kisaca sol taraf (L) ve azalan
kisim sag taraf (R) olarak adlandirilacaktir. Calisma, A + B’nin sol tarafi ile baglayacak.

x, A+ B toplaminin sol tarafinda alinan bir nokta olsun yani,

S [al +a2,b1 + bg]

Zadeh genisleme prensibine gore z’in iiyelik degeri,

pars@) =\ pay) - ps(2)

r=y+z
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dir. Bu duruma gore ii¢ olasilik vardir:

1. 2, A’nin solundan alinan bir nokta ile B’nin solundan alinan bir noktanin toplamidir(LL).

2.z, A’nin sagindan alinan bir nokta ile B’nin solundan alinan bir noktanin toplamidir
(RL).

3. x, A’nin solundan alinan bir nokta ile B’nin sagindan alinan bir noktanin toplamidir
(LR).

Bu ii¢ durum i¢in hangi secenegin daha biiyiik bir iiyelige yol agtigini1 bulacagiz. Bu-
nun i¢in 6zel durumlarin her biri i¢in optimum deger hesaplanmali ve birbirleriyle kargi-
lagtirilmalidir.

Genelligi kaybetmeden, bastan sona oy < a4 ve 3, < 3, oldugu varsayilabilir.

Bu noktada c;, = a; + as + 204 ve cg = ¢ + 2 — 23, seklinde taniml1 kordinatlar
konunun devaminda faydal1 olacaktir.

1. Durum: LL

y € [a1,b1], z € [ag, be] olmak iizere x = y + z olsun. Buradan iki alt durum olugur:
x € [ay + ag, cp] veyax € (cp, by + bo]. © € [a; + ag, ¢r] durumunu agagida ele alalim:

r = aj + ag + t oldugunu varsayarsak, bir £k € [0,4] i¢in y = a; + k ve z =
as +t — k sayilar1 yazilabilir. Bu sayilara kargilik gelen iiyelik fonksiyonlarinin agagidaki
gibi oldugu goriilmektedir.

k t—k

uA(y)Za—lveuB(Z)z .

p(z) = \/ {pa(y) - pp(z)} fonksiyonunu f;(k) fonksiyonu ile ifade edelim

r=y+z

k t—k th—Fk?
k pu— . = — e = .
Jelk) = nay) - pp(2) = - = P
p(x) i hesaplamak icin geriye f;(k) optimizasyonu kalir. f;(k)’nin k’ye gore tiirevini alip
sifira esitlersek, fonksiyonun maksimum degerini hesaplamis olacagiz. %[ fi(k)] = 0 ise

k = L dir. Buradan:

ft(z) o

2 B 40410{2 '

Bu adimda dikkat edilmelidir ki & € [0, «;] oldugundan ¢ € [0,2a4] olur. Dolayisiyla

x € [a + ag, cp] dir.
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Diger bir alt durum olan = € (cr, by + bo] i¢in k € [0, ay] oldugundan ¢ > 2q; olur.
Bu durumda f;(k)’nin tiirevi,
b2k

d
%[ft(k)] = o, >0

olur. Bu nedenle f;(k) k’ye gore artan olup maksimum degerini k& = «; de alir. Buradan

filag) = % olur. Dolayisiyla, t = x — (a; + az) oldugundan (L L) durumu i¢in sonug

asagidaki gibi elde edilecektir,

(z—(a1+a2))?
B — T € [CL1+CL2,CL]

i) =4 e @
#, T € (CL,b1+b2].

as
4 (y)- 115 () nin supremumunu bulmak igin yukaridaki sonucun (RL) ve (L R) durumlart
ile karsilagtirilmasi gerekir.

2. Durum: RL

y € [b1, 1], z € [ag, by] olmak tizere z = y+ 2z olsun. x € [by+as, by +bs) oldugundan,
k€ ]0,5,] ve (t — k) € [0, as] kisitlart ile birlikte y = by + k ve z = as + (t — k) oldugu
varsayilabilir. Bu durumda tiyelik fonksiyonlar1 agagidaki gibi olur,

B, —k t—k

1aly) = 3, ve pip(2) = Ty

O halde f;(k) asagidaki gibi olur

B~k t—k

51 (6%} '

Je(k) = paly) - pp(z) =
Bu durumda k’ye gore tiirev alip gozlemleyelim,

(t—k)+ (B, — k)
Bra

Yani f;(k) azalan bir fonksiyon olup maksimum degrini £ = 0 da alir. £ = 0 igin,

<0.

d
%[ft(k’)] ==

w(y) - pu(z) = o

olur. Dolayisiyla t = x — (b + ag) oldugundan (RL) durumu i¢in sonug su sekilde elde
edilecektir,
. r — (bl + (12)

MQ(ZL') = a—,l’ € [bl + (lg,bl + bg] (42)
2
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Bu durumda ortaya cikan iiyelik fonksiyonunun dogrusal fonksiyon olduguna dikkat edil-
melidir.

3. Durum: LR

y € [a1, b1], z € [ba, c2] olmak iizere x = y+z olsun.x € [ay + by, by +bs] oldugundan,
k€ [0,8,] ve (t — k) € [0, 1] kusatlart ile birlikte y = a3 + (t — k) ve z = as + as + k

oldugu varsayilabilir. Buna gore tiyelik fonksiyonlar1 asagidaki gibi olur,

paly) = o , 1p(2) = 3

(RL) durumunda uyguladigimiz prosediiriin aynisini uygularsak,

—k —k
) = 1al0) - an(2) = - P
f:(k)’nin tiirevi su sekilde goriilebilir:
d = (t—k)+ (B, —k))
Tl = == <0

Yani f;(k) azalan bir fonksiyon olup maksimum degrini £ = 0 da alir. & = 0 igin,

t

paly) - pp(z) = ar

olur. Dolayisiyla, ¢ = x — (a; + by) oldugundan (L R) durumu i¢in sonug su sekilde elde
edilecektir,
. xr — (CLl + bg)

/L3(.’E) = a—,x € [al + bQ, bl + bg] (43)
1

Boylece (L R) durumunun dogrusal bir iiyelik fonksiyonuna sahip oldugu gozlemlenebi-
lir.

Parp(r) = max{p, (x), uy(z), 13(x)} oldugundan, geriye 1, (o, i3 fonksiyonlarini
karsilagtimak kalir. vy < ap oldugu akilda tutularak tiim x < by 4 by igin p15 < 115 0ldugu
aciktir, bu nedenle p, ile p,’y1 karsilastirmak yeterli olacaktir.

Simdiki iddiammiz Vz € R igin py(z) < py(z) oldugudur. Bu, y,(z) = uy(x) denk-
leminin tek ¢oziimiiniin (o = 201 + ay + a9 = ¢z, oldugu gozlemlenerek dogrulanabilir.
Sonug olarak j15 < 115 < p,°dir ve bu fonksiyonlarin tanim araliklarinin dikkate alinmasi

tartismay1 tamamlar.
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Yukarida elde edilen tiim sonuglar, simetrik olarak A+ B bulanik sayisinin sag tarafina

doniistiiriilebilir. Tartigmanin sonucu asagidaki teoremde 6zetlenmistir.

Teorem 4.41. A = (ay,b1,c1) ve B = (ag, b, ¢2) iicgensel iki fuzzy sayi ve oy < s ve

B, < By olsun. Carpim t-normu altindaki A + B toplami asagidaki iiyelik fonksiyonuna

sahip bir fuzzy sayidir,

)
% cay+ay <z <ap+as+ 20,
x—(l();;r(m) , a1 + ay + 20(1 S xT S bl —+ b27

farp(T) = — 2+ (b1 +c2) o
% y b+ by <<+ — 20,
—(C C 2
| el e -2 <o <ate

Onerme 4.42. Eger a; > oy velveya 3, > (3, ise, sonucun sol kismindaki o, a, b ve/veya

sonucun sag kismundaki 3,0, ¢ icin tiim indisler yer degistirmelidir.

Sonuc 4.43. Eger aq = ap ise iy, g(x) = w,‘v’x € [a1 + az, by + bol.

4o o

Sonuc 4.44. Eger 3, = By ise ji4, p(x) = %,Vm € [by + ba, c1 + cal.

Bu durumda, fuzzy sayilarin sag ve sol kanat agikliklarinin esit olmasi durumunda
ortaya ¢ikacak toplamin yalnizca ikinci dereceden bir fonksiyona karsilik geldigi goriil-
mektedir. Bu gozlem daha once literatiirde Mesiar tarafindan ele alinmistir (Mesiar 1996).
Mesiar’in yaptigi calismada, oy = a ve 3, = [, 0zel durumu i¢in asagidaki esitlik elde
edilmistir

L2(b1+2ba2—x) ’ bl+b2_2a§x§b1+b27

Rz(%ﬁw) , b1 be <x < by +by+20.

Ha+B (z) =

Bu esitlikten,

(1— (Bte=z)2  ph 4 by — 20 < 1 < by + b,

2c¢

(1— (=utbly)2 by <o < by o+ by + 28

ve by + by = a1 + as + 2a = ¢ + ¢ — 2 oldugundan, bu basit hesaplamanin sonucu

fasp(T) =

olarak sunu gozlemliyoruz,

2
(%) 7a1+a2§$§b1+b2,
fiarp(T) = (e—(c14c2) | 2
(%) ,bl+b2§$§01+02.

Bu sonug 4.1 ve sonug 4.2’de iddia edilen sonuglarla aynidir.
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Ornek 4.45. A = (3,6,8) ve B = (10, 14, 17) iicgensel iki fuzzy sayt olmak iizere, A ve
B fuzzy sayilarimin toplami 4.4 formiilii yardimiyla asagidaki gibi hesaplanir.

(

@197 13 <2 <19,

=16 19 <z <20,

IUA—i-B('T) =
= 20 <2 <21,

@25 91 < <25

supp[A + B] = [13,25], core[A + B] = 20 olarak bulunur. 20, = 6 ve 20, = 4 ol-

min

dugundan [13,19] ve [21, 25| araliklarinn birer parabolik fonksiyona, [19, 20] ve 20, 21]

araliklarinin birer dogrusal fonksiyona karsilik geldigi gozlemlenebilir.

1.0 7
09 |
0.8 T
0.7 T
0.6 T
05 7
04 1
0.3 1
02 |

0.1 7

0.0 — I

Sekil 4.1. 114, 5()

4.1.2. Carpim T-normu ile Carpma

Aragtirilan aritmetik operatoriin degismesi, sorunun ¢oziimiine yonelik yaklagimi de-

gistirmeyecektir. A, B > 0 oldugu varsayilarak, 6nce A - B’nin sol tarafi olugturulacaktir.
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Buradan, supp[A - B] = [a; - ag, ¢ - ¢o] ve core[A - B] = by - by. x € [ayaz, byby] olmak

tizere x toplamin sol tarafinda bir nokta olsun. Zadeh Genisleme Prensibine gore,

pap@) =\ 1a®) - pp2).

T=Y-2

hesaplanmalidir. Toplama durumuna benzer sekilde, analiz edilecek ii¢c durum olusacaktir:
1. Durum LL:
y € a1, b1], z € [ag, bo] olmak iizere z = y - z olsun.

Bu durumda ilgili iiyelik fonksiyonlar1 asagidaki gibi olacaktir,

W) Yy —a; ) (x) T — agy
y = N Z = — = .
Ha o HUp 2 Y a2y

pap(x) = \/ ts(y) - pp(2) fonksiyonunu f,.(y) fonksiyonu ile ifade edelim

T=Yy-z

fo(y) = paly) - pp(z) = <y - al) (x - azy) ‘

(o7} gy

fz(y) nin maksimumu asagidaki gibi belirlenir,

d a1x

@[fw(y)] =0=y=y/ "~
Buradan,

£ fEE) WV yam)

(05} [e51e%)
olur. Boylece (L L) durumu icin tiyelik fonksiyonu agagidaki gibidir

(Vi — i)

Q1o

pa () =

Bu fonksiyon i¢in gecerli bir deger araligi bulmamiz gerekiyor. Asagidaki kisitlamalari

g0z Oniinde alirsak y = /% icin asagidaki esitsizlik olusturulur,

a1x asb?

0 <\ |— <bhean<r< =1 (4.5)
as a1

ayni zamanda z = , /*2 oldugundan,
al

Ta b2a

1y <\ [== <by & azay <w < 2 (4.6)
aq a2
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(4.5) ve (4.6) deger araliklar birlestirerek j,’in deger aralig1 bulunmus olur.

2 2

. alb CLQb

aiag < < nr11n{—2,—1 .
a2 ai

Yani L L durumunun sonucu,

— Jaias)? 2 2
(v 1) S {alag, min{al_b? a2_b1}] 4.7)

(058D a2 ’ a1

() =

2. Durum: LR
y € [a1,b1], 2 € [ba, o) ve ¥ = y - z olsun. y =  icin asagidaki iiyelik fonksiyonu

meydana gelir

x T — a2
[/L — =
A\ oz

(4 fonksiyonu z’ye gore azalandir, diger taraftan

b —
pals) = 22

1tz fonksiyonu da z’ye gore azalandir, dolayisiyla bu fonksiyonlarin ¢arpimi, maksimum
degerine z’nin minimum degerinde yani z = by’de ulagir. Buradan
x T — ayby
= . hy) = - 172
fa <b2> Hplbe) = — ==,
LR durumunda iiyelik fonksiyonun asagidaki lineer fonksiyon oldugu sonucuna varilabi-
lir,

r — ale

/LQ(ZL’) = ale , T € [albg,blbg]. (48)

3. Durum: RL
y € [b1,ca), 2 € [ag, by olmak iizere x = y - z olsun. z = - i¢in agagidaki durum

gozlemlenebilir:
_ bi+ B —vy
5y

tiyelik fonksiyonu y’ye gore azalandir, diger taraftan

x T — agy
Up\ — | =
Yy aQy

15 fonksiyonu da y’ye gore azalandir, dolayisiyla bu fonksiyonlarin ¢arpimi, maksimum

ta(y)

degerine y’nin minimum degerinde yani y = b;’de ulasir. Buradan

T — agb
pa(by) - pp(br) = —

Y

azby
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RL durumunda iiyelik fonksiyonun asagidaki lineer fonksiyon oldugu sonucuna varilabi-

lir,
T — Q9 b1

[,63([[') , T € [Gle,ble]. (49)

agby

Simdi (4.7),(4.8) ve (4.9) fonksiyonlarinin ortak tanim araliklar karsilastirilacaktir.

az 7 ai T a2

Onteorem 4.46. Eger min{albg az—bf} — 4% e ps < pig < pig, YV € x € [ajag, bibsy].

. . b2 b2 b2
Ispat min<{ 22 2221 1 — 2122 g]qun.
b
az al az
2 2
alb CLQb
—2 < =L = a1by < aghy
a2 a1

gozlemi ile 1, nin j15°den daha kiigiik oldugu sonucuna varilir. Ayni zamanda fonksiyon-
lar (b1b2, 1) noktasinda kesistigi igin tartisilan aralikta p; < g, oldugu goriilmektedir.
Geriye 1, ve iy y1 kiyaslamak kalir. Kiyaslama, p¢; ve j1,’nin ortak ¢oziimii ile yapilir ve

asagidaki gibidir

(Vo — \/M)Q _ T — arby

(051e%] a1 by

[y = [ ortak coziimiinden asagidaki ikinci dereceden denklem elde edilir

T (042 — bg) + 252\/CL16L2\/_ — (a1b2a2 + (llagbg) = 0.

Elde edilen ikinci dereceden denklemin diskriminanti

(2b2\/a1a2)2 — 4(0,2 (a1b20z2 + alagbg)) =0

olur. Denklemin diskriminant1 sifira esit oldugundan, p, nin ;e teget oldugu ve dolayi-
styla 15 < 1y oldugu sonucuna varilir.
[y’ nin 1’ e teget oldugu gozlemlendikten sonra, x = % ¢Ozlimiinii elde etmek i¢in
asagidaki esitlik coziilmelidir
d d
%Ml(x) = %NQ(QC)-

Bu esitlik ¢oziilerek teget kesisiminin = kordinati hesaplanabilir. U

Yukarida elde edilen tiim sonuglar, A - B bulanik sayisinin sag tarafina simetrik olarak

kolayca doniistiiriilebilir. Tartismanin sonucu asagidaki teoremde 6zetlenmistir.
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Teorem 4.47. A = (ay,b1,¢1) ve B = (ag,be, co) iiggensel fuzzy sayt olsun. Carpim

t-normu altindaki A - B ¢arpum agsagidaki tiyelik fonksiyonuna sahip bir fuzzy sayidir.

( (Vo—yaiaz)? in J @bd o2t
T aon ayaz < xr < min a_gz’a_1l ’
z—ayby 98 < 0 < byby ve athy < agh
arby 7 az — = V1V2 172 =120
T—asb azbi
a25117 a_ll < x < bibs ve ashy < ajbs,
fap(x) = o c2b? (10
b=z biby <z < = ve ciby < by,
ciba—z Clb%
ooz biby <z < =22 ve caby < c1bo,
{ B1Ba y ca ) A = >~ (1€2.

Asagidaki iki 6nerme, p 4.5’ nin dogrusal pargalarinin ortak sinir kosullarinda eslesti-
gini gosterir.
x—a1bs T—asby

Onerme 4.48. Eger a1by = aqb, ise =

ispat a1bs = agby olsun. ayan = asa’1 gozlemlemek igin by = ay + ap ve by = a; +
0zdesliklerini kullantyoruz. Son esitligin her iki tarafina a; 5 terimini ekleyerek asb; =

a1by oldugunu gozlemliyoruz ve bu nedenle,

r — a1b2 r — CLle

aq bg N Oézbl
Boylece ortak sinirlari tizerinden p5 = p1, oldugunu elde ediriz.

_ RS a1b2 - a2b2 e e . o
a1by = azby esitligi aym zamanda ——2 = ——* esitligini belirttiginden, bunlarin tanim

araliklarinin da esit oldugunu goriiriiz ve 15 = (5 0ldugu sonucuna varabiliriz. 0
s 9 . cobi—=x cibo—x cab?

Onerme 4.49. Eger c1by = coby ise ?;bl = g’sz V€ [blbg, ill] .

Ispat Yukaridaki 6nermenin ispatina benzer bir bi¢imde yapilabilir. U

A <Ove B <0,icginc¢arpma, A- B = (—A) - (—B) dzdesligi ile gerceklestirilebilir.
Eger A<0,B>0ise A- B=—((—A4)-(B)) olur.

B~ terimi bir iiggensel fuzzy say1 olamayacagindan, Seresht ve Fayek (2019)’te iddia
edildigi gibi A + B = A - B! esitligi kullanilarak dogrudan bolme yapilamayacagi
anlagilir. B6lme icin bir ¢6ziim, B~'’in teget yaklasimini ve ardindan A ~ B = A -
B! esitligini kullanmak olabilir (Hans 2005). Bir pozitif veya negatif fuzzy say1 B =

(a, b, c)’nin teget yaklagim su sekildedir:

1 8 «
Bl'={(- = = .
),
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Ornek 4.50. A = (2,3,4) ve B = (5,7,10) iicgensel fuzzy saydar olmak iizere A ve
B’nin ¢arpimini 4.10 formiilii ile hesaplayalim. Buradan, a1by = 14, asb; = 15, c1by =
28,cob1 = 30 oldugundan ¢arpim asagidaki gibidir.

(
W VIR 10 < 2 < 19.6,

214, 19.6 < z < 21,

0z, 21 <x <225

WEVIOR 995 <z < 40.

fap() =

?

\

supp|A - B] = [10, 40]|, core|A + B| = 21 olarak bulunur. min @by w2l _ 196 gnd
ppl :

a2 7 ai

max {%, %} = 22.5 oldugundan y 4 5(), [10,19.6] ve [22.5, 40] araliklarinda birer

parabolik fonksiyon, [19.6,21] ve [21,22.5] araliklarinda ise birer dogrusal fonksiyon

oldugu goriilmektedir.

1.0 7
y 1
0.9 1
0.8 7
0.7 7
0.6 1
0.5 *
0.4 7
0.3 ‘

0.2 1

0.1 7

0.0

Sekil 4.2. 14 5()
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4.1.3. Baz Cebirsel Ozellikler

Bu boliimde carpim aritmetiginin bazi temel 6zelliklerini inceleyecegiz. Fuzzy sayilar
T'-aritmetigin cebirsel 6zellikleri ayrintili olarak Kawaguchi ve Da-te (1994)’da incelen-
mistir. Kawaguchi ve Da-te (1994) i¢indeki sonuglarin ¢carpim t-normuna nasil doniistii-
riilebilecegini gostermek icin bazilarini ispatlayacagiz. En onemli gbzlem, iki normal ve
konveks fuzzy sayimnin toplaminin veya carpiminin ayni zamanda normal ve konveks bir
fuzzy say1 olmasidir. Bu kisimdaki onermeler yine Soylu ve Aslan (2021) makalesinde yer

almaktadr.

Onerme 4.51. Carpim t-normu ile toplama ve ¢arpmamin degisme izelligi vardir. €

{+7'}
AxB=DBxA.

Ispat Z = Ax B olsun. *’nin ¢arpim t-normu altindaki degisme 6zelligi su anlama gelir:

piz(2) = sup (pa(z) - pp(y)) = sup (pp(y) - palz)).

Z=T*Y Z=Y*xT

Onerme 4.52. Carpum t-normu ile toplama ve ¢carpmamin birlesme ozelligi vardir. * €

{+7'}
(AxB)«C =A% (Bx(C).

Ispat V = (AxB)*CveV = Ax (B x(C) olsun. * ve ¢arpim t-normu arasindaki

iligkiler sonucunda,

py(v) = sup ((sup py() - ppy)) - pe(z))

Z=8*xz S=I*Y

= sup (palx) - ppy)) - pe(z))

v=(z*y)*z

= sup (@) - (pp(y) - pe(2))

v=w*(y*z)

= sup (ua(w) - (sup pg(y) - pe(2)))

v=xxt v=xx*t

=y (v).
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Onerme 4.53. 0 ve 1 carpim t-normu altinda sirasiyla toplama ve carpmamn etkisiz

elemanlaridir:

At0=A A-1=A

Onerme 4.54. Carpim t-normu ile toplama ve carpma islemleri icin ters islem séz konusu
degildir. A, ve A, sirastyla toplama ve carpmaya gore A’min tersi olsun, diger taraftan

E. ve Ey sirastyla toplama ve carpmanin birim elemant olsun, buna gore:
A+A, #E,, A- A, # FE,.
Onerme 4.55. Carpim t-normu aritmetiginin dagima ozelligi asagidaki gibidir:
Ax(B4+C)CAx B+ AxC.

Kawaguchi ve Da-te (1994) makalesi, carpim aritmeti§i durumu icin tam dagilma
ihlalinin bir 6rnegini igerir. Bu gozlemler 151¢1inda carpim aritmetigi ile donatilmis fuzzy
sayilarin degismeli monoidler olusturdugu sonucuna varabiliriz. Bu durumda tam dagilma

eksikligi, yar1 halkali bir yapiy1 engeller.

4.1.4. Ucgensel Yaklasim

Carpim t-normu ile iki fuzzy sayinin toplami veya carpiminin sonucu, genel olarak
ticgensel fuzzy sayilar ile sonu¢lanmaz. 4.4 ve 4.10 formiillerinde goriildiigii izere ortaya
cikan sonug parcgali olup, dogrusal ve ikinci dereceden iiyelik fonksiyonlarina sahip fuzzy
sayilardir. Yani bu tiir islemlerde sekil koruma yoktur (Hong 2001). Diger taraftan iki
fuzzy saymin, sag ve sol kanat acikliklari esit ise toplamlar1 tamamen ikinci dereceden
bir iiyelik fonksiyonuna sahip fuzzy sayilarla sonug¢lanir. Bu durum, gerceklestirilecek
birden fazla toplama veya ¢arpma islemi i¢in olduk¢a karmagik bir durum yaratmaktadir.
Ozellikle, sayilarin sag ve sol kanat acikliklar1 birbirinden farkli ise olusacak sonuglar
icin genel bir formiil bulmak olduk¢a zordur.

Bu zorlugu asmanin en uygun yolu iicgensel yaklagimlar kullanmaktir. Ornegin 4.4’ daki
toplam formiilii i¢in en uygun yaklasim, ilgili dogrusal kisimlar1 kullanmak ve tanim ara-
liklarini genigletmektir. Yani, iki fuzzy say1 toplandiginda olusan iiyelik fonksiyonlar1 i¢in

en iyi yaklasim, dogrusal kisimlarin x eksenini kestigi yerleri baz alip dogrular1 o noktaya
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uzatmaktir. BOylece sonug fuzzy sayisi bir iicgensel say1 formunu alir. Buna gore f1 4, 5

nin yaklagik degeri asagidaki iiyelik fonksiyonu ile ifade edilir,

eoitar) g by g < a0 < by + b,

a2

%;m)’ by +by<x<cp+co—fy.

HatB (z) ~

Ayni durum 4.10’deki ¢arpim formiilii i¢in de gegerlidir. Bu durumda p 4 5 () nin yakla-

stk degeri a1by < asby ve coby < c1bs icin, asagidaki gibi olur,

z—a1bo
=S aby < bibs,

fiap(T) =~

% blbg S T S Cle.

Sonug olarak bu yaklagim ile ¢oklu iglemler kolaylikla yapilabilir. 1 4, 5 nin yaklagik
degeri asagidaki ornekte incelenecektir. Ayn1 zamanda bu yaklasim Soylu ve Aslan (2021)

makalesinde detayli olarak incelenmistir.

08 T / \

04 T
03 T

02T

0.0 —

Sekil 4.3. 14, p(x) ~

Ornek 4.56. A = (1,2,4) ve B = (5,7,10) iicgensel iki fuzzy sayt olmak iizere, A ve B

Jfuzzy sayilarinin toplamuni iicgensel yaklasim ile elde edelim.
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4y g 'nin iiyelik fonksiyonu:

fasp(T) =

=29 <z <10,

\ 24

Ucgensel yaklasim ile 1 , g nin yaklasik iiyelik fonksiyonu:

@14” 10 < 4 < 14.

olarak bulunur. (Bakiniz, Sekil 4.3) Boylece, (7,9, 12) iicgensel fuzzy sayist elde edilir.
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5. SONUCLAR

Carpim t-normu ile fuzzy aritmerik iglemler olduk¢a karmagik bir yapiya sahiptir.
Simdiye kadar yapilan caligmalarda, bu tipteki aritmetik i¢in yalmzca yaklasik sonuclar
hesaplayabilen algoritmalar veya ayrik noktalar i¢in sonu¢ hesaplayan yontemler sunul-
mustur. Ornegin Mesiar (1996)’da onerilen yontem, yalmzca oy = ap ve 3, = 3, 6zel
durumunda calismaktadir. Oysa bu tezde, carpim t-normu ile aritmetik icin elde edilen
formiiller ov; # a9 ve 5, # [, durumunda da calistigindan, Mesiar (1996)’dan daha
genel oldugu gozlemlenebilir. Bu sayede, elde edilen bu formiiller simdiye kadar oneri-
len hesaplama yontemlerinin yerini kolaylikla alacaktir. Diger taraftan, carpim t-normu
ile aritmetik i¢in baz1 cebirsel ozellikler gosterilmistir. Son olarak, formiiller incelendi-
ginde ortaya cikan iiyelik fonksiyonlar1 bir tiggensel fuzzy say1 belirtmemektedir. Bu du-
rum, tekrarlayan islemler i¢in problem yaratmaktadir. Bu problem, uygun yaklasimlarin
Onerilmesi ile giderilmistir. Yapilan calisma, uluslararasi indeksli Q1 sinifi bir dergide

yayilanmis olup literatiirdeki yerini almistir.
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