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OZET

SPIN-1 BLUME-EMERY-GRIFFITHS MODELININ RIEMANN GEOMETRISI
CERCEVESINDE INCELENMESI

Nigar ALATA

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Riza ERDEM

Haziran 2022; 69 sayfa

Denge istatistik teori ve Riemann metrik geometrisi birlestirilmek suretiyle elde
edilen bir metotla izotropik ve anizotropik spin-1 Blume-Emery-Griffiths (BEG) model-
leri igin termodinamik egrilik ya da Ricci skalerinin (R) 6zellikleri arastirildi. iki boyutlu
dipolar ve kuadrupolar diizen parametreli faz uzayinda bir Ruppeiner metrigi tanimlandi.
R icin bir ifade tiiretilerek, R’nin farkl c¢iftlenim oran sabitleri (o, r) i¢in indirgenmis
sicakliga (0) ve indirgenmis kristal alana (d) gore degisimleri 6zellikle birinci- ve ikinci-
derece faz gecisleri ve kritik/tiglii-kritik/coklu-kritik noktalar yakinlarindaki davraniglari
niimerik olarak incelendi. R, ikinci-derece faz gecisine ve iiclii kritik noktaya yaklagilir-
ken +oc0’a raksamaktadir. Bu sonuclar en diisiik yaklagimli ortalama alan Ising modeli
ve coklu-kuyu potansiyelli kuantum orgii modeli sonuglar1 ile uyumludur. Son olarak,
kritik/¢oklu-kritik topolojiyi iceren geometrik faz diyagramlar izotropik ve anizotropik

spin-1 BEG modelleri i¢in sirasiyla (6, o) ve (d, 0) diizlemlerinde sunulmustur.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF SPIN-1 BLUME-EMERY-GRIFFITHS MODEL IN THE
FRAMEWORK OF RIEMANNIAN GEOMETRY

Nigar ALATA

PhD Thesis in PHYSICS
Supervisor: Prof. Dr. Riza ERDEM
June 2022; 69 pages

A method combining statistical equilibrium theory and Riemannian metric ge-
ometry is used to investigate the properties of thermodynamic curvature or Ricci scalar
(R) for the isotropic and anisotropic spin-1 Blume-Emery-Griffiths (BEG) models. A
Ruppeiner metric is introduced on the two-dimensional phase space of dipolar and quad-
rupolar order parameters. An expression is derived for R and its variation as a function
of reduced temperature (¢) and reduced cyrstal field (d) for various coupling ratio («, )
particularly its behaviors near the first-order and second-order phase transitions and cri-
tical/tricritical/multicritical points is examined numerically. R tends towards plus infinity
while approaching the second-order phase transition and tricritical point. These results fit
well with those in the mean-field Ising model in the lowest order approximation and quan-
tum lattice model with multi-well potentials. Finally, geometric phase diagrams, including
critical/multicritical topology, are presented in the (¢, o)) and (d, #) planes for isotropic and

anisotropic spin-1 BEG models, respectively.
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1. GIRIS

Bilindigi iizere fiziksel kooperatif olaylarin termodinamik davraniglarinin incelen-
mesi teknoloji ve temel bilimler agisindan biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu incelemeler de-
neysel olarak yapilmakla birlikte ilgili arastirmalari ilerletmeye yonelik bircok onemli ve
etkili model gelistirilmistir. Bu kapsamda ortaya ¢ikan modellerden olan spin sistemleri
manyetizma probleminin vazgecilmez konular1 arasinda bulunmaktadir. Spin sistemleri
denilince akla ilk olarak fizigin degisik alanlarinda basariyla kullanilan Ising modelleri
ve onlarin gesitli varyasyonlari gelir. Ozellikle istatistik fizik ve yogun madde fizigi bu
modellerin en fazla calisildigr alanlardir ve bir¢ok degisik sistemin incelenmesinde ol-
dukga etkilidir. Ilgili modellerin ilki ve en basit olan1 spin-1/2 Ising modeli iki durumlu
(spin-yukar1 ve spin-asagi) ve tek diizen parametreli (miknatislanma veya dipol moment)
bir sistem olup, ilk defa 1920’lerde Lenz’in doktora 68rencisi Ising tarafindan ferroman-
yetizma problemi iizerinde ¢aligirken tanimlandi (Ising 1925). 1925’ten 1980’lere kadar
yapilan ¢alismalarda model kesin ya da yaklasik ¢c6ziim metotlar ve etkili simiilasyon tek-
nikleri kullanilarak analiz edildi ve bircok fiziksel olay bu model ile incelendi (Onsager
1944; Wannier 1945; Meijer ve Stamm 1978; Meijer vd 1986).

Diger taraftan, cok daha karmasik fiziksel olaylarin termodinamik ozellikleri iki
durumlu ve tek diizen parametreli spin-1/2 Ising modeli ile incelenemez. Bu durumda, iki-
den fazla spin durumu ve birden fazla diizen parametresi ile tanimlanan spin modellerine
ihtiya¢ duyulur. Bu 6zellikteki modellere en iyi drnek spin-1 Ising sistemleridir. S6z ko-
nusu sistemler, ilk olarak Blume (1966) ve Capel (1966) tarafindan birbirinden bagimsiz
olarak ortaya atildi, daha sonra da Blume, Emery ve Griffiths tarafindan sivi He3 — He*
karisimlarindaki faz ayrismalarimi aciklamak iizere gelistirildi (Blume vd 1971). Kisaca
spin-1 Blume-Emery-Griffiths (BEG) modeli olarak da bilinen bu model bir spin-6rgii
sistemi olup, faz gecislerinin siklikla gézlendigi manyetik alasimlar (Bernasconi ve Rys
1971), akigkanlar (Lajzerowicz ve Sivardiere 1975; Sivardiere ve Lajzerowicz 1975a,b),
yarikararli kristal alagimlar (Newman ve Dow 1983) ve mikroemisyonlar (Schick ve Shih
1986) modelin ilk uygulandig: sistemler arasindadir. Diger taraftan, faz diyagramlarin-
daki yeniden girilme olaylar1 (Chakraborty 1988; Osério vd 1989; Fittipaldi ve Kaneyoshi
1989; Netz 1992; Buzano ve Pelizzola 1993) ve ¢oklu kritik faz diyagramlar1 (Berker ve
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Wortis 1976; Bonfim ve Barreto 1985; Tanaka ve Kawabe 1985; Wang vd 1987; Hoston
ve Berker 1991a,b; Buzano ve Pelizzola 1992; Netz ve Berker 1993; Falikov ve Berker
1996; Bakchich ve Bouziani 1997) BEG modelinin ¢oziimlenmesi ile aydinlatildi. Yapi-
lan bir¢ok ¢oziimde de kararli, yar1 kararli ve kararsiz durumlar da elde edilerek denge
faz diyagramlari ile yar1 kararli faz diyagramlari ortaya ¢ikarildi (Keskin ve Ozgan 1990;
Keskin 1993; Keskin ve Arslan 1995; Temirci vd 1996; Keskin vd 1999; Keskin ve Ekiz
2000). ilerleyen yillarda da BEG modelinin birgok yeni ve degisik varyasyonu ortaya
atilarak, parcaciklar arasi karsilikli etkilesmelerin s6z konusu oldugu bircok sahada fizik-
ciler ve diger bilim insanlar1 i¢in spin-1 Ising sistemleri bir modelleme araci haline geldi
(Bollé ve Verbeiren 2003; Benyoussef vd 2003; Boughazi vd 2014; Yal¢in vd 2014; Ertas
ve Kantar 2015a,b; Velychko ve Stasyuk 2019; Erdem vd 2021).

Model ile ilgili kisaca bilgi verecek olursak; Spin-1 BEG modeli ti¢ durumlu (spin-
yukari, yonelimsiz, spin-asagi) ve iki diizen parametreli (dipol moment ve kuadrupol mo-
ment) bir sistemdir. Bu sistemin Hamiltonyeni literatiirde en genel hali ile su sekilde ve-

rilmektedir:

N N
H=—J> SiS—KY SIS?+DY S;—LY SiS7—HY 5. (L)
i=1 =1

<ij> <ij> <ij> i=
Burada N spin sayisim temsil eder ve etkilesimler spinlerin en yakin komsu ciftleri
(< 4y >) arasindadir ve her bir 6rgii noktasina yerlesmis olan spinler S; = +1,0, —1
degerlerini almaktadir. Denklemdeki ilk terim ¢ ve 7 Orgii noktalarini isgal eden spinler
arasindaki bilineer etkilesmeyi (.J), ikinci terim bikuadratik etkilesmeyi (/K), tiglincii te-
rim kristal alan ya da tek iyon anizotropiyi (D), dordiincii terim dipolar-kuadrupolar etki-
lesmeyi (L), son terim ise dig manyetik alan1 (/) ifade etmektedir. Dipol-dipol (ya da bi-
lineer) etkilesmeli ve tek-iyon anizotropili (veya kristal alan) olan sistem genelde Blume-
Capel (BC) modeli olarak adlandirilir. BC Hamiltonyenine kuadrupol-kuadrupol (yani
bikuadratik) etkilesme eklenirse elde edilen yeni versiyon anizotropik Blume-Emery-
Griffiths modeline doniisiir ve kisaca BEG modeli seklinde bilinir (Blume vd 1971). Sa-
dece bilineer ve bikuadratik etkilesme sz konusu oldugunda ise izotropik Blume-Emery-
Griffiths (IBEG) modeli olarak isimlendirilir (Tucker 1988). Esitlik (1.1)’e
Hy >~ _iis SiS; (Si + Sj) seklinde iigtincii dereceden manyetik pertiirbasyon (H3) terimi

de ilave edilebilir. Ayn1 Hamiltoneyende birinci, iiclincii ve besinci terimler sirasiyla
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Do cijs JiiSiSy 5 2oy AiSE, 30—y HiS; ile degistirilebilir. Boyle bir durumda BEG mo-
deli, sirasiyla rastgele bag, rastgele kristal alan ve rastgele manyetik alan etkilesimli BEG
modeli seklinde degisik isimlerle anilir (Borelli ve Carneiro 1996).

Modelin tiim cesitlerinin denge ve denge disi (yani dinamik) davraniglar istatistik
mekanikte gelistirilen bircok teori, yaklagim veya simiilasyon teknigi ile incelenip sergi-
ledikleri denge ve dinamik faz gecisleri detayli olarak arastirildi (Bununla ilgili literatiir
ozeti gelecek boliimde verildi). Ancak, bu faz gecislerinin "egrilik skaleri" veya "Ricci
skaleri" vasitasiyla kapsamli analizi yapilmadi. "Termodinamik egrilik" ad1 da verilen bu
matematiksel nicelik Euclid-dis1 geometrilerden Riemann geometrisi ¢ercevesinde tiire-
tilmekte ve faz gecislerinin geometrik acidan incelenmesinde merkezi bir rolii bulunmak-
tadir (Janke vd 2002; Janke vd 2003; Janke vd 2004; Ruppeiner 2012; Mirza ve Talaei
2013; May vd 2013). Bilindigi gibi, Ricci skalerinin hesaplanmasinda karsilagilan mate-
matiksel zorluklar nedeniyle, Ising sistemlerine ait parametre uzaylarinin Riemann met-
rigi ve bu metrik ile bulunan egrilik skalerinin kritik nokta yakinlarindaki davraniglar
daha once yapilan az sayidaki ¢alismada incelenebildi. Bu incelemeler baslangigta daha
basit bir spin sistemi olmasindan dolay1 bazi tek-boyutlu Ising zincirleri ve en diisiik veya
cift yaklagimli ortalama alan spin-1/2 Ising sistemi ile sinirh kald1 (Janyszek ve Mrugata
1989; Ruppeiner 1995; Dey vd 2013; Ruppeiner ve Bellucci 2015; Erdem 2018a,b; 2019).
Yakin zamanda da tek-boyutlu spin-1 6rgii modelinin Riemann geometrisine dayali ince-
lenmesi transfer matris metodu ile elde edilen serbest enerji ifadesi kullanilarak yapildi
(Sanwari ve Sahay 2022a). Ayni inceleme, es zamanl olarak baska bir makalede orta-
lama alan BEG modeline genisletilerek iki-boyutlu (sicaklik, manyetik alan) ve (sicaklik,
kristal alan) uzaylarinin egrilik skaleri tizerinde duruldu (Sanwari ve Sahay 2022b).

Bu tezde ise, spin-1 BEG ve IBEG sistemlerinde ortalama alan yaklagimi altinda
daha once gozlenen faz gegisleri ve ortaya cikarilan faz diyagramlar yukaridaki iki ca-
lismadan farkli olarak iki-boyutlu diizen paramatresi uzayinin termodinamik egriligi yani
Ricci skaleri (R) vasitasiyla geometrik agidan incelendi. Bunun i¢in dnce termodinami-
gin Ruppeiner (1995) formalizmine uygun iki-boyutlu (miknatislanma, kuadrupol mo-
ment) termodinamik parametre uzayi (yani manifold, M) tamimlandi ve bu uzay icin
Gibbs enerji fonksiyoneli vasitasiyla Riemann metrigi belirlendi. Metrik tensor bilesenleri

ve ikinci tiirevleri yardimiyla da sirasiyla Christoffel Sembolleri, Egrilik Tensorii (veya
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Riemann tensorii) ve Ricci Tensorii hesaplandi. Son olarak, Ricci tensorii kullanilarak
Riemann Egrilik Skaleri veya R Ricci skaleri elde edildi. R’nin elde edilmesinden sonra,
izotropik/anizotropik BEG modellerinde bu dnemli matematiksel niceligin sicaklikla ve
kristal alanla iligkisi, yani diizenli ve diizensiz faz bolgelerindeki degisimleri ile kritik
ve ¢oklu kritik noktalar yakinlarindaki davranis1 kapsamlica arastirildi. Ayrica, kritik s1-
caklik civarinda sergiledigi tekil davraniglar kritik istel degeri hesaplanarak analiz edildi.
Sonuglar literatiirde benzer sistemler i¢in bulunan sonuclarla karsilastirilarak kritik iistel
degerinin evrensel sinifta yer alip almadig: belirlendi.

Bu tez calismasinin 2. Boliimiinde, kaynak taramasi yapilarak tezde kullanilan
1zotropik ve anizotropik BEG modeli ile ilgili giiniimiize kadar yapilmis olan 6nemli calis-
malar ve bu ¢aligmalarda kullanilan yontemler, ayrica tezde modele uygulanan "Riemann
geometrisi" hakkinda ayrintili literatiir bilgisi verildi. 3. Boliimde; ad1 gecen modeller,
bunlarin termodinamik ©zellikleri ve Riemann geometrisi kisaca tanitildi. 4. Boliimde
tezde elde edilen bulgulara ve bunlarin benzer ¢alismalarla karsilastirilmasina yer verildi.
Tezin son kisminda ise ortaya c¢ikan sonuglar 6zetlenerek gelecekte konu ile ilgili yapila-

bilecek baska calismalar hakkindaki diistinceler siralanda.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, Blume-Emery-Griffiths modeli olarak da bilinen spin-1 Ising sistem-
leri izerine yapilmig olan basarili calismalar ve Riemann geometrisinin uygulama alanlari

hakkinda yayinlanmis bazi kaynaklar derlenerek ayrintilari ile sunuldu.

2.1. Spin-1 Blume-Emery-Griffiths Modeli ve Ozellikleri Uzerine Yapilan Cahsma-

lar

Modelin en c¢ok bilinen ve ¢aligilan versiyonlarindan olan izotropik ve anizotropik
BEG modellerinin denge ve denge dis1 6zellikleri istatistik mekanikte gelistirilen bircok
yontem ile incelendi. En ¢ok yararlanilan teknikler arasinda renormalizasyon grup (RG)
teorisi, Monte Carlo (MC) simiilasyon teknigi, etkin alan teorisi (EFT), ortalama alan
yaklagimi (MFA), kiimesel degisim metodu (CVM), transfer matris metodu (TMM), li-
neer zincir yaklagimi (LCA), denge dis1 istatistik mekanigin Kikuchi yol olasilik metodu
(PPM), tersinmez termodinamigin Onsager teorisi (ORT), Glauber dinamigi (GD) vb yer
almaktadir. Bu metodlardan son {i¢ tanesi fiziksel sistemlerin dinamigini ¢alismak ic¢in
bagvurulan teorilerdir (Onsager 1931; Kikuchi 1960; Glauber 1963). Digerleri ise spin
sistemlerinin termodinamik faz gecislerini belirlemede literatiirde 6ne ¢ikmis yaklasim
bicimleridir (Wannier 1945; Kadanoff 1966; Wilson 1971; Stanley 1971; Kikuchi 1974;
Kaneyoshi vd 1981; Plascak ve Silva 1982). Bu metodlarin spin-1 BEG sistemlerine uy-
gulanmasiyla gerceklestirilen ¢calismalar yukaridaki sira takip edilerek sdyle 6zetlenebilir:

Spin sistemi aragtirmalarinda kullanilan ve en etkin yontemlerden biri olan renor-
malizasyon grup teorisi ile yapilan ilk calismalarda, kare orgii iizerinde bir spin-1 BEG
modelinin faz diyagramlar elde edilerek, bu faz diyagramlarinin ortalama alan yaklagimi
ile bulunanlara benzer oldugu goriildii (Berker ve Wortis 1976). Ucgen o6rgiide de spin-
1 BEG modelinin faz diyagramlar1 RG ile elde edilip, farkli calismalarda elde edilenler
ile karsilagtirild1 (Adler vd 1978). Diger taraftan, modelin kritik davraniglar1 Bonfim ve
Barreto tarafindan ortalama alan RG yaklasimi ile incelendi ve c¢esitli orgiiler icin faz di-
yagramlari elde edilerek diger metotlardan bulunan sonuclar ile karsilastirildi (Bonfim ve
Barreto 1985). Ayrica, modelin ortalama-alan ve RG hesaplar1 spin degiskeninin ayrik for-

mundan siirekli formuna doniistimii altinda tekrarlandi (Carneiro vd 1987). 1993 yilinda,
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spin-1 BEG modelinde ferromanyetik faz icerisinde bir kritik son nokta meydana gel-
digi, diizensiz-diizenli-diizensiz yeniden girilebilir durumlarin oldugu ve ferromanyetik
faz ile antikuadrupolar faz arasinda sikistirilmis bir ferrimanyetik faz olustugu belirlendi
(Netz ve Berker 1993). Son yillarda ise, Antenucci ve grubu, Berker ve Wortis’in 1976 y1-
linda yapmis olduklar1 ¢calismay1 genisleterek, gercek-uzay RG yontemi ile iki kademeli
bir topoloji calisarak Ising ve BEG modellerinin kritik davraniglarini iki ve ii¢ boyutta
incelediler. Sonug olarak, antiferromanyetik fazin belirlenmesinin yaninda her iki model
icin de kritik noktalarin yerlesimi ve kritik iistellerin tahminini gelistirdiler (Antenucci vd
2014).

Model, Monte Carlo simiilasyon teknigi ile de incelenmis olup yapilan ilk maka-
lelerin birinde Tanaka ve Kawabe tarafindan 1985 yilinda pozitif bikuadratik etkilesmeli
spin-1 BEG modelindeki faz gegisleri kare orgiide calisildi ve faz diyagramlan cesitli
enerji degerleri i¢in sunularak, MFA ve diger teorilerden elde edilen sonuclar ile kiyas-
land1 (Tanaka ve Kawabe 1985). Sonraki yillarda iki ve ii¢ boyutlu anizotropik spin-1
BEG modelinin faz diyagramlar elde edilerek diisiik sicakliklarda asamal1 bir kuadrupol
faz ortaya cikarildi. Bu fazin faz gecis ¢izgisi ile ferromanyetik fazin faz gecis ¢izgi-
sinin diisiik sicakliklarda birbirine oldukga fazla yaklastigi sonucuna varildi (Wang vd
1987; Wang ve Wentworth 1987). Kasono ve Ono ise, etkilesim parametrelerine dayali
birkac tane yeniden girilebilir faz gecisi ve birinci-derece ardisik gecis buldular ve ba-
sit kiibik orgiilerde faz diyagramlarimi elde ederek yeniden girilebilir durumlarin varli-
gin1 MC ile dogruladilar (Kasono ve Ono 1992). Bal petegi orgiide de anizotropik spin-1
BEG modeli MC simiilasyon teknigi ile calisildi ve ferromanyetik, asamali kuadrupolar
ve diizensiz fazlarin ikinci-derece faz gecis cizgileri ile birbirinden ayrildig1 bazi etkile-
sim parametreleri i¢in faz diyagramlar elde edildi (Booth vd 1993). Konu ile 1lgili MC-
renormalizasyon-grup teknigi ile de caligmalar yapilmus, itici bikuadratik etkilesme i¢in
kiibik orgiide spin-1 BEG modelinde ferromanyetik, antikuadrupolar ve dar bir bolgede
yeni bir ferrimanyetik faz iceren faz diyagramlar1 sunulmustur. U¢ fazda da sicaklik diisii-
riilldiigiinde yeniden girilebilir durum sergilenmis olup, ferromanyetik fazda ¢ift yeniden
girilebilir durum goézlendi (Netz 1992). 2012 yilinda, diisiik sicakliklarda MC simiilasyon
yontemi ile antiferromanyetik en yakin komsu etkilesmeli BEG modelinin taban durum

ozellikleri ticgen Orgiide arastirilarak, secilmis parametre degerlerinde coklu manyetik
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yapilarin varligi kanitlandi ve manyetizasyon egrilerinin alana baglilig1 verildi (Zukovi¢
2012). Basit kiibik orgiide spin-1 BEG modelinin faz diyagramlarina bikuadratik degisim
ciftlenim anizotropinin etkisi MFA ve MC simiilasyonu yontemi ile eszamanl arastiri-
larak bikuadratik ciftlenim anizotropisinin ferromanyetik fazin kararliligini destekledigi
bulundu ve ferrimanyetik fazda sicakligin bir fonksiyonu olarak manyetizasyon ve kuad-
rupolar momentin davranisi hesaplandi (Dani vd 2014). Son yillarda yapilan bir ¢calismada
ise, kare orgiide iic-durumlu spin-1 BEG modelinin kritik davraniglar: ve ii¢ boyutlu faz
diyagramlar1 6ncekilerden farkli olarak iki algoritmaya dayanan MC simiilasyon teknigi
ile aragtirild1 ve ferromanyetik (F), paramanyetik (P) ve kuadrupolar (Q) faz olmak {izere
tic farkl faz tekrar belirlendi (Laque vd 2019).

Etkin alan teorisi de literatiirde en cok bagvurulan etkili yontemlerden birisi olup
sunulan ilk c¢aligmalardan birinde anizotropik BEG modeli icin indirgenmis bikuadra-
tik ve tek-iyon anizotropinin farkli degerleri kullanilarak faz diyagramlar elde edildi
(Fittipaldi ve Siqueira 1986). Sonraki yillarda kare ve kiibik orgii i¢in arastirmalar yapildi
(Chakraborty 1988). Tucker, Fittipaldi ve Siqueira (1986) ve Chakraborty (1988) tarafin-
dan, Honmura-Kaneyoshi tekniklerinin uzantisina dayali EFT (Honmura ve Kaneyoshi
1979) ile elde edilen izotropik BEG modelinin kritik sicakligi i¢in bulunan sonuglari eles-
tirdi. Bu ¢caligmalarin yalnizca kendi aralarinda degil diger teorilerden elde edilen sonuglar
ile de farklilik gosterdigini sdyledi ve bunun nedenini aragtirarak etkin alan denklemle-
rinin dogru bir sekilde ele alinmasiyla ¢ift yaklasima dayali kiimesel degisim metodu
(PACVM)’nda ve diger metotlarda da yakin sonuclarin elde edildigini bildirdi (Tucker
1988). Tucker, bagka arastirmalarinda ise, spin-1 BEG modelinin {ii¢lii kritik nokta davra-
nigin1 petek orgii, kare orgii ve kiibik orgiilerde tespit etti (Tucker 1989a,b; 1991). Diger
yaklasimlardaki gibi EFT ile de modelin faz diyagramlar1 ve faz gecis sicaklig1 elde edi-
lerek birinci-derece ve ikinci-derece faz gecisleri ile yeniden girilebilir durumlar bulundu
(Fittipaldi ve Kaneyoshi 1989). Bunlarin disinda, EFT ile modelin rastgele kristal alan ve
rastgele bag seyreltik tiirleri de farkli makalelerde sunuldu (Tucker 1992; Ez-Zahraouy vd
2004; Dong ve Yan 2006; 2007; 2008). Son yillarda yapilmis olan bir bagka ¢alismada,
Kagomé orgiide de BEG modelinin tiglii kritik davraniglar: arastirilarak ¢coklu kritik nok-
talar, kritik sinirlar ve manyetizasyon EFT ve MFA ile elde edildi (Santos ve Barreto

2016).
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Yaklasik yontemlerden biri olan ve bu tez caligmasinda da kullanilan ortalama alan
yaklagimu, literatiirde Ising modellerinin arastirilmasinda en cok kullanilan yontemler ara-
sindadir ve molekiiler alan yaklasimi olarak da bilinmektedir. MFA ile yapilan ilk calisma-
larda He? — He* karigimlarinin termodinamik davranisi incelenmis olup, He® — He* de-
neylerindeki bazi termodinamik 6zelliklerdeki farkliliklarin MFA teorisinden kaynaklan-
mis olabilecegi ve MFA teorisine dayanmayan termodinamik davranisi arastirma yontem-
lerinin faz gecisleri veya kritik noktalarin baz1 detaylar1 hakkinda yanlis bilgi verdiginden
bahsedildi (Blume vd 1971). Daha sonraki yillarda, MFA’ya dayali spin-1 BEG modeli ile
basit bir akigkanin yogunlasmasi ve faz ayrismasi, ikili akigkanlarin yogunlagsmasi ve faz
ayrigsmast ile ikili ve ti¢lii akigkanlarda ti¢lii kritik noktalarin incelenmesi tizerine ¢caligma-
lar yapild1 (Lajzerowicz ve Sivardiere 1975; Sivardiere ve Lajzerowicz 1975a,b). Modelle
ilgili olarak yapilan istatistik mekaniksel calismalarda da MFA ile faz gecisleri elde edi-
lerek sistemin termodinamik davranist sunuldu (Tanaka ve Mannari 1976). Ayrica, spin
degerleri S; = +1,0, —1 olan ve sirasiyla su, yiizey aktif madde ve yaga karsilik gelen
bir mikroemiilsiyon spin-1 modeli ile formiile edilerek sistemin faz diyagrami bulundu ve
yag ve su arasindaki yiizey gerilimi yiizey aktif madde konsantrasyonunun bir fonksiyonu
olarak elde edildi (Schick ve Shih 1986). Hoston ve Berker ise, 1991 yilinda yaptiklar iki
caligsmada, negatif bikuadratik ciftlenimler icin, yalnizca en yakin komsu c¢ift etkilesmeli
spin-1 BEG modelini caligsarak yeni bir ¢coklu kritik topoloji ve iki yeni diizenli faz ice-
ren 6 faz diyagramu elde ettiler. Bu basit spin sisteminin faz diyagramlarinin ise 9 farkli
topoloji ve ii¢ diizenli faz igerdigi belirlendi (Hoston ve Berker 1991a,b). 1999 yilinda
enine kristal alan etkilesmeli, transfer ve boyuna manyetik alanli, bilineer, bikuadratik
ve kristal alan etkilesmeli BEG modelinde diizen parametrelerinin kararli, yar1 kararh ve
kararsiz ¢oziimleri bulundu. Boyuna dis manyetik alanin yoklugunda faz gecisleri ve faz
diyagramlar1 5 farkli diizlemde ¢iftlenim degerleri ile sistem parametrelerinin birkag de-
geri icin elde edildi (Albayrak ve Keskin 1999). 2014 yilinda MFA ve MC simiilasyonu
yontemi ile bikuadratik de8isim ciftlenim anizotropinin faz diyagramlarina etkisi aras-
tirild1 ve bikuadratik anizotropinin ferrimanyetik ve antikuadrupolar fazlar1 destekledigi
bulundu. Calismalar sonucunda her iki yaklagimda bulunan sonuglarin birbiri ile uyumlu
oldugu goriildii (Dani vd 2014).

Bir diger yaklagsik yontem olan kiimesel degisim metodu ile de model iizerinde ce-
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sitli caligmalar yapildi. Bunlardan birinde Keskin ve grubu kiimesel degisim metodunun
en diisiik yaklagiminda (LACVM) (ortalama alan yaklagiminin diger bir ¢esidi olarak da
bilinir) bilineer ve bikuadratik cift etkilesmeli Hamiltonyene sahip spin-1 Ising modelini
sifir alanda caligip kritik sicakliklar ve birinci-derece faz gecisinde, Hessian determinan-
tin1 kullanarak ciftlenim parametresinin farkli degerleri i¢in denge sicakliklarinin limitle-
rini elde ettiler (Keskin vd 1989). Sicaklik degerleri artarken ve azalirken serbest enerji
degerleri kullanilarak birinci-derece faz gecis sicakliklar: bulundu ve diizen parametre-
lerinin kararli durumlarmin yaninda, yar1 kararli ve kararsiz durumlar1 da tahmin edildi.
Kiimesel degisim metodunun en diisiik ve ¢ift yaklasimlar1 altinda ayn1 modelin bircok
cesidi Keskin ve calisma grubu tarafindan yaygin sekilde ¢aligilarak sistemde meydana
gelen kararli, kararsiz ve yari kararli ¢oziimler ortaya cikarildi (Keskin ve Ozgan 1990;
Keskin 1993; Keskin ve Arslan 1995; Keskin ve Erdem 1997; Temirci vd 1996; Keskin
vd. 1999; Keskin ve Ekiz 2000; Keskin ve Solak 2000; Ekiz ve Keskin 2002; Erdin¢ ve
Keskin 2002; Erding vd 2006). Bu ¢alismalarla es zamanl olarak model, bal petegi o6rgiide
(Rosengren ve Lapinskas 1993), licgen orgiide (Grigelionis ve Rosengren 1994), basit
kiibik ve yilizey merkezli kiibik orgiide (Lapinskas ve Rosengren 1994) CVM ile aras-
tirilarak diizen parametrelerinin sicaklikla/manyetik alanla degisimi ve faz diyagramlari
bulundu. Ayrica, faz diyagramlar: kare orgiide kiimesel degisim metodunun kare yaklagi-
minda da elde edildi ve sonlu sicaklikta negatif etkilesim degerleri i¢in olduk¢a zengin faz
diyagramlari ile ferrimanyetik, zayif ferromanyetik ve birka¢ coklu kritik nokta belirlendi
(Buzano vd 1996). Daha sonraki yillarda ¢ift katmanl manyetik spin-1 sistemi i¢in de faz
diyagramlar1 PACVM ile bulundu (Tucker vd 1998).

Bu metodlar disinda, spin-1 BEG modelleri farkli yontemler ile de ¢alisildi. Bili-
neer ve biquadratik etkilesmeli spin-1 BEG sisteminin ¢ift korelasyonunun ve 1s1 kapasi-
tesinin faz gegisleri ile baglantisi, anizotropi sabitinin faz gecislerine etkisi iki parametreli
genellestirilmis sabit ¢iftlenim yaklagimu ile arastirildi (Takahashi ve Tanaka 1979). Diiz-
lemsel anizotropik BEG modelinin kritik 6zellikleri transfer matriks metodu ile ¢alisildi
ve faz diyagramlar1 elde edilerek TMM nin kritik noktalar ile kritik son noktalar1 tahmin
etmek icin oldukca etkili bir yontem oldugu ortaya cikarildi (Koza vd 1990). Akheyan
ve Ananikian, bilineer ve bikuadratik etkilesmeli ve tek iyon kristal alanli spin-1 Ising

modelini 6zyineleme fonksiyonlari ile Bethe yaklasiminda ¢ozdii. Kritik 6zellikleri aras-
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tirmanin genel prosediirii tartisilip hem K > 0 hem de K < 0 icin faz diyagramlarinin
tamami olusturuldu. Cift yeniden girilebilir durum, kademeli kuadrupolar ve ferriman-
yetik faz ile ¢ok sayida farkl kritik ve ¢coklu kritik noktalar elde edildi. Sonuglar1 diger
yaklagimlarin sonuglari ile kiyaslandi ve Bethe orgiisii yaklagiminin dogrulugu tartigildi.
Bethe orgiisii ¢oziimiiniin MFA’dan daha dogru oldugu sdylendi (Akheyan ve Ananikian
1996). Basit kiibik orgiide dipol-dipol, kuadrupol-kuadrupol ¢iftlenim ve kristal-alan et-
kilesmeli BEG modelinin diizen parametreleri ile faz diyagramlarinin sicaklifa bagliligi
LCA kullanilarak da ¢alisildi. Caligsma sonucunda sistemin ikinci-derece ve birinci-derece
faz gecisi sergiledigi bulundu. Ayrica diizen parametrelerinin kararli ¢oziimlerinin ya-
ninda ikinci-derece faz gecisi i¢in kuadrupol diizen parametresinin kararsiz ¢oziimii ile
birinci-derece faz ge¢isi icin kuadrupol diizen parametresinin yar1 kararli ¢oziimii ve ku-
adrupol diizen parametresi ile manyetizasyonun kararsiz ¢oziimleri elde edildi (Albayrak
ve Keskin 2000). iki-parcacikli kiime yaklasimi kullanilarak basit kiibik 6rgiide bilineer,
bikuadratik ve tek iyon anizotropili spin-1 Ising modelinin yeniden girilebilir ve ¢ift yeni-
den girilebilir davranisi ¢alisildi ve faz diyagramlar: elde edilerek dipolar ve kuadrupolar
momentlerin sicakliga baghligi arastirildi (Baran ve Levistskii 2002).

Yukaridaki bilgilerden de anlasilacagi gibi spin-1 Ising modelinin denge 6zellik-
leri yaygin olarak calisilmistir. Ancak kooperatif olaylarin dinamik modelleri daha spe-
kiilatif bir yapiya sahip oldugu i¢in ayn1 modelin denge dis1 davraniglar1 yani dinamik
ozellikleri daha az bilinmektedir. Bu ¢calismalardan bazilar1 su sekildedir:

Bilineer, bikuadratik en yakin komsu c¢ift etkilesmeli ve tek iyon potansiyelli spin-
1 BEG modelinin dinamik 6zellikleri, yani sistemin zamana gore davranisi veya denge
durumlarina dogru evrilmesi genellikle denge-disi istatistik teori ve tersinmez termodi-
namik olmak iizere iki farkli yontem ile incelendi. Istatistik teorilerden CVM’nin zaman
domenine genellestirilmis hali olan Kikuchi yol olasilik metodu (Kikuchi 1960) ile li-
neer olmayan hareket denklemleri Keskin ve calisma arkadaglar tarafindan tiiretilerek
cOziimler akis diyagramlar veya diizen parametrelerinin durulma (dinlenme) egrileri sek-
linde verildi (Keskin vd 1989; Keskin ve Erdem 1997; Keskin ve Solak 2000; Keskin ve
Erdin¢ 2004). Yakin zamanda, ayni dinamik denklemler lineer formda yazilarak iki du-
rulma zaman ile karakterize edildi (Erdem ve Oziim 2019). Ayni ¢calisma 1s181nda mode-

lin kararli durum kinetigi arastirildi ve sistemin salintmli manyetik alana verdigi dinamik
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tepki irdelendi (Oziim ve Erdem 2020). Durulma zamanlarinin ve kararli durum kinetigi-
nin arastirildigr diger calismalar, son 20 yilda bir fenomenolojik yaklagim olarak bilinen
denge-dis1 termodinimigin Onsager teorisi ile yapildi. Once, diizen parametreleri akilar
olarak diisliniiliip bu akilara yol acan kuvvetler ile akilar arasindaki lineer baglantidan
kinetik denklemler tiiretildi. Bu denklemlerin ¢oziimii, PPM’de oldugu gibi baslangicta
durulma zamanlar1 seklinde verilerek bu zamanlarin analizleri yapildi (Erdem ve Keskin
2001; Keskin ve Erdem 2002; Erdem vd 2003). Daha sonra, kararli durum kinetiginden
yararlanilarak spin sistemindeki ses yayilmasi (Keskin ve Erdem 2003) ve dinamik dipo-
lar ve kuadrupolar alinganlik ¢calismalar1 (Erdem 2008; Pawlak vd 2019) gerceklestirildi.
Modelin kararli durum kinetigi, Glauber-tipi stokastik dinamik yontemlerle de arastirildi.
MFA ve EFT ile kinetik BEG modelinin duragan durumlar: analiz edildikten sonra za-
mana bagli salinimli manyetik alan varliginda itici bikuadratik etkilesme altinda meydana
gelen dinamik faz diyagramlar1 goriintiilenerek yorumlandi (Temizer vd 2008; Ertas ve

Keskin 2015).

2.2. Riemann Geometrisinin Termodinamikteki Uygulama Alanlar1 Uzerine Yapi-

lan Calismalar

Riemann geometrisi matematikte bir Euclid dis1 geometri olarak bilinir. Termo-
dinamigin Riemann geometrisi kullanilarak yeniden formiilize edilmesi 1970’11 yillarda
baslad. Ik olarak Weinhold (1975) termodinamikteki aligtlmis kismi tiirev ifadeleri ye-
rine vektor -ve matris- cebiri kullanilmasi fikrini ortaya atarak ilerleyen yillarda termodi-
namigin bu yeni goriiniimiiniin uygulamalarina onciiliik etti. Sonra, Ruppeiner (1979) 1s1-
sal dalgalanmalar1 dahil ederek termodinamik sistemlerin Riemann manifoldlari ile tem-
sil edilebilecegini ortaya koydu. Dolayisiyla bu manifoldlarin egriligi saf akigkanlarda
parcaciklar arasi etkilesmelerin bir 6l¢iisii olarak 6zel bir ilgi odag1 oldu. ilk egrilik he-
saplari, hesaplama kolayliklar1 nedeniyle tek bilesenli ideal gazlar ve paramanyetizma
problemi icin gerceklestirildi (Mijatovi¢ vd 1987). Bu iki fiziksel sistemin egrilik skaleri
beklenildigi gibi sifir olarak bulundu. Termodinamik durum uzaylarininin bir diiz uzay
oldugu, dolayisiyla parcaciklararasi/spinlerarasi etkilesmelerin olmadig1 sonucu kanitlan-
mis oldu. Sonraki yillarda ¢ok bilesenli ideal gazlarin termodinamik egriligi de hesaplandi

(Ruppeiner ve Davis 1990).
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1990’11 yillarda ideal fiziksel sistemler disinda, faz gecisleri ve kritik olaylar da
Riemann geometrisine dayali termodinamik ile formiile edilmeye basland1 (Ruppeiner
1991; Ruppeiner 1995; Ruppeiner 1998). Once, R egriligi ile korelasyon hacmi arasinda
bir baglant1 kuruldu (R o £*). Kurulan bu baglantidan, saf akiskanlarda korelasyon uzun-
lugu & kritik nokta civarinda sonsuza iraksadigi i¢in R egriliginin de bu nokta civarinda
sonuza 1raksamasi gerektigi sonucuna ulagsildi. Bu bulgu, R’nin molekiiller arasi etkiles-
melerinin bir dl¢iisii olabilecegi hipotezine kuvvet verdi. Yakin zamanlarda da etkilesmeli
fiziksel sistemlerdeki molekiiller arasi ¢ekici ve itici kuvvetlerle termodinamik egrilik R
dogrudan iligkilendirildi (Ruppeiner 2012; May vd 2013; 2015). Yani akiskanlarda, 6zel-
likle Lennard Jones sivilarinda, sistemin herhangi bir fazdaki (kati, sivi, gaz) 6zgiin fizigi
hakkindaki bilgi, R niceliginin alacagi degerlerin isareti ile digsar1 yansitilir. Dolayisiyla
termodinamik faz diyagramlarini, cekici (R < 0) ve itici (R > 0) etkilesme bolgeleri
olarak R = 0 ¢izgisi ile ikiye ayirmak miimkiindiir. R = 0 ¢izgisine sifir egrilik cizgisi
de denir. Bu sekilde ortaya ¢ikan faz diyagram topolojisine "Geometrik Faz Diyagrami
(GFD)" ad1 verilir (Brody ve Hook 2009). Cesitli akiskanlarin faz 6zelliklerinin R egrili-
gine ait kontur ¢izgileri seklinde sunuldugu grafiksel sonug¢lar da bulunmaktadir. Bunlara
R-diyagramlar denilir (Ruppeiner vd 2015; May vd 2015).

Akiskan sistemler ve bunlar icin gelistirilen modeller disinda manyetik sistem-
ler ve spin modellerinin Riemann tipi metrik incelemesi daha dnce baglamasina ragmen
ilerletilmesi akiskanlardaki kadar hizli olmadi. Bu konudaki ilk kapsamli makale 1989
yilinda Janyszek ve Mrugata tarafindan yayinlandi. Once, kisa menzil etkilesmeli tek-
boyutlu Ising modeli ve ortalama alan spin-1/2 Ising sistemi incelendi. Ikinci modelde,
metrik tensoriin dejenere oldugu goriildii. Dejenerasyon, manyetik Hamiltonyene orgii
enerjisi ilave edilerek yok edildi ve her iki modelde kritik nokta civarinda parametre uza-
yinin egriliginin sonsuza raksadigi goriildii (Janyszek ve Mrugata 1989). Egriligin, spin-
lerarasi etkilesmelerden kaynaklanan dalgalanmalarin bir parcasi oldugu yorumuna yer
verildi. Uzunca bir siire duraklayan manyetik modellerin geometrik ¢ercevede incelen-
mesi caligmalar1 akigkanlardaki aragtirmalardan sonra 2000’11 yillarda yeniden baglad1 ve
hiz kazandi. Bu baglamda; Ising modeli ve kiiresel spin modeli gibi temel spin sistemle-
rinin iki-boyutlu parametre uzayi i¢in tiiretilen egrilik skaleri R’nin kritik nokta yakinla-

rindaki olcekleme analizleri yapilarak kritik iistel degerleri (\r) ve bunlarin diger termo-
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dinamik niceliklerinki ile baglantilar1 arastirildi (Janke vd 2002; Janke vd 2003; Janke vd
2004). \g’nin sadece 6zgiil 1s1 kritik iisteli )\, ile iligkili oldugu (A = A\, — 2) bulundu.
Daha sonraki yillarda, iki-boyutlu termodinamik durum uzayinin geometrik 6zelliklerinin
incelenmesi fakli orgiilerdeki degisik spin sistemlerine genisletildi (Heidari ve Ghorbani
2012; Mirza ve Talaei 2013; Ruppeiner ve Bellucci 2015). Son birkag yilda da, ¢ift yakla-
stml1 ferromanyetik ve antiferromanyetik Ising modelleri i¢in kisa ve uzun menzil diizen
parametrelerinin iki-boyutlu manifold sec¢ilmesiyle tiiretilen metrikler ve bu metriklerle
bulunan termodinamik egriliklerin manyetik faz gecisleri yakinlarindaki davraniglari kri-
tik tstellerle analiz edildi (Erdem 2018a,b; 2019). Yine, bu analizlerden motive olarak
BEG modeli baglaminda ferroelektrik kristallerdeki faz gecislerinin ve spin-otesi gecis
molekiilii igeren malzemelerdeki spin durumu degisimlerinin Riemann geometrik yorumu
yapildi (Erdem 2020; 2022). Son olarak, 2022 yilinda ¢ok yakin bir zamanda anizotropik
BEG modelinin sicaklik-manyetik alan ve sicaklik-kristal alan parametre yiizeylerinin eg-

rilik skaleri tanimlamalar: grafiksel olarak verildi (Sanwari ve Sahay 2022b).

13



MATERYAL VE METOT N. ALATA

3. MATERYAL VE METOT

3.1. Modelin Tanim, Denge Ozellikleri ve Faz Gecisleri

Sunulan tezde, materyal olarak spin-1 Blume-Emery-Griffiths modelinin en ¢cok
calisilan cesitlerinden izotropik ve anizotropik BEG modelleri iizerinde duruldugundan
bu boliimde her iki spin sisteminin tanimi yapilarak denge ozellikleri ve sergilenen faz
gecisleri kisaca anlatilacaktr.

Spin sayis1 N olan bir spin-1 BEG sistemi i¢in en yakin komsu spin etkilesmeli
Hamiltonyen ifadesi dis manyetik alan varlifinda sdyle yazilir (Blume vd 1971; Berker
ve Wortis 1976; Erdem vd 2003):

H=—J) SiS—KY S}S;+DY SI—HY S (3.1)
<ij> <ij> i i
D = 0 olmast durumunda (3.1) esitligi IBEG Hamiltonyen’ine doniisiir (Tanaka ve
Mannari 1976; Bonfim ve Barreto 1985; Carneiro vd 1987; Chakraborty 1988; Tucker
1988; Keskin vd 1989; Keskin ve Ozgan 1990; Erdem ve Keskin 2001; Erding ve Keskin
2002; Keskin ve Erdem 2003; Erdem 2008). Her iki spin sisteminin denge durumundaki
ozellikleri genellikle 6z-uyumlu olarak Helmholtz serbest enerjisi hesabi ile belirlenir.
Oz-uyumlu denklem sisteminin elde edilmesi i¢in kullanilan termodinamik potansiyeller-
den birisi de Gibbs enerji fonksiyonelidir (). Gelecek boliimde goriilecegi gibi, termo-
dinamik parametre uzayi se¢cimi ve metrik yazilmasinda kullanilabilecek en uygun potan-
siyel G olmasindan dolay1 bu boliime Gibbs enerji fonksiyonelinin tanimi ile basliyoruz.
U, T, S, M ve @ sirasiyla i¢ enerji, mutlak sicaklik, entropi, dipolar diizen parametresi
(manyetizasyon) ve kuadrupolar diizen parametresi (kuadrupol moment) olmak iizere dig
manyetik alan ve kristal alan varliginda Gibbs enerji fonksiyonelinin genel ifadesi sOyle-
dir:
G=U-TS—-HM + DQ. (3.2)

Burada S = No, M = Nm ve Q = Nqolup

m=<S; >, (3.3)

q=< 52> -2/3, (3.4)
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seklinde tanimlanir. Egitlik (3.3) ile (3.4)’teki < ... > gosterimi "termal beklenen deger"
anlamindadir. Gibbs enerji fonksiyoneli ayn1 zamanda spin basina entropi o’nin m ve ¢
degiskenlerine gore bir Legendre doniisiimiidiir. Bragg-Williams formalizmindeki Orta-
lama Alan Yaklagimi altinda Gibbs enerji fonksiyonelinin ifadesini yeniden diizenlersek

asagidaki esitlik elde edilir:

3
1
g(m,q) = E./%' =—am®’—¢+40 g pi Inp; — hm + dg. (3.5)
i=1

Bu ifadede « = J/K ciftlenim oran sabiti, § = kg7 /K indirgenmis sicaklik (kg
Boltzman sabiti), h = H/K indirgenmis manyetik alan, d = D/K indirgenmis kris-
tal alan, ve p;’ ler ise verilen dipolar ve kuadrupolar diizen parametreleri ile uyumlu spin

durumlarinin olasiliklaridir. Bunlar diizen parametreleri cinsinden

1
p1=—+§(m—|—q), (3.6)

1
P2=3=0 3.7

1 1
p3—§—§(m—Q)a (3.8)

seklinde yazilabilir (Erdem ve Keskin 2001). Dipolar ve kuadrupolar diizen parametrele-

rinin denge degerleri i¢in 6z-uyumlu denklem sistemi

dg B
(%)q =0, 3.9

dg B
(3_q>m — 0, (3.10)

ifadeleri kullanilarak tiiretilebilir. Bu amagcla ilk olarak Tanaka ve Mannari (1976) tarafin-

veE

dan izotropik spin sistemi (d = 0) yani izotropik BEG modeli i¢in asagidaki 6z-uyumlu

denklem takimi elde edilmistir:

2¢’ sinh(a)
= 3.11
T T 2 cosh(a)’ G-11)
2 ( e’cosh(a) — 1
= : 3.12
1=3 (1 + 2eb cosh(a)) (3.12)
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Burada a ve b'nin gosterimi basitge a = (2am + h) /60 ve b = 2q/0 seklindedir. Ornek
olarak seg¢ilen birka¢ a degeri i¢in Esitlik (3.11) ve (3.12) nin niimerik ¢6ziimiinden m ve
¢’nun sicaklifa gore degisimi Sekil 3.1°de gosterildi. o > 2/3 i¢in elde edilen baz1 gra-
fiksel sonuclara gore dis manyetik alan olmadigi durumda (h = 0), diizen parametreleri
m ve q doymus degerlerinden (m =~ 1 ve ¢ ~ 1/3) baglayarak 0’nin artig1 ile siirekli ge-
kilde azalir ve kritik sicaklikta (0 = 4a/3) sifira yaklagir. Bu olay, ferromanyetik fazdan
(m > q > 0) paramanyetik faza (m = ¢ = 0) siirekli (ikinci-derece) faz gecisi olarak
adlandirilir (Sekil 3.1 (a), (d)). Bu durumda, £ = 6 — 6 kritik sicakliktan uzakligin bir 6l-

clisti olmak iizere m ve ¢ parametreleri F fazinda kritik sicaklik 6~ yakinlarinda su sekilde

ifade edilebilir: 1/2
1 3a—1
mez (%3a—2) a8 o
1 3
q§§(3&_2) . G

Yani, (3.13) ve (3.14) esitliklerine gore o > 2/3 sartin1 saglayan her « oran sabiti i¢in
m o e’ ve ¢ ox & Slgekleme kurallan gegerlidir. Burada \,, = 1/2 ve A\, = 1.0
strastyla m ve ¢ i¢in kritik nokta iistel degerleri olarak adlandirilir. Bu sonuglar bir sonraki
boliimde egrilik skalerinin kritik nokta yakinlarindaki davranisini belirlemede yardimci
olacaktir.

Sekil 3.1 (b) ve (e)’de gosterildigi gibi, sistem o = 2/3 degerinde bir ticlii kri-
tik noktaya (TCP) sahiptir. Bilindigi gibi, TCP noktas1 ikinci-derece faz gecisinin son
buldugu ve birinci-derece faz gecisinin basladigir noktadir. Diger taraftan, her iki diizen
parametresi 1/3 < « < 2/3 oldugunda siireksiz (birinci-derece) faz gegisi sergileye-
rek kritik noktada aniden sifira atlar (Sekil 3.1 (¢), (f)). Bir dis manyetik alan varlifinda
(h # 0) ise, ortaya ¢ikan tiim faz gegisleri kaybolur ve daima m > ¢ > 0 oldugu gozlenir
(Sekil 3.1). Ayrica, o < 1/3 iken, kuadrupolar (m = 0,¢ < 0) ve paramanyetik fazlar
arasinda birinci-derece faz ge¢isi gozlemlenir (Sekil 3.2). Buraya kadar verilen faz gegisi
ozellikleri (A,«v) diizlemi iizerinde belirtilen faz diyagraminda da agikca goriilebilir (Se-
kil 3.3). Sekillerde gosterilen tiim bu egriler spin sisteminin kararli durum ¢oztimleridir.
Yar1 kararli ve kararsiz durum ¢oziimleri birgok ¢alismada detayli olarak sunuldugu i¢in
(Tanaka ve Mannari 1976; Keskin vd 1989; Keskin ve Ozgan 1990; Keskin 1993; Keskin

ve Erdem 1997) burada sadece kararl ¢oziimler grafiksel olarak gosterildi.
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(c) ®

Sekil 3.1. IBEG modeli i¢in dis manyetik alan varliginda (h # 0) ve yoklugunda
(h = 0) farkli o degerleri kullanilarak elde edilen diizen parametrelerinin (m, ¢) indir-

genmis sicaklik 0’ya gore degisimi. Diisey noktali ¢izgiler faz gecis sicakliklarini gosterir
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0.47 h=0
0yl 0=025
0 m

0 01 02 03 04 05 06 0.7

Sekil 3.2. IBEG modeli i¢in dis manyetik alan yoklugunda (h = 0) o = 0.25 kullanilarak
elde edilen m ve ¢’nun #’ya gore degisimi. Diisey noktali ¢izgi birinci-derece faz gegis

sicakligini gosterir

Diger taraftan, spin-1 BEG modeli (d # 0) i¢in spin basina serbest enerji ifadesi
m =< S; > ve ¢ =< S? > tamimlar kullanilarak su sekilde diizenlenebilir (Erdem vd

2003; Pawlak vd 2019):

16 1, 1, <
g(m,q) :W_J/T/:_ﬁm — 374 +0;pilnpi—hm+dq. (3.15)
Burada r = K/vJ (y orgii koordinasyon sayisi veya en yakin komsu spin sayist),

0 = kgT/vJ,d = D/vJ seklinde indirgenmis niceliklerdir. Esitlik (3.15)’teki » > 0
ve r < 0 durumlan sirastyla ¢ekici ve itici bikuadratik etkilesmelere karsilik gelir. Spin

durum olasiliklari ise

1
p1= §(m+Q), (3.16)
p2=1-—gq, (3.17)

1
p3 = —§(m—q), (3.18)

seklindedir. izotropik modelde oldugu gibi denge sartlar1 (Esitlik (3.9) ve (3.10)) kullani-
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121 h=0
1 F

0.8
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0.6 7 TCP

0.4

0.21 0
0

0 025 050 0.75 1 1.25 150 1.75

0

Sekil 3.3. IBEG sisteminin (¢, «) diizlemindeki faz diyagrami. Noktal1 ve siirekli ¢izgiler
sirastyla birinci- ve ikinci-derece faz gecisine karsilik gelmektedir. Siyah nokta ti¢lii kritik

nokta TCP’yi gostermektedir

larak anizotropik BEG modeli i¢in 6z-uyumlu denklemler

_ 2sinh(m/0)
~ exp[(d — rq) /0] + 2 cosh(m/6)’ (3.19)
B 2 cosh(m/0) 320

1= exp[(d — rq)/0] + 2 cosh(m/0)’
olarak tiiretilir. Bu denklemlerden goriildiigii gibi, sistemin termodinamik davranisi ve
meydana gelen faz gecisleri indirgenmis niceliklere (r, d, 6) baghdir. Esitlik (3.19) ve
(3.20)’nin belirli  degerleri secilerek koklerin hesaplanmasi ile sistemde meydana gelen
diizenli ve diizensiz faz bolgeleri ve aralarindaki faz denge egrileri bulunabilir.

Bu tezde, oncelikle Hoston ve Berker’in 1991 yilinda yayinlanan iki calismasi
(Hoston ve Berker 1991a,b) esas alinarak » = 3 ¢ekici bikuadratik etkilesmesi i¢in (3.19)
ve (3.20) esitlikleri ¢oziildii. Sekil 3.1°den farkli olarak burada diizen parametrelerinin
(m, q) sicaklik yerine d’ye gore degisimi goriintiilendi (Sekil 3.4). Sekilde, kuadrupol
moment ¢’nun aldig1 degerlere gore iki farkli paramanyetik faz (P1, P2) goze carpar.
Buna gore, 6 = 0.790 se¢ildiginde m ve ¢ kendi doyum degerlerinden baglayarak d’nin
artmastyla azalmakta ve d = 1.870 degerine ulasildiginda F ve P2 fazlar1 arasinda ikinci-

derece faz gecisi meydana gelmektedir (Sekil 3.4 (a)). Sekil 3.4 (b)’de ise, iiclii kritik
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noktada (0 = Opcp = 0.777) m ve ¢’nun kristal alana gore degisimini gosterdik. Her iki
sekilden de goriildiigii gibi, P1 fazindaki kuadrupol diizen parameteresinin biiyiikliigii P2
fazindakinden kiigiiktiir.

Sekil 3.5 (a)-(c) birinci derece-faz gecis ¢izgisi iizerinde farkli noktalarda m ve
¢’nun ve Sekil 3.5 (d)-(f) spin basina Gibbs serbest enerjisi ¢’nin kristal alan d’ye gore
degisimini gostermektedir. Sekil 3.5 (a)’da goriildigii gibi, & = 0.750 iken m’nin at-
layarak sifir oldugu noktayi d;, ¢’nun atlamadan degisiklige ugradig1 diger noktay1 ise
do olarak tanimlarsak d; = 1.955 noktas1 F fazindan P2 fazina birinci-derece gegis ve
dy = do = 2.02 noktasi ise dis kritik nokta C’yi gostermektedir. Sekil 3.5 (b), Sekil 3.5
(a)’ya benzemekte, fakat § = 0.730 iken dy = 2.007 noktas1 (¢’nun ikinci atlama noktasi)
C ile ui¢lii nokta arasinda yer almaktadir ve iki paramanyetik faz arasinda (P2 fazindan
P1 fazina) siireksiz faz gecisi olmaktadir. m’nin atladigi nokta d; = 1.985 ise F fazin-
dan P2 fazina siireksiz gecisin oldugu noktadir. Sekil 3.5 (c)’den (8 = 0.721) goriildiigi
gibi m ve ¢’nun atlama noktalar1 ayni olup drp = 2.0’de her iki diizen parametresindeki
atlama belirgin sekilde goriilebilir. Bu da faz diyagraminda iiclii noktay1 (TP) (ii¢ fazin
dengede oldugu nokta) ifade eder. Sekil 3.5 (d)-(f)’de sabit sicaklikta m ve ¢’nun farkl
baglangic degerleri i¢in elde edilen spin basina Gibbs serbest enerjisinin faz geg¢is nok-
talarinda kesismelerinden bulunan grafiksel sonuglar yer almaktadir. Sekle gore, ortaya
cikan cizgilerde m’nin atladig1 ilk noktada ve ¢’nun atladig1 ikinci noktada kesisimler
veya kirilmalar meydana gelmektedir. Yani, Sekil 3.5 (d)’de sol taraftaki kesisim noktasi
d; = 1.955’de, sag taraftaki kirilim noktasi dy = de = 2.02°de; Sekil 3.4 (e)’de ilk ke-
sisim noktas1 d; = 1.985’de, ikinci kesisim noktast do = 2.007°de; Sekil 3.5 (f)’de ise
tek kesisim noktasit d = drp = 2.0’de olugmaktadir. Kisacasi, sabit sicaklikta Gibbs ser-
best enerjisini minimize eden kararli ya da kararsiz tiim noktalar1 gorebilmek i¢in ayni
sicaklikta sisteme ait spin bagina Gibbs enerjisinin indirgenmis kristal alana gore degisi-
mine bakildi. Tiim kararli veya kararsiz noktalarin kesisim noktast da bize o kristal alan
degerindeki gercek faz gecis noktasini verdi.

Sekil 3.6’da ise, bir dnceki sekilde spin basia Gibbs serbest enerjisi g ile tespit
edilen birinci-derece faz gegisleri "Maxwell yapilandirma" yontemi ile yeniden incelendi.
Bu yontemde yalnizca ¢ diizen parametresinin Maxwell yapisi elde edildi. Ciinkii faz ge-

cisi yakininda m diizen parametrisi sifir olmaktadir, yani m birincil diizen parametresidir.
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1] 6=0.790 1 0=0.777

(a)

1.‘7 1.‘8 1‘.9 2.‘0 211 212 1‘.7 1.‘8 119 210 2‘.1 2.‘2
d d
Sekil 3.4. BEG modelinde i = 0 ve r = 3 i¢in m ve ¢’nun farkli sicakliklarda d’ye gore
degisimi. Diisey noktal ¢izgiler faz gecislerinin meydana geldigi d degerlerini gosterir.

(@) 0 =0.790, (b) 0 = 0.777

q 1se faz gecisi yakininda sifira ulasmadigi i¢in ikincil diizen parametresidir. Maxwell ya-
pist yalnizca ikincil diizen parametresinde gecerlidir. Bu yilizden ¢’nun farkli baslangi¢
degerleri i¢in sicaklik sabit tutularak kristal alan degeri degistirildi ve farkli sicaklik de-
gerlerinde Maxwell yapis1 grafikleri elde edildi. Sekil 3.6 (a) ve (b)’den goriilecegi gibi
diisey kirmizi1 noktali ¢izginin her iki tarafindaki egri alanlar esittir ve buna "Maxwell esit
alan kurali" adi verilir. Boylece ¢ diizen parametresindeki siniisellerde faz gegis noktalari
oldukca belirgin bir sekilde ortaya ¢ikar (kirmizi noktali ¢izgiler). Sekillerdeki kirmizi
noktali ¢izgiler 6 = 0.721, 6 = 0.730 degerleri i¢in sirastyla dpp = 2.0, d = 2.007 kritik
noktalar1 gosterir. # = 0.750 iken C noktasinda (do = 2.02) siniisel kaybolur. Bu nokta
birinci-derece faz gecisinin son buldugu noktadir.

Son olarak, » = 3 cekici bikuadratik etkilesmesi i¢in Sekil 3.4’te ¢izilen m ve ¢
egrilerinin benzerleri ve Sekil 3.5 ile Sekil 3.6’daki grafiksel yontemlerle yapilan hesap-
lamalar r = —0.5, —0.15, —1.0 itici etkilesimler kullanilarak tekrarlandi. Tiim sonuglar
ortalama-alan faz diyagramlari seklinde, (d, #) diizleminde Sekil 3.7°de gosterildi. Yani,
sistemde ortaya ¢ikan faz gecislerini ve kritik/ticlii kritik/coklu kritik noktalar1 gormek
icin Onceki caligmalarda sunulan faz diyagramlarindan (Hoston ve Berker 1991a,b; Paw-

lak vd 2019) dort farkli faz diyagrami topolojisi ¢ekici ve itici bikuadratik etkilesmeleri
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Sekil 3.5. BEG modelinde h = 0 ve » = 3 icin (a), (b), (¢) m ve ¢’nun ve (d), (e), (f)

serbest enerji ¢g’nin farkli sicaklik degerlerinde kristal alana d’ye gore degisimi. Diisey

noktali ¢izgiler faz gegislerinin meydana geldigi d degerlerini gosterir
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Sekil 3.6. BEG modelinde » = 0 ve r = 3 iken farkli § degerleri icin ¢ diizen para-
metresinin kristal alan d’ye gore degisiminde Maxwell yapisi gosterimi. Kirmizi noktali
cizgiler (a) 6 = 0.721 ve (b) # = 0.730 degerleri i¢in birinci-derece faz gecis noktalarina
(swrastyla d = 2.0, d = 2.007); (¢) 8 = 0.750 degeri icin de birinci-derece faz gecisinin
sonlandig1 C dig kritik noktasina (d = 2.02) karsilik gelmektedir. (a) ve (b) sekillerinde
kirmizi noktal1 ¢izginin sag tarafindaki ve sol tarafindaki egri alanlari esittir. Siyah noktali
cizgiler Maxwell siniiselinin maksimum ve minimum noktalarin1 gosterir. (c) seklinde C

dis kritik noktasinda siniisel goriiniim kaybolmaktadir

temsilen sirasiyla Sekil 3.7 (a)-(d)’de tekrar ¢izildi. » = 3 oldugu cekici etkilesme du-

rumunda (Sekil 3.7 (a)), faz diyagraminda bir diizenli faz (F) ve iki diizensiz faz yani
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Sekil 3.7. BEG modelinin (a) » = 3, (b) r = —0.15, (¢) r = —0.5 ve (d) » = —1 degerleri
kullanilarak cizilen (d, ¢) diizlemindeki faz diyagramlari. Noktal1 ve siirekli ¢izgiler sira-
styla birinci-derece ve ikinci-derece faz gecisine karsilik gelmektedir (Hoston ve Berker

1991a,b; Pawlak vd 2019)

paramanyetik faz (P1, P2) gozlenir. Ayrica bu faz diyagraminda F-P2 birinci-derece ve
ikinci-derece faz gegisleri (d, #)=(1.898, 0.777) noktasinda yani TCP’de bulusurken, P1-
P2 birinci-derece faz gecisi ¢izgisi (d, 0)=(2.02,0.750) noktasinda, yani C’de son bulur.
Bu C noktasina "dig kritik nokta" denilir. Sistem (d, 8)=(2.0, 0.721)’de {ii¢lii noktaya sa-
hiptir. Diger taraftan, r = —0.5, —0.15, —1.0 itici etkilesme topolojilerinde sadece dii-

zenli ve diizensiz fazlar (F, P) olmak {iizere iki faz bolgesi yer alir. r = —0.15°de siirekli
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ve siireksiz faz gecis cizgileri Sekil 3.7 (a)’da oldugu gibi TCP’de birlesmektedir (Sekil
3.7 (b)). r = 3’ten farkli olarak TCP noktas1 yakinlarindaki d degerlerinde (d ~ drcp)
sicaklik artisi ile F-P-F-P ardisik faz gecisleri meydana gelir. Bu olaya "cift yeniden gi-
rilme topolojisi" denilir. Sekil 3.7 (c)’deki » = —0.5 topolojisine gore, dnceki iki sekilde
olmayan iki farkli 6zellik gozlenir: (1) F-P ikinci-derece faz gecis egrisi birinci-derece
faz gecis cizgisi tizerindeki (d, #)=(0.262, 0.1198) noktasinda son bulur. Bu noktaya kritik
son nokta (CEP) denilmektedir. (2) birinci-derece faz gecis ¢izgisi, Sekil 3.7 (a)’dakinden
farkl1 olarak F faz bolgesi icinde bir noktada sonlanir. Bu noktaya (C') "i¢ kritik nokta"
denir ve = 3’teki "dus kritik nokta" yapisina benzer. Son olarak r = —1 secildiginde, C’
ve CEP noktalart sikisarak 6§ = 0 degerinde {ist iiste cakisir. Bu 6zel nokta "sifir sicaklik
kritik noktas1" olarak adlandirilir ve "Z" harfi ile temsil edilir. Z noktasinda "tek yeni-
den girilme kritik cizgisi" son bulur (Sekil 3.7 (d)). Burada 6zetledigimiz bilgiler daha
kapsamli ve ayrintili sekilde Hoston ve Berker (1991a,b) ve Pawlak vd (2019) tarafindan
bagka r degerlerini kapsayacak sekilde aciklanmustir.

Yukarida her iki spin sistemi i¢in sunulan denge 6zellikleri ile ilgili tiim bilgiler,
bu 6zelliklerinin geometrik analizi i¢in, 6zellikle Ricci skalerinin indirgenmis sicakliga
ve indirgenmis kristal alana kars1 degisiminin arastirilmasinda olduk¢a onemli bir yere
sahiptir. Bagka bir ifadeyle, bir sonraki boliimde m ve g parametrelerinin 6 ve d’ye bagh
degisimlerinin Ricci skaleri R’ye yansitilmasi ile Sekil 3.3 ve Sekil 3.7°deki faz diyag-

ramlarinin geometrik goriiniimlerinin ortaya ¢ikarilmasi saglanacaktir.

3.2. Riemann Geometrisi
3.2.1. Riemann geometrisinin dogusu ve gelisimi

Aq, ¢izgi, yiizey, kat1 6l¢iimleri ve aralarindaki iligkilerle ilginen matematik da-
lina "geometri" adi verilir. Ik geometri calismalari, M.O. 300. yiizyila kadar uzanir ve
"Euclid geometrisi" ismiyle bilinir. Euclid-dis1 geometriler ise M.S. 19. yiizyilda ortaya
cikmaya baglamigtir. Bunlardan bir tanesi "Riemann geometrisi" dir. Riemann geomet-
risinin kapsami, diger Euclid-dis1 geometrilerde (ylizey, hiperbolik, klasik diferansiyel,
Gauss) oldugu gibi ii¢c-boyutlu bir Euclid uzayma gomiilmiis egriler ve ylizeylerin di-
feransiyel ve integral hesaplamalari tizerinedir. Kurucusu, Gauss’un doktora 6grencisi

Gerg Friedrich Riemann’dir (1826-1866). Riemann, 1855 yilinda vermis oldugu bir derste
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Gauss’un fikirleri 1s181inda "manifold" kavramini ilk defa kullanmig, manifoldlarda ta-
mimlanan farkli metrik iligkilerinin nasil olacagini izah etmistir. Son olarak Riemann,
Gauss’un "yiizey egriligi" kavramini daha yiiksek boyutlu manifoldlara genisletmistir.
Ilerleyen yillarda, Riemann geometrisinin kavramlar1 Einstein tarafindan Genel Goreli-
lik teorisinin olugturulmasinda kullanilmigtir. Bu geometri, tiirevlenebilir manifoldlardaki
egri ylizeylerin geometrisi ile ilgilenen 6zel bir geometri tiiriidiir. Dolayisiyla fizikte pek
cok uygulamasi vardir.

Bu 6nemli geometri tiirliniin daha iyi anlagilmas i¢in ilk dnce ylizey teorisi iize-
rinde kisaca durmak gerekir. "Yiizey" kelimesi, geometrinin temel kavramlarindan biri-
sidir. Temel geometride diizlemler, yiizeyler ve 0zel olarak pozitif egrilikli kiire yiizeyi
gibi egri yiizeyler diisiiniiliir. Egri yiizeyler, nokta veya ¢izgi kiimeleri olarak 6zel bir
yol ile tanimlanir. Genel yiizey kavrami ise bir bolgeyi ¢evresinden ayiran bir hat olarak
diistiniiliir.

1827 yilinda Gauss, yiizey geometrisindeki en 6nemli kavrami ortaya koydu. Bu
kavram, "Egri yiizeylerinin genel incelenmesi" baglikli caligmasinda asagidaki gibi bir

metrik ile yazilmistir:
ds® = G11(u,v)du® + 2G13(u, v)dudv + Goz(u, v)dv®. (3.21)

Bu metrik, yiizeyde yerlesmis ve birbirine sonsuz yakin A ve B gibi iki nokta arasindaki
yay uzunlugunun karesinin yiizey koordinatlar1 (u,v) cinsinden bulunmasina yardimci

olur. Dolayisiyla A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik

B
L= / ds, (3.22)
A

ile bulunur. Yiizey iizerindeki bir A noktasinin uzaydaki konumu (z(u,v), y(u, v), 2(u, v))

olarak belirtilir. Bu yiizden z, y, 2’nin diferansiyel formlar1

ox 0x
dl’ = %du + %dv,
oy oy
dy = =—=d d
Y= 4™ * ov
0z 0z

seklinde yazilir. Bu esitlikler ds? = da? + dy? + dz? ile verilen ii¢-boyutlu Euclid metri-
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ginde yazilirsa metrik
ox ox 2 Jy dy 2 0z 0z 2
ds* = | S—du+ ——d —Zdu+ ==d —du+ ——d 3.24
° ((9u “+au U) +<6u u+8v U) +(8u u+(9v U)’ (3:24)
halini alir. Parantezler diizenlenerek basitlestirilirse metrik bilesenleri (3.21)’den
ox\? oy 2 02\ >
G — _ = JR—
= (o) () < (5)
Jrxdxr Oydy 0z0z
Gpo=Gy=——""+—"F"+ ——
2 A 8u8@+8u8v+8u81}’

A oy 2 02\ ?
Y ed = el 3.25
an=(5:) +(or) +(5n) 02
olarak ortaya g¢ikar. Iki boyutta bir yiizeyin egriligi ise kosegen (yani G5 = 0 olan)

metrikler i¢in

1 8 1 8G22 8 1 aGll
R =——|=|—=— — | —=—— 3.26
wi=-Zlalmo) wmlea)) 6
bagintisindan kolayca hesaplanabilir. Fakat metrik kosegen degilse (G2 # 0) ylizey eg-

riligi i¢in

R@hv):—l—[a ( G 0Gu 1 8Gm>

G |0u\ G VG Ov _\/@ ou
+2< 2 8G12 _ 1 8(;11 _ Glg 86’11)]7 (327)
v\ /G Ou VG Ov G VG Ou
formiilii kullanilir. Bu iki bagintida metrigin determinanti
G =det Gij = G11Goy — Gy, (3.28)

seklindedir. Diizlemde, z=sabit olmak iizere, uzayda yiizey koordinatlarini su sekilde se-

¢ebiliriz: (u,v)=(x,y). Daha sonra (3.24) bagintisindaki kismi tiirevler

oxr Oy dr OQy 0z 0z
R T T T T (5:29)

oldugundan GG1; = Goy = 1, G135 = G5 = 0 bulunur. Yani metrik katsayilar1 zy-diizlemi
igin sabittir. Sonug olarak ds?> = dz? + dy? diizlem metriginden, diizlemde iki nokta

arasindaki uzakligi bulabilmek i¢in kullanilacak formiil (3.22) bagintisindan

B 2 211/2
dx dy
L= — — d 3.30
@)+ (@)] 630
olarak bulunur. Burada x = z(7) ve y = y(7) olup; 7, bir egri parametresidir.
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Yaricap1 @ olan bir kiireyi 6rnek verelim. Enlem acis1 0, boylam agis1 ¢ olan her-
hangi bir A noktasindaki yiizey koordinatlar1 (u, v)=(1), ) olarak seg¢ilirse, A noktasinin

kartezyen koordinatlar su sekilde yazilir:

2(, ) = asin cos o,
y(, o) = asinysinp,
2(¥, ) = acosp. (3.31)

Burada —7/2 < ¢ < /2 ve 0 < ¢ < 27’dir. Boylece; x, y, z’lerin kismi tiirevleri

Or _ cos 1 cos v _ _ sin ¢ sin v

(%}_a ©, 9o asin @ sin 1,
g—lyp:acoswsingo, g—i:acosgosinw,

0z 0z

—_—= — 1 -_— = . 2
90 asiny, 90 0, (3.32)

seklinde yazilir. Bu esitlikleri (3.23)’te yerine yazip diizenlersek ve sin® ¢ + cos? ¢ = 1
ozdesligini kullanirsak metrik katsayilari (3.25) bagintisindan Gy = a?, Gy = Gy = 0,

Goy = a? sin® 1 olarak bulunur. Sonug olarak, bir kiire iizerindeki metrik
ds* = a’dy? + a*sin® dp?, (3.33)

seklini alir. (3.26)’ya gore Kiire ylizeyinin egrili§i R = 2/a? olup yiizey koordinatlarindan
bagimsizdir. Bu sonuca gore, kiire ylizeyinin egriligi yiizeyin her noktasinda ayn1 pozitif
degere sahiptir. Kiire yaricapt @ — oo iken R — 0 olup, diiz geometri sézkonusudur.
a — 0 durumunda ise egrilik skaleri R — oco’a 1raksayarak bir tekillik 6zelligi sergilenir.

Riemann, Gauss’un iki boyutlu metrik esitligini (3.21), n-boyutlu manifoldlara ge-
nigleterek n-boyutlu manifold kavramini tanimlamistir. Buna gére, n-boyutlu bir uzayda
herhangi bir A noktasinin koordinatlar1 (z*, 22, ..., ™) seklinde ise bu noktanin ¢ok yakin-
larinda bulunan diger bir B noktasiin koordinatlar da (z* + dzt, 22 + da?, ..., 2" + dz™)

olacaktir. Iki nokta arasindaki uzakligin karesini ifade eden metrik esitligi
ds® = Gyjda'da?, (3.34)

seklindedir. Burada G, (z', 2%, ..., ™) degiskenlerinin bir fonksiyonu olup "metrik ten-
sor" adim alir. A ve B noktalar1 cakismadig siirece, dz’ bilesenleri kuadratik oldugun-

dan ds? daima pozitif degerler alacaktir. (3.34) metrigine "Riemann metrigi", bu metrik
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ile inga edilen uzaya da "Riemann uzay1" ya da "Riemann manifoldu" denir. n-boyutlu
Euclid uzayi Riemann uzayinin 6zel bir durumudur. Yani, Gy; = 1,Go = 1, ..., Gy, = 1,
oldugunda ds® = Y " ., da'dx’ yazilir.

Riemann, Gauss’un fikirlerini genellestirmeye devam ederek kendi adiyla amilan
uzayin kendine 6zgiin geometrisini tanimlamayi siirdiiriir. Bu baglamda, "Gauss egriligi"
kavraminda oldugu gibi, "Riemann egriligi" veya "Egrilik skaleri" kavraminin Riemann
uzaymnin Euclid uzayindan ne kadar farklilagtiginin bir 6l¢iisii oldugu seklinde bir dii-
stince gelistirir. Euclid uzayinda, Riemann egrilik niceliginin her noktada sifir oldugunu
diisiiniir. iki boyuttaki yiizeylerdeki gibi temel geometrik degismez egrilik niceligidir (R).
Ancak, R daha yiiksek boyutlarda (n > 2) daha karmasik hale gelir. Ciinkii manifold bir-
cok dogrultuda egri bir uzaydir. Dolayisiyla R noktadan noktaya degisir. Yiizey geomet-
risinde oldugu gibi, Riemann geometrisinin gelisiminde egrilik skaleri temel kaynaktir.

Iki ya da daha fazla boyutlu uzaylarin egrilik skaleri tiiretilirken genel bir for-
miilasyon kullanilir. Bu formiilasyona gore, oncelikle (;; metrik tensor bilesenlerinden
yararlanarak

Ty = %G“(akGlj + 0;Gi — 01G) (3.35)
ile 2. tiir Christoffel sembolleri (baglanti katsayilar) elde edilir (Ruppeiner ve Davis
1990). Burada G kontravaryant metrik tensdr bileseni olup, G;; kovaryant metrik ten-

soriiniin tersidir (GG = 6? ). Ikinci adimda, Christoffel sembollerinden ve asagidaki

esitlikten yararlanarak dordiincii ranktan Riemann tensorii bulunur:
Ry =0l — O, + 10, T — Iy (3.36)

Daha sonra (3.36) ile verilen R; » Riemann tensorii yardimu ile ikinci ranktan Ricci ten-
sorii tespit edilir:
R;; = R;, (3.37)

ing

Son bir kontraksiyon islemi yapilarak da Ricci skaleri tiiretilir:
R=G"R; = R. (3.38)

Burada, iist indis ve alt indis ayn1 oldugu i¢in bu indisler tizerinden toplam alinmaktadir
(Einstein toplam kurali). R = 0 durumu diiz bir geometriye karsilik gelir. R > 0 veya

R < 0 oldugu zaman diiz olmayan bir metrik ve bir egri uzay ile karsilagiriz.
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(3.35)-(3.38)’de kisaca bahsettigimiz formiilasyonun, matematiksel acidan ilk ve
basit uygulamasi olarak yine kiire yiizeyinin egriliginin bulunmasi gosterilecektir. Bu bag-
lamda, kiiresel koordinatlarda a bir noktanin orijine olan uzakligini, ¢ enlem acisini ve ¢
boylam agisim gdstermek iizere (z!, 22, 23)=(a, v, ©) uzayinda, lic-boyutlu metrik soyle-
dir:

ds* = da® + a*dy* + a*sin® dp?. (3.39)
Kiire yiizeyi icin a sabit alinir. Dolayisiyla ii¢ boyutlu uzay iki boyutlu (u, v)=(3, ) yii-
zeyine, metrik de Esitlik (3.33)’te verilen sekle doniisiir. Kiire ylizeyi i¢in kovaryant ve

kontravaryant metrik tensor bilesenleri sirasiyla 2 = v ve 22 = ¢ olmak iizere,
Gij = : (3.40)
ve

(3.41)

seklindedir. Sifir olmayan baglant1 katsayilar1 Esitlik (3.35) yardimiyla asagidaki gibi he-

saplanir:
I}, = —sinv cos v, 2, =I5 = cot. (3.42)

(3.36) ve (3.37) kullanilarak sifirdan farkli Riemann ve Ricci tensor bilesenleri sirasiyla

1 1 ‘
R, = ;GH =1, Ry, = ?GQQ = sin® ). (3.43)
Ry =1, Roy = sin? 1. (3.44)

olarak belirlenir. Son bir kontraksiyon islemi ile kiire yiizeyinin egriligi bulunur:

R = 3 (3.45)

a?

Bu sonug (3.26) ile bulunanla aynidir.
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3.2.2. Riemann geometrisinin termodinamige uyarlanmasi ve termodinamik egri-

lik kavraminin ortaya cikisi

Giintimiizde, Riemann geometrisinin termodinamikte kullanilmasi uzun ve basa-
rili bir yontem haline gelmistir. Boylece "Termodinamik Geometri" olarak bilinen bir
aragtirma sahasi ortaya ¢cikmustir. Oncelikle, saf geometrideki "uzay" kavrami yerine ter-
modinamik geometride "durum uzayi" veya "parametre uzay1" kavrami kendini goste-
rir. Dolayistyla parametre uzayinin egriligi "termodinamik egrilik" adini alir. Bu nicelige
"Riemann egrilik skaleri" veya kisaca "Ricci skaleri" de denilmektedir. Asagida, Ricci
skalerine deginmeden Once termodinamik durum uzaylar1 ve metrik yazilmasi iizerinde
kisaca durulacaktir.

N parcaciktan olugan ve kimyasal potansiyeli 1 olan ayni tiirden veya farkli p de-
gerlerine sahip degisik parcacik tiirlerinden meydana gelen fiziksel bir sistemin termodi-
namik durum uzayi, birbirinden bagimsiz (n+ 1) tane yaygin tiirden termodinamik degis-
kenden olugan bir parametere takim F = (E° E', E? ... E") (6rnegin U, S, V,N, M,
(@, ...) veya birbirinden bagimsiz (n + 1) tane yogun tiirden termodinamik degiskenden
olugan bir bagka parametre takim I = (I°, 1, 12, ..., I") (6rnegin T, P,u, H, D, ...) ile
temsil edilir. Boyle bir uzaya (n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu da denir. Bu uzayda
sonsuz kiiciik yay uzunlugu veya birbirine ¢ok yakin iki nokta arasindaki uzaklik, bir

metrik tensor kullanilarak asagidaki gibi belirlenir:

ds%, = GydE'dE, (3.46)
ds? = GdI*dI'. (3.47)
Burada i, j, ... = 1,2, ..., n alinmaktadir. Kovaryant metrik tensor bilesenlerinin (G5, G k1)

belirlenmesi i¢in termodinamik geometride iki fakli tanim yapilmistir. Weinhold (1975)’e

gore G;; metrik bilesenleri, i¢ enerjinin Hessian matrisi olarak goriiliir. Yani
Gij = 0,0,U,  0;=0/0F", (3.48)

seklindedir. Ruppeiner (1995)e gore ise Gy, p = (U/N,E'/N,..,E"/N) veya
p=(U/V,E')V, .. E"/V) koordinatlar kullanilarak agagidaki gibi tammlanr:

Gy = (kgT)'0,0;e, Gy =—kp '0:0,0,  0;=0/9p". (3.49)
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Burada e = U/N (veyae = U/V), o = S/N (yada o = S/V). Legendre doniigiimleri
altinda (3.47) ile iliskili yeni Ruppeiner metrikleri de yazilabilir. Ornegin termodinamik
durum uzay1 ® = (1/7T,1'/T,...,I"/T) seklinde entropi gosterimindeki termodinamik

degiskenlerle temsil edilirse gegerli olan metrik sdyle olur:
ds2 = (kg 10,0, f)dD*dD', O = 0/0D". (3.50)

Burada f termodinamik potansiyeli (hacim bagina ya da parcacik bagina serbest enerjiyi)

temsil eder ve

f(@) =0 =) *pF, (3.51)
k=1

seklinde verilir. Diger taraftan, [ = (T, 1%, I?,...I") koordinatlari termodinamik durum

uzay1 olarak secilirse (3.47)’deki metrik
ds? = <(—k’BT)_18kalg) drkdr', o, =o/oI*, (3.52)

olarak yazilir. (3.52)’deki g potansiyeli asagidaki gibidir:
g(]):e—TU—ZIkpk. (3.53)
k=1

Ruppeiner’in dordiincii tiir metrik gosterimi onceki {i¢ termodinamik manifolddan farkl

olarak (T, p', ..., p™) uzayinda tanimlanir:

ds? = (kgT)™" <8TadT2 + Z ajﬂdpidpj), Or = 0/0T. (3.54)

ij=1
Yukaridaki tiim metrik tantmlamalar1 n-boyutlu termodinamik uzaylar i¢in Cizelge 3.1°de,
iki-boyutlu termodinamik yiizeyler i¢in de Cizelge 3.2°de ozetlendi. Cizelge 3.2°deki gibi
iki-boyutlu termodinamik uzaylar i¢in egrilik skalerinin kolayca tiiretilebildigi baginti
sOyledir:
0i¢  0i0;0  0id
R=-srs| 00 00 00% |- (3.55)
020;¢ 8i8]2¢ 6]%
H(i—parametreli spin modellerinin termodinamik egrilik hesab1 genellikle (3.55)’ten yarar-
lanilarak yapilmistir (Janyszek ve Mrugala 1989; Janke vd 2002; Janke vd 2003; Janke
vd 2004; Heidari ve Ghorbani 2012; Mirza ve Talaei 2013; Ruppeiner ve Belliucci 2015).
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Cizelge 3.1. Dort farkli n-boyutlu termodinamik koordinat sisteminde termodinamik po-

tansiyel ve metrik tanimlar1 (Ruppeiner 1995)

Koordinatlar Potansiyel (¢) Metrik (ds?)

(o, pt, ..., p™) e k;T 8pzapj dp'dp’

(e,pty.... p") o k; 8plapj dp'dp’

(@0, .., 0") | f =0 — Dkpk P L
(T.I',...I" | g=e—To—I*" | -1 S0t drtdr

(T, pt,....p" e—To k;T (8" dT? + gé; dpidpi)

Cizelge 3.2. Dort farkli iki-boyutlu termodinamik koordinat sisteminde potansiyel (ser-

best enerjiler) ve metrik bilesenleri (Ruppeiner 2012)

Koordinatlar | Potansiyel (¢) Gy G1a G
(S, U(S,N.V) VoS | GIVasaY | BTV o
U,N) S(U,N,V) T e I
(T, -P) Q(T,P,N) =U-TS+ PV _@;Tv% _kBlTva?ﬁagP _kngv%
(T, ) QT p,V)=U =TS — uN _ﬁ% _kBlTV aaTqu kngV 229
(T,N) F(T,N,V)=U~TS — s |0 ot

Diger taraftan (3.26) veya (3.27) ile yapilan egrilik hesabi ise genellikle iki parametrenin
kullanildig1 akiskan sistemlerde daha yaygin olarak tercih edilen bir yontemdir (May ve
Mausbach 2012; Ruppeiner 2012; Ruppeiner vd 2012; May vd 2015; Ruppeiner vd 2015).

Yukarida kisaca 0zetlenen termodinamik metodoloji ile ilgili literatiirde verilen
ilk ve basit iki uygulama "ideal gaz" ve "paramanyetik gaz" sistemleridir. Bu kapsamda
basmci P, hacmi V' ve sicaklig1 7" olan bir ideal gaz i¢in yapilan ilk geometri ¢calismasinda
(Mijatovi¢ vd 1987) manifold olarak iki-boyutlu (I*, I?)= (T, — P) uzay: secilmistir. G;
kovaryant metrik tensorii, termodinamikteki Gibbs serbest enerjisi G = G(T,—P) ve

asagidaki Maxwell esitligi

g  (0S\ _ [0V
oTOP ~ ‘<0_P>T - (a_T)p (30
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yardimiyla
(57)p —(5p)r
(5r)p —(58)r

formunda yazilabilir. Burada 9; = 9/0i = (0/9T,—0/0P)’dir. Esitlik (3.57)’den de G%

Gij = —0,0,G = : (3.57)

kontravaryant metrik tensor
—(2r
Gij _ ( )V (85)\/ (358)
or
as

seklindedir. Ideal gazin bir 6zel durumunda R evrensel gaz sabiti, Tj ve P, sicaklik ve

basing icin iki sabit deger olmak iizere entropi ve hacim

) T P
T
V= Rﬁ ; (3.60)

bagintilar1 ile bulunur. Bu bagintilar yardimiyla Esitlik (3.57) ve (3.58)’deki tensor ifade-

leri
SR R 2r 2P
2T P ij R
Gij = ., Gi=| 3 SR (3.61)
R RT 2P 5P?
P P2 3R 3RT

olarak elde edilir. Daha sonra Esitlik (3.61)’deki metrik tensor bilesenlerinden ve (3.35)’ten

yararlanarak baglanti katsayilari

5 1 1T
I 6T [ =Ty = —3p’ 2 = —3p
5P 5 4
Fh=gr  Th=Tu=gp I =3p (3.62)

seklinde ortaya ¢ikar. (3.62) esitligi, (3.36)’da yerine yazilarak tiim Riemann tensor bile-

senlerinin

R;k:l =0, (i7j7k7l = 172)7 (3.63)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (3.37) esitliginden faydalanarak tiim Ricci tensor bilesen-

lerinin de sifir oldugu anlasilir:

R =0, (i,7=1,2). (3.64)
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Boylece, ideal gaz i¢in Ricci egrilik skaleri
R(T,—P) =0, (3.65)

olarak tespit edilir. Yani ideal gaz icin egrilik skaleri sifir olup (7', — P) uzay1 beklendigi
gibi diiz bir termodinamik uzaydir. Ikinci uygulama olan paramanyetik gaz sistemine ait
matematiksel iglemler, secilen termodinamik uzayin ii¢ boyutlu (/\/l = (T,-P,.H )) ol-
masindan dolay1 daha detayli ve uzundur. Bu nedenle, yapilan islemler buraya alinmadi.

Gerekli bilgi icin Mijatovié vd 1987 incelenebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Spin-1 BEG Sistemleri Icin Termodinamik Parametre Uzay1 Secimi ve Metrik

Yazilmasi

Riemann geometrisini spin-1 BEG sistemlerine uygulamak icin 6ncelikle bir ter-
modinamik parametre uzay1 (M) secimi gerekir. Esitlik (3.5) ve (3.15)’teki serbest enerji
ifadelerine gore, on iki farkli manifold tanimlanabilir. Bunlardan on tanesi iki-boyutlu
bir termodinamik yiizey, iki tanesi ise iic-boyutlu bir termodinamik uzaydir. iki-boyutlu
(h,m), (h,q), (—d,m) ve (—d,q) yiizeyleri i¢in Cizelge 3.1’e gore uygun bir termo-
dinamik potansiyel tanimi olmadigindan metrik yazilamamaktadir. Ancak, iki-boyutlu
(h, —d), (6, h), (8, —d), (6, m), (8, q), (m, q) ylizeylerinden herhangi birinin se¢ilmesi du-
rumunda ise Cizelge 3.1°deki bilgiler 15181nda Cizelge 4.1°de verilen potansiyeller ve met-
rikler elde edilmistir. Buna gore; e = e(m, q), 0 = o(m, q) ve serbest enerji 6, h ve d’nin
bir lineer fonksiyonu olmasindan dolay1 metrik hesabi ¢ok basit hale gelmektedir (Cizelge
4.2). Yani Cizelge 4.2’deki metrik degerlerinden kolayca goriilebilecegi iizere, tablodaki
ilk dort termodinamik yiizey i¢in hesaplanan GG determinant1 sifir olup dejenere durumlar
s0zkonusudur ve ilgili uzay i¢in herhangi bir termodinamik egrilik hesaplanamamaktadir.

Dolayisiyla mevcut spin sistemlerinde meydana gelen faz gecislerinin geometrik analizi

Cizelge 4.1. Spin-1 BEG sistemlerinde, iki-boyutlu 6 farkli koordinat i¢in termodinamik

potansiyel tanim1 ve metrik yazilmasi

Koordinatlar | Potansiyel (¢) Metrik (ds?)

(h, —d) ¢ L (Zedh? + 2.9 dhdd + 25 dd?)

(h, —d) o — & (53dh? + 222 dhdd + 55 dd?)
(0, h) e—fo —1 (%5d0> + Z2dh?)

(0, —d) e —fo —1 (%2d6” + Sidd?)

(0, m) g=e—0c—mh ~ 1 (Z940? + 2,29 ddm +8gdm)
0, q) g=ec—H0o+qd %(89 d92—|—2889§d9dq—|— <4dqg?)
(m, q) g=ec—00 —mh+qd | -1 (Z%dm? —|—209dmdq—|—(9 Zdqg?)

bu metrikler ile miimkiin olmamaktadir. Ancak, (6, h) ve (¢, —d) yiizeylerinin egrilik-

leri (6, h, —d) uzaymn iki farkli kesitsel egriligi seklinde yorumlanip ii¢-boyutlu uzayin
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egriliginden yararlanilarak yakin zamanda calisildi (Sanwari ve Sahay 2022b). Ayrica, ci-
zelgenin besinci satirindaki (6, m) koordinatlar se¢ilmesi, g diizleminde tanimlanan bir
geometriye yol acar. m-geometrisi de denilen bu yapida hesaplanmasi gereken egrilik 2,,
ile temsil edilir. Benzer sekilde, ¢izelgenin altinci satirinda yer alan (6, ¢) koordinatlari-
nin termodinamik yiizey olarak belirlenmesi ile m diizlemindeki bir geometriden (yani ¢
geometrisinden) soz edilir ve Rz, egriligi kullanilir. Burada Gi; = 0 olmasindan dolay1
R, ve R, kolayca bulunabilmektedir. Diger taraftan, ii¢c boyutlu (6, m, ¢) veya (0, h, —d)
uzaylarindan herhangi birinin kullanilmasi durumu ise (3.35)-(3.38) esitliklerine gore cok
uzun matematiksel igslem gerektiginden teze dahil edilmedi. Boylece, modeldeki faz gecis-
lerinin basit olmayan bir geometrik analizi i¢in Cizelge 4.2 nin son satirindaki Ruppeiner
metrik taniminin kullanilmasi zorunlu olmustur. Bu nedenle, (m, q) ylizeyindeki sonsuz

kiictik ¢izgi uzunlugu i¢in metrik ifadesi (3.21) yardimiyla soyle yazilir:
ds* = Gy1(m, q)dm® + 2G12(m, @)dmdq + Gaa(m, q)dq*. 4.1)
(4.1)’deki metrik bilesenlerinin hesaplanmasi icin en uygun potansiyel ise Cizelge 3.1

Cizelge 4.2. Spin-1 BEG sistemlerinde, iki-boyutlu 6 farkli koordinat icin Ruppeiner met-

rigi ve termodinamik egrilik. Tiirevler denge durumlarinda alinir

Gn Gia Gag G R
(h,—d) | O 0 0 0 -
(h,—d) | 0 0 0 0 |-
0,h) |0 0 —1%m 10 | -
©,—d) | 0 0 —1% 10 |-
@,m) |0 10 1% 1 G, | Ry
0,9 0 %g_z _%giqg Gy R,
(m, q) _ég;% _%;nqu _%g_zg Gmg | Bmg

ve Cizelge 4.1°e gore ¢(I*, I?) = g(m,q) olup g’nin agik ifadesi her iki spin sistemi
icin ayr1 ayri (3.5) ve (3.15)’te verilmistir. Asagida, Sanwari ve Sahay (2022b) tarafindan
"mq" metrigi olarak da adlandirilan (m, ¢) yiizeyine ait metrik bilegenleri ve bu bilesenler

15181nda egrilik skaleri (R = R,,,, # 0) tiiretilerek analizi yapilacaktir.
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4.2. Izotropik BEG Modeli icin Ricci Skalerinin Tiiretilmesi ve Geometrik Faz Di-

yagrami

Kesim 4.1°deki bilgiler 15181nda, izotropik spin-1 BEG modeli i¢in metrik tensor
bilesenleri sdyle hesaplandi:

O — _19%g  (18¢° — 18m? + 24¢ + 8)a — (9¢ + 6)0 42)
T 9om?2 T 243m+39)(2—-3m+398 '

1 9% 9Im

Cho = G = 0 0mdq - (2+3m+3q)(2—3m+3q)’

4.3)

19%g  (—2Tm® + 27q + 18)0 + 54¢® — 54qm® + 54¢> 4+ 18m* — 8

Gz = 00 (24 3m +3q)(—1 + 3¢)(2 — 3m + 3¢)¢

4.4)

Yukarida elde edilen kdsegen olmayan metrik bilesenleri (3.27) veya (3.55) ifadelerinde
yerine yazilarak Ricci skaleri kolayca bulunabilir. Ancak, tezde genel formiilasyon ta-
kip edilerek R igin (3.35)-(3.38) bagmularinda verilen basamaklar kullanildi. Tlerleyen
zamanlarda li¢ ve daha biiytik boyutlu (n > 3) termodinamik uzaylarin Ricci skaleri tii-
retilirken genel formiilasyona ihtiya¢ olacagindan bu gibi arastirmalara Onciiliik etmesi
amaciyla (m, ¢) uzaymda Ricci egriligi genel formiilasyon cercevesinde bulunmustur.
Boylece, (4.2)-(4.4) bilesenleri (3.35) taniminda kullanilarak Christoffel sembolleri elde

edildi:
27 (36¢2 + 9¢6 + 12 + 150 — 8)6m

M=-5 = , (4.5)
. L 9(54¢® + 54gm® 4 2Tm?0 + 54¢% + 27¢0 — 18m* + 180 — 8)0
Iy =15 = 5 A , (4.6)
27 (108¢> 4 27m26 — 36q — 276 + 8)0
rp, = o QO 2 8 = 300 - 210+ 5. @)
2 (3¢g—1)A
o 9 (3¢ — 1)(18¢°a + 18m’a — 9¢f + 24ga — 66 + 8a)0 48
11 — ) .
2 A
27 (3¢ — 1)(12gc — 30 + 8«)fm
r, 13— -2 X ) (4.9)

2 A ’
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271 Bo
2, =-—=-———_ 4.1

Burada A ve B’nin gosterimi
A =972¢°a — 1944¢>m>a — 486¢°*m*Oa + 972gm’ o + 486m*dar — 48640
+ 2268¢*a + 486¢°0cr + 486¢°m?*0 — 1944¢*m? o — 1134gm>fa — 324m>a
— 810430 + 1728¢3a — 243m26°% + 972¢%0a + 162gm20 + 243m>6*
— 540m20a — 324¢%0 + 288¢%a — 324¢0* + 648¢Ha — 108m>0

+ 288m2a + 7290 — 192ga — 1086° + 14400 + 486 — 64a, .11)

B = — 162¢°m*a + 54m*a + 108¢% o + 27gm>0 — 108gm*a — 5446

+162¢%a + 18m20 — 54m’a — 45¢0 + 72qa — 66 + 8a, 4.12)

seklindedir. Daha sonra, yukaridaki Christoffel sembolleri (3.36)’da yerine yazilarak si-

firdan farkli Riemann tensor bilesenleri

81¢&
R%Ql = _Z.T:Qz’ 4.13)

729 mB® (18m?a + 18¢° + 36qa — 12q + 6o — 90 + 2)
R%m = R%m - _T T ) 4.14)

817
Ry, = —15—592, (4.15)

olarak bulundu. Ricci tensor bilesenleri ise esitlik (3.37) yardimiyla su sekilde elde edildi:

81 €&
S 4.1
R 1 : (4.16)

729 18m2a + 18¢% + 36qa — 12q + 6cv — 96 + 2
Ris = Ry = e a q}— a mé? 4.17)

81 K )

Rag = _Z—}"(Sq — 1)m6 )

(4.18)
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Yukaridaki ifadelerde notasyonu basitlestirmek ve hesaplamalar1 kolaylastirmak icin &,

F, J ve K sembolleri kullanildi. Bu semboller sirastyla soyle tanimlanir:
E =324¢°m2a? — 324m*a? + 324¢* a + 648¢°a* — 324¢°*m*a — 216gm3a’
— 162gm*af + 216¢°ar — 162¢°0 + 972¢% 0 — 486¢>af + 216gm
+ 36m%a® + 54m*af — 108¢%a + 432qa® — 486gal + 81¢6*

— 36m2a — 48qa + 54¢0 + 48a% — 108ab + 540* + 160 — 126 , (4.19)

F =(972¢°a — 1944¢*m* o — 486¢*m>af) + 972gm*a + 486m* ol + 2268¢* o
— 48640 + 486¢°af — 1944¢*m>ar + 486¢°m?0 — 1134gm?af — 324m>«a
+1728¢%ac — 810¢%6 + 972¢%ah — 243¢%6% + 162gm20 — 540m>ab + 243m>6>
+ 288¢%cr — 324¢%0 + 648qal — 324¢6* + 288m*ar — 108m>0 — 192qcr + 72¢0
+ 14406 — 1086? — 64cr + 486)(108¢°cr — 108gm>cr — 54m>af + 108¢°ax

— 54420 4 54qab + 36m>a — 18¢0 + 3606 — 270% — 16a + 126) (4.20)

T =972¢3m*a — 972gm o — 486m*af + 972¢° + 1944 o — 972¢°m>a
— 972¢°m* o — 486¢>m>0 — 486gm>ab + 3242m o + 3244 — 22684
+ 972¢°m? + 972¢%af + 324qm>a + 810gm?*6 + 162m>ab + 243m26*
— 540¢> + 324¢° o — 48640 — 324gm* + 810qal — 243¢6* — 36m>a
— 216m?%0 — 36¢° — 288qar — 162¢0 + 36m? + 1088 — 1626

+96¢ — 48cr + 10860 — 16, 4.21)

K =972¢°m*a — 972gm*ac — m*af + 972¢° + 1944¢* a — 972¢°m?* — 972¢*m>
— 486¢°m20 — 486gm>af + 324m*a + 324¢* — 2268¢% v + 972¢*m?
+972¢%af + 324gm>a + 810gm20 + 162m>*af + 243m26* — 540¢° + 324¢°a
— 4864260 — 324gm® + 810qgal — 243¢6? — 36m>a — 216m?0 — 192qa — 36¢°
— 288qa — 162¢0 + 36m* + 108af — 1626° + 96¢

— 48+ 1086 — 16 . (4.22)
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Son olarak ise, Ricci tensorii yardimiyla R Ricci skaleri diizen parametreleri cinsinden

basit olarak asagidaki sekilde tiiretildi:
R(m,q) = ———=06". (4.23)
Burada S ve Q sembolleri sirasiyla

S = 18m*a + 18¢* 4 36qa — 12 — 90 + 6a + 2, (4.24)

Q =108¢%a — 108¢m>*av — 54m?fa — 54¢°0 + 108ag* + 54qab

+ 36m%a — 18¢0 — 2762 + 3600 + 1260 — 16a, (4.25)

seklindedir. R’nin sayisal degerleri m ve ¢’nun (3.11) ve (3.12) ifadeleri ile tespit edilen
denge degerlerinin (4.24) ve (4.25)’te kullanilmasiyla bulunabilir.

Ricci skaleri R’nin F, P ve Q fazlarinda indirgenmis sicaklik #’nin bir fonksiyonu
olarak degisimi, a’nin ikinci-derece faz ge¢is sicakligi, birinci-derece faz gecis sicaklig
ve TCP noktasina karsilik gelen bazi degerleri i¢in Sekil 4.1 (a)-(c)’de gosterildi. Sekil-
lerde sifir manyetik alanda (h = 0), diisey noktal1 ¢izgiler faz gecis sicakligin1 ve yatay
noktali ¢izgiler R = 0 durumunu temsil eder. Sekil 4.1 (a)’ya gore, « > 2/3 i¢in F fa-
zinda Ricci skaleri cogunlukla negatiftir ve bu fazda diisiik sicakliklarda o’ya baghdir.
Sicaklik azalmasiyla R — —oo wraksamasi gerceklesir. Bu yeni ve literatiirde olmayan
ozellik, diizen parametrelerinin doyum degerlerinin (m ~ 1 ve ¢ ~ 1/3) Esitlik (4.24) ve
(4.25)’te yerine yazilmasi ve ortaya ¢ikan ifadenin Egitlik (4.23)’te kullanilmasiyla dog-
rulanabilir. Boylece, R o —#~! ifadesinin & —> 0 limitinde R — —oc’a raksamasina
karsilik geldigini gorebiliriz. Diger taraftan, R Ricci skaleri, artan sicaklik ile bir tepe
noktasini gegtikten sonra azalir ve o« = 2/3 i¢in 0y, ~ 0.877 iken bir minimuma ulagir
(Ry = —69.255). Ayrica, sicaklik artisinin devami ile g = 0.882°de R isaret degis-
tirir. Daha sonra, ti¢lii kritik nokta yakinlarinda (0pcp ~ 0.888) hizli bir sekilde artarak
sonsuza raksar (R — oo). Paramanyetik fazda ise IR daima pozitif degerler alir (R > 0).
Ayni resimde, @ = 1.2 oldugunda R’nin davranisi mavi egri ile verildi. Bu durumda,
F fazindaki minimum (0, ~ 1.493, Ry; ~ —11.50) daha genis ve daha kii¢iiktiir. R,
Osc ~ 1.541 iken pozitif deger almaya baslar ve 6 = 1.6 civarinda hizli bir sekilde co’a

raksar. R’nin 6gc’nin hemen iizerindeki davranigini analitik olarak aragtirmak icin (3.13)
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ve (3.14) esitlikleri (4.24) ve (4.25)’te yerine yazilarak

1
R(e) = ZXY’le’Z, (4.26)

elde edildi. Burada X ve Y
X=> aya)er, Y => bla) (4.27)

seklindedir. (4.27)’deki a-bagiml a; ve b; katsayilarini sirastyla

ap =16(3a — 2)*(108a* — 180a* + 96a — 16)a?,
a; =(3a — 2)*(—24(108a* — 180a* + 96a — 16)a
4+ 16(—1134a” 4 1188a — 288)a?),
az =(3a — 2)*(9(108¢® — 180a? + 96cr — 16)
— 24(—1134a” 4 1188a — 288)ar — 12960?),
az = — 9(3a — 2)*(1134a* — 1404a + 288),

ay = — 729(3a — 2)*, (4.28)
ve

b =(648a* — 15120° 4 12960* — 480cr + 64)?,

by =2(648a* — 15120° + 1296a* — 480a + 64)
(—4860° + 16200” + 1242a + 252),

by =2(648a* — 1512a° + 1296a* — 480c + 64)(—243a + 81)
+ (—4860° + 1620a* + 1242a + 252)2,

by =2(—4860° + 162002 + 1242a + 252)(—243a + 81),

by =(—243a + 81)?, (4.29)

ile tanimladik. Esitlik (4.28) ve (4.29)’dan o > 2/3 sartin1 saglayan her sonlu « sabiti
icin ag(a) > 0 ve by(a) > 0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Boyle bir durumda (4.26)’ya
gore daima R > 0 olmaktadir ve ¢ — 0 veya § — 6 limitinde R — oo’dir. Yeniden
(4.26) esitligi kullanilarak kritik noktanin hemen altinda Ricci skalerinin R(g) o< % ile

Olceklendigi ve egrilik iistelinin A\p = —2 oldugu anlasilir. A, 6zgiil 1s1 Gistelinin A, > 0
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Sekil 4.1. IBEG modelinde dig manyetik alan yoklugunda (h = 0) (a) « > 2/3,(b) 1/3 <
a < 2/3,(¢) a < 1/3 i¢in Ricci skaleri R’nin indirgenmis sicaklik 6’ya gére degisimi.
Diisey noktali ¢izgiler faz gecis sicakliklarina karsilik gelir. Yatay noktali ¢izgiler R = 0’a
kargilik gelir. (d) Sistemin (0, «v) diizlemindeki geometrik faz diyagrami. Mavi diiz ¢izgi
ikinci-derece faz gecis ¢izgisini, mavi noktali ¢izgiler birinci-derece faz gecis ¢izgisini,

kirmizi diiz ¢izgi R = 0 ¢izgisini ve yesil kesikli ¢izgi ), nin yerlesimini gosterir

saglamasi durumunda kritik nokta yakinlarinda R(g) oc et~

oldugu uzun zamandir tar-
tistlmaktadir (Mirza ve Talei 2013). Tlave olarak, BEG modeli ¢ercevesinde gozlemlenen
faz gecislerinin ¢cogu, A\, = 0’a karsilik gelen 6zgiil 1s1 sicramalariyla temsil edilir (Gzik

ve Balcerzak 1997). Bundan dolay1 A, = 0 almak bizi ayn sonuca, yani R(¢) o £ *’a
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ulagtirir. Kisaca bu ¢aligmada egrilik iisteli degeri A, = —2 olarak bulundu. Bu sonug,
aralarinda herhangi bir baglanti olmamasina ragmen D > 4 boyutundaki diger spin mo-
dellerinin egrilik sonuglari ile uyumludur (Janyszek ve Mrugata 1989; Janke vd 2002;
Janke vd 2003; Janke vd 2004; Erdem 2018b). Bu yiizden, yukaridaki sonuglar termo-
dinamik metrik egriliginin kritik noktada iraksamasi sonucuna verilebilecek benzer bir
istatistiksel yaklagim 6rnegidir. R niceligi Sekil 4.1 (b)’de o’nin 1/3 < « < 2/3 arali-
gindaki herhangi bir degerinde negatif bolgede sicaklik artigi ile azalarak birinci-derece
F-P faz gecisi sirasinda aniden isaret degistirir ve P fazinda pozitif bolgeye gecer. Sig-
rama miktar yaklasik olarak AR =~ 10*’dir. Sekil 4.1 (c)’de de (b) seklindeki gibi egrilik
skaleri R, o’nin sabit degerlerinde (o« < 1/3), sicaklik artig1 ile Q fazindan P fazina
birinci-derece faz gecisi sirasinda aniden isaret degistirerek atlamaktadir. Her iki sekilde
de R paramanyetik fazda daima pozitiftir (R > 0). Bu iki sekil arasindaki tek fark, Sekil
4.1 (c)’de Q fazindaki sicaklik aralifinda R Ricci skaleri a’dan tamamen bagimsizken,
faz gecis sicakliginin hemen iizerinde az da olsa o’ya bagl hale gelir ve P fazinda cok
yiiksek sicakliklarda yeniden o’dan bagimsiz olmaktadir. 2’nin birinci-derece faz gegisi
ozelligi daha once ferroelektrik kristallerde goriilen bir 6zelliktir. Bu siniftaki kristallerde
R, diisiik enerji ve diisiik basing araliginda negatif deger alirken enerji ve basing artisi ile
birinci-derece ferroelektrik-paraelektrik faz gecisi ile keskin bir sekilde pozitif bolgeye
atlar (Erdem 2020). R’nin F/P faz dengesi boyunca sergiledigi davranigin ¢alisilmasinin
yaninda, Sekil (3.3)’deki faz diyagramima R = 0 ve RR); cizgileri de ilave edildi. Sonug-
lar Sekil 4.1 (d)’de GFD seklinde verildi. Goriildigi gibi, kirmizi dogru ile gosterilen
R = 0 cizgisi, mavi ile gosterilen faz gecis ¢izgisine oldukca yakin bir konumda bulun-
maktadir ve R’nin isareti bu ¢izgi iizerinde sicaklik artisi ile siirekli bir sekilde negatiften
pozitife donmektedir. Bu degisime "geometrik faz gecisi" denir (Brody ve Hook 2009).
R’deki tekillikle ilgili faz gecisinin aksine R < 0’dan R > 0’a olan geometrik faz ge-
cisi bir iraksama davranisi ile ilgili degildir. Geometrik faz diyagramindan goriildiigii gibi
Ry ve R = 0 cizgisi birinci-derece faz gegis ¢izgisi lizerinde ayn1 noktada (E) sonlanir
(g = 0.55,0F ~ 0.739). Bu sonug, Hoston ve Berker’in "kritik son nokta" tanimlama-
sina ¢cok benzemektedir (Hoston ve Berker 1991a,b).

Sekil 4.2 (a) ve 4.2 (b)’de, « = 1.2 ve a > 1/3 oldugu baz1 degerler i¢in,
h # 0 iken R’nin sicaklikla degisimi verildi. Gorildiigii gibi, dis manyetik alan Sekil
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4.1 (a)’daki tekilligi yok ettiginden [2’de herhangi bir anormallik olugsmaz ve dolayisiyla
ortaya piirlizsiiz egriler ¢ikar. Boyle egrilerin varlig iki 6nemli 6zellige isaret eder: birin-
cisi kritik noktanin iizerinde genis bir maksimum veya pik ([2p), ikincisi kritik noktanin
altinda kiiciik bir minimum £R;;. Bu maksimum ve minimumlarin yerleri ve sekilleri,
manyetik alana ve ciftlenim oran sabiti o’ya baghdir. Ornegin, = 1.2 alindiginda h
artarken, bu maksimum ile minimumlar kii¢iiliir ve yliksek sicakliklara dogru kayar (Se-
kil 4.2 (a)). Fakat o’nin artan degerlerinde ve h = 0.05 oldugunda ise bu Rp ile R, ler
aymi sekilde kayarken biiyiikliikleri degismektedir (Sekil 4.2 (b)). Diger taraftan, Sekil
4.2 (a)’da gozlenen egrinin Rp extremumu, egrilik maksimum c¢izgisini belirler. Boylece,
izotropik BEG modeli i¢in korelasyon uzunlugunun maksimumu veya Widom c¢izgisi-
nin yerlesimine isaret eder. Sekil 4.2 (c)’de a« = 0.4,2/3,0.9, 1.2 degerleri icin Widom
cizgileri (renkli siirekli egriler) elde edildi. Sekil 4.2 (c)’de isaret edildigi gibi, ¢izgiler
(0, h) diizleminde, Sekil 4.2 (b)’de verilen kritik sicakliklardan baglayarak h > 0 bol-
gesine uzanmaktadir. Buradaki Widom ¢izgisi sonuglari, (6, k) diizleminde tek boyutlu
Ising modelinde (I, I?)=(3.J, h) manifolduna ait sonuclarla (Dey vd 2013) karsilastirild:
ve aralarinda giizel bir uyum goriildii. Boylece, geometrik 6zelliklerin arastirilmasinda
(m, ¢) manifoldu se¢iminin olduk¢a dogru bir karar oldugu sonucuna varildi. Rp ¢izgi-
sinin R = 0 (renkli kesikli ¢izgiler) ve R), ¢izgisi (renkli noktali ¢izgiler) ile kesisip
kesismeyecegini sormak dogaldir, ciinkii bu ¢izgiler akigkan sistemlerde cekici etkile-
simlerden itici etkilesimlere gecise isaret eder (Ruppeiner 2012). Sekil 4.2 (c¢)’de, a’nin
cesitli degerleri icin elde edilen egrileri kargilastirildi. Gergekten, h = 0 ve o« = 2/3 ol-
dugunda Or¢p sicakliginda ii¢ egri birlesir. Eger a@ < 2/3 ise, yalnizca h’nin ¢ok kiigiik
degerlerinde birlesme meydana gelir. Bu durum, akigkanlardaki uyum (Ruppeiner 2012)
gibi R = 0 ve Widom egrileri arasindaki uyumu temsil eder. ~’nin 6zel bir degeri i¢in
(h = 0.05), Rp ve Ry nin (0, o) diizlemindeki yerleri basit¢e Sekil 4.2 (d)’deki gibi be-
lirlendi. Sekilde « > 1/3 i¢in, (6, «) diizleminde Rp (yesil diiz ¢izgi) ve Ry, (yesil kesikli
cizgi) egriler1 R = 0 (kirmizi diiz ¢izgi) cizgisinin zit taraflarinda bulunur. Ayrica, Sekil
4.1 (d)’deki geleneksel faz gecis cizgilerinin (diiz ve noktali mavi ¢izgiler) R = 0 sinir

cizgisi ile kolaylikla kargilastirilabilmesi i¢in Sekil 4.2 (d)’de yeniden ¢izilmistir.
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Sekil 4.2. IBEG modelinde (a) R’nin #’ya gore h # 0 oldugu durumda degisimi, (b)

h = 0.05i¢in a > 2/3 segilerek elde edilen R—6 egrileri, (¢) « > 1/3igin R = 0 (kesikli

cizgiler), Ry, (noktali cizgiler) ve Rp (siirekli ¢izgiler) egrilerinin (¢, h) diizlemindeki

yerlesimi, (d) h = 0.05 i¢in (0, ) diizlemindeki R = 0 (kirmiz1 diiz ¢izgi), R, (yesil

kesikli ¢izgi) ve Rp (yesil diiz ¢izgi) egrilerinin yerlesimi

4.3. BEG Modeli Icin Ricci Skalerinin Tiiretilmesi ve Coklu Kritik Faz Diyagram-

larmin Geometrik Goriiniimii

Kesim 4.2°de oldugu gibi, anizotropik BEG modeli i¢in de (/!, I?)= (m, ¢) mani-

foldu secildi ve esitlik (3.15) yardimiyla metrik tensor bilesenleri
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1 0% _mz—qﬁ—q2

—_-79 _ 4
G =~ ot = g = ) (430)
1 9% m
Guo=Gn =50 =", 431)
1 2 2 _
Gy — 109 m 4 (4.32)

00— (g—D)(m? =)
olarak tiiretildi. Buna gore, (4.30)-(4.32) estilikleri (3.35)’te kullanilirsa Christoffel sem-

bolleri i¢in su ifadeler elde edilir:

Tl = —%—(q E)me , (4.33)

I, =T} = %—(mQ ; 20 (4.34)

rl, = ; (”Z; - 11));/79 , (4.35)

r2 %(q = 1)((12[; 90 +m?) 436)
2 2 _% (¢ - 1)(261 —O)m 437)
rz2, = —% v —y1)u : (4.38)

Burada notasyonu basitlestirecek ve hesaplamalar1 kolaylastiracak Y ve U/ sembolleri igin

asagidaki tanimlar yapildi:

Y = =3¢m? + qm*0 + m* +2¢% — 2¢°0 + 2qm? — ¢* + ¢ — m?*, (4.39)

U=—¢@m* +m* + ¢ — 20— gm*> +m?0. (4.40)
Daha sonra, sifir olmayan egrilik tensor bilesenleri

1w

Ry =—7% (4.41)
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1Om(m*+2q—0—1)

Rijy = Bom = =] Z , (4.42)
R - ié(m“ + qm? — mgfe—ff; + g0 —m? +q) 7 4.43)

seklinde ve Ricci tensorii bilesenleri
Ry = —ig : (4.44)
R12:R21:_}19m(m2+;q—9—1)7 4.45)
R22:19(m4+qm2—m29—2q2+q9—m2+q) (4.46)

i Z(q-1) ’

olarak bulunur. Burada VV ve Z sembolleri sirasiyla

W = ¢*m? — qm?0 — m* + 2¢> — 3¢%0 — 2gm* + ¢6* + m*0 — ¢* + g0 +m?, (4.47)

Z = (*m? —m* — @+ P20+ qgm* —m*0)(m* —q+0). (4.48)

Son olarak ise Ricci tensor bilesenleri yardimiyla Ricci egrilik skaleri diizen parametre-

lerinin bir fonksiyonu olarak asagidaki sekilde tiiretilmistir:

_19m(m2 +2¢g—0—-1)
2 (—m?24q—10)

R(m,q) = (4.49)

(4.23) ifadesinde oldugu gibi, asagidaki R hesaplamalarinda da 6z-uyumlu denklemlerin
(3.19 ve 3.20) ¢oziimleri (4.49) egriligine yansitilmistir.

Once, Sekil (4.3) ve (4.4)’de sirastyla cekici ve itici bikuadratik etkilesmeleri tem-
silen r = 3 ve r = —0.5 degerleri kullanilmak suretiyle R’nin 6 sicakligina ve d anizot-
ropisine baglilig1 incelendi. Daha sonra, bu incelemeler ile » = —0.15 ve r = —1 i¢in
yapilan diger benzer hesaplamalar sonucu ortaya cikarilan geometrik faz diyagramlari
Sekil 4.5’te sunuldu.

Sekil 4.3 (a)-(c)’de srastyla d = dpp = 2.0, d = d¢ = 2.02 ve d > d¢ durumla-
rin1 temsilen R’nin 0’ya karsilik degisimi gosterildi. Benzer sekilde, Sekil 4.3 (d)-(f)’deki
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R’nin d’ye baglilig: sirasiyla 6 < O7p, Orp < 0 < 0¢, 0o < Opcp < 6 durumla-
rina aittir. Sekillerdeki diisey noktal1 ¢izgiler faz doniisiim noktalarini, kritik/¢oklu kritik
noktalar1 veya R’nin isaret degistirdigi 6 ya da d degerlerini temsil etmektedir. Yatay
noktal ¢izgiler ise R = 0 cizgisidir. Sekil 4.3 (a)’ya gore, F-P1 faz ayrisma cizgisi bo-
yunca R skalerinin tamamen negatif degerler aldig1 goriilityor. 67p’a yaklagildikca R
degerleri negatif bolgede hizlica azalir. TP ye ulasildiginda ise, egrilik aniden pozitif
degerler almaya baglar. Buna gore, P2 fazinda daima 1 > 0 oldugu anlasilmaktadir. Di-
ger taraftan /2’nin P1 fazindaki isaretinin cinsini anlamak icin, ayn1 R hesaplamalarini1 C
noktasi i¢in d = do = 2.02 kullanarak tekrarladik (Sekil 4.3 (b)). C noktasindaki P1-
P2 faz gecisi sirasinda TP’deki durumun aynisi ortaya ¢cikmustir. Yani P1 fazinda R < 0
ve P2 fazinda R > 0’dir. C noktasinin ilerisinde (d > d¢) daha farkli R — 6 egrileri
elde edildi. Onceki iki sekildeki R < 0 ile R > 0 durumlari arasindaki atlama durumu
siirekli bir gecise doniistii (Sekil 4.3 (¢)). Bu gecisin meydana geldigi sicaklik degerle-
rinin hemen altinda, yani P1 fazi icerisinde bir minimum (/2;;), hemen iizerinde P2 fazi
bolgesinde de bir maksimum (R p) ortaya c¢ikti. Her iki ekstremum degeri d parametresi-
nin artisiyla hem kiiciilmekte hem de yiiksek sicakliklara kaymaktadir. Sekil 4.3 (d)’deki
R egrileri ise R < 0 bolgesinde farkli 6 degerleri i¢cin tam TP noktasinda keskin sivri
u¢ yapmakta, ayrica, bunlar 6 arttikca daha derin/keskin hale gelmektedir. 6 sicakligi-
nin, frp ve O¢ arasinda secgilmesi durumunda Sekil 4.3 (e)’deki R davranisi gozlemle-
nir. Yani, R skaleri F-P2-P1 birinci-derece faz gecisleri sirasinda R < 0 — R > 0 ve
R >0 — R < 0 arasinda ani bir isaret degisikligi meydana gelir. Ilave olarak P2 fazinda
(R > 0) bir R-minimumu olusur. Son olarak, Sekil 4.3 (f)’de ise sicaklik degeri 61¢p’den
biiylik oldugu durumda R’nin d’ye gore davranisi verilmistir. d’nin artmasiyla R skaleri
sirastyla asagidaki degisikliklere ugrar: (1) F fazinda (R < 0 bolgesinde) azalir ve Sekil
4.3 (c)’deki gibi bir minimum yapar, (2) daha sonra artarak once isaret degistirir ve F-P2
stirekli faz gecisi etrafinda sonsuza raksar (R — 00), (3) P2 fazinda (R > 0 bolgesinde)
azalarak yeni bir minimum noktaya gelir, (4) yeniden artmaya baglayarak bir maksimum
noktaya ulasir, (5) azalmaya baglar ve isaret degistirerek (R < 0) P1 fazinda azalmaya
devam eder. (6) Son olarak da P1 fazinda minimum yaparak tekrar artisa baglar ve R = 0
cizgisine dogru ilerler.

Bir sonraki sekil olan Sekil (4.4)’te ise, Sekil 4.3’te yapilan hesaplamalarin bir
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Sekil 4.3. BEG modelinde (a)-(¢) » = 3 iken farkli d degerleri i¢in R’nin 6’ya gore de-
gisimi ve (d)-(f) farkli 6 degerleri icin R’nin d’ye gore degisimi. Diisey noktali cizgiler
faz gecis noktalarina, R’nin isaret degistirdigi sicaklik degerlerine ve P2 fazindaki mini-

muma karsilik gelir
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benzeri r = —0.5 itici bikuadratik etkilesmesi i¢in tekrarlandi. Sekil 4.4 (a)’da goriildiigii
gibi, R egriligi 0’nin artmasi ile F fazinda —oo’dan baglayarak ilerler ve bu fazda sira-
styla bir maksimum Rp ve bir minimum R, yaptiktan sonra yeniden artisa gecer. Daha
sonra R, siirekli bir sekilde ayn1 fazda isaret degistirip F-P ikinci-derece gecis sicakligina
ulagarak bu sicaklik civarinda oo’a 1raksar ve P fazina ulagir. P fazinda da kritik sicak-
lik civarinda R — oo’a 1raksama davanigi sergilenir ve P fazinda daima pozitif degerler
(R > 0) alacak sekilde azalma olur. Sekil 4.4 (b)’de d = 0.3 i¢in diger grafiklerden farkli
olarak Sekil 3.7 (b)’deki P-F-P yeniden girilebilir durumlar sézkonusudur. Ik dnce, P fa-
zinda R doyum degerinden azalarak bir R); minimum yapar. Sonra artisa gecip P-F faz
gecisi sirasinda @ — oo 1raksamasi gergeklesir. F faz bolgesinde yeniden azalisa gecerek
yeni bir R); minimum degerine ulasir ve yeniden artisa gecer. F-P faz gecisi sirasinda ise
tekrar R — oo olur. Son olarak, P faz bolgesinde azalarak pozitif bolgede ilerler. Ben-
zer sekilde, Sekil 4.4 (c) ve (d)’de R’nin d’ye gore davranig1 gosterildi. Sekil 4.4 (c)’de,
R’nin F fazinda R < 0 bolgesinde azalarak ilerledigi ve C’ noktasinda aniden igaret degis-
tirdigi (R > 0) goriildii. P fazinda da azalip bir minimum yaparak F-P faz gecisi sirasinda
R — oc’araksar. Ayrica, P faz bolgesinde azalarak ilerler. Son olarak, Sekil 4.4 (d) bize,
beklenildigi gibi, CEP’de R < 0’dan R > 0’a bir atlama siireksizligi oldugunu gosterir.
Yukarida ayrintilar ile verilen R hesaplamalari, » = —0.15 ve » = —1 itici biku-
adratik etkilesmeleri dikkate alinarak genisletildi. Sekil 4.3 ve 4.4’te tespit edilen R = 0,
Rp ve R); degerleri ile birlikte iki yeni itici etkilesme i¢in bulunanlarin coklu kritik
faz diyagramlarindaki yerleri belirlendi. R = 0, Rp ve R); egrileri sirastyla kirmizi-
stirekli, yesil-siirekli ve yesil-kesikli cizgiler seklinde, Sekil 3.7°deki termodinamik faz
diyagramlarina ilave edildi. Ortaya ¢ikan faz diyagramlari, Sekil 4.1 (d)’deki gibi, GFD
olarak r = 3, —0.15, —0.5 ve —1 bikuadratik etkilesmeler i¢in sirasiyla Sekil 4.5 (a)-
(d)’de gosterildi. Sekil 4.5 (a)’da R = 0 ve R, egrileri F faz bolgesinde (ikinci-derece
gecis egrisinin hemen altinda) ilerleyerek TCP noktasinin ilerisinde, birinci-derece faz
gecis egrisi iizerinde bir E noktasinda birlesir ve sonlanir (g = 0.762,dgp = 1.930).
Bu sonug¢ Sekil 4.1 (d) ile uyumludur. P2 fazinda, TP noktasi civarinda da (drp = 2)
bagka bir Rj; olusur ve bu noktanin iizerindeki bolgede sicaklik artisi ile bir dogru ola-
rak ilerleyip belli bir sicaklik degerinden itibaren sola dogru yonelir. Ayrica, bu fazda

C’nin uzantis1 gibi ilerleyen bir Rp egrisi kendini gosterir. P1 fazinda ise, C noktasindan
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Sekil 4.4. BEG modelinde (a)-(b) » = —0.5 iken farkli d degerleri i¢in R’nin 6’ya gore
degisimi ve (¢)-(d) farkli 6 degerleri i¢in 2’nin d’ye gore degisimi. Diisey noktali ¢izgiler

faz gecis noktalarina ve R’nin isaret degistirdigi sicaklik degerine karsilik gelir

(de = 2.02) itibaren ikinci R = 0 ve R); egrileri ortaya ¢ikar ve birbirlerinden uzak-
lasarak bu fazda devam ederler. Ozetle, Sekil 4.5 (a)’ya gore F ve P1 fazlarinda kismen
R < 0 iken, P2 fazinda ise daima R > 0’dir. Sekil 4.5 (a)’da oldugu gibi, Sekil 4.5 (b)’de
de F faz bolgesinde R = 0 ve R,; egrileri ikinci-derece gecis cizgisinin altinda uza-
nir ve birinci-derece gegis ¢izgisi iizerinde sirasiyla E1 ve E2 noktalarinda son bulurlar
(Op1 = 0.241,dg; = 0.411; 0o = 0.234,dgs = 0.411). Diger taraftan, Sekil 4.5 (c)’de
F bolgesinde C’ i¢ kritik noktasinda bulusacak sekilde R = 0 ve R, cizgileri olusurken,
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Sekil 4.5. BEG modelinin (a) » = 3, (b) r = —0.15, (¢) r = —0.5 ve (d) » = —1 degerleri

icin (d, #) diizleminde geometrik faz diyagramlari. Mavi noktali ve mavi siirekli ¢izgiler

sirastyla birinci-derece faz gegisi ve ikinci-derece faz gecisine karsilik gelir. Kirmizi sii-

rekli ¢izgiler R = 0, yesil kesikli cizgiler R’nin minimum ve yesil siirekli ¢izgiler ise

R’nin maksimum oldugu durumu gosterir

R/ cizgisini tamamlayan ve yarim halka olusturan bir Rp ¢izgisi meydana gelir. Bu Rp

cizgisi, CEP noktasinin altinda birinci-derece faz gegis ¢izgisi lizerinde bir M noktasinda

sonlanir (A, = 0.060, dy; = 0.250). Yine F fazinda R = 0 ile ikinci-derece faz gegis ciz-

gisi arasindaki bolgede, C’ i¢ kritik noktasindan baslayip yine bu noktada sonlanan R,

ve Rp egrilerinin birlesimi ile kiiciik bir halka olusur. Son olarak, Sekil 4.5 (d)’de diger
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GFD’lerden farkl olarak F fazinda yalnizca R = 0 egrisi bulunur ve bu egri sifir-sicaklik
kritik noktas1 Z’de sonlanir.

Ozetle, R = 0 cizgileri GFD’lerdeki F faz bolgesini R < 0 ve R > 0 olarak iki
kesime ayirir. 7 > 0 bikuadratik etkilesmelerinde R > 0 olan F kesiminin alan1 oldukca
kiigiiktiir. Ancak, bu kesim r < 0 etkilesmelerinde r’nin azalmasiyla genisler ve daha
biiyiik bir alana yayilir. Diger taraftan, P1 hari¢ tiim paramanyetik fazlarda daima R > 0

olmaktadir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, spin-1 izotropik ve anizotropik BEG modelleri ortalama alan yaklagi-
mina dayal1 denge istatistik teori ve Ruppeiner formalizmine dayali termodinamik ge-
ometri birlestirilerek elde edilen bir metot ile incelendi. Her iki spin sistemi i¢in "mg"
uzay1 olarak da adlandirilan (m, ¢) termodinamik parametre uzayimin Ricci egriligi tiire-
tildi ve R’ye bagh olarak geometrik faz diyagramlan elde edildi. Boylece, spin-1 BEG
sistemlerinin geometrik olarak incelenmesi farkli bir metrik ile yapilmis oldu. izotropik
BEG modelinde bulunan sonuglara gore, spin sistemi kritik sicaklik altinda (0 < 0¢) ve
tizerinde (0 > 0 ) farkli davraniglar sergilemektedir. 6 < 6 iken R genellikle negatiftir
ve # = (0’da raksama tekilligi goriilmektedir (R — —oo). Bu durumda, ferromanyetik
spin etkilesimlerinin ¢ekici oldugunu soyleyebiliriz. f > 6. oldugunda ise spin etkilesim-
leri iticidir ve IR daima pozitiftir. Calismada, /2’nin hizla artarak isaret degistirdigi indir-
genmis sicaklik degerleri 65¢, a’ya baglh olarak degisirken bu sicakliklardaki geometrik
gecislerin genellikle siirekli oldugu goriildii. Ayrica, R’nin F fazinda 6 ~ 6. civarindaki
ozellikleri i¢in kritik tistel tahminleri de dogrulandi ve egrilik skalerinin 6 nin hemen
altinda A\p = —2 kritik iisteli ile sonsuza 1raksadigi (R — oo) bulundu. Tezde rapor edi-
len bu 1raksama tekilligi ve R o £~2 dlgekleme kurali beklenildigi gibi ortalama alan
karakterindeki bazi Ising sinifit spin modellerinin egrilik analizleri ile uyum gostermistir
(Janyszek ve Mrugata 1989; Dey vd 2013; Erdem 2018b). Ayrica, ¢alismada kiiresel spin
modelinin 6zel bir durumu ile de ayn1 6lgekleme sonucu gozlenmistir. Bilindigi gibi kii-
resel modelde D = 1 ve D = 2 boyutlarinda faz gegisi gozlenmez. D = 3 boyutunda
ise A\, = —1 ozgiil 1s1 tisteli gecerli olmak tizere faz gegisi meydana gelir. Bu durumda
R o 73 yerine R o 2 oldugu gosterilmistir (Janke vd 2003). D > 4 boyutlarinda
Ozgiil 151 iisteli sifirdir ve boylece ortalama alan egrilik iisteli -2’dir. Dolayisiyla (4.26)
esitligi ile ongoriilen egrilik kritik tistel degerinin evrensel sinifta yer aldigini sdyleyebi-
liriz.

Diger taraftan, izotropik BEG sistemine dig manyetik alan ilave edilirse, & > 0
ve R < 0 bolgelerinde sirasiyla egrilik maksimumlarit ve minimumlar1 olusarak R ska-
leri 6’nin siirekli bir fonksiyonu haline gelmektedir (Sekil 4.2). Bu durumda, 5o hem

«a hem de h ile degismektedir. Daha sonra, ayn1 hesaplamalar anizotropik BEG mode-
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line genisletildi ve R’nin 6 ve d’ye gore degisimleri ayrintili sekilde calisildi. Izotropik
modelden farkli olarak R skalerinin TP, C, C', CEP ve Z noktalarindaki tekillikleri g0z-
lendi. Her iki modelden ortaya ¢ikan sonuglar (R — oo, R — —oo, R = 0, Ry, Rp,
vb.) GFD’lerde toplanarak ferromanyetik/paramanyetik fazlarin ve termodinamik faz ge-
ciglerinin geometrik goriintimleri sergilendi (Sekil 4.1 (d) ve Sekil 4.5). Sonuglar benzer
sistemler olarak ferroelektrik kristallerdeki diizenli/diizensiz fazlar ve bunlar arasindaki
gecisler i¢in verilen Ricci skaleri bulgular1 ve ortaya ¢ikarilan GFD’leri (Erdem 2020)
ile kargilastirildi. Aralarinda tam bir uyum tespit edildi. Bu uyumun kaynag1 olarak BEG
modelinin kuantum 6rgii versiyonunun ferrolektrik kristallerde etkili bir modelleme araci
olmasi gosterilebilir (Velychko ve Stasyuk 2019).

Son bir husus ise, yapilan bu tezde iki-boyutlu (n = 2) manifold kullanilmis olma-
sidir ki iki-boyut disinda (n > 2) tezde ortaya cikan 6zelliklerin sergilenip sergilenmeye-
cegi heniiz bilinmemektedir. Bu baglamda, calismamizi daha ileriye tasiyarak tic-boyutlu
manifold (I*, I?, I3)= (8, m, q) ile de benzer sonuglarin elde edilip edilemeyecegi arasti-
rilmaya devam edilecektir. Baska ii¢ boyutlu M’lar dort durumlu ve ii¢ diizen parametreli
spin-3/2 IBEG modellerinde (Canko ve Keskin 2006) ve karisik spinli (spin-1/2 ve spin-
1) Ising sistemlerinde de (Ekiz ve Keskin 2003) secilebilir. Boylece, gecerli olan serbest
enerji ifadeleri kullanilarak Cizelge 3.1°e uygun metrikler tespit edildikten sonra ilgili
spin sistemlerinde gozlenen faz doniisiimlerinin R skaleri hesaplanarak analiz edilebile-
cegi ongoriilmektedir. Yalnizca diizen parametrelerinin koordinat olarak secildigi ii¢ bo-
yutlu termodinamik M’lar i¢in en iyi ornek, Bethe yaklagimina dayali antiferromanyetik

Ising modelidir (Erdem 2018b).
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