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GIRIS A. YALCIN

1. GIRIS

Fibonacci sayi dizisi ve Fibonacci tipli say1 dizileri, sayilar teorisinde biiyiik oneme
sahip olmasinin yan sira, matematigin diger dallarinda, miihendislik, fizik ve hatta sanat
biliminin de bir ¢ok dalinda siklikla kullanilan ve uygulama alani bulan say1 dizileridir.
Bu tez calismasinda lineer cebir yontemleri ve matris cebiri kullanilarak Fibonacci ve
Lucas sayilar1 icin daha genel bagintilar elde edilmistir. Bunun i¢in Fibonacci ve Lucas
say1 dizilerinin genellemesi yapilmis ve yeni sonuclar elde edilmistir.

Bu tez ¢calismasi sirasiyla Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma,
Sonuglar boliimiinden olugmaktadir.

Kaynak Taramas1 boliimiinde; ilk olarak Fibonacci sayilarina adin1 veren Leonardo
Fibonacci hakkinda bazi bilgilere, meshur tavsan problemine, Fibonacci say1 dizisinin
tanimina, Altin oranin dogadaki ve sanattaki 6rneklerine yer verilmistir. Ardindan Lucas
sayilart ile bilinen Francois Edouard Anatole Lucas’in hayati hakkinda baz1 bilgiler ve
Lucas say1 dizisinin tanim1 verilmistir. Son olarak Fibonacci ve Lucas sayilarinin temel
ozellikleri ile bu say1 dizileri arasindaki bagintilar incelenmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde; 6zdeger ve 6zvektorlerin uygulamasi olarak
11
10
matrisinin kosegen matrisi hesaplanmistir. Ardindan tiimevarim yontemi ile A matrisinin
n. kuvveti bulunarak Fibonacci sayilarinin matris gésterimi olan
Foy  Fy
F, F,

A" =

matrisi elde edilmistir. Bu matris gosterimi yardimiyla da d’Ocagne Ozdesligi’nin ve
Honsberger Formiilii’niin ispat1 yapilmistir.
Bulgular ve Tartisma boliimiinde; Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin genellemesi

yapilarak GG,, ve H,, say1 dizileri elde edilmistir. A matrisinin genel hali olan
a b
10
matrisi alinarak 6zdeger ve 6zvektorler yardimiyla D kdsegen matrisi bulunmustur. Ayrica

0zel olarak olusturulan
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a A

1
S:—
219

a

matrisi kullanilarak G,, ve H,, say1 dizilerinin ortak matris gosterimi olan

1| Hy AG,

St = -

2\ G, H,

matrisi elde edilmistir. S™ matrisi yardimiyla GG,, ve H,, say1 dizileri i¢cin Binet formiilleri
ayni sonugta hesaplanabilmistir. Bununla birlikte S™ matrisi, Binet formiilleri ve matris
cebiri yardimiyla G,, ve H,, say1 dizileri i¢in bir cok 6zdeslik incelenmis ve bunlara dair
sonuglar verilmistir. Bu sonuglar Fibonacci ve Lucas sayilarina indirgenerek yeni 6zdes-
likler elde edilmistir.

Sonuglar boliimiinde; bu ¢alismada elde edilen genel bagintilar Fibonacci ve Lucas

say1 dizilerine indirgenerek yeni bagintilar verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tez caligmasi boyunca sik¢a kullanilan Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin
tanimlar1 verilecektir. Ardindan bu say1 dizilerinin temel 6zellikleri ve birbirleriyle olan
iligkileri incelenecektir. Bu boliimdeki temel kavramlar Koshy (2001) kitabindan derlen-

mistir.

2.1. Fibonacci Sayilar

Ronesans oncesi Avrupasi’nin en dnde gelen matematik¢ilerinden biri Leonardo Fi-
bonacci olarak bilinmektedir. Fibonacci’nin hayat1 ile ilgili matematik yazilar1 haricinde
pek az sey bilinmektedir. Bilinen ilk ve en iyi kitab1 olan Liber Abaci’nin yazildig1 1202
tarthine bakildiginda, 1170 yili civarinda dogmus olabilecegi sanilmaktadir. Pek kanit
olmamasina karsin Italya’min Pisa kentinde dogmus olma olasilig1 vardir. Pisa’l1 bir tiic-
car olan babas1 Guglielmo, Fibonacci heniiz cocuk yastayken Pisali tiiccarlarin yasadigi
Bugia adli Kuzey Afrika limanina Konsiil olarak atanmigtir. Burada babasi Fibonacci’nin
hesap 68renmesi icin bir Arap hocadan ders almasini saglamistir. Fibonacci sonrasinda
Liber Abaci adli kitabinda hocasindan "Dokuz Hint Rakaminin Sanatin1" 68renirken duy-
dugu mutlulugu anlatmistir. Hindu-Arap sayilari Avrupa’da Harzemli Muhammed Bin
Musa’nin eserlerine ait cevirileri okuyabilmis bir ka¢ "aydin" disinda, Fibonacci’nin Liber
Abaci adl kitabinin yayinlandig1 senelerde bilinmemektedir. Liber Abaci’de Fibonacci
bu rakamlar1 su sekilde anlatmistir: Dokuz Hint Rakam1 9 8 76 54 3 2 1 dir. Bu dokuz
rakama "0" isaretinin de eklenmesi ile birlikte, herhangi bir say1 yazilabildigi goriilmiistiir.

13.yy. Avrupa’sinda biiyiik ilgi goren Liber Abaci, ¢ok sayida kopya edilmis ve Arap
sayilari kilisenin yasaklarina karsin Italyan tiiccarlar arasinda yayilmistir. Liber Abaci
adl1 kitap bilime diiskiin ve bilim adamlarin1 koruyan bir imparator olan Kutsal Roma Im-
paratoru II. Frederick’in dikkatini ¢cekmistir. Bu sebeple kendisine Stupor Mudi (Diinya
Harikasi) denilmektedir. Fibonacci 1220 senesinde imparatorun huzuruna ¢agrilmis ve
Frederick’in bilim adamlarinin biri tarafindan sinava tabi tutulmustur. Sonunda goze
giren Fibonacci yillar boyu imparatorla ve imparatorun dostlariyla yazigsmistir. M.S. 1225
yilinda yazdig1 Liber Quadratornum adli kitabin1 imparatora ithaf etmistir (Koshy 2001).

Arap Matemati8i’nin kullanigli Hindu-Arap sayilarin1 Bati’ya tanitmakta ¢ok biiyiik
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katkida bulunan Leonardo Fibonacci ¢agimiz matematikgileri tarafindan daha c¢ok, Liber
Abaci adli kitabinda yer alan bir problem ile ortaya ¢ikan bir say1 dizisi sebebiyle bilin-
mektedir. Liber Abaci kitabindaki bu problemin metni asagidaki gibidir:

-Adamun biri, dort bir yan1 duvarla gevrili yere bir cift tavsan koymus. Her cift
tavsanin bir ay icinde yeni bir ¢ift tavsan dogurdugu, her yeni ¢iftin de ergenlesmesi
i¢cin bir ay gerektigi ve tavsanlarin 6lmedigi var sayilirsa, 100 ay sonunda dort duvarin
arasinda kag cift tavsan olur?-

Tavsan problemi olarak da bilinen problem Koshy (2001) kitabinda asagidaki sekilde
incelenmistir.

Biri disi, biri erkek olan yeni dogmus iki tavsan oldugu farzedelim.

1) Her ¢iftin olgunlagmasi icin bir ay gerektigi,

2) 2.aydan itibaren her ciftin, her ay bir ¢ift tavsan dogurdugu,

3) Y1l boyunca hig¢bir tavsanin 6lmedigi,

kosullar1 altinda yi1lda dogan tavsan ciftlerinin sayisini bulalim.

Ik tavsan ¢iftinin 1 Ocak’ta dogdugunu farzedelim. Bu ilk tavsan ciftinin olgunlas-
mast bir ay alir. Bu yiizden 1 Subat’ta, hala, yalniz bir c¢ift vardir. 1 Mart’ta bu tavsan cifti
iki ayliktir ve yeni bir ¢ift dogururlar. Toplamda iki c¢ift olur. Bu sekilde devam ederek, 1
Nisan’da 3 ¢ift olacak, 1 Mayis’ta 5 cift olacaktir. Bu durum asagidaki Cizelge 2.1.1 ile
sunulmustur:

Cizelge 2.1.1. Aylara gore tavsan c¢iftlerinin sayilari

Ciftlerin sayis1 | Ocak | Subat | Mart | Nisan | Mayis | Haziran | Temmuz

Bebekler 1 0 1 1 2 3 )

Yetigkinler 0 1 1 2 3 5 8

Toplam 1 1 2 3 ) 8 13
Buradan,

{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, ...}

say1 dizisi elde edilir. Bu dizilis dikkatle incelendiginde, ilk iki terim haricindeki her
bir terimin, kendinden onceki ardigik iki terimin toplami oldugu goriilmektedir. Bu say1

dizisi istenildigi kadar genisletilebilir ve sonsuz bir say1 dizisi elde edilebilir.
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Tamm 2.1. F,, , n. Fibonacci sayisini gostermek iizere, Iy = 0 ve Fy = 1 baslangi¢

kosullart ve her n > 1 tam sayusi i¢in,

Fn+1:Fn+Fn—1 (21)

ozyineleme bagntisi ile tanmimlanan sayt dizisine Fibonacci sayt dizisi denir (Vajda 1989;

Koshy 2001 ).

(2.1) bagintis1 kullanilarak elde edilen Fibonacci sayilarinin aldig: bazi degerler asagi-
daki Cizelge 2.1.2 ile sunulmustur:
Cizelge 2.1.2. F}, i¢in baz1 sayisal degerler

n (0112345 |6|7 |8

F,10]1]1}23]5|8|13|21

2.1.1. Altin Oran

Fibonacci sayilarinin birbirlerine oraninin olduk¢a énemli bir yere sahip oldugu bil-
inmektedir. Her bir Fibonacci sayisinin kendisinden hemen 6nce gelen sayiya boliinerek
elde edilen oranlara bakildiginda, bu sayilarin giderek 1, 618 degerine yaklastig1 goriilmek-
tedir. Bu deger "Altin oran" olarak adlandirilmaktadir (Lines 1990). Ayrica Altin oran

asagidaki karakteristik denklemin pozitif kokiidiir:
P?=x+1
Buna Altin boliim denklemi de denir. Bu denklemin iki reel kokii vardir. Bunlar

1+45 1-5
2

Ve IT9 =
2

X

dir (Stakhov ve Rozin 2006).

Altin orana olan ilgi 2000 yildan daha fazla eskiye dayanmaktadir. Bir ¢ok mimari
ve sanat eserinde goze giizel goriindiigii icin altin oran sikca kullamilmugstir. Eski Yu-
nan Mimarisinden Rubens, Raphael, Leonardo Da Vinci, Boticelli gibi iinlii ressamlarin
resimlerinde altin orani kullandig1 bilinmektedir. Misir piramitlerinde de bu orana rastlan-
mistir (Koshy 2001). Eski Yunan’da uzun kenarimin kisa kenarima orani altin oran kadar

olan “Altin dikdortgene” Kutsal Kesit ad1 verilmistir. Altin dikdortgenin bir kare ile daha
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kiictik bir dikdortgene boliinmesiyle elde edilen kiigiik dikdortgenin de ‘Altin dikdort-
gen’ oldugu goriiliir. Ayni sekilde devam edildiginde bu kiiciik dikdortgen de bir kare
ile daha kii¢iik bir dikdortgene boliindiigiinde elde edilen dikdortgen yine altin dikdort-
gendir. Bu durum benzer sekilde uygulandiginda giderek kiigiilen altin dikdortgenler ve
kareler ortaya ¢ikar. Bu dikdortgen ve kareler kosegenlerinden gegen diizgiin bir egriyle
birlestirildiginde altin sarmal olarak bilinen bir sarmal elde edildigi goriiliir. Bu diizgiin

egri bir sarmal olusturarak sonug olarak bir noktaya yonelir (Lines 1990).

-

Sekil 2.1: Altin Sarmal (Anonymous 2008)

Bu egrinin matematikteki adi esit acili sarmal ya da logaritmik sarmaldir. Bu 6zel
sarmal dogada bir ¢ok yerde bulunur. Deniz kabuklulari, aycicegi sarmali, salyangozlar,
boganin boynuzlari, pengeleri ve uzun azi disgleri logaritmik sarmaldan olusur. Ayrica
galaksilerin de disa dogru donen yildizlardan olusan dev boyuta sahip esit agili sarmal
kollar1 bulunmaktadir. Bu 6rneklerden de goriildiigii iizere altin oran oldukc¢a 6nemli bir
say1 olmakla birlikte sahip oldugu 6zellikler nedeniyle hem matematik¢ileri hem de diger
bilim dallariyla ugrasan insanlar1 da etkilemeyi bagarmistir (Lines 1990) .

Fibonacci sayilar1 dogada da beklenmeyen yerlerde ve sekillerde karsimiza ¢ikmak-
tadir. Bazi bitki ve agac tiirleri incelendiginde dogada Fibonacci sayilariyla kargilasildigi
goriilebilir. Farkli bitkiler ve agaclar i¢in yapraklarindan biri baslangic noktasi olarak
aliip, baglangi¢ noktasinin tam olarak altinda ya da iistiinde bir yaprak bulunana kadar
sayma islemi yapildiginda elde edilen say1 her zaman bir Fibonacci sayisidir. Ustelik
yapraklar1 sayarken siire¢ kendini tamamlamadan 6nce yapilan devir sayist da bir Fi-
bonacci sayisidir. Ayrica papatyalarin da bir Fibonacci sayist kadar tag¢ yaprag: bulun-
maktadir. Bir papatyanin yaprak sayisi genel olarak Fibonacci sayilarindan 21, 34, 55 ve

89’dur. Dogada karsimiza ¢ikan Fibonacci sayilariyla ilgili en bilinen 6rneklerden biri
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de aycicek ornegidir. Ayciceginin ¢icek kisminda baklavaya benzer bolmelerde tohumlart
vardir. Bu bolmelerin sinirlart merkezden baglayarak cicegin dig kismina dogru giden sar-
mal egriler seklindedir. Bu sekilde bir modelde saat yoniinde olan ve olmayan sarmallar
say1ldiginda Fibonacci dizisindeki ard arda gelen sayilarla karsilagildig1 goriiliir (Lines

1990).

Sekil 2.2: Aycicegi Sarmallar1 (Koshy 2001)

Bir ¢ok ¢icegin tohum bagi, ananas ve cam kozalaklarinin kat kat kabuklari, bir soganin
katmanlari, bir kivircigin yapraklari gibi bitkisel sekillerin cogu da Fibonacci sarmallarini

icermektedir.

Sekil 2.3: Camkozalag1 Sarmallar1 (Koshy 2001)

2.2. Lucas Sayilar

Lucas sayilarina adin1 veren Francois Edouard Anatole Lucas 1842’de Fransa’nin

Amiens kentinde dogmustur. Lucas Ecole Normale Supérieure de egitimini tamamlamis
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ve Paris Rasathanesinde asistan olarak calismistir. Rusya ile Fransa arasindaki Prusya
savasinda topgu subay olarak gorev almistir. Paris Charlemagne lisesinde 6gretmenlik
yapmis ve sonrasinda Paris’te matematik profesorii olmustur. Lucas’in bir bilgisayar
icin planlar gelistirdigi fakat gerceklestiremedigi bilinmektedir. Bunun yaninda Lucas,
sayilar teorisine katkilari ve oyun matematigi iizerine Récréations Mathématiques (1882-
94) isimli dort ciltlik klasigi ile taninmaktadir. Giiniimiizde Hanoi Kuleleri adiyla bili-
nen Brahma Kulesi oyununu 1883 yilinda icat etmistir. Lucas bir gsdlende yanagindan
yaralanip enfeksiyon kaparak 3 Ekim 1891°de talihsiz bir kaza sonucu dlmiistiir (Koshy
2001).

Fibonacci 6zyineleme bagintisinda farkli baslangi¢c kosullarini alarak Fibonacci dizi-

sine benzer bir say1 dizisi olan Lucas say1 dizisini elde etmistir.

Tamm 2.2. L, , n. Lucas sayisint gostermek iizere, Ly = 2 ve Ly = 1 bagslangi¢ kosullar
ve her n > 1 tamsayusi i¢in,

Loy =L,+ L, 4 (2.2)
ozyineleme bagntist ile tanmimlanan say: dizisine Lucas sayt dizisi denir (Vajda 1989;

Koshy 2001 ).

(2.2) bagintis1 kullanilarak elde edilen Lucas sayilarinin aldig1 bazi degerler asagidaki
Cizelge 2.2.1 ile sunulmustur:

Cizelge 2.2.1. L, icin baz1 sayisal degerler

n (012|345 |6 |7 |8

L,|[2|1[3|4|7]|11]|18]|29 |47

2.3. TFibonacci Sayilan Ile Tlgili Ozdeslikler

Fibonacci sayilar ile ilgili baz1 6zelliklere asagida yer verilmistir (Koshy 2001). Her

n pozitif tam say1s1 i¢in

L. ZE :Fn+2_ 19
=1

2. ZF27;71 = F2n9
i=1

3. Y Fo = Foppr — 1,
i=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Z (?)sz = FQna
=0

F‘2:FnFn+1a

%
=1

Z (Z)Qka - F3n’

k=0
(Cassini Formiilii)

Fo B — F2=(=1)" (2.3)

2

. 2° — x — 1 = 0 ikinci derece denkleminin kokii o olmak uizere

o =aof, + F,_; 2.4)

2% — 2 — 1 = 0 ikinci derece denkleminin kokii /3 olmak iizere

(Fibonacci Binet Teoremi) x> — x — 1 = 0 ikinci derece denkleminin kokleri o ve

[ olmak tizere
a — Bn

F, = (2.6)

(Catalan Ozdesligi) Her n ve k pozitif tam sayis1 i¢in, n > k olmak iizere
FpnFop — F = (1" R

(d’Ocagne Ozdesligi) Her n ve m pozitif tam sayis1 i¢in, m > n olmak iizere
FuFuit = FuFit = (<1)"Frey

(Honsberger Formiilii) Her n > 0 ve m > 1 tam say1s1 i¢in

Fn+m = n+1Fm+FnFm—l

9
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Bunlardan bazilarinin ispatina asagida yer verilmistir.
1) n tizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.
n = 1licin F; = F5 — 1, F; = 1 ve F3 = 2 oldugundan iddia dogrudur.
n igin iF, = Fj,12 — 1 dogru olsun. n + 1 icin
i=1
n+1 n
ZE = ZFz + Fot
i=1 i=1

= Fn+2_1+Fn+1

= Fn+3_1

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanir.
2) n tizerinden tiimevarim yontemi ile ispati yapilacaktir.
n = 1icin F; = F; oldugundan iddia dogrudur.
n igin Zn:leil = F5, dogru olsun. n + 1 i¢in

(2

n+1 n
ZF%—I = ZF%—I + Fomy1)-1
i=1 i=1

- FZn + F2n+1

= F2n+2

bulunur ve n 4 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.

3) n lizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.

n = licin Fy, = F3 — 1 dir. F;, = 1 ve F3 = 2 oldugundan iddia dogrudur.

nigin > Fy; = Fb,1 — 1 dogru olsun. n + 1 i¢in
i=1

n+1

ZFQZ‘ = ZF2i+F2n+2
i—1

i=1

= Fopp1 — 1+ Fopypo

= F2n+3_]-

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.
5) n tizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.

n = 1i¢in F12 = [V F5 dir. F} = F5 = 1 oldugundan iddia dogrudur.

10
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nigin Y F? = F, F, esitligi dogru olsun. n + 1 igin
i=1

n+1 n
DF = DR+ Fl
i=1 i=1
= FFop+ F3+1
= Fn+1(Fn+Fn+l)

= Fn+1Fn+2

bulunur ve n + 1 icin iddia dogru oldugundan ispat tamamlanir.
8) n iizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.
n = ligin FyFy — F = 0.1 — 1 = (—1)! oldugundan iddia dogrudur.
nigin F,,_1F,.1 — F? = (—1)" esitligi dogru olsun. n + 1 igin

FuFpis — F2 = (Fuor — Fu)(Fy+ Fon) — F2,
= FoFp— FoF oy — [F2+(—=1)"]
= FyFpi1 — Fu(Fyy + F) + (1)
= FyFoy— FFpg + (1)

= -y

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.
9) n tizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.
n = 1li¢in a = aFy + Iy = .1 + 0 = « oldugundan iddia dogrudur.

nigin " = oF;, + F,,_; esitligi dogru olsun. n + 1 i¢in

™t = aa”

= a(aF,+ F,1)
= Oé(Fn—i_anl)—i_Fn

= aFn+1+Fn

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.

10) af = —1 oldugundan § = %1 dir. Esitlik (2.3) ve (2.4) yardimiyla

11
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(=1)"
an

(=1)"

aF, + F, 4
(=D)"(BF, + Fa)

(aFy + Fy_1)(BF, + Fo1)

(=1)"(BFn + Foa)
—F2 4+ Fo o (Fy + Fo)
(_1)n(5Fn + Fn—l)

(=1)"

= [F,+ F,1

g =

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.

11) Esitlik (2.4) ve (2.5) kullanilirsa

an_/Bn = (aFn+Fn—1)_<ﬂFn+Fn—l)

= F, (O‘ - 6)
bulunur. Buradan
Fn _ a — Bn
a—f3

elde edilir.
12) o = —1 olmak iizere Esitlik (2.6) yardimiyla gerekli diizenlemeler yapildiginda

B Oéfn_ﬁfn_— nlan_ﬁn
Fo = oo =0V s
= (_1)n+1Fn

elde edilir.

2.4. Lucas Sayilar Ile Ilgili Ozdeslikler

Lucas sayilar ile ilgili baz1 6zelliklere asagida yer verilmistir (Koshy 2001). Her n

pozitif tam sayis1 i¢in

1. SSL; = Lyso — 3,
=1

7

1=

2. LQZ—I - L2n - 2’
=1

12
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3. Zin = Lopy1 — 1,

1=1

4. Lnfan+1 - Li - 5(_1)71—1’

5. (Lucas Binet Teoremi) 22 — z — 1 = 0 ikinci derece denkleminin kokleri o ve 3

olmak tizere

L,=a"+ " 2.7

Asagida bazilarinin ispati verilmisgtir.

1) n iizerinden tiimevarim ile ispati yapilacaktir.

n = licin L1 = 1 ve Ly = 4 oldugundan, L, = L3 — 3 saglanir ve iddia dogrudur.
n igin ilLi = Lo — 3 esitligi dogru olsun. n + 1 igin

n+1 n
ZLz' = ZLi + Lyt
i=1 i=1

= Lpo—3+Lpp

= Ln+3 -3

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.
2) n tizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.
n = 1licin L1 = 1 ve Ly = 3 oldugundan, L, = Ly — 2 saglanir ve iddia dogrudur.

nigin > Lo; 1 = Lo, — 2 esitlidi dogru olsun. n + 1 igin

=1

ZL%—l = ZLZi—l + Lot
i=1 i=1
- L2n -2 + L2n+1

- L2n+2 -2

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur.

3) n lizerinden tiimevarim ile ispati yapilacaktir.

13
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n = licin Ly = 3 ve L3y = 4 oldugundan, L, = L3 — 1 saglanir ve iddia dogrudur.

nigin > Lo; = Loyy1 — 1 esitligi dogru olsun. n + 1 igin
i=1

n+1

Zin = ZL2i+L2n+2
i=1

i=1
= Lopy1 — 1+ Lopyo

= L2n+3 -1

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanir.
Syn=1igin L; =1 =a+ g dir
n=2igin Ly =3 = (a + B)? — 2a8 = a® + (3% bulunur.
n>3i¢in L, =a"+ 8" L, =a" '+ 3" tve L, 5 = a" 24 "2 oldugundan

L, = L, 1+ L, gosterilmelidir.

Ly 14+ Lyo = " 14 tpan 2452
= " a+1)+ 5B +1)
= a" 2%+ Bn_252
= o'+ p"

= L,

bulunur ve ispat tamamlanr.

2.5. Fibonacci ve Lucas Sayilar ile Tlgili Ozdeslikler

Fibonacci sayilarive Lucas sayilar1 arasindaki bazi temel 6zelliklere asagida yer veril-

mistir (Koshy 2001). Her n pozitif tam sayis1 i¢in
1. Fy, = F, Ly,
2. Ly, =F,_1+ Fo1,
3. L, = Fhy0— Fo,
4. 5F? = [2 —4(-1)",
5.5F, = Ly_1+ Ly,

14
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6. 5Py = L2+ L2,
7. Ly, = 5F2 4+ 2(—1)"

Bazilarinin ispatina agagida yer verilmistir.

1) Esitlik (2.6) ve (2.7) yardimiyla

an_ﬁn
F,L, = "B
e
a?n_ﬁ%’b
a—p
= FQn

bulunur ve ispat tamamlanr.

2) Esitlik (2.6) ve af = —1 oldugu kullanilirsa

n—-1_ Agn—-1 n+l _ gn+tl
Foi+Fo = c a—g +a oz—g
—(@B)a"~ + (@) + ot —
a—p
a"(=B+a)+B"(a—p)
a—p

- L,

bulunur ve ispat tamamlanr.

3) Esitlik (2.6), (af)? = 1 ve a + 3 = 1 kullanildiginda

CYnJrQ . ﬂn+2 . an72 + an2

Fn+2_Fn—2 = Oé—ﬁ
B an+2 _ /Bn+2 _ (Oé/B)QOén_Q + (045)25”_2
= - ﬁ
_a"(a? =)+ B’ — )
= - ﬁ
= (" +8")(a+5)
= Ln

olarak bulunur ve ispat tamamlanir.
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4) Esitlik (2.7), a8 = —1 ve a — 8 = v/5 oldugu kullanilirsa

Ly —4(=1)" = (a"+p")? —4(-1)"
= o™+ 37" +2(af)" — 4(-1)"
= o™+ —2(af)"
= (" - p")?
— 5F?

olarak bulunur ve ispat tamamlanir.

5) Esitlik (2.6), a8 = —1 ve a — 8 = /5 kullanilirsa

SF, = (a=B)——
= (a—=p)(a" =5")
= ("4 ") —aBa" 4+ 57T
= "4 g ot 4 gt

= Ln—l + Ln+1

bulunur ve ispat tamamlanr.

16



MATERYAL VE METOT

3. MATERYAL VE METOT

Bu béliimde, Koshy (2001) kitabindan yararlanarak tez ¢alismasi boyunca sik kul-
lanilacak olan ve lineer cebirin en temel konularindan olan 6zdeger, 6zvektor ve kose-
genlestirme kavramlar1 hatirlanacaktir. Bu kavramlar yardimiyla Fibonacci sayilarinin
baz1 temel ozelliklerinin rahatlikla ispatlanabilecegi goriilecektir. Ilk 6nce, Fibonacci
sayilarina karsilik gelen kare matrisin kdsegen matrisi bulunacak ve ardindan bu ma-
trisin n. kuvveti ile n. Fibonacci sayilar1 arasindaki iligski goriilecektir. Son olarak da

Fibonacci sayilarmin matris gosterimi iki 6nemli 6zellik olan d’Ocagne Ozdesligi’nin ve

Honsberger Formiilii’niin ispatlar: tekrarlanacaktir.

Bu boliim boyunca A matrisi, A = seklindedir. A’nin karakteristik poli-

nomu

det (] —A) =2 —2—1

dir. A matrisinin 6zdegerleri ve karakteristik polinomunun kokleri olan

1+45 1—-+5

Ir = Ve T9 =

2 2

dir. z; 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor uzay tanimi geregince

Xz

Wm = (l’,y) € Rz : (1’1[ - A)
Yy

dir. Buradan uygun satir iglemleri ile

1 —T
0 0

matrisi elde edilir. z; 6zdegerine ait 6zvektor
v = (21, 1)
ve r10zdegerine ait 6zvektor uzayi
Wy, ={x(x1,1) : x € R}
olarak bulunur. Benzer sekilde z, 6zdegerine ait 6zvektor
v = (29, 1)

17
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ve xy 0zdegerine ait 6zvektor uzayi
W, = {z (22,1) : z € R}
olarak bulunur. Buradan 6z vektorler yardimiyla

T T2

1 1

P =

matrisi seklinde tanimlanirsa

Pl =

L1 — T2 —1 il

olarak hesaplanir. Boylece

D = P 'AP

0 T
kosegen matrisi elde edilir.
Teorem 3.1. Her n pozitif tam sayist i¢in

Fn—i—l Fn
Fn anl

A" =

dir (Koshy 2001 ).

Ispat n pozitif tam sayisi iizerinden tiimevarim ile ispat1 yapilacaktir.
FE B 11

n=1i¢in A= = oldugundan iddia dogrudur.

F Fy 1 0
n i¢in dogru kabul edelim. n + 1 i¢in

An+1 — 4An
11 F... F,
1 0 F, F,_1

Fn+2 Fn+1
Fn+l Fn

bulunur ve n + 1 icin de iddia dogru oldugundan ispat tamamlanir.
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Ayrica n pozitif tam sayisi i¢in

A" = pp"p!

1 n+1 n+1 n n

B Ly — Xy Ly — Xy
Tr1 — T2 n __ .n n—1 _ n—1
Ty — Xy Ty )
Fn+1 Fn
Fn Fn—l

elde edilir. Matris esitliginden Binet teoremi
g =k
1 — X9
kolaylikla elde edilir (Koshy 2001).
Teorem 3.2. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, m pozitif tam sayist i¢in, m > n olmak iizere
Fan-‘rl - FnFm-‘rl = (_1)nFm—n
dir (Koshy 2001).

Ispat Her n, m pozitif tam sayis1 icin, m > n olmak iizere Teorem 3.1°den

Fm—n+1 Fm—n
men menfl

Am—n —

dir. Matris ¢carpimindan

Fm+1 Fm 1 Fn—l _Fn
F,, F,_1 Foibna— FT% ~F, F,

AmAfn —

dir. Esitlik (2.3) kullanilarak

Am AT 1 Fm+1Fn—1 - Fan Fan+1 - FnFm+1
(—1)" Fan—l - FnFm—l Fm—an+1 _FnFm

bulunur. Matris esitliginden
Fan+1 - FnFm+1 - (_1)nFm—n

elde edilir. 0
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Teorem 3.3. (Honsberger Formiilii) Her n > 0 ve m > 1 tam sayisi icin
Foim = Fopi b + FoF

dir (Koshy 2001).

Ispat Her n > 0 ve m > 1 tam sayis1 icin Teorem 3.1’den

An+m o Fn+m+1 Fn+m

Fner Fnerfl

dir. Diger taraftan matris carpimindan

Fn+l Fn Fm+1 Fm
Fn anl Fm mel

ATA™ =

Fn+1Fm+1+FnFm Fn+1Fm+Fnmel
FnFm+1+Fn—1Fm FnFm+Fn—1Fm—1

bulunur. Matris esitliginden

Fn+m = n+1Fm+FnFm—1

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin bir genellemesi yapilarak, matris
cebiri ve lineer cebir yontemleri yardimiyla bu say1 dizileri i¢in bazi esitlikler elde edile-
cektir. Boylece Fibonacci ve Lucas say1 dizileri i¢in de bu yontemlerle esitlikler bulunmug

olacaktir.

Tanim 4.1. a,b € R olmak iizere, Gy = 0, G1 = 1 baslangi¢ kosullart ve her n > 2 tam
sayist igin

Gn = ClGn,1 + bGn,Q (48)

ozyineleme bagintist ile tammlanan say: dizisine G,, say: dizisi denir ve {G,},_, ile gis-

terilir (Horadam 1965).

(4.8) bagintis1 kullanilarak elde edilen G, sayilarinin aldig1 bazi degerler Cizelge 4.1
ile sunulmustur:

Cizelge 4.1: G, icin baz1 degerler

n [(0|1]2]3 4 5

GolO0l1]|al|a®+0b]|a®+2ab | a*+ 3a%b+ b2

Bundan sonra tez ¢aligmasi boyunca a ve b reel sayilar1 GG, say1 dizisi i¢in sabit olarak
kabul edilecektir. Ayrica b = 0 iken geometrik seri elde edileceginden b reel sayisi da
sifirdan farkli kabul edilecektir.

Fibonacci sayilarindan yararlanarak Lucas sayilar1 tanimlandig gibi, G, sayilarindan

yararlanarak da agagidaki 6zyineleme bagintis1 verilebilir.
Tanmm 4.2. H) = 2, H = a baslangi¢ kosullari ve her n > 1 tam sayisi icin
H, = Gn—i—l + bGn—l (49)

dzyineleme bagintist ile tamimlanan sayt dizisine G-Lucas say: dizisi denir ve {H,} "

ile gosterilir (Horadam 1965).

(4.9) bagintis1 kullanilarak elde edilen H,, sayilarinin aldig1 baz1 degerler Cizelge 4.2

ile sunulmustur:
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Cizelge 4.2: H, i¢in baz1 deZerler

n (012 3 4
H,|2|al|a®+2b|a®+3ab| a*+ 4a®b + 20?

a = b = 1 olmasi durumunda Fibonacci ve Lucas sayilarinin elde edildigi aciktir.

Onerme 4.3. Hern > 2 tam sayist icin
H,=aH, 1+ bH, 5 (4.10)
dir. Burada Hy = 2 ve Hy = a dir (Horadam 1965).

ispat Her n > 2 tam sayisi i¢in (4.8) ve (4.9) bagintis1 kullanilarak

Hn = Gn+1 + banl
= (aGp+bGp_y) +b(aGp_g + bGp_3)
= a (Gn + bGn_2> + b (Gn—l + bGn_g)

- aHn—l + an—2
elde edilir. 0

Fibonacci sayilarinin matris gosteriminin bir genellemesi elde edilerek lineer cebir

yontemleri yeni sayi dizilerinde de kullanilabilir. (4.8) ve (4.9) bagintis1 yardimiyla 7" =
a b

10
kullanilacaktir.

matrisi tanimlanabilir. Bu tez ¢alismasinin devaminda da 7" matris gosterimi

Onerme 4.4. Her n pozitif tam sayisi icin

G 1
1. A - ,
G, 0
yen 0
2. — dir.
enm 1

Ispat 1) n iizerinden tiimevarim ile ispat yapilacaktir. 7 = 1 icin iddianin dogru oldugu

aciktir. n icin
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dogru olsun. n + 1 icin

1
s = TT"

bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogrudur.
2) Tekrar n iizerinden tiimevarim ile ispat yapilacaktir. n = 1 i¢in dogru oldugu

aciktir. n igin

0 bG,,
™ =
1 bGp—1
dogru olsun. n + 1 i¢in
Tt 0 _ bG,,
1 bG—1
b(aGn + bGn_l)
bG,,
bGn-H
bG,,
bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanur. U
Onerme 4.5. Her n pozitif tam sayist icin
Gn+1 _T Gn
Gn Gn—l

dir.
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ispat (4.8) bagintis1 kullanilarak

Gn aGn + bGn—l
T —
G(n—l Gn
. Gn—i—l
Gn
elde edilir. ]

Teorem 4.6. Her n pozitif tam sayist icin

GnJrl bGn
G, bG,4

T" =

dir.

Ispat n pozitif tamsayisi iizerinden tiimevarim uygulanacaktir. n = 1 i¢in dogru oldugu

aciktir. n icin dogru kabul edelim. n + 1 icin

Tn+1 — Ian
a b Gn+1 bGn
1 0 Gn bGn— 1

4Gy + 0 B(aGy + BCy 1)

Gn+1 bGn
. Gn+2 bGn—i—l
Gn+1 bGn
bulunur ve n + 1 i¢in iddia dogru oldugundan ispat tamamlanir. 0

Onerme 4.7. T matrisi icin, D = P 'T P, olacak sekilde D kosegen matrisi vardir.
Ispat T matrisinin karakteristik polinomu

det (#I —T) =2®> —ax — b
dir. det (I — T') nin kokleri olan 7" matrisinin 6zdegerleri

a+vVa?+4b a—va?+4b
2

T = Ve T9 =
2
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seklinde kolaylikla hesaplanir. 21 6zdegeri i¢in 6zvektor uzay1 tanimi

T 0
W, =4 (z,y) € R? . (eI =1T) =
Y 0

oldugunu tekrar hatirlayalim. Uygun satir islemleriyle z106zdegerine ait 6zvektor

n= (o)

ve x; 0zdegerine ait 6zvektor uzayi

Wm:{x(l,_TxQ) :wER}

olarak bulunur. Benzer sekilde x5 6zdegerine ait 6zvektor uzay1

Wm:{x(l,%xl) IZL’GR}

olarak bulunur. Buradan 6zvektorler yardimiyla

1 1
P =
=%z =21
b b

matrisi seklinde tanimlanirsa, P, matrisinin tersi

pi - 1 b
Va? 4 4b —z9 —b
olarak hesaplanir. Boylece
D = P'TP
1 [ 1 b a b 1 1
CVaE | g |10 ]
_ ry O ]
B 0 x9
kosegen matrisi elde edilir. U

A = a? + 4b olmak iizere,

B -
e -
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matrisi ve Onerme 4.7°deki gosterimler ile S = PDP~! matrisini hesaplayalim.

P matrisinin tersi

P—1=1
211 —VA

dir. Buradan gerekli matris islemleri ile

S = PDP'=(PP[")T (PP
|10 a b] 1 0
ol B U N
1 |a A
S 2 1 a

olarak bulunur. Buradan sonrada tez calismasinin devaminda o = x1, § = x93, A =

a A
a’?+4bve S = % gosterimleri kullanilacaktir. Bu ¢calismanin G, ve H,, say1

1 a
dizileri arasindaki iligskiyi veren en 6nemli sonucunu ispatlayabiliriz.

Teorem 4.8. Her n pozitif tam sayist i¢in

H, AG,

1

St ==

2 G, H,
dir.

Ispat Her n pozitif tam sayisi icin S = PDP~! oldugundan S = PD"P~! agiktir.
Ayrica Onerme 4.7°de D = P 'T P, oldugundan D" = P 17" P, olacaktir. Burada (4.8)
ve (4.9) bagintis1 kullanildiginda
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s" = PD"P!

= P(P'T"P) P!

[10 Grii bG 10
i3 Gn WG | | T &
| 2G, 41 — aG, AG,
2 4bGn—a2Gn+2aAGn+1—2abGn,1 aG,, + 2bG,,
1| 200G +0G ) — aGy AG,
2 4bGn—aQGn+22(Gn+1—bGn—1) aG, 4+ bG,_1 + bG,, 1
1 [ Gy + 060Gy AG,
2 4bG’n—a2GAn+2a.aGn Gyt + Gy
1| H A,
2@, H,
elde edilir. L

S matrisi yardimiyla GG, ve H,, say1 dizileri i¢cin Binet Teoremlerini ayn1 anda elde

edebiliriz.

Teorem 4.9. (G,, ve H,, icin Binet Teoremi) Her n pozitif tam saytsi icin

dir.

. . a 0
Ispat S = PDP~! ve Onerme 4.7 yardimiyla D = oldugu kullanilirsa
0 5

S" = pprp!
1 1 a® 0 |11 VA

1 -1 n | 2
= = 0 B 1 —VA

2 Oé’i/—zﬁ" o _|_Bn
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bulunur. Matris esitliginden de

a — Bn
G, =
VA
n - a” + Bn
elde edilir. O

Teorem 4.9’un sonucu olarak Fibonacci ve Lucas sayilar1 icin Binet teoremi hemen

elde edilebilir.
Sonug 4.10. Her n pozitif tam sayist i¢cin

_1)n+1

_
]' G*ﬂ - b G'ﬂ?
2. H., =20, dir

Ispat 1) Teorem 4.9’dan

a _ a™ " — ﬂ—n 5—11 —a"
- VA (aB)"VA
( 1)n+1
— o G,

dir.
2) Teorem 4.9’dan

_ _ a + ("
H, = a"+8"=
(aB)m
=
pr— Hn
bn
dir. U

Teorem 4.11. Her n pozitif tam sayist icin
H? — AG? = 4(-b)"
dir.

Ispat S matrisinin tamimindan det (S) = —b olarak hesaplanir. Determinant 6zelligi ve

Teorem 4.8 kullanilarak da
1
det (S™) = Z(Hg — AG%) = (=b)"

bulunur. ]
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Teorem 4.12. Her n ve m pozitif tam sayist icin

2H,\m = HpH,+ AGLGo

2Ghsm = G.H,+ H,G,,
dir.

ispat Teorem 4.8’den

Sn+m . 1 Hn+m AGn+m
Gn+m Hn+m

dir. Ayrica matris ¢carpimindan

vl B, AG, | 1| H, AG,,
2laG, H, |?2| G, Hn

Sn—i—m —

1 | HoHp + AG,Gry A (GnHy + HoGyy)
41 @ H,+H,G, HH,+AG,G,

bulunur. Matris esitliginden de

O pim = HpHp 4+ AGnGom

elde edilir. U

Teorem 4.12°de n = m alinirsa asagidaki Esitlik 1 ve 2, Teorem 4.12’de n = m + 1

alinirsa da asagidaki Esitlik 3 ve 4 elde edilir.
Sonuc 4.13. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
1. 2H,,, = H2 + AG?,
2. Gopy = GHyp,,
3. 2Hopi1 = Hyppr Hyy + AG 1 G,y
4. 2Gomi1 = G Hyy + Hyp 1 G,

Sonug 4.13 kullanilarak Koshy (2001)’deki sayfa 91°de Esitlik 83 ve 84, sayfa 96’da
Esitlik 29 (Esitlik 1, 2 ve 4) hemen goriilebilir.
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Sonuc 4.14. Her n, m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
1. 2L, = LyLy, +5F, F
2. 2F, v, = F,L,, + L, F,,,
3. 2Ly, = L% +5F2,
4. Fy,, = F Ly,
5. 2Lomi1 = Lyny1 Ly + 5E 01 F
6. 2F51 = Fops1 Ly + L Fy
ispat (4.8) ve (4.10) bagintisinda ¢ = b = 1 oldugunda, G, = F,, ve
Teorem 4.12 ve Sonug 4.13’ten istenilen esitlikler elde edilir.
Teorem 4.15. Her n ve m pozitif tam say:si igin
2(-b)"H,_,, = H,H,— AG,G,,
2(-0)"Gp_yy = G.H,, — H,G,,
dir.
Ispat Teorem 4.8’den S™ matrisin tersi hesaplanirsa

olacaktir. Matris ¢carpma isleminden

1| H, AG, 1 1| Hn, —-AG,
2l g m | 02 g om,

H, = L, dir.

1 H,H,, — AGnGry A (GypHy — HyGy)

A" | G H, —H,G, HH, —AG,G,

2(=b)" Hy_py = HyHyp — AGyGo
2(=b)" G = GnHy — H,G
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elde edilir. 0
Benzer sekilde n ve m’nin 6zel degerleri i¢in asagidaki sonuclar elde edilir.
Sonuc 4.16. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
1. 4(=b)™ = H2 — AG?,,
2. 2a(=b)" = Hpy1 Hyy — AG 111G s
3. 2(=0)" = Gni1Hm — Hpi1 G

Ispat Teorem 4.15’te n = m alinirsa Esitlik 1 ve Teorem 4.15’te n = m + 1 alinirsa da

Esitlik 2 ve 3 elde edilir. U

Sonug 4.16 kullanilarak Koshy (2001)’deki sayfa 97°de Esitlik 39 (Esitlik 3) hemen

goriilebilir.
Sonuc 4.17. Her n, m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
1. 2(-1)" L, , = L,L,, — 5F, F,,,
2. 2(-1)"F,_pp = F,Ly, — L,Fy,,
3. 4(=1)" = L% —5F2,
4. 2(=1)" = L1 L — 5F i1 Foms
5. 2(-1)" = Fp1Lym — Lini 1 F.
ispat (4.8) ve (4.10) bagintisinda ¢« = b = 1 oldugunda, G,, = F,, ve H, = L, dir.

Teorem 4.15 ve Sonug 4.16°dan istenilen esitlikler elde edilir. 0

Teorem 4.18. Her n ve m pozitif tam saytsi igin

dir.
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Ispat Her n ve m pozitif tam sayisi icin, Teorem 4.8’den

Sner + (_b)m gn—m _ 1 Hn+m + (—b)m Hn—m A (Gn+m + (_b)m Gn—m)
Gner + <_b)m anm Hn+m + (_b)m anm

hesaplanir. Matris islemleri yapilarak

ST (=) ST = S™[S™ A (=b)™ (S™) 7]

1| HoaG | | HL 0
2| a, o, 0 H,
| BB, AG,H,

2| g.H, HH,

bulunur. Matris esitligi de kullanilirsa

elde edilir. O

Sonuc 4.19. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;

1. H2 =2(=b)" + Hap,
2. GuHp = Gop,

3. Hpp1Hp = a (=)™ + Hapy1,
4. Gry1Hp = (=)™ + Gamy1.

Ispat Teorem 4.18’de n = m aliirsa Esitlk 1 ve 2, Teorem 4.18’de n = m + 1 alinirsa

da Esitlik 3 ve 4 elde edilir. 0

Sonug 4.19 kullanilarak Koshy (2001)’de sayfa 90 da Esitlik 63 ve sayfa 92 de Esitlik
105 (Esitlik 2 ve 5) hemen gortilebilir.

Sonuc¢ 4.20. Her n, m pozitif tam sayisi icin asagidaki ifadeler dogrudur;
L. Lan - (_1)m Ln—m + Ln+m’
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2. Fan = (_1)m Fn—m + Fn+ma
3. L2 =2 (_1)m + LQma

m

4. Fo Ly, = Fop,
5. Lm+1Lm = (_1)m + L2m+1a
6. Ferle = (_1)m + F2m+1-

ispat (4.8) ve (4.10) bagintisinda a = b = 1 oldugunda, G,, = F,, ve H, = L, dir.

Teorem 4.18 ve Sonug 4.19°dan istenilen esitlikler elde edilir. U

Teorem 4.21. Her m pozitif tam sayist icin,

H2m+1 =a (ZHEbml> + 2ab™ — a(—b)m

=0

dir.
Ispat Sonug 4.19°dan H,,, 1 H,, = a(—b)"+ Hay,, 1 oldugu bilinmektedir. Ayrica (4.10)
bagintis1 kullanilarak H,, 1 H,, de hesaplanirsa;
Hm+1Hm = (aHm + mefl) Hm
= aH2 +b(aH, 1 +bH, o) Hy o
= a(Hp +bH., )+ 0> (aHyn—o+ bHyp_3) Hyp
= a(H} +bH., | +b°H? )+ 0°HyoHp, 3
= a +bH., | 4+ 0’ HY o+ ...+ V" HY) + 0™ (aH; + bHy) Hy

= a

(

= a(H, +bH., |+ 0 H. o+ ...+ V" °H) + b "HyH,
(Hy,
(b’ H,

S+ 0 HE  + U HL o+ .+ VTPHS + VT HT) + 240
bulunur. Her iki esitlikten;
H2m+1 — <b0H2 +bIH2 1+b2H2 2+ +bm 2H2+bm 1H2)

+2ab™ — a (—b)"

= a (ZH}bmi> + 2ab™ — a(—b)™
=1

elde edilir. 0
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Sonuc¢ 4.22. Her m pozitif tamsayist icin,

Lomir = (ZL?) +2- (-1
i=1
dir.

ispat (4.10) bagintisinda a = b = 1 oldugunda, H,, = L,, dir. Teorem 4.21°den istenilen
esitlik elde edilir. O

Teorem 4.23. Her n, m ve k pozitif tam sayist icin

dir.
Ispat Teorem 4.8’den

Sn+m+k _ 1 Hn+m+k AGn+m+k

Gn+m+k Hn+m+k

dir. Matris iglemlerinden

Sn+m+k — Sn—l—m Sk

2 Gnim Hugm 2 Gr  Hy

1 Hn+mHk + AGn—l—mGk A (Hn—l—mGk + Gn+mHk)
4 Hn+mGk + Gn—i—mHk} Hn+mHk + AC;’n—l—mG(k

bulunur. Matris esitliginden

ZGnerJrk = Gn+mHk + HnerGk

2Hn+m+k = Hn+mHk + AGjn—‘rmGk
dir. Burada Teorem 4.12 yardimiyla

2Gn+m+k - Gn+mHk + Hn—l—mGk
(G.Hy, + H,Gy) Hi, + (H, H,, + AG,LG) Gy

N | —
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bulunur ve
elde edilir. Benzer sekilde Teorem 4.12°den

2Hn+m+k = Hn+mHk+AGn+mGk

(HoHypy + AGnGry) Hy + A (G Hypy + HoGon) Gl

DN | —

bulunur ve
AH,  mx = H HpHy + A (GG Hy + G, H,,Gy + H,G,,Gy)

elde edilir. 0

Teorem 4.23 icin asagidaki sonuglar elde edilir.
Sonuc 4.24. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;

1. 4Gs,, = G,,(3H2 + AG?),

2. 4Gt = 2GHo Hyp1 + Goyy (H? + AG?))

3. 4Gsmss = 21 HyHyyr + G (H2 40 + AG2,,,)

4. 4H3,, = H3 + 3AG? H,,,

5. 4H3p 11 = H2 Hppy1 + AG (G Hypr + 2H,y, Gg),

6. 4Hsp0 = HyHZ | 4 AGryy1 (Grs1 Hyy + 2H, 101Gy

Ispat Teorem 4.23’te n = m = k alinirsa Esitlik 1 ve 4 elde edilir. Teorem 4.23’te
n =m ve k = m + 1 alinirsa Esitlik 2 ve 5, yine Teorem 4.23’te n = k = m + 1 alinirsa

da Esitlik 3 ve 6 elde edilir. U
Sonug 4.25. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
1. 4Fy,, = F,,,(3L3 +5F2),

2. 4Fy41 = 2F Ly Lyny1 + Frop (L2, 4+ 5F2),
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3. 4F3m+2 = 2Fm+leLm+l + Fn

4. 4Lsy, = L3 + 15F2 L,

(L3n+1 + 5F3~b+1) )

5. 4L3m+1 = LganJrl —|— 5Fm(FmLm+1 —|— 2LmFm+1)>

6. 4L3m+2 = LngnJrl =+ 5Fm+1 (Fm+1Lm + 2Lm+1Fm)

ispat (4.8) ve (4.10) bagintisinda ¢ = b = 1 oldugunda, G,, = F,, ve H, = L, dir.

Teorem 4.23 ve Sonug 4.24°ten istenilen esitlikler elde edilir. U

Teorem 4.26. Her n, m ve k pozitif tam sayist icin,

(=1 = He

dir.

Ispat Teorem 4.12 yardimiyla,
Hygm

Gm—i—k

+ A (_1>n+k bn_ka+k(Gk—an+m - Gm-i—k)

| B.H, + AGG,
2| GuHp+ HiGn

[ B, ac, ][ &,
2l G He || G

elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayilari igin

B =

H, AG,

1
21 G, H,

matrisini tamimlayalim. Simdi Teorem 4.15 kullanilarak B matrisinin determinanti

det(B) =

1

1 (HiLH, — AGyG,)
1 n

5 (_b) Hy_y,

olarak bulunur. det(B) # 0 oldugundan B matrisinin tersi vardir. Buradan

-1

H. | 1| H. AG, Hyim

G S 2 G, Hy Gtk
B 1 1| Hp —-AG, H,
S OL0"Hew2 | _g, o, G

1

Hk Hn+m - AGnGm+k

(=0)" Hien | —GpHyyn + Hy G
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dir. Matris esitliginden

1

1
Gn = —a7— H.Gugr — GeHpim
(—b) kan( +k k + )

dir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15 yardimiyla

[(Han—l-m - AGnGm—H{:)Q - A (HnGm—l—k - Gan+m)2]
2n

(H,? — AG,%) + 2AG sk Hyon (Hy Gy — G Hy)

4(=b" " H2 & = H?

n+m
+AG . (AG, — Hy)

- H?

n+m

4(=b)* + 2AG sk Hppom2 ()" G
+AG 1 (—4) (=0)"

A(-1rmpntray o= H

n+m

A(=1) 0" + 4A (=1)" V" GG Hoiom

—4(-1)"V"AG?,.,

olur. Buradan esitligin her iki tarafi (Zbl,z ' ile carpilip diizenlenirse

(_1)m+k b2n+m—kH]§_n — 2

n-+m

+ A (_1)n+k bn_ka+k(kaan+m - Gerk:)

elde edilir. 0

Sonuc 4.27. Her m pozitif tam sayist i¢in,

1. 4(—b)*™ = H2 — AG?

2m»

2. a?p?m ! = %G2m+1(H2m - G2m+1) - H22m7

3. 4(_b)zm+l = H22m+1 - AGgm—H'

Ispat Teorem 4.26’da n = m = k alirsa Esitlik 1, yine Teorem 4.26’da n = m,
k = m + 1 alimirsa Egitlik 2 ve Teorem 4.26’da n = k = m + 1 alinirsa da Egitlik 3 elde
edilir. U

Sonuc 4.28. Her m pozitif tam sayist icin asagidaki ifadeler dogrudur;
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1. L3 =5F% +4,

2. L2 +1=5Fy,1(Lom — Fami1),

3. 5F3,  =1L3,., +4
ispat (4.8) ve (4.10) bagintisinda a = b = 1 oldugunda, G,, = F,, ve H, = L, dir.
Teorem 4.26 ve Sonug 4.27°den istenilen esitlikler elde edilir. U
Teorem 4.29. Her n, m, k pozitif tamsayisi ve n # k olmak iizere

(—1)mnamekAGE = g2 ()" (Hy o Ho — Ho)
dir.
Ispat Teorem 4.12 yardimuyla,

H,H,, + AG,G,,
H, H;, + AG,,G,

Hn—l—m
Hm+k

N —

1| H, AG, H,
21 H, AG, G,

elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayilar1 icin

H, AG,

1
B=-
2| H, AG,

matrisini tanimlayalim. Simdi Teorem 4.15 kullanilarak B matrisinin determinanti
1
1
== §A (—b)n Gk—n

olarak bulunur. n # k oldugundan det (B) # 0 dir ve B matrisinin tersi vardir. Buradan

-1

H,| 1| H AG, Hop
G, | 2| H AG Hyyo
1 1| AG, —AG, H, i
T OIAEN' G2 | g, om, Hypor
. 1 Gan—i-m - GnHm+k
(—b)n Gi_n HﬂH'ﬁL+k;Han+m
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dir. Matris esitliginden de

Ganer - GnHm+k
(_b)n kan
HnHerk - Haner
A (=) Gy

H, =

G =

dir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15 yardimiyla da

(Ganer - GnHm+k)2 A (HnHerk - Han+m)2

4(=b)" = -

(=b)" G, A2(=b)" Gi_,,

4(=b)*™MAGE_, = H2,,, (AG:— HY) +2H, mHpyr (HyH, —

+H? (AGi - HEL)

— H?

—4(=b)" HZ .,

4 <_1>2n+m b2n+mAGi—n = H72L+m

4 (=) e HE L,

(-

bulunur. Buradan esitligin her iki tarafi ~—;

ile carpilip diizenlendiginde

(_1)m+k+1 an+m7kAszn _ H2 _ (_l)n—l—k bnika-s-k(Hk—anJ,-m .

n+m

elde edilir.

Sonuc 4.30. Her m pozitif tam sayist icin n # k olmak iizere
AV = H3 . — Hop1 Hopo

dir.

n-+m (_4> <_b)k +4 (_b)n kaanerHerk

AGLG,)

A=) 4 (=) V" Hy—p Hypsog Ho

Hm—l—k)

Ispat Teorem 4.29°dan = m ve k = m + 1 alinirsa Onerme 4.10 yardimiyla istenilen

esitlik elde edilir.

Sonug 4.31. Her m pozitif tam sayist i¢in
L§m = Lomt1Lom—1 +5
dir.
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Ispat Onerme 4.10’da @ = b = 1 oldugunda, H, = L, dir. Teorem 4.29 ve Sonug
4.30’dan istenilen esitlik elde edilir. O

Teorem 4.32. Her n, m, k tamsayist icin n # k olmak iizere,

(1) G, =

n+m Hn—an+me+k + (_1)n+k bn_kG?n-&-k:
dir.
Ispat Teorem 4.12 yardimiyla,

G.H,, + H,Gp,
GnHy + H,, Gy,

Gn+m

DO | —

Gm-i—k
21 Gy H, G

elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayilar1 i¢in

G, H,

1
B=-=
21 G, H,

matrisini tanimlayalim. Teorem 4.15 kullanilarak B matrisinin determinanti

det(B) = - (GnHy — H,Gy)

N — | =

(_b>k Gt

dir. n # k oldugundan det(B) # 0 dir. O halde B matrisinin tersi vardir. Buradan

-1

Hm 1 Gn Hn Gn+m
G 2| G H, G
1 Hk’Gn-i-m - HnGm+k

(_b)k ank GnGerk - Gan+m
bulunur. Matris esitliginden

Han+m B HnGm—i—k
<_b>k G
GnGm+k - Gan+m
(_b)k Gy
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dir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15’ten

(Han—i-m - HnGm+k)2 - A (GnGm+k - Gan+m)2
(-0 G2,

(Hp — AG?) +2GsmGsr (AG, Gy — H, Hy,)

4 (_b)m-‘er Gi_k _ G2

n+m
+Go (HEL - AG?@)
= 4(=b) G2

n+m

—4 (_b)k ananerGerk’
+4(=b)" G2,
4(=1)"THRpmaRG2 = 4 (=) RGP, — 4 (1) W H kG Gk

+4 (=1)" "G

(—n*
4bk

hesaplanir. Buradan her iki taraf ile carpilip diizenlenirse

()G = G

n+m

- ananerGm%Jc + (_1)7l+k? bnikG2n+k

elde edilir. 0

Sonug 4.33. Her m pozitif tam sayist i¢in
b2m = G%m—i—l — aGgmGQm_H — bG%m

dir.

Ispat Teorem 4.32°de n = m, k = m + 1 aliip Sonug 4.10 yardimiyla da istenilen
esitlik elde edilir. 0

Teorem 4.32’de n = m + 1 ve k = 0 alinirsa da asagidaki esitlik elde edilir.
Sonug 4.34. Her m pozitif tam sayist i¢in
(—1)" "Gy = Gy — Hot Goet G+ (1) 071G,
dir.
Sonuc 4.35. Her m pozitif tam sayist icin
Fii1 = FomFomya + 1
dir.
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Ispat (4.8) bagintisinda @ = b = 1 oldugunda, G,, = F, dir. Teorem 4.32 ve Sonug
4.33’ten
1=F} . — FonFomr — F5,

bulunur. (2.1) bagmtisina gore gerekli diizenlemeler yapildiginda
F22m+1 = FZmF2m+2 + 1

elde edilir. 0
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5. SONUCLAR

Bu tezde, Fibonacci ve Lucas sayilarinin genellemesi olan G, ve H,, say1 dizilerinin
temel ozellikleri arastirnlmistir. Lineer cebir yontemleri ve matris cebiri yardimiyla, bu
say1 dizileri i¢in baziesitlikler bulunmustur. Fibonacci ve Lucas say1 dizilerine indirgenerek

esitliklerden bazilar1 asagida listelenmistir. Her n, m pozitif tam sayis1 i¢in
1. 2Ly = Ly Ly, + 5F, Fy,
2. 2F i =Ly + L Fy,
3. 2Ly, = L? +5F2,
4. Fy, = F Ly,
5. 2Lopmi1 = Liny1 Ly + 5E 1 Fons
6. 2F511 = Fp1 Ly + L1 B,
7. 2(-1)" L,y = L,L,, — 5F, F,,,
8. 2(-1)"F,_y = F,Ly, — L, F,,,
9. 4(-1)" =L? —5F2,
10. 2(—=1)" = L1 L — 5F i1 Foms
11. 2(=1)" = Fus1Lm — L1 Fon,s
12. LyLyy=(—1)" Ly + Lypsms
13. F,ly, = (—1)" Fpin + Frms
14. L2, =2(=1)" + Loy,
15. Lyy1Ly = (=1)" + Loy 1,
16. Frp1Lyy = (=1)" + Fopy1,

17. 4F3, = F,,(3L2, +5F2),
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18. 4Fy 11 = 2F, Ly Ly + Fiy (L2, +5F2),

19. 4Fs40 = 2F 1 Ly Ly + Fy (L2, +5F2 ),
20. 4Ls,, = L3 +15F2 L,

21. 4Lspi1 = L2 Lyns1 + 5F0 (Fn Lt + 2L 1),
22. 4Lzpvo = Ly L2 1 + 5F i1 (Fpy1 Loy + 2L 1 ),
23. L2 =5F2 +4,

24. L3, +1="5F,1(Lopm — Fomi1)s

25. 5F2, =13, ., +4,

26. L2 = Lomi1Lom_1 + 5,

27 F22m+l = FQmFQm+2 + 1
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