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OZET

FARKLI KONVEKSLIK SINIFLARI iCIN CARATHEODORY, RADON,
HELLY TEOREMLERI VE BAZI UYGULAMALARI

Bahadir SENSES
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof. Dr. Gabil ADILOV
Ocak 2022 ; 61 sayfa

Bu tezdeki amacimiz, konvekslik siniflarina ait Carathéodory, Radon ve Helly
Teoremleri, bu teoremlerin bazi uygulamalari ve biribirleriyle olan iliskileri ile ilgili, bir
literatiir taramasi yapmaktir. Ayrica, bu zamana kadar ortaya konmus konvekslik
siiflarindaki Carathéodory, Radon ve Helly Teoremlerini incelemek ve aralarindaki
bazi iligkileri tespit ederek ortaya konabilecek yeni konvekslik siniflar1 hakkinda fikir
tiretmektir. Bunun yani sira, tezde Helly teoreminin bazi uygulamalar1 verilerek, ispati
ve grafiksel ifadesi gosterilmistir.

Literatiir taramasi yapildiginda, konvekslik kavraminin soyutlastirilmasi ile
birgok soyut konveks fonksiyon smifinin elde edildigi goriilmektedir. Ayrica, bu
siiflarin tanimh oldugu soyut konveks kiimeler i¢in konvekslikte temel teoremlerden
Carathéodory ve Helly teoremlerinin ¢alisildig1 goriilmistiir. Literatiir taramasinda, bu
alanda yazilmig ve erisimi miimkiin olan bir¢ok akademik calisma, tez ve kitap
incelenmistir.

Alt1 bolimden olusan tezde; birinci bolimde konvekslik hakkinda ve
Carathéodory, Radon ve Helly’nin hayati ve matematige katkilar1 hakkinda bilgiler
verilmistir. Ikinci béliimde konu ile ilgili kaynak arastirmasima yer verilmistir. Ugiincii
boliim olan “Materyal ve Metotlar” boliimiinde ise, topolojik temel kavramlar, soyut
konvekslik ile ilgili temel kavramlar, soyutlastirma yontemleri ve bazi soyut konveks
fonksiyonlara deginilmistir. Dordiinci boliimde farkli  konvekslik simiflar1  igin
incelenmis olan Carathéodory, Radon ve Helly teoremleri, Helly teoreminin bazi
uygulamalar1 verilmis ve son olarak bu temel teoremler arasindaki iliskiler
incelenmistir. Besinci boliimde bu tezde yapilan calismalarin sonuglart ve diger
tezlerdeki arastirmalar dogrultusunda daha neler yapilabilecegi ile ilgili Oneriler
verilmistir. Altinc1 boliimde de bu tezin icerigini olusturan kaynaklar belirtilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Altkafes Konvekslik, B-konvekslik, B-1-konvekslik,

Carathéodory, Helly, Konvekslik, Max-Plus Konvekslik, p-Konvekslik, Radon, Soyut
Konvekslik
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ABSTRACT

CARATHEODORY, RADON, HELLY THEOREMS FOR THE DIFFERENT
CONVEXITY CLASSES AND THE SOME APPLICATIONS

Bahadir SENSES
MSc. Thesis, Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Gabil ADILOV
January 2022; 61 pages

In this thesis, our aim is to conduct a literature is to conduct review of the
Carathéodory, Radon and Helly theorems of convexity classes, the some applications of
these theorems, their relations with each other. It is also to study the Carathéodory,
Radon and Helly Theorems in the convexity classes put forward by this time and to
produce ideas about new convexity classes that can be put forward by detecting some
relations between them. In addition, this thesis was shown some applications proof and
graphical expression of the Helly Theorem.

A literature review found that a large number of convexity class was defined by
abstracting the concept of convexity, and the study of abstract convex functions related
to these concepts proved the theorems of Carathéodory, Radon and Helly, which are the
main theorems for many of them. In our study for this purpose, all academic studies and
newly printed books made in this field and accessible were examined.

In this thesis, which consists of six parts; In section 1 which is introduction,
general information is given about the concept of convexity, Carathéodory, Radon and
Helly. In section 2, the source research on the subject is included. 3. in the chapter
materials and methods, topological basic concepts, basic concepts related to abstract
convexity, abstraction methods and some abstract convex functions are discussed. In
section 4, Carathedory, Radon and Helly Theorems were investigated for different
convexity classes, some applications of Helly Theorem were proven and finally the
association between these basic theorems were investigated.

KEY WORDS: Abstract Convexity, B-convexity, B-convexity, Carathéodory,
Convexity, Helly, Max-Plus Convexity, p-convexity, Radon, Sublattice Convexity.
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ONSOZ

2018 yilinda baslamis oldugum yiiksek lisanstaki 6grencilik hayatimi bu tez ile
tamamlamanin mutlulugunu yasamaktayim. Tez yazim siirecinde, akademik hayat
icerisinde ve akademik hayatin haricinde hayatin getirdigi bazi siirprizler neticesinde
yasanan problemler nedeniyle siiregelen birtakim aksamalar dahi olsa da, tezimin
tamamlanmasinda danisman hocamin emegi ¢oktur. Bu ve bunun gibi bir¢ok nedenden
otliri bu ¢aligmanin tamamlanmasi i¢in vermis oldugu biitiin destekler i¢in danigman
hocam Prof. Dr. Gabil ADILOV a tesekkiirlerimi sunuyorum.

Ogrencilik dogumdan ebediyete kadar uzanan engin bir denizdir. Ogrenmeyi
birakmak, hayat damarlarimizdan birisinin koptugu manasina gelir. Bu tezin de
ogreneceklerinizden birisine vesile olmasi dilegiyle...
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:

N : Dogal Sayilar Kiimesi

R : Reel Sayilar Kiimesi

R, : Negatif Olmayan Reel Sayilar Kiimesi
R" : n Boyutlu Oklid Uzay1

R} {(Xq, X2, e, Xp): X = 0,1=1,2,...n}
R, (X1, X9, e, X)X > 0,i=1,2,...n}
() : I Carpim

I]. || : Oklid Normu

d(x, y) : Oklid Metrigi

(V, II.l)  :V Kiimesi I¢in Bir Normlu Uzay
(V,{.,.)) :V Kiimesi I¢in Bir I¢ Carpim Uzay1
V(R) :Vektor Uzay1

dim(V) : V Vektor Uzayinin Boyutu

B(a, r) : @ Noktasinin r Yarigapli A¢ik Komsulugu

B(a,r) : @ Noktasinin r Yarigapli Kapali Komsulugu

B*(a,r)  :aNoktasininr Yarigapl Delinmis Komsulugu

{xx} : Xy Dizisi

e, : (0,0, ST R ,0)

intA : A Kiimesinin I¢ Noktalar Kiimesi
A : A Kiimesinin Kapanisi

bdA . A Kiimesinin Sinir1

infD : D Kiimesinin Infimumu

supD : D Kiimesinin Supremumu

viii



L : Lineer Alt Uzay

H(X) : Hessian Matrisi

0 : Kismi Tiirev

z : Toplam Sembolii

U : Birlesim

N : Kesisim

% : Koordinatlara Gore Maksimum

A : Koordinatlara Gére Minimum

u : Ispatin Bittigini Gosterir

epi(f) : f Fonksiyonunun Epigrafi

dom(f) : f Fonksiyonunun Tanim kiimesi {x: f(x) < oo}

supp(f, H) : f Fonksiyonunun Destek Kiimesi{h € H| h<f}
k=1,n :k=1.2,...n

conv(4) : A Kiimesinin Konveks Kabugu

K(4) : Konveks Kombinasyonlar Kiimesi

Coyf : f Fonksiyonun H-konveks Kabugu

Co"(4A) : A Kimesinin r-konveks Kabugu

Co”(A) : A Kimesinin B-konveks Kabugu

B[A] : A Sonlu Kiimesinin B-konveks Kabugu

limsup  : Ust Limit

lim inf » Alt Limit

Kisaltmalar:

IPH . Artan Pozitif Homojen

InR . Artan Radyant

ICR : Artan Ko-Radyant

ICAR : Artan ve Isinlar Uzere Konveks
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GIRIS B. SENSES

1. GIRIS

Matematigin 6nemli alanlarindan biri olan Konveks Analiz, 6zellikle son
yillarda yapilan ¢aligmalar sonucunda hiz kazanmis ve yeniliklere agik hale gelmistir.
Konvekslik kavramiin Giinliik hayatta sikca karsimiza ¢ikan uygulama alanlar1 vardir,
ayrica bilimsel hayatta da kayda deger sekilde calisma alani bulmustur ve dnemini
gittikce arttiran bir konu haline gelmistir. Konveks analizin uygulama alanlarina 6rnek
olarak Optimizasyon Teorisi (Bertsekas, 2003), Esitsizlikler Teorisi (Hardy, 1934),
Matematiksel Ekonomi (Tarasov, 2020) verilebilir. Bu alanlarda Konveks Analiz bir
caligma alani1 olarak ilgi toplamaktadir.

Bu tezde konvekslik kavrami iizerinde durularak, konvekslik smiflar1 icin
Carathéodory, Radon ve Helly Teoremlerine yer verilmistir (Carathéodory, 1907,
Radon, 1921 ve Helly, 1923). Teorik ¢alismalar ve uygulamalarinin iirettigi sonuglar
neticesinde, bu {i¢ degerli bilim insaninin bilim diinyasina kazandirmis oldugu bu
teoremler giiniimiizde de kullanilabilirligini devam ettirmektedir.

Bu tezde Klasik konvekslik, Max-Plus (Gaubert ve Meunier, 2010), p-konveks
(Bastero, Bernues ve Pena, 1995), Altkafes (Queyranne ve Tardella, 2015), B-konveks
(Briec ve Horvath, 2004), B~t-konveks (Adilov ve Yesilce, 2016) vb. farkli konvekslik
smiflar1 ele alinacak ve bu siniflardan bazilari i¢in ¢alisilmis olan Caratheodory, Radon
ve Helly teoremleri bir araya getirilecek ayni zamanda bunlarla ilgili agiklayict
orneklere yer verilecek ve bununla birlikte uygulamalari arastirilacaktir.

Ornegin;
C kiimesi R™’nin bir alt kiimesi ve x4, X, ..., X, € Colsun. 1; >0 ve )%, A4; =1

saglayan reel sayilar1 i¢in "
X = z )ll-xi eEC
i=1

oluyorsa C kiimesine konveks kiime ve x vektoriine de xq,xy,...x,, noktalarinin
konveks kombinasyonu denir. Bir bagka deyisle C kiimesinin konveks kiime olmasi i¢in
herhangi iki noktasinin konveks kombinasyonunun yine C kiimesine ait olmasi
gerekmektedir.

Simdi ise tezimize konu olan teoremleri literatiire kazandiran, Carathéodory,
Radon ve Helly’nin hayatlarina deginelim.

Constantin Carathéodory (1873 - 1950)

1881'den 1891'e kadar degisik okullarda egitim gérmiistiir. Belgika'nin en iyi
Matematik 6grencisi se¢ilmistir. 1891-1896 yillar1 arasinda askeri mithendis olmak igin
Ecole Militaire de Belgique ve Ecole d'Application okullarina devam etmistir. 1897
yilinda Osmanli-Yunan Savasi baglayinca babasinin Osmanli hiikiimetinin bir gorevlisi
olmast dolayisiyla duygusal karmasalar yasamistir. Britanya koloni servisinde ise
girerek 1900 yilina kadar Misir'in Asyut kentinde calismigtir. 1900'de Berlin
Universitesi'ni, 1902'de Géttingen Universitesi'ni bitirmistir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Osmanl%C4%B1-Yunan_Sava%C5%9F%C4%B1_(1897)
https://tr.wikipedia.org/wiki/Asyut
https://tr.wikipedia.org/wiki/Berlin_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Berlin_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6ttingen_%C3%9Cniversitesi
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1908 yazinda Kurugesme’ye gelmis, burada termodinamik {izerindeki
calismalarini tamamlayarak aym1 yilin Ekim aymda Géttingen Universitesi’ne donmiis
ve profesor olmustur. Sonra tekrar Kurugesme’ye gelen Carathéodory’nin bir alt1 ay
daha burada kaldigi bilinmektedir. 1909'da Hannover Universitesi'nde, 1910'da
Wroclaw Teknoloji Universitesi'nde, 1913'te Gottingen Universitesi'nde, 1919'da Berlin
Universitesi'nde c¢alismustir. Elefterios Venizelos’un c¢agrisina uyarak, isgal yillarinda
(1919 - 1922) izmir’de kurulan iyonya Universitesi rektorliigiinii yapmustir. 1922'de
Atina Teknik Universitesi'nde, 1924'te Miinih Ludwig Maximilian Universitesi'nde

calismigtir. 1938'de emekli olmustur ancak ¢alismalarina hayatini kaybettigi 1950 yilina
kadar Bavyera Bilimler Akademisi'nde devam etmistir.

Caratheodory, Yunanca, Almanca, Tiirkge, Italyanca, Fransizca, Ingilizce ve
bazi antik dillerde konusup yazabilmekteydi. Ailesi Yunanistan'in Tiirkiye sinirinda
bulunan Yeni Vize sehrinden oldugundan burada bir Caratheodory aile miizesi
kurulmustur. 2009 yilinda Giimiilcine'de bir miize daha a¢ilmistir (Boerner, 1970).

Johann Radon (1887 - 1956)

Avusturyali Matematik¢i Johann Radon, simdiki Decin Czech Republic olan
Tetschen, Bohemia, Avusturya-Macaristan Imparatorlugu’nda dogmustur. 1910°da
Viyana Universitesi’nde varyasyon hesabi iizerine doktorasmi yapmustir ve doktor
tinvanmni almigtir. 1912°den 1919°a kadar Viyana Teknik Universitesinde gérev almistir
ve burada habilitasyonunu bitirmistir. Habilitasyon, baz1 Asya ve Avrupa iilkelerinde en
yiiksek dereceli akademik sinav olup doktora derecesinden sonra, bir bilimsel eser daha
verilerek kazanilan ve “Privatdozent” veya “Dr. Habil” unvanini eklemeye hak
kazanilan bir egitim siirecidir.

Birgok iiniversiteden ordinaryiis profesor linvani verilmek ilizere davet almistir;
1919 Hamburg Universitesi, 1922 Greifswald Universitesi, 1925 Erlangen Universitesi.
Daha sonra 1928-1945 tarihlerinde Breslau Universitesi’nden ordinaryiisliilk yapmustir.

1954-1955 yillarinda Viyana Universitesi’nde rektorliik, 1939-1947 yillarinda
Avusturya Bilimler Akademisi tiyeligi, 1952-1956 yillarinda Class of Mathematics’in
sekreterligi, 1948-1950 yillarinda ise Mathematical Society’nin baskanlig1 gérevlerinde
bulunmustur (Burkovics, 1994).

Eduard Helly (1884 - 1943)

Eduard Helly, 1884’te Viyana’da dogmustur. Viyana Universitesi’nde
okumustur. Wirtinger ile Merten’in danismanligin1 yaptigi Fredholm denklemleri ile
bagintil1 bitirme tezini yazmistir. Ardindan 1907°de Gettingen’de doktoraya baslamistir.
O zamanlar Gettingen Universitesi diinyaca {inlii matematikgiler igin {inlii bir isme
sahipti ve Helly burada Klein, Hilbert, Runge ve Minkowski gibi diinyaca {inlii
matematikg¢ilerden 1907 ve 1908 yillarinda ders almustir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Hannover_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Wroclaw_Teknoloji_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6ttingen_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Berlin_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Berlin_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Elefterios_Venizelos
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0zmir
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0zmir_%C4%B0yon_%C3%9Cniversitesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/M%C3%BCnih_Ludwig_Maximilian_%C3%9Cniversitesi
https://en.wikipedia.org/wiki/D%C4%9B%C4%8D%C3%ADn
https://en.wikipedia.org/wiki/Czech_Republic
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Geri dondiigiinde akademik c¢aba gostermeden, yasamini siirdiirmek i¢in farkli
bir yol se¢mistir. Gimnazyumda ders vermis, matematikten ¢6ziimlii problemleri olan
kilavuz kitaplart yazmistir. Bununla beraber matematikte yepyeni bir alan olan
Fonksiyonel Analiz alani i¢in girisimlerde bulunmustur. 1912’de Hahn-Banach
Teoremi’ni ispatlamistir, bu ispat Hahn’in yapmis oldugu ayni ispattan 15 sene once,
Banach’in da bu teoreme modern bir sekilde bicimlendirmesinden 20 sene Once
yapilmuistir.

Helly 1912°de yayimlanmis olan makalesinde bir takim 6nemli sonuglara imza
atmistir. Onlardan ilki “Helly’nin Se¢im Prensibi”dir. Bu makalesinde olan diger
sonuglar da sonraki yillarda Helly’e Matematik diinyasinda hak ettigi yliksek makamini
kazandirmigtir. Ayn1 zamanda “Diizgiin Sinirlilik Prensibi’ni ilk defa ortaya atan kisi
olarak da tarihe gegmistir.

Eduard Helly, matematik diinyasinda Helly Teoremi, Helly Aileleri, Helly
Seleksiyon Teoremi, Helly Metrigi ve Helly-Bray Teoremi ile taninmaktadir.

Bu boliimde Caratheodory, Radon ve Helly’ nin hayatlarina degindikten sonra,
ileriki boliimlerde tezin ana konusu olan farkli konveks kiimeler icin Carathéodory,
Radon ve Helly Teoremleri ve bu teoremler arasindaki bazi iliskileri, ¢ok sayida
literatiir taramasi yapilarak, giiniimiizdeki halini alan bigimleriyle incelenmis, bir araya
getirilmis ve listelenmistir (Butzer, 1970).



KAYNAK TARAMASI
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2. KAYNAK TARAMASI

Konvekslik, Arsimed’in tarafindan M.O. 250 yilinda © sayisin1 hesaplamasina

kadar uzanmaktadir. Ancak matematik diinyasinda 19. yy. sonlarinda kesfedilmeye
baslanmistir. 1881 yilinda ilk kez Hermite tarafindan elde edilen bir sonucun, 1883
yilinda Mathesis adl1 dergide yayinlanmasi ile ortaya ¢ikmustir.

Bir¢cok matematik¢i konveks fonksiyon ve esitsizlikler teorisi ile ilgili birgok

calismaya imza atmigtir:

Inequalities (Hardy, 1952)

Inequalities (Beckenbach ve Bellman, 1961)

A Generalization of Radon’s Theorem (Tverberg, 1966)

Analytic Inequalities (Mitrinovic, 1970)

Some Elementary Properties of Interval Convexities (Calder, 1971)

Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivative (Mitrinovic,
1991)

Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications (Dragomir ve
Pearce, 1991)

Convex Functions Partial Orderings and Statistical Applications (Pecaric,
Proschan ve Tong, 1992)

Classical and New Inequalities in Analysis (Mitrinovi¢, 1993)

The Theorems of Caratheodory and Gluskin for 0 < p <1 (Bastero, Bernués ve
Pena, 1995)

B-Convexity (Briec ve Horvath, 2004)

Mathematical Inequalities (Pachpatte, 2005)
Convex Functions and Their Applications (Persson, 2006)

Caratheodory, Helly and the Others in the Max-Plus World (Gaubert ve Meunier,
2009)

Helly’s Theorem and Its Equivalences via Convex Analysis (Robinson, 2014)

Caratheodory, Helly and Radon Numbers for Sublattice Convexities (Queyranne
ve Tardella, 2015)

Caratheodory’s Theorem for B~1-convex Sets (Yesilce ve Adilov, 2016)
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e Radon’s and Helly’s Theorems for B~1-convex Sets (Kemali, Yesilce ve Adilov,
2021)

Konveks Analiz’in Optimizasyon Teorisi’nde, Esitsizlikler Teorisi’nde,
Ekonomi’de olan uygulamalari bu alana olan ilgiyi her gecen giin daha da arttirmistir.
Bundan dolayi, konveks fonksiyonlar, Optimizasyon Teorisi, Esitsizlikler Teorisi,
Ekonomi alan1 gibi bir¢ok alanda 6nemli bir yere sahiptir ve bir¢cok ¢alismada hem
teorik olarak hem de bu uygulamalar ile ¢alisilmaktadir. Bu nedenledir ki, son yillarda
¢ok sayida yeni soyut konvekslik kavramlart tanimlanmis, bu kavramlarla ilgili
fonksiyonlar incelenmis ve temel teoremler olan Carathéodory, Radon ve Helly
teoremleri ispatlanmistir. Bu c¢alismada klasik konvekslikte ve Max-Plus, p-konveks,
Altkafes, B-konveks, B-1-konveks vb. soyut konveksliklerle ilgili Caratheodory, Radon
ve Helly Teoremleri arastirilip ele alinmig, bazilar1 igin agiklayici drnekler verilmis ve
bazi uygulamalar1 bulunmustur. Bu alanda yapilmis baz1 ¢aligmalar;

e Klasik konvekslik i¢in Carathéodory Teoremi 1907 yilinda, Radon Teoremi 1921
yilinda, Helly Teoremi 1923 yilinda yaymlanmstir.

e B-konvekslik icin Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri 2004 yilinda W.

Briec ve C. D. Horwath tarafindan yayinlanan makalede (s.103-127) ortaya
konulmustur.

e B-konvekslik i¢in Carathéodory Teoremi’ne 2016 yilinda G. Adilov ve I. Yesilce
tarafindan yayinlanan makalede (S. 444-447) yer verilmistir.

e Bl-konvekslik i¢in Radon ve Helly Teoremlerine 2021 yilinda G. Adilov, S.
Kemali ve I. Yesilce tarafindan yayinlanan makalede yer verilmistir.

e Max-Plus konvekslikte Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri ilk kez 2008
yilinda S. Gaubert ve F. Meunier tarafindan yayinlanan makalede (s. 648-662)
ortaya konulmustur.

e p-konvekslik icin Carathéodory Teoremine ilk kez 1995 yilinda J. Bastero, J.
Bernués ve A. Pefa tarafindan yayinlanan makalede (S.141-144) yer verilmistir.

e Helly Teoremi’nin Baz1 Uygulamalari 2002’de Yusubov ve Fatullayev tarafindan
gosterilmistir.

o Altkafes konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Sayilar1 2015 yilinda M.
Queyranne ve F. Tardella tarafindan yaymlanmistir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Topolojik Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan, d: X X X —
R fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay
denir:

Vx,y,z € X igin

. dx,y)=0sx=y;
ii. d(x,y)=d(y, x) (Simetri);
iii. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (Ucgen esitsizligi)

Tamm 3.1.2. V bos olmayan bir kiime, R reel sayilar kiimesi olsun. Toplama islemi
olarak adlandirilan,

T:VXV->V,T(x,y)=x+Yy
fonksiyonu ve skalerle ¢arpma iglemi olarak adlandirilan,
SSRXV ->V,S(a,x) =ax

fonksiyonu verilsin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa V kiimesine R reel sayilar cismi
tizerinde vektor uzayi veya lineer uzay denir ve V(R) ile gosterilir:

I) Her x,y,z € V igin,

I. x + y € V (Kapallik),

i. (x+y)+2z=x+(y+z) (Birlesme);
. x +y =y + x (Degisme);
iv. x4+ 0 = x (Birim elemanin varligi);
V. x4+ (—x) = 0 (Ters elemanin varligi).

I) Her a, B € R ve her X, y € V i¢in,
. alx+y)=ax+ay;
ii. (a+pB)x=ax+ Bx;
iii.  a(Bx) = (aB)x;
iv. 1x=x.

V(R) vektor uzayinda V kiimesinin elemanlarina vektor, R kiimesinin elemanlarina
skaler denir.

Tammm 3.1.3. V bir lineer uzay olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan ||-|:V - R
fonksiyonuna V iizerinde bir norm ve (V, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay denir:

Vx,y € Vveld € Rigin
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i |lx|[=0vellx||=0ex=0,
ii.  |[Ax|| = |All|x]|| (Pozitif homojenlik),
ii.  [lx+ yll < llxll + Iyl (Uggen Esitsizligi).
Her normlu uzayda bu normdan iiretilen bir metrik tanimlanabilir.

Teorem 3.1.1. (V, || - |), V kiimesi i¢in bir normlu uzay olsun. d:V x V - R,d(x,y) =
lx-y|| seklinde taniml1 fonksiyon V {izerinde bir metriktir.

Tamim 3.1.4. V bir vektor uzayi olsun. (-,-): V X V — R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa, bu fonksiyona V {izerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, (V, (-,-)) ikilisine bir ig
carpim uzay1 denir:

Vx,y € Vvek€Rigin
i.  (x,x) = 0ve(x,x) =0 x =0;
i (xy) =y, x);
. (,y+2z)=(xy)+(xz);
iv.  (Ax,y) = Ax, y).

Teorem 3.1.2. (V, (-,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. || - ||: V = R, ||x||> = (x, x) seklinde
taniml1 fonksiyon V {izerinde bir normdur.

Reel sayilarin biitiin sirali n-lilerinin kiimesi R" ile gosterilir. Yani
R™ = {(x1, X9, .+, Xp): X1, X, , X € R, }

burada x = (xq, x5, :*, x,) elemanina R™’nin noktasi, xq,X5,*, X, € R sayilarina da
x’1in koordinatlar1 denir.

Tamm 3.1.5. R™’de i-inci koordinati 1, diger koordinatlar1 O olan vektorlere eksenlerin
birim vektorii denir ve e; ile gosterilir:

e; =(1,0,0,---,0); e, =(0,1,0,-+-,0); -5, = (0,0,0,-+,1).

Teorem 3.1.3. R™ vektdr uzay1 lizerinde tanimli fonksiyon, R" iizerinde bir i¢ ¢arpim
fonksiyonudur.

Teorem 3.1.2°ye gore her i¢ ¢arpimdan bir norm {iretilebilir.

n

(1 RYRY = R, (x,y) = Z XYy = X1Y1 + XYz o+ Xy
i=1
seklinde tanimli i¢ ¢arpimin iirettigi norm
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1R = R [l = ) = ) ()?
i=1

seklindedir. Dolayisiyla (R™, I} ikilisi bir normlu uzaydir.

Teorem 3.1.1°¢ gore her normdan bir metrik tretilebilir. Teorem 3.1.2 ve Teorem
3.1.3’e gbre normun lrettigi metrik

d:R" -» R,d(x,y) =|lx — y|| =

seklindedir. Dolayisiyla (R™, d) ikilisi bir metrik uzaydir.

Tamm 3.1.6. R" i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu durumda x, y € R"™ vektorleri arasindaki ag1
0 olmak iizere

(x,) = lIxllllyllcosé
esitligi dogrudur.
Tamm 3.1.7. R" i¢ carim uzay1 ve X, Y € R" iki vektor olmak iizere,
le. y| < Il
esitsizligine Cauchy — Schwarz Esitsizligi denir.
Tanim 3.1.8. V, R cismi iizerinde bir vektdr uzayi ve
U=v,,1,..,7,

kiimesi V’nin bos olmayan sonlu bir altkiimesi olsun. R cisminden herhangi
cy1,Cy, ..., €, elemanlari alinarak elde edilen

W=+ Uy + -+ o,
vektoriine vq, v,, ..., v, vektoriiniin lineer kombinasyonu denir.

Tanim 3.1.9. U = v,, vy, ..., 1, bos olmayan bir vektorler kiimesi ve ¢4, cy, ...,c, € R
olsun.

C1V1 + vy + -+ v, =0

denklemin
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ile tanimlanan en az bir ¢éziimii vardir. Tek ¢ozliim bu sifir ¢6ziimii ise vektorler lineer
bagimsizdir denir. En az bir ¢; # 0 olacak sekilde ¢6ziim var ise vektorler lineer
bagimlidir denir.

Tamm 3.1.10. V bir R cismi tizerinde bir vektor uzay1 ve U < V olsun. Bu durumda U
kiimesi Tanim 3.1.2°de verilen vektorel toplama ve skalerle ¢garpma islemlerine gore R
tizerinde bir vektor uzayi oluyorsa U’ya V’nin bir alt uzay1 denir.

Tamm 3.1.11. U,V vektor uzayinin hem iireteci, hem de lineer bagimsiz bir alt kiimesi
ise U’ya V' nin bir taban1 veya bazi denir.

R™’nin standart tabanlari, e,, eksenlerin birim vektorleridir.

Tammm 3.1.12. V bir vektor uzayr ve U bu vektdr uzaymin bazi olsun. U kiimesinin
eleman sayisina I’ nin boyutu denir ve dim(V)ile gosterilir.

Tammm 3.1.13. V bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger Vx,y € Vigin(x,y) = 0 ise bu iki
vektor ortagonaldir denir.

Tamim 3.1.14. Herhangi bir a € R"™ noktasinin r > 0 yarigapli komsuluklar1 asagidaki
gibi tanimlanir:

i) B(a,v) =x € R™| x—a l<r (agik komsuluk),
ii) B(a,r) =x € R™ | x —a lI< r (kapali komsuluk)
iii) B*(a,r) ==x € R0 <|l x — a I< r = B(a, r) (delinmis komsuluk).

Tanmm 3.1.15. A € R" ve a € A olmak iizere, eger 3¢ > 0 Oyle ki B(a,e) Cc A
gercekleniyor ise a noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. A kiimesinin tiim ig
noktalarinin kiimesi int4 ile gosterilir.

Tanim 3.1.16. A € R" olmak iizere, eger A kiimesinin her noktas1 A kiimesinin bir i¢
noktasi ise A kiimesine R" uzayinda bir agik kiime denir.

Tamim 3.1.17. A € R" olmak {izere, eger R™ \ A kiimesi bir agik kiime ise A kiimesine
kapal1 kiime denir.

Tammm 3.1.18. Her k € N i¢in x; € R™ olmak iizere bir x; dizisi ve bir x, € R"
noktasi verilsin. Eger

limllx, —xo =0
k—oo

ise x; dizisi x, noktasina yakinsar denir. x, noktasina da x;, dizisinin limiti denir. Bu
durum

limx;, = x,
k—oo

yazilarak ifade edilir.
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Tanmim 3.1.19. A € R"™ ve z € R" olmak tizere, eger Ve > 0igcinA N B(z,&) + @ ise z
noktas1 A kiimesinin bir kapanis noktasidir denir. A kiimesinin tiim kapanis noktalarinin
kiimesi A ile gosterilir ve A kiimesinin kapanisi ya da kapanis kiimesi olarak
adlandirilir.

Tanmm 3.1.20. A € R" ve s € R" olmak iizere, eger Ve > 0icin AN B(s, &) # @ ve
(R™\A) N B(s,&) #+ @ ise, s noktasina A kiimesinin bir sinir noktas: denir. A kiimesinin
tiim sinir noktalarinin kiimesine A’nin sinir1 denir ve bdA ile gosterilir.

Tanmm 3.1.21. {x,}, R™de bir dizi olmak tiizere, eger AM > 0 Syle ki Vk € N igin
llxx || < M ise x;, dizisine bir sinirl dizi denir.

Tanm 3.1.22. x;, R"’de bir dizi ve k; kesin artan bir dogal say1 dizisi olmak iizere xy,
dizisine x;, dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 3.1.4. Her sinirh dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Tamim 3.1.23. Eger A icerisindeki her dizinin A igerisindeki bir noktaya yakinsayan bir
alt dizisi var ise A kiimesi R" uzayida kompakttir denir.

Teorem 3.1.5. A € R" olmak iizere A kiimesinin kompakt olmasi igin gerek ve yeter
kosul kapal1 ve siirli olmasidir.

Tamim 3.1.24. D € R olmak tizere 3m € R vardir 6yle ki Vx € D igin m < x ise
m sayist D kiimesi i¢in bir alt sinirdir ve D kiimesine de alttan siirli kiime denir.
Benzer bicimde IM € R 6yle ki Vx € D igin x < M ise M sayisi D kiimesi i¢in bir st
sinirdir ve D kiimesine de iistten sinirli kiime denir.

Tanim 3.1.25. @ # D c R kiimesi alttan sinirli olsun. D kiimesinin alt sinirlarinin en
biiyiigline D kiimesinin infimumu denir ve infD ile gosterilir. @ # D c R kiimesi
iistten sinirlt olsun. D kiimesinin st sinirlariin en kii¢iigline D kiimesinin supremumu
denir ve supD ile gosterilir.

Eger D kiimesi alttan sinirh degil ise infD = —oo , {istten sinirh degil ise supD = +oo
yazilir. Ayrica inf@ = +oo ve sup® = —oo kabul edilir.

Tanmim 3.1.26. f: A € R" - Rve x, € A olsun.

Eger 36 > 0 var 6yle ki V x € B(xy,8) N Aigin f(x,) < f(x) sart1 saglantyor ise f, A
tizerinde x, noktasinda yerel minimuma sahiptir denir. Eger V x € A igin f(xy) <
f(x) gegerli ise f, A lizerinde x, noktasinda mutlak minimuma sahiptir denir.

Eger 38 > 0 var oyle ki V x € B(x,,8) N Aigin f(x,) = f(x) sart1 saglamyor ise f, A
tizerinde x, noktasinda yerel maksimuma sahiptir denir. Eger V X € A i¢in f(xy) =
f(x) gegerli ise f, A lizerinde x, noktasinda mutlak maksimuma sahiptir denir.

Teorem 3.1.6. K # @ kompakt bir kiime ve f: K — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonu kompakt K kiimesi iizerinde mutlak maksimum ve mutlak
minimum degerlerine ulasir, yani

10
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3 x0, Vo € K 0yle ki f(x,) = minf(x):x € Kvef(y,) = maxf(x):x €K
olur.

Teorem 3.1.7. f:C ¢ R"™ — R fonksiyonu agik konveks bir C kiimesi lizerinde reel
degerli ve ikinci mertebeden siirekli tlirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere
f fonksiyonunun C tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Hessian matris
denilen

a*f ..
H(x) = (axiaxj- (x)),L,] =12, ..,n

seklinde tanimlanmis simetrik matrisin Vx € C i¢in pozitif yari-tanimli olmasidir.

Eger H(x) matrisi Vx € C i¢in pozitif tanimh ise o zaman f Kkesin konveks
fonksiyondur.

Tanmim 3.1.27. 4,B € R™ kiimeleriicin ANB=0=BnNA dogru ise A ve B kiimeleri
ayrilmustir denir. Eger bir kiime bostan farkli iki ayrilmis kiimenin birlesimi olarak ifade
edilemiyorsa o kiimeye baglantili kiime denir.

3.2. Klasik Konvekslik ile Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 3.2.1 x4, x5, ..., X € R™, A4, 45, ..., 4, € R olmak iizere
Aixy + Ayxp + o+ Apxy,

toplamina x4, x5, ..., X,, noktalarinin lineer kombinasyonu denir.

Tamm 3.2.2 x4, X, ..., Xy € R, A4, 45, ..., A € Rve )%, A; = 1 olmak lizere
Aixy + Ayxp + -+ Apxy,

toplamina x4, x5, ..., X,, noktalarmin afin kombinasyonu denir.

Tamm 3.2.3 x4, X5, ..., Xy ER™, A4, A5, oo, A, € R ve X2, 4; = 1,4; > 0 olmak
luzere

Aixy + Apxy + o+ Apxm
toplamina xy, x5, ..., X,, noktalarmin konveks kombinasyonu denir.
Tamm 3.2.4 x1, x5, ..., Xym € R" |, A4, 14,, ..., A, > 0 olmak iizere

Aixy + Ayxy + o+ Apxy,
toplamina x4, x5, ..., X,, noktalarinin konik kombinasyonu denir.

Tamm 3.2.5. L € R" olmak tlzere

11
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1) X1, X3 ELicinxy +x, € L
i) XxXER, 1€ERiginAx €L

saglantyorsa L kiimesine bir lineer alt uzay denir.

Lemma 3.2.1. L € R" kiimesinin bir lineer alt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L
kiimesinin, i¢erdigi noktalarin lineer kombinasyonlarini da igermesidir.

Tanim 3.2.6. M € R™, 1 € R olmak lizere Vx,y E Migin (1 —A)x+ Ay e M
saglaniyor ise M kiimesine R™’de bir afin kiime denir.

Not: x,y € R™ olmak lizere {z € R":z=(1—A)x+ Ay,A € R} kiimesi x ve y
noktalarindan gecen dogru oldugundan afin kiimeyi bdyle de tanimlayabiliriz:

Herhangi iki noktasindan gegen dogruyu da igeren kiimelere afin kiime denir.

Lemma 3.2.2. M c R" kiimesinin afin kiime olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, M
kiimesinin igerdigi noktalarin afin kombinasyonlarini da icermesidir. Yani, )2, 4; = 1
esitligini saglayan V A4, 4,, ..., 4., € R ve xq, Xy, ..., X € M igin 272, A;x; € M olmasidir.

Tanmim 3.2.7. C c R" olmak tizere, eger Vx,y €EC,0< A< licin(1-A)x+ Ay eC
ise, diger bir deyisle C kiimesindeki herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasi C

kiimesi igerisinde kaliyor ise C kiimesine bir konveks kiime denir.

Lemma 3.2.3. € ¢ R™ kiimesinin konveks kiime olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
V X1, X0, ., Xm €C, Vx; =0 ve igin Y% A;x; € C olmasidir, yani, € kiimesinden
alian sonlu sayida noktanin konveks kombinasyonlarinin da € kiimesinde olmasidir.

Tamm 3.2.8. K € R™ kiimesine 1 € R, ve x € K i¢in Ax € K ise yani pozitif skaler
carpim islemine gore kapali ise K kiimesine bir koni denir. Eger K kiimesi ayni
zamanda konveks bir kiime ise konveks koni olur.

Lemma 3.2.4. K € R" kiimesinin konveks koni olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
A, A, > 0ve xq, x, € K igin A1x; + A,x, € K olmasidir.

Lemma 3.2.5. K € R" kiimesi konveks koni belirtmesi i¢in gerek ve yeter kosul
YV X1, X2, o, Xm € KVEY A4, 45, ..., 4, € Ry igin X372, A;x; € K olmasidir.

Yani K kiimesinin, K kiimesine ait olan noktalarinin konik kombinasyonlarin1 da
igermesidir.

Konvekslik 6zelligini koruyan bazi 6nemli islemler asagidakilerdir.

Lemma 3.2.6. I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere V i € I i¢in C; € R" kiimeleri
konveks ise N; ¢; C; kesisim kiimesi de konvekstir.

Lemma 3.2.7. C;, C, € R™ konveks ise asagidaki toplam kiimesi de konvekstir,

Ci +C,={x;+ x30 x1€Cy, x5 €ECy}

12



MATERYAL VE METOT B. SENSES

Lemma 3.2.8. a € R ve C € R" bir konveks kiime ise asagidaki skaler kat kiimesi de
konvekstir,

aC = {x:x = ax,,x, € C}.
Lemma 3.2.9. C € R" konveks ise C kapanis kiimesi de konvekstir.
Lemma 3.2.10. C < R™ konveks ise intC i¢ kiimesi de konvekstir.

Lemma 3.2.11. T: R™ — R™ lineer doniisim ve C € R" konveks bir kiime olsun. Bu
durumda

T(C)=y:y=Tkx),x€C
goriintii kiimesi R™’de konvekstir.

Tamim 3.2.9. Bir A ¢ R" kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine, yani

ﬂ{B c R"| B konvekstirve A c B}

kesisim kiimesine A kiimesinin konveks ortiisii ya da konveks zarfi denir ve bu kiime
conv(A) ile gosterilir.

Lemma 3.2.12. Bir A kiimesini kapsayan en kiiciikk konveks kiime, A kiimesinin
konveks ortiisiidiir. Daima A € conv(A) gegerlidir. A konveks bir kiime ise conv(4) =
A dogrudur.

Lemma 3.2.13. A c R" kiimesinin elemanlarmin tiim konveks kombinasyonlarimin
kiimesi K (A) ile gosterilmek tizere, A € R™ i¢in conv(A) = K(A) gegerlidir.

Teorem 3.2.1. (Ayirma Teoremi) M,N c R", 0 # a € R", b € R olmak iizere V m €
M,V n € N, i¢in (a,m) < b < (a,n) esitsizligi saglaniyor ise, H = x|{a,x) = b
hiperdiizlemi M ve N kiimelerini ayirir denir.

Tamm 3.2.10. R=RU +00 = [—00, +00] genisletilmis reel sayilar kiimesi olmak iizere
f:R* — R fonksiyonu i¢in dom(f) =x € R™ f(x) < 4o kiimesine f
fonksiyonunun tanim kiimesi, epi(f) = (x,a) € R"xR: f(x) < a kiimesine f
fonksiyonunun grafikiistii (ya da f fonksiyonunun epigrafi) denir.

13
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Konveks Bir Fonksiyon i¢in Epigraf

Sekil 3.2.10. Konveks Bir Fonksiyon icin Epigraf

Tamm 3.2.11. Grafikiistii kiimesi konveks olan fonksiyonlara konveks fonksiyon denir.
Yani, bir f: R® — R fonksiyonu i¢in epi(f) kiimesi R"*! uzayinda konveks ise f
fonksiyonuna R™ uzayinda konvekstir denir.

Tammm 3.2.12. Eger - f fonksiyonu konveks ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon
denir.

Tanmm 3.2.13. Eger x; #x, ve 0 < A < 1 i¢in
fQx; + (1= Dxz) <Af () + (1 =D f(x2)
ise f fonksiyonu kesin konvekstir denir.

Lemma 3.2.14. Her i € I igin f; fonksiyonlari konveks ise f(x) = sup;c ;f;(x) seklinde
tanimlanan konveks fonksiyonlarin supremum fonksiyonu da konvekstir.

Lemma 3.2.15. Her i € 1,2, ..., m i¢in f; fonksiyonlar1 konveks ve a; > 0 olmak tizere
fO) =a1fi(x) + arf(x) + - tamfrn(x)
fonksiyonu da konvekstir.

Lemma 3.2.16. f konveks ise dom(f) de konveks kiimedir.

Teorem 3.2.2. Jensen Esitsizligi f konveks fonksiyon olmak iizere x4, x5, ..., x,,, € R"
ve /11 = 0,/12 = 0, ,/1m = 0,2?;1/11' =1 igin,
fuxy + Aoy + o+ AmXn) < A f (X1) + A2f (x2) + -+ A f (Xin)

esitsizligi saglanir. (Rockafellar 1970)

Lemma 3.2.17. I € R bir agik aralik olmak tizere a,b € I, x € (a,b) ve f:I — R
konveks fonksiyon ise
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f)-f(a) < f(b)—f(a) < f(b)—f(x)

x-a ° b-a b-x
esitsizligi saglanir.
3.3. Soyut Konvekslik ile Tlgili Temel Kavramlar
3.3.1. Soyutlastirma Yontemleri

Tammm 3.3.1.1. H,X kiimesi ilizerinde tanimlanmis olan sonlu fonksiyonlara ait bir
fonksiyon kiimesi ve f:X - RU+co olsun. Eger, H’nin f(x) = sup{h(x)|h €
U,V x € X}, olacak sekilde bir U alt kiimesi bulunursa, f fonksiyonu H’ye goére soyut
konvekstir ya da H-konvekstir denir. Burada H fonksiyonlar smifina elemanter
fonksiyonlar ailesi denir. H =@ olmasi durumunda f(x) = —oco olarak kabul
edilecektir (Rockafellar 1970).

Tanmm 3.3.1.2. f:X - RU +oo fonksiyonlarmnin sinifi Y olmak lizere H 'Y olsun.
Eger, f €Y fonksiyonu H-konveks ise, H kiimesine Y ’nin slipremal iirete¢ sinifi denir
(Rockafellar 1970).

Teorem 3.3.1.1. f fonksiyonunun H-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu
fonksiyonun Vx € X igin f(x)sup = h(x)|lh € H h < f bigiminde gosterilebilir
olmasidir (Rockafellar 1970).

Tanmm 3.3.1.3. f:X > RU“o olsun. supp(f,H) =h € H|h < fkiimesine, f
fonksiyonunun destek kiimesi denir. Burada H, elemanter fonksiyonlarin kiimesini
gosterir (Rockafellar 1970).

Tanmm 3.3.1.4. f:X > RU+o olsun. Vx € X i¢in Coyf(x)sup = h(x)|h €
supp(f, H) kiimesine, f’nin H-konveks kabugu denir (Rockafellar 1970).

Teorem 3.3.1.2. f:X > RU+co olsun. Vx € X i¢in Coyf(x) = suph(x)|h €
supp(f, H) f fonksiyonunun H-konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f = Coyf
olmasidir (Rockafellar 1970).

Tamim 3.3.1.5. Topolojik Soyut Konvekslik X bir vektor uzay, C < X olsun. Ym > 2
tam sayisi i¢in, V,,CR™ kiimesi alalim. Bir ¢,,,:C™xV,,—C fonksiyonlar ailesi verilsin.
Eger, U c C igin, (x1,X3 ..., Xpm) E U, (@1, Ay ..., @) € Vpy iS€ (X1, Xg, wen) X, A4,
ay, ..., xn)EU, m = 2,3, ... seklinde verilen U kiimesi ¢,, fonksiyonlar ailesine gore
soyut konvekstir denir.

Tammm 3.3.1.6. Fonksiyonel Soyut Konvekslik X bir vektor uzay, CcX ve L’de
£:C—R fonksiyonlarmin bir ailesi olsun. Eger U c C olmak {iizere, Vx € U noktasi
L’den bir fonksiyon ile U kiimesinden ayrilabilir ise, yani dyle bir £ € L vardir ki

2(x) > sup £(u)

ueu

ise, U kiimesine L’ye gore soyut konveks kiime denir.
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3.3.2. Soyut Konveks Kiimeler

3.3.2.1. Homeomorfizm (X,7x) ve (Y,ty) topolojik uzaylar ve ¢: X — Y birebir

fonksiyon olsun. Eger ¢ ve ¢~?1 siirekli ise f’ye X’den Y’ye bir homeomorfizm
denir.32

r € Zigin, ¢, (x) > x2"*1 eslesmesi K = R\{0} dan kendisine bir homeomorfizmdir;

X = (xlr X2 wees x‘n)r ¢)r (x) = ((pr(xl): Pr (XZ)I vy P (xn));
K™ den kendisine homeomorfizmdir.

Sonlu bos olmayan bir A ={x®,x@, ... xM}c K™ kiimesi igin Co™(4) ile
gosterilmis olan A’nin ¢,.-konveks ortiisii

Co™(A) = {qb;l (Z tl-gbr(x(i))) Lt > O'Z t = 1}

i=1 i=1

bigiminde verilir.

v x® le, xM,x@, . x(™ € R nin koordinatlarma gore maksimumu gosterilir,
yani:

m
\/ x@ = (max{xgl), xf), . x§m)}, o, max{x,gl), x,(f), . x,(lm)}),
i=1

AT x® le, xW,x@, |, x(™ € R™nin koordinatlarma gére minimumu gosterilir,
yani:

m

/\ x@ = (min(xil), xﬁz), ) xfm)), . min(x,(ll), x,(lz), ) x,(lm))),
i=1

xj(i), x D noktasmnimn j. koordinatini gosterir.

3.3.2.2. B-politoplart A’nin sonlu oldugu durumda, (Cor(A))rEN kiimelerinin

Kuratowski-Painleve anlamdaki iist limiti Co®(A) ile gosterilecektir. R™’nin sonlu alt
kiimeleri i¢in Co™ (A4), B-politop olarak isimlendirilir (Briec ve Horvath, 2004).

3.3.2.3. B-konvekslik Tiim sonlu A c L alt kiimeleri i¢in Co® (4), L’nin alt kiimesi ise
L, B-konvekstir denir (Briec ve Horvath, 2004).

Teorem 3.3.2.1. Tiim bos olmayan A ¢ R%} sonlu altkiimeleri i¢in

Co®(A) = lim Co"(A) = {\/ tex:t, € [0,1], max, e {t,} =1
T—00

XEA
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kiimesi vardir (Briec ve Horvath, 2004).
Lemma 3.3.2.1.

(a) Bos kiime, R™ ve tiim tek elemanli kiimeler B-konvekstir.

(b) Eger Ly: A € A, B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi ise, N, L; kesisimleri de B-
konvekstir.

(c) Eger Ly: A € A B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi ve V 44, 45,43 € A dyle ki Ly, U
Ly, U L, ise 0 zaman U, L; B-konvekstir (Briec ve Horvath, 2004).

3.3.2.4. Bl-politoplarn A’nin sonlu oldugu durumda, (COT(A))rGZ_ kiimelerinin

Kuratowski-Painleve anlamdaki tist limiti, Co™*(4) ile gosterilecektir. K™’nin sonlu alt
kiimeleri i¢in Co~*(A4), B*-politop olarak isimlendirilir (Adilov, Kemali ve Yesilce,

2021).

3.3.2.5. B*-konvekslik Tiim sonlu A c L altkiimeleri i¢in B-politop Co~*(A) kiimesi,
L’nin alt kiimesi ise L, B “*-konvekstir denir.

Teorem 3.3.2.2. Tiim bos olmayan sonlu A = x(l),x(z), ...,x(m) c R?%, alt kiimeleri
i¢cin

m
Co~>*(4) = rl_i)r_noo Co"(A) = {/\ tix® ot >1, 1r<r%1<r11n t;=1
i=1

kiimesi vardir (Adilov, Kemali ve Yesilce, 2021).

Teorem 3.3.2.3. K’nin bir A c U altkiimesi B!-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul tim x(, x@® € U ler ve tiim A € [1, ) lart i¢in Ax A Ax® € U vardr.

3.3.2.6. B1-konveks Govde Bir S c K™ dizisi verildiginde, S igeren K™ nin tim B-
konveks altkiimelerinin kesisimi, S nin B!-konveks govdesi olarak adlandirilir ve B-
1[S]ile gosterilir.

3.3.2.7. p-konvekslik 0 <p < 1lolsun.Vx,y € A, L, u = 006ylekiA? + u? =1

olmak tizere
Ax +uy € A

ise A kiimesi p-konveks kiimedir denir (Bastero, Bernués ve Pena, 1995).

3.3.2.7. Artan Radyant (InR) Kiime Q c R% bir konik kiime ve U < Q olsun. Her
x €U,0<A<1 igin Ax € U oluyorsa U kiimesi Q'nun radyant alt kiimesidir denir
(Rubinov 2000).
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3.3.2.8. Ko-Radyant Alt Kiime Q c R%} kapali koni, V bos kiimeden farkli ve V c Q
olsun. Eger x € V,A > 1 igin Ax € V ise V kiimesi Q'nun Ko-radyant alt kiimesidir denir
(Rubinov 2000).

3.3.3. Soyut Konveks Fonksiyonlar

3.3.3.1. Quasi Konveks Fonksiyonlar f:S c R™ - R fonksiyon ve bostan farkli
konveks kiime olsun. V x,y € S ve A € [0,1] igin

fQx + (1= Dy) < max{f(x),f(y)}

dogru ise f fonksiyona quasi-konveks fonksiyon, eger

fAx + (1 = Dy) <max{f(x), f(y)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Benzer sekilde

f@x + (1= 2y) =2 max{f(x), f(y)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona quasi-konkav fonksiyon ve

f@x + (1= 2y) > max{f(x), f(y)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce 1998).

3.3.3.2. Godunova-Levin Fonksiyonlar:

I c R olmak iizere bir f: I - R fonksiyonu, V x,y € I ve 1 € (0,1) i¢in,

fOx+ @1 =21)y )<@+f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu denir (Godunova
1985).

3.3.3.3. Jensen-Quasi Konveks Fonksiyon I c R olmak iizere f: I — R bir fonksiyon
olsun. Eger V x,y € I igin

F(552) < maxtr e, fo0)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna Jensen-Quasi konveks veya kisaca J-Quasi
konveks fonksiyon denir (Jensen 1905, Dragomir ve Pearce 2000).

3.3.3.4. Wright-Quasi Konveks Fonksiyonlar I ¢ R olmak iizere, f:1 — R bir
fonksiyon olsun. Eger, V x,y €  ve 1 € [0,1] igin

1
> [f Qx + (1 = Dy) + f((A = Dx + Ay)] < max{f (x), f (1)}
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esitsizligi, ya da, denk olarak, her x,y + § € I olmak lizere x < yve § > 0 igin;

1
SO+ F®)] < max{f (O, £ +6))

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu Wright-Quasi konvekstir veya kisaca W-Quasi
konvekstir denir (Wright 1954, Dragomir, Pearce 1998).

3.3.3.5. P-fonksiyonlar I c R olmak iizere p: I - R, fonksiyonu Vx,y € [ ve 1 €
[0,1] i¢in

p(Ax + (1 —Ay) <pkx) +p(y)

esitsizligi saglaniyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon (ya da kisaca, P-fonksiyon)
denir (Singer 1997).

3.3.3.6. Multiplikativ Konveks Fonksiyonlar I,] c (0, ) olmak tizere, f: [ = ] bir
fonksiyon olsun. Her x,y € Ive 1 € [0,1] i¢in

fFO ) < FOAF

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir (Rubinov
2000).

3.3.3.7. Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar f: R, — R bir fonksiyon ve s €
(0,1] olmak tizere eger V x,y € R, ve a® + 5 = 1 olmak tizere a, f = 0 igin

flax +By) < a®f(x) + B°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

3.3.3.8. ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar f: R, — R bir fonksiyon ve s €
[0,1] olmak tlizere eger Vx,y = 0vea+ S =1, a,f =0, igin

flax + By) < a®f(x) + B°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hudzik ve Mligranda 1994).

3.3.3.9. m-konveks Fonksiyonlar m € [0,1] ve b > 0 olmak iizere, f:[0,b] - R
fonksiyonu V x,y € [0, b] ve A € [0,1] igin,

fAx+m(1—=ADy) < Af(x) + m(1 - Df(y)

esitsizligi saglaniyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir (Toader 1988,
Dragomir ve Pecari¢ 1995, Toader 1984).

3.3.3.10. Artan Pozitif Homojen (IPH) Fonksiyonlar R%,’da f fonksiyonu ig¢in

asagidaki kosullar1 sagliyorsa, f birinci dereceden artan pozitif homojen (IPH)
fonksiyondur denir:
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a) Herx,y € R}, iginx >y iken f(x) = f(y) olsun, yani f artan fonksiyondur;

b) Her x € R}, ve 1 >0 igin f(Ax) = Af(x), yani f birinci dereceden pozitif
homojen fonksiyondur (Rubinov 2000).

3.3.3.11. Min-tip ve Max-tip Fonksiyonlar Vx,1 € R%, i¢in (I, x)= min =

1<sisnl

Ly o . I . i
(x, )t = max x—‘ dir ve bu fonksiyonlara, sirasiyla, min-tip ve max-tip fonksiyonlar
SlsnXj

denir (Rubinov 2000).

3.3.3.12. Artan Radyant Fonksiyonlar Q c R} radyant kiime olmak tizere, f: Q —
[0, + o] bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar1 sagliyorsa, f
artan radyant fonksiyondur denir:

a) Her x,y € Q i¢in x > y iken f(x) = f(y) olsun, yani f artan fonksiyondur;

b) Her x € Q ve A € (0,1) iken f(Ax) < Af(x) olsun, yani f radyant fonksiyondur
(Rubinov 2000).

3.3.3.13. Artan Ko-radyant (ICR) Fonksiyonlar Q ¢ R} co-radyant kiime olmak
tizere, f: Q = R U +oo fonksiyon olsun. Eger her x € Q ve A > 1 igin

fAx) < Af (x)
ise f fonksiyonu ko-radyanttir denir (Rubinov 2000).

3.3.3.14. Artan ve Isinlar Uzere Konveks (ICAR) Fonksiyonlar f: K - R U {400}
ve K ¢ R" bir konik kiime olsun. Eger f konveks bir fonksiyon ve sifirdan baslayan
151n lizerine kisitlanig1 bir degiskenli konveks fonksiyon ise, bu fonksiyona 1sinlar iizere
konveks fonksiyon denir. Farkli bir ifadeyle, her bir x € K, t = 0 i¢in,

fe(8) = f(tx),

fonksiyonu konveks ise, f fonksiyonuna isinlar iizere konveks fonksiyon denir ve ICAR
ile gosterilir (Rubinov 2000).

3.3.3.15. (a,m)-konveks Fonksiyon b >0 ve f:[0,b] - Rolsun. Her x,y €
[0,b],2 € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? igin

fAx+m1 - Dy) < 27 f(x) + m(1 - 2*)f (y)
ise f fonksiyonuna (a,m)-konvekstir denir (Mihesan 1993, Bakula 2006).

Burada (a,m) € (0,0), («,0),(1,0),(1,m),(1,1),(a, 1) segilirse, sirasiyla artan, a-
starshaper, starshaped, m-konveks, konveks ve a-konveks fonksiyon siniflar elde edilir.

Varosanec, h-konveks fonksiyonlar smift adini verdigi negatif olmayan fonksiyonlar
i¢in yeni ve biiyiikk bir simif tanimladi. Oyle ki bu smif, ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonlar, Godunova-Levin fonksiyonlar ve P-fonksiyonlar1 kapsar.
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3.3.3.16. h-konveks Fonksiyon f:I — R ve h: ] — R negatif olmayan iki fonksiyon
olsun. Her x,y € I, 1 € (0,1)i¢in

fOx+(1=Dy) < h(Df(x) + (A - Df ()

Esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna, h-konveks fonksiyondur veya SX (h, I) sinifina
aittir denir (VVarosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f fonksiyona h-konkav fonksiyon veya
SV (h,I) smifina aittir denir. Eger h(1) = A alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan
konveks fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve tim negatif olmayan konkav fonksiyonlar
SV (h, I) smifina aittir.

3.3.3.17. tgs-konveks Fonksiyon f:1 — R bir fonksiyon olsun. Her x,y €I ve 1 €
(0,1) i¢in

fOAx+ (A -Dy) < 2 =-DIf ) + f()]

ise, f fonksiyona tgs-konveks fonksiyon denir. Eger (—f), tgs-konveks fonksiyon ise f,
tgs-konkav fonksiyondur denir (Tung 2015).

3.3.3.18. (k, h)-konveks Fonksiyon k, h:(0,1) — Rverilen iki fonksiyon ve D c X
konveks kiime olsun. Her x,y € D ve A € (0,1) olmak tizere f: D — R fonksiyonu i¢in

fe@x + k(1= 2Dy) < h(Df(x) + (1 -Df ()
ise, f fonksiyonuna (k, h)-konveks fonksiyon denir.

Uygun h ve k fonksiyonlar1 i¢in yukaridaki esitsizlik, konveks, Jensen-konveks, h-
konveks, s-Olricz konveks, s-Breckner konveks, Godunova-Levin, strashaped

fonksiyonlar ile P-fonksiyonlarmi ve alttoplamsal doniigiimlerin ailesini iretir
(Micharda ve Rajba, 2012).

3.3.3.19. ¢-konveks Fonksiyon f:[a,b] = R, ¢:[a, b] — [a, b] fonksiyonlar1 verilsin.
Her x,y € [a, b]veA € [0,1] igin

fAe(x) + (1 =De®) = Af(e(x) + (1 = Df ()
esitsizligi saglantyorsa, f fonksiyonuna ¢-konveks fonksiyon denir (Cristescu 2004).

3.3.3.20. ¢@p,-konveks Fonksiyon I ¢ R ve h:(0,1) - (0,0) ve f: T — (0, o) olsun.
Her x,y € I ve 1 € (0,1) i¢in

f(9() + (1 = Do) < h(Df(9(x)) + (A = Df (0()
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ¢,-konveks fonksiyon denir.

Esitsizlik yon degistirir ise f fonksiyonuna ¢,,-konkav fonksiyon denir. f fonksiyonu
h(A) =t,h(Q) =25, h(A) = % ve h(1) =1 igin sirasiyla @-konveks, @g-konveks, ¢-
Godunova-Levin fonksiyonu ve @-P-fonksiyonuna indirgenir (Sarikaya 2012b).
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3.3.3.21. log-¢g-konveks Fonksiyon) [a,b] € R, ¢:[a,b] = [a,b] ve I € R olmak
tizere f: 1 - R, olsun. Herx,y € Ived € [0,1] igin

FOe@ + 1 - Do) < [F(e@)] [fle)] ™
ise, f fonksiyonuna log-¢-konveks fonksiyon denir (Sarikaya 2012c).

3.3.3.22. (h,m)-konveks Fonksiyon J € R olmak tizere h:J] - R ve f:[0,b] » R
negatif olmayan iki fonksiyon olsun. Her x, y € [0, b] ve m, A € [0,1] i¢in

fAx +m(1—2)y) <h(D)f(x) + mh(1—-Df(y)
ise, f fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon denir (Ozdemir 2011).

3.3.3.23. Geometrik Konveks Fonksiyon I c R, olmak iizere f: I — R, fonksiyonu
verilsin. Herx,y € IveA € [0,1] i¢in

fOty™) < [FPF O
ise, f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang 2012).

3.3.3.24. s-Geometrik Konveks Fonksiyon I € R, olmak tizere f:I c R, - R,
olsun. Herx,y € I,s € (0,1]vel € [0,1] i¢in

Ayt < [F@OIFTIFOIAY
ise, f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang 2012).

s =1 i¢in, s-geometrik konveks fonksiyon tanimi geometrik konveks fonksiyon
tanimina doniismektedir.

3.3.3.25. a-star s-konveks Fonksiyon I € R, olmak {izere f: I — R olsun. Her x,y €
Ive A, a € [0,1] i¢in

fOAx+ A =Dy) < 2f(x)+ A= Da*f(y)
ise f fonksiyonuna a-star s-konveks fonksiyon denir (Park 2010).

3.3.1.26. Harmonik Konveks Fonksiyon I ¢ R0 bir agik aralik ve f: 1 — R olsun.
Her x,y € Ived € [0,1]i¢in

xy
f (m) SA+A-Df(x)

ise, f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Iscan 2014).

3.3.3.27. B-konveks Fonksiyonlar U c R}, B-konveks bir kiime ve f:U - R, U

{40} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V x,y €
U,\ € [0,1] igin
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fQxvy) <Af(0)V f(y)
esitsizliginin saglanmasidir (Briec ve Horvath, 2004).

3.3.3.28. B ~1-konveks Fonksiyonlar U c R%,, B?-konveks bir kiime ve f:U —
R, 4 U {400} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V
x,y € U,A €[0,1] i¢in

fAx A y) < Af () A f(y)

esitsizliginin saglanmasidir (Adilov, Yesilce 2016).
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Farkl Konvekslik Siniflar1 i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri
4.1.1. Klasik Konvekslik I¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremi

Teorem 4.1.1.1. Klasik Konvekslik I¢in Carathéodory Teoremi A c R", herhangi
bir kiime olsun. conv(A) kiimesinin herhangi bir elemani, A kiimesinin n + 1’den daha
fazla olmayan sayidaki elemaninin konveks kombinasyonu seklinde yazilabilir.

Ispat. x € conv(4) = K(A) olsun, dolayisiyla dyle Aq,A, .., Ay =0, X4 =
1sayilart ve x; € A, i = 1,2,..,m noktalari vardir ki, >7%; A;x; seklinde yazilabilir.
Simdi bu yazilista m > n + 1 dolayisiylam — 1 > n olsun. Bu durumda R™ uzayinda
en fazla n tane vektoriin lineer bagimsiz olabilecegi bilgisi kullanilarak, x; — x;,,, X, —
Xmy o) Xm—1 — Xm vektorlerinin R™ uzayinda lineer bagimli olmak zorunda olduklari
sonucu elde edilir. Bu ise hepsi birden sifir olmayan a4, @y, ..., @;,—1 € R sayilar1 i¢in

ay (g — X)) + (X3 — X)) + o+ Ao (Xp—q — X)) =0 (4.1)

esitliginin saglanmasini gerektirir.

denirse (4.1) esitliginden

a1X1 + AXp + o+ A1 Xme1 — A Xy — A Xy — =+ — U1 X = 0
m-—1 -1 m-—1 m-—1 m
o Z ax; — AiXy = z aix; + E A X, = z aix; =0
i= i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir.
Boylece V t € R i¢in
m m m
x=2/1ixi—t2aixi= (/11— tal-)xl-
i=1 i=1 i=1
yazilabilir.

Simdi amacimiz, dyle bir t; € Rbulmaktirkii = 1,2, ..., micin 4; — tya; = 0 ve

m

Z(/’Li —toa) =1

i=1

24



BULGULAR VE TARTISMA B. SENSES

saglansin ve en az bir A; + ty; katsayisini sifir yapsin. i = 1,2, ... ,m i¢in a;lerin
hepsi birden sifir degil ve »7%; @; = 0 oldugundan I := {i: a¢; > 0,i = 1, 2, ..., m} indis
kiimesi 1yi tamimlidir. Dolayisiyla

Ai, (A,
Aty =—:= mm{—:l EI}ZO

C(io a;
: : C A N
Bu sekilde belirlenen t, igin, eger i € lise A; — tya; = a; (j — to) > 0, 6zel olarak
13

. .. A . . -
i =igise, A —toa;, = A;, — f“io =0,i¢lise a; < 0vety > 0 oldugundan
0

A — toa; = 0 olur.
Boylece i = 1,2, ...,migin A; — tya; = 0,

ip €1 <{1,2,...,m}igcin4;, — toa;, = 0,

ve
m m m
Z(Al - to“i) :Z/li _tozai =1—-t.0=1
i=1 i=1 i=1

gergeklenir.

Sonugta x = Y%, (4; — toa;)x; noktasi, A kiimesinin xq,x,, ... X, noktalarmin bir
konveks kombinasyonu ve en az bir iy € {1,2,...,m} i¢in 4; | — toa;, = 0 oldugundan x
noktas1 A kiimesinin m — 1 tane elemaninin konveks kombinasyonu seklinde yazilmis
olur.

Eger m — 1 =n + 1 ise ispat biter, m — 1 > n + 1 ise ispatin bagindaki m yerine m —
1 yazilarak ayni islemler tekrar edilerek yine en az bir katsayr O yapilabilir. Bu
indirgeme islemi x noktasinin konveks kombinasyondaki eleman sayis1 n + 1 olana
kadar devam ettirilebilir.

Teorem 4.1.1.2. Klasik Konvekslik icin Radon Teoremi a,,a,, ...,a, € R™ olsun
(m =n+2). Buradan {1,...,m} kiimesi, conv {a;:i € [}’'nin conv {aj:j E]} ile
kesismesi i¢in iki I ve J alt kiimelerine boliinebilir.

Ispat. ay, ..., a,, farkli oldugunda 6nemsiz olmayan durumu diisiiniiyoruz. A4, ..., 1,
skalerleri sifirdan farkl, oyle ki A1a; + -+ A,a,, =0 Ve A4 + -+ A, = 0. Alarin
bazilari pozitif, bazilari negatif olacak. I = {i: 4; > 0} ve ] = {j: 1; < 0}

Buradan

Lierhidi _ Yig(-4) g — o
Ziel )Li Zje](_;lj)
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denilebilir.

Boylece x, hem a;:i € I hem {aj: jJE]J } nin noktalarinin konveks bir kombinasyonudur,
bu da I ve J nin teoremin gereksinimlerini karsiladigini gosterir.

|
Helly teoremi , 1913 yilinda Helly tarafindan ortaya konmustur ancak 1923 yilina kadar

yaymlanmamuistir. Sonraki yillarda Radon (1921) ve Konig (1922) tarafindan alternatif
ispatlar ortaya ¢ikmustir.

Teorem 4.1.1.3. Klasik Konvekslik i¢in Helly Teoremi f, R"*’de en az n + 1 elemani
olan sonlu bir konveks kiimeler ailesi olsun. f’nin her n + 1 iiyesinin bos olmayan bir
kesigime sahip oldugunu varsayalim. Oyleyse f bos olmayan bir kesisime sahiptir.

Ispat. f’deki eleman sayisim tiimevarim ile iddia edelim.

f’nin n+ 1 iyesi oldugunda teorem Onemsizdir. m > n+ 1 durumunda iddianin
konveks kiimeler ailesi i¢in dogru oldugunu varsayalim.

Ay, ..., Ay R’ de m + 1 tane konveks kiimenin bir ailesi olsun, her n + 1 iiyesi bos
olmayan bir kesisime sahip olsun.

Timevarim hipotezi ile, heri =0, ...,m i¢in a; € Ay N ..NA;;1 N ...N A, gibi bir
noktasi vardir.

Radon’un Teoremi ile, {0,...,m} kiimesi; conv {aj:j € ]} ve conv{a,:k € K}
kiimelerinin bulustugu sekilde iki kiime, J ve K’ye boliinebilir.

a € conv {aj: j €]} nconv {a;: k € K} oldugunu varsayalim. Agikgast, her j € J igin
a; EN{Ay:k € K}

dir. Boylece, N {Ay: k € K}’ nin konveksligi

conv{aj:j E]} c{A,:k €K}
dir. Benzer sekilde,

conv{a,:k € K} € {Aj:j E]}
Boylece

a€ conv{aj:j €J}nconvi{ap:k €K} S Ag N ..NAp,

Ay N ...N A, ’nin bos olmadigini gosterir. Ispat burada biter.
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4.1.2. Max-Plus Konvekslik I¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri

Tanm 4.1.2.1. iki u,v € (R U {—0})" noktas: ve a V = 0 kosulunu saglayan a, 8 €
R U {—o0} i¢in, (¢ +u)V (B + v) bi¢imindeki noktalar kiimesi max-plus konveks
kiimedir.

Tanmm 4.1.2.2. (R U {—o})™ deki noktalarin ikisinin altkesiti max-plus konveks ise
(R U {—oc0})™’nin bir altkiimesi max-plus konvekstir.

Max-plus kiimeler i¢in Carathéodory, Tverberg, Helly ve Radon teoremleri bir¢cok
arastirmaci tarafindan c¢alisilmistir [Zimmermann, Litvinov, Maslov, Shpiz, Cohen,
Gaubert, Quadrat, Develin, Sturmfels, Joswig, Sturmfels, Yu, Briec, Horvath, Nitica ve
Singer] (Gaubert ve Meunier, 2010).

Tverberg Teoremi, ilk olarak 1966’da Helge Tverberg tarafindan literatiire
kazandirilmgtir.

Teorem 4.1.2.1. Tverberg Teoremi X, R™de (n+ 1)(r —1) + 1 tane noktalarin
kiimesi olsun. Bu durumda, X’in, konveks ortiileri ortak bir noktaya sahip olan
X1, X5, ..., X, iKili ayrik alt kiimeleri vardir.

Sekil 4.1.2.2. Diizgiin bir yedigenin koselerinin, kesisen konveks kabuga sahip ti¢ alt
kiimeye Tverberg bolimii.

Sonu¢ 4.1.2.2: Teorem 4.1.2.1’de r = 2 alinirsa, konveks kabuklar1 kesisen iki alt
kiimeye pargalanir. Bu 6zel durum da Radon Teoremi olur.

Colorful Carathéodory Teoremi’ni, Max-plus kiimeler igin ifade eden teorem asagidaki
gibidir:

Teorem 4.1.2.2. Colorful Max-plus Konvekslik Simifi i¢in Carathéodory Teoremi,
Zayif Form d + 1 tane X, X, ..., X441 sonlu nokta kiimeleri verilsin ve her X;’nin
max-plus konveks ortiisii bir p € R}},,, noktasini icersin. O halde d +1 tane
X1, X3, ..., X441 Noktalar1 vardir 6yle ki her i i¢in x; € X; Ve x4, X, ..., X441 noktalarinin

max-plus konveks ortiisi mpconv{xy, x,, ..., X441}, p noktasini igerir (Gaubert ve
Meunier, 2010).

ispat. Ay, ..., Ans1 € Rynax, Maxjeparny = 0 ve y®, ., y@*D € X, iken p € Ry,
noktasi
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_ G 1
p ].g[lgjcﬂ(/’l, +y W) 1)

bigiminde yazilabilir. Bir j indisi bulunur 8yle ki 4; + yY2’nin ilk bileseni p; ’e esit olur.

x5, bu ¥ ve p;’e karsilik gelen 4; olarak tanimlansin. Ilk bilesen igin olan esitlik ile
Uy + x; < polur. Aym yolla, i = d’ye kadar her i > 2 i¢in, bir y; skaleri ve bir x; € X;
vektorii var oyle ki u; + x; < p seklinde i. bileseni i¢in esitlik buluur.

Son olarak, her yU) vektoriiniin X444 ¢ ait oldugu sekilde (1)’in yeni bir ayrismasin
yaziyoruz, ancak bu sefer A; =0 olacak sekilde bir y@  vektorii olabilmesi
icin X444 € X441 Seciyoruz ve pgy4q = 0 olarak belirliyoruz. Ve ayni zamanda hala
Ha+1 + Xq+1 < polur.

Dolayisiyla, i € [d +1] i¢in d+ 1 tane x; € X; noktalar1 insa edilir, boylece
maXejg+1]4; = 0 ve

p= ig[ldcfg](ﬂi + x;).

Teorem 4.1.2.3. Colorful Max-plus Konvekslik Smifi i¢in Carathéodory Teoremi,
Giiglii Form

d + 1tane X1, X5, ..., X441 sonlu nokta kiimesi ve R}, ta C max-plus konveks kiimesi
verilsin 6yle ki her X;’nin max-plus konveks ortiisii C ile kesigir. Bu durumda d + 1
tane xq,x,...,x54q NoOktalari vardir oyle ki her i igin x; € X; ve bdylece
mpconv{x,, X3, ..., Xg4+1}, C max-plus konveks kiimesi ile kesisir (Gaubert ve Meunier,
2010).

Sekil 4.1.2.3, bu teoremin bir 6rnegidir.

g

q

P b

Sekil 4.1.2.3. Max-Plus genellestirilmis Colorful Carathéodory teoreminin iki boyutlu
gosterimi.
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Sekil 4.1.2.3’te ii¢ nokta kiimeleri vardur: r ile belirlenen X,., g ile belirlenen X, ve b ile
belirlenen X;,. Burada koyu siyah ile gosterilen dogru pargalari, C kiimesi ile kesisen ve

canli (colorful) “kose” kiimesine sahip olan max-plus “licgen”in “kenarlarini” temsil
eder. (Gaubert ve Meunier, 2008).

Bu teorem de Teorem 4.1.2.2 gibi ispatlanir.

Teorem 4.1.2.4. Max-plus Radon Teoremi X, R%,,’ta bir d + 2 noktalar kiimesi
olsun. O halde, max-plus konveks kabuklarinin ortak bir noktas: olan X’in iki ¢ift ayrik
X, ve X, alt kiimesi vardir (Gaubert ve Meunier, 2010).

Bu ifade, Sekil 4.1.2.4°te verilmistir.

X X1

X2

Sekil 4.1.2.4. 2 Boyutlu Max-plus Radon Teoremi’nin Sekli

Teorem 4.1.2.5. Max-plus Helly Teoremi F, R%,,, ’ta max-plus konveks kiimelerinin
sonlu bir koleksiyonu olsun. F’nin her d + 1 elemaninin bos olmayan bir kesisimi varsa,
nin tiim elemanlarinin bos olmayan bir kesisimi vardir (Gaubert ve Meunier, 2010).

Ispat. Cy, ..., C,’nin RY,,,ta n tane max-plus konveks kiimeleri olsun ve n tane kiime
secilsin, bu kiimeler secildiginde bos olmayan bir kesisime sahip olsun. iIspat, n
lizerindeki indiiksiyonla yapilabilir. Ilk énce n =d + 2 oldugunu varsayalim. x;,
n]‘-i:fjii C;’de bir nokta olsun. Daha sonra d + 2 tane xy, ..., xq4, noktas: vardir. Eger

ikisi esitse, o zaman bu nokta tiim kesisimin ortak noktasidir. Bu nedenle, tiim x;’nin
farkl oldugunu varsayabiliriz. Max-plus Radon Teoremi ile, S ve T’nin iki ayrik
[d + 2] alt kiimesine sahibiz, boylece

mpconv(Ujecg x;) N mpconv(U;er ;) de
bir x noktas: vardir. Bu x noktasi her C;’ye aittir.

Gergekten de, S veya T cinsinden olan j € [d + 2] alinsin. Genellik kayb1 olmadan
j’nin S’de oldugunu varsayalim. O zaman, mpconv(U;er x;), C;’ye ve bdylece x €
C;’ye dahil edilir. n =d + 2 durumu kamtlanmistir. Simdi n > d + 2 oldugunu ve
teoremin n — 1’e kadar ispatlandigim varsayahm. C;_, = C,_; N C,’yi tanimlansin.

29



BULGULAR VE TARTISMA B. SENSES

d + 2 max-plus konveks C; kiimeleri secildiginde, ispatladigimiza gére bos olmayan bir
kesisime sahiptirler. Bu nedenle, C;, ..., C,_,, C,_, koleksiyonunun her d + 1 tiyesinin
bos olmayan bir kesisimi vardir. indiiksiyonla, tiim koleksiyonun bos olmayan bir
kesisimi vardir.

4.1.3. B-Konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremi

Teorem 4.1.3.1. B-Konvekslik icin Carathéodory Teoremi Eger L, R% nin kompakt
bir altkiimesi ise o halde

Co™(L) = U Co®™(A).

AE(L)n+1

Burada (L), 41, L’nin bos olmayan sonlu alt kiimeleri ailesidir.

Sonu¢ olarak, R’nin tiim S altkiimeleri i¢in, B[S] = Uuesy,,, BIA] =
Uaes),,,, €0 (A) ve eger S kompakt ise, B[S] = Co*™(S) (Briec ve Horvath, 2004).

ispat. x € Co™(L) ise, V k € N x’e yakinsak bir Xr, € Co" (L), (xrk)kEN dizisi vardir.

Carathéodory Teoremi’nden, her bir k igin, L’de xi,..,xgt' noktalarinin ve

pi, ..., pi*t sayilar vardir yle ki

n+1

D)™ =1

Jj=1
olmak tizere

n+1

br () = D (o)) (o)
j=1

yani, i = 1, ...,n i¢in,

1
n+1 2r+1

i 2rp+1
v = ) (Pl

j=1
olur.

L kompakt oldugundan, genelligi kaybetmeksizin, (x,{)kEN dizilerin her birinin, L’de bir

x’ noktasina yakinsadigi ve ayrica p,{,j =1, ..., n + 1 dizilerinin her birinin [0,1] deki
bir p/ noktasina yakinsadigi varsayilabilir. Tiim sayilarin pozitif oldugu géz oniine
alindiginda,

30



BULGULAR VE TARTISMA B. SENSES

1

n+1 2r+1
i 2rp+1 I
lim ( X ) = max X
k—o0 Py 1sjsn+1{'0 }
j=1
ve
max {p/}=1
1sjsn+1{'0 }

olur. Bilesenlere gore limit alindiginda, p/ > 0 ile, her j igin, x =V]7-l=+11 p;x; elde edilir

ve max {p/}=1 olur. x € Co®(A)’y1 A = x4, ..., x,, C L ile gosterilir. Son olarak,
1<jsn+1

tim sonlu A kiimeleri i¢in B[A] = Co®(A)’dan, B[S] =U,es Co®(A) ve ilk bolim
sonlu A € (S) kiimelerine uygulandiginda B[S] = Co®(S) olur.

Teorem 4.1.3.2. B-konvekslik I¢in Radon Teoremi S ¢ R?%, sonlu ve en az n + 2
elemanli bir kiime ise bu durumda, bos olmayan alt kiimelerde, bir

S=A,UA4,
pargalanigi vardir 6yle ki
Co®(A)) NCo™®(A,) # 0
(Briec ve Horvath, 2004).

Ispat. Radon Teoremi’ni A — Co" (A) operatdrlerinin her birine uygulayabiliriz; her r
i¢in S’nin bir (4, ,,A4,,) pargalanis1 vardir, boylece C0°°(Ar,1) N C0°°(Ar'2) + 0. S
pargalaniglarinin sayisi sonlu oldugundan, bir (4,,A4,) parg¢alanisi ve tim k € N igin
(Ar,1,Ar,2) = (Aq, A3) olacak sekilde bir {r,}yey dizisi vardir. Her k igin bir x, €

Cork(Ark‘l) N Co™ (A, 2) = Co™ (A1) N Co™(A3) noktasi segilsin; bir B kiipii alinsin
oyle ki Sc B, o halde tim k igin Co"™*(A;) N Co"™(A,) c Co™(S) c B vardir.
Kompakthk ile, {x,, }xen nin bir x* noktasina yakinsadigim varsayalim; o halde

x* € Co®(A) NCo®(A,)
vardir.

Teorem 4.1.3.3. B-konvekslik icin Helly Teoremi Eger {L;: 1 € A}, R?’nin kapah B-

konveks alt kiimelerinin bir ailesiyse, herhangi bir n + 1 iiyesinin ortak bir noktasi
varsa, 0 halde A’nin tiim sonlu F alt kiimeleri i¢in Ny¢p Ly # @; ayrica, en az bir 4, € A
i¢in L, kompakt ise, 0 zaman Ny, Ly # @ (Briec ve Horvath, 2004).
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Ispat. F c A’min en azn + 2 elemanl: bir alt kiimesi olsun, aksi takdirde kanitlanacak
bir sey yoktur; n + 1 elemaninin her bir A c F alt kiimesi i¢in bir x4, €N;¢4 Ly Noktas:
secilsin ve B’nin tiim bu noktalarin B-kabugu olsun, bu kompakttir.

Her A € F i¢in By = B[x,4: 4 € A] kimesi i¢in B, kompakt ve B-konveks olarak

bulunur. A € F, n + 1 elemanli ise o halde x4 € N;c4 B; ve bu nedenle tiim r igin x, €
Nyea Or(By) #= @ olur.

Simdi, her zamanki Helly Teoremi’nden Nycr Co(¢,(By)) # @ vardir; ¢, tarafindan
ters goriintiiyli almak Nycp Co™(By) # @ verir. [1io[a;, b;] kipiini B < [[L,[a;, bi]
gibi secelim; ayrica tim r ve tim A € F i¢in, By € B ve Co"(B;) € Co"(B) c
Co"(ITi%olai, b;]) = [izo[ai, b;] olur. Daha sonra, her r i¢in bir x, € Ny Co™ (By)
noktast segilsin; kompaktlik ile, bir x* € [Ti-o[a; b;] noktasina yakinsayan bir {x,,} _
alt dizisi vardir. Ama tim A € F igin x,, € Co™(By)’dan x* € Ls,_,,,Co" (B;) =
Co®(B,) vardir. Boylece x* € Nycr Co”(B;) oldugu gosterilmistir. B, kompakt ve B-

konveks oldugundan B; = Co®(B,); tim A € F i¢in B; < L; ve dolayisiyla Nyep Ly #
@. {Ly: A € A} ailesi sonlu kesisim 6zelligine sahip olur; eger tiim L, kapah kiimeler ve
bunlardan biri kompakt ise Nyer Ly # @ olur.

4.1.4. B1-Konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri

Lemma 4.1.4.1. R}, de, [T [x;, yi] kiimesi B-konveks kiimedir (Adilov, Yesilce
2016).

Ispat. Eger A c [T, [x;,v;] ise, 0 zaman ¢,.(4) c [T, [x7*,y7*1], ¢, ile ters
goriintii aldiktan sonra, araliklarin konveksliginden Co™ (A) < [1i%[x;, y;] elde edilir ve
dolayisiyla

n

Co™*(4) c H[xi' yil-

=1

(L), ile, en fazla m elemanli L’nin bos olmayan alt kiimelerinin ailesi belirtilir.

Teorem 4.1.4.1. B*-konvekslik i¢in Carathéodory Teoremi L, R”, ’nin kompakt bir
altkiimesi oldugu durumda

CO_OO(L) :UAE(L>n+1 CO_OO(A)

olur.
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Ilaveten, RZY,’nin tim L alt kimeleri i¢in B[L] = Ugeqy,,, B4l =
Uae(wy,,, Co™7(4) ve eger L kompakt ise, B*[L] = Co™*(L)’dir. (Adilov, Yesilce
2016)

Ispat. Eger x € Co~®(L) ise, x’e yakinsayan Xy, € Co™"k(L),Vk € N ile bir (xrk)

rREN
dizisi vardir. Carathéodory Teoremi’nden, her k igin, L’de bir x2,x2, ..., x*! noktalar
kiimesi ve [1,0)’da pi, pk, ..., pi*? sayilar1 vardir 6yle ki
n+1
i\ 2T+l
D) =1
=1
olmak tizere
n+1
=27+ ;
_ J j
b () = D (0D b (x)
=1
olur,yadai =1,2,...,nigin,
n+1 —2rg+1
. 2rp+1
_ J.J
Xrpi Z(pkxkl)
=1
olur. L kompakt oldugundan, genelligi kaybetmeksizin, (x,{)keN, j=12,.,n+1

dizilerinin her birinin L°de bir x; noktasina yakinsadigini ve ayrica p,]{',j =12,..,n+

1, dizilerinin her birinin L de [1, c0)’daki p’ noktasinda yakinsadig: varsayilabilir. ilgili
tiim sayilarin pozitif oldugu goz 6niine alindiginda,

n+1 —2rE+1
o orptl .
lim Z Iyt = min {p/x’
k00 (P k'l) 1sjsn+1{p /)
Jj=1

dahast min {pj} =1 olur. Limit bilesenini alarak, tim j ler i¢in p/ >1 ve
1<jsn+1

min {p/} =1 ile x = AJZ{ p/x/ elde ederiz. x € Co™®(A)’nin A = {x*,x%,...,x"}
1<jsn+1

ile oldugunu gosterdik. Son formiil, her sonlu A kiimesi i¢in, B1[A] = Co™*(4), B
L] =Uaeqry Co™*(A) ve A € (L) den gelir.

Sonug¢ 4.1.4.1. Eger L, R%, "nin kompakt bir altkiimesi ise BX[L] kompakttir.

Ispat. Eger L c [ [a;b;] ise, 0 zaman Co~*(L) c [T%,[x;,y:]; Co™*(L) bu
nedenle kompakttir. BX[L] = Co™* (L) esitligi ispat1 sonuglandirir.
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Teorem 4.1.4.2. B1-konvekslik icin Radon Teoremi Eger A c R}, en az n+ 2
elemanliysa, bos olmayan alt kiimelerde

Co™" (A1) N Co™"(4,)
gibi bir A = A; U A, pargalanisi vardir (Adilov, Kemali ve Yesilce 2021).
Ispat. Konveks kiimeler i¢in saglanan Radon Teoremi’ni operatore uygulayalim;
A-Co"(A)(rez).

A, tim r € Z~ ler i¢in Cor(Arll) N Cor(Arjz) # @ olacak sekilde A, ;, A, , kiimelerine
boliinebilir. A sonlu bir kiime oldugundan, bir (4,, A,) pargalanis1 ve bir {r; }ey dizisi
vardir, boylece k € N i¢in asagidaki

(Ark,pArk,z) = (41, 42)
esitligi dogrudur.
Buradan, k € N igin,
ar, € Co™ (A, 1) N Co™(A,, ) = Co™ (A1) N Co™(A,)
gibi bir {a,, },ey Nokta dizisi elde edilir.
R}, ’den bir prizma alahm, 6yle ki A < [[i=,[x;, ¥:], x5, ¥ € Ry, i =1,2,..,n.
Bu durumda, k € N i¢in

n
ay, € CO™8(Ay) N Co™(45) € Co(4) < | [1x, ]

=1

dogrudur.

{ar, Jken Sinirh bir dizi oldugundan, yakinsak bir alt diziye sahiptir (Bolzano-
Weierstrass Teoremi). Genellik kaybetmeksizin lim a,, = a* limiti alahm. Painleve-
Kuratowski tarafindan tanimlanan limite gore

x* €Co~*(A) N Co~*(4,)
dogrudur.

Teorem 4.1.4.3. B*-Konvekslik icin Helly Teoremi J, en az n + 1 eleman igeren

R%, ’de B1-konveks kiimelerin sonlu bir ailesi olsun. §’nin her n + 1 elemaninin bos
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olmayan bir kesisimine sahip olsun. O halde §, bos olmayan bir kesisime sahiptir
(Adilov, Kemali ve Yesilce 2021).

Ispat. Tiimevarim yontemini uygulayalim. Teorem, § ailesi n + 1 kiimeden olusuyorsa
gecerlidir. Teoremin, § ailesinin kiimelerinin sayis1 m > n + 1 oldugunda saglandigin
varsayalim; ve § ailesinin kiimelerinin sayis1 m + 1 oldugunda teoremin dogrulandigin
gosterelim.

i =0,1,..,mi¢in F;, R}, de B1-konveks kiime olsun, dyle ki, § = {F,, Fy, ..., B} ve
her n + 1 kiimesinin kesisimi bos degildir.

Teoremin m tane kiimeden olusan bir aile i¢in gegerli oldugu gbz oniine alindiginda,
timi=0,1, ..., migin

a; € FO N Fl n...N Fi—l N Fi+1 n..nN Fm
olacak sekilde ay, a4, ..., a,, vardir.

Teorem 4.1.4.2’ye gore, A ={ap,ay,...,an}'nn A; ={a;:j €]}, A, ={a:k € K}
pargalaniglar: vardir, boylece,

Co~*(A;)) NnCo~"(A,) + Q.
Bu durumda,

a€Co®(A;)NCo~"(A,) 1)

olsun.

N (F: k € K), B'-konveks kiime oldugundan, ve tiim j € J igin, a; €N (Fy: k € K)’dir
ve asagidaki iliski dogrudur:

Co~%(4,)) c ﬂ F, (2)
keK
Benzer sekilde,
Co~*(4,) c ﬂF] ©)
jeJ

de saglandig1 goriilebilir.

Béylelikle, (1), (2) ve (3)’ten,
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a € Co~®(Ay) N Co*(4,) © [ﬂ F,

k€K

ﬂ[ﬂﬂ =FoﬂFlﬂ...ﬂFm.
Jjej

Boylece,

m
ﬂqut(D.
i=1

Kiimelere kompaktlik kosulu da eklenirse, Helly Teoremi sonsuz kiimeler ailesi igin
saglanir. Bunu ispatlamak i¢in asagidaki lemma kullanilir.

Lemma 4.1.4.2. {C;:i € I}, kesisimi bos olan R™’de kompakt kiimeler ailesi olsun.
Boylece, (C;: i € I) ailesinin kesisiminin bos oldugu sonlu bir /* < I altkiimesi vardir.

Teorem 4.1.4.4. B1-konvekslikteki Sonsuz Aileler I¢in Helly Teoremi F, R7?, de
kompakt B1-konveks kiimelerin sonsuz bir ailesi olsun. F’nin her n + 1 iiyesinin bos

olmayan bir kesisime sahip oldugunu varsayalim. Boylece § bos olmayan bir kesisime
sahiptir (Adilov, Kemali ve Yesilce 2021).

Ispat. Tam tersini varsayalim. Teoremin kosullari dogrulanmis olsa bile, § kiimeler
ailesinin kesisimi bos bir kiime olsun. Bu durumda,

Lemma 4.1.4.2’ye gore §, kesisimleri bos kiimeler olan sonlu sayida § < § alt
kiimesine sahiptir.

Ote yandan §, Teorem 4.1.4.3’{i sagladigindan, kesisim bos bir kiime olamaz. Bu bir
celiskidir.

4.1.5. p-Konvekslik Sinifi icin Carathéodory Teoremi (0 < p < 1)

X, gergek bir vektor uzayi olarak gosterilsin ve 0 < p < 1 olmak {izere p reel bir say1
olsun. x,y € A oldugunda ve eger A, u = 0 ise, AP + u? =1, eger Ax + uy € A ise bir
A c X kiimesi p-konveks diye adlandirilir. Bu kiime p-conv(A) ile gosterilir. (Gergek)
bir (X, |I. ) p-normlu uzay1, x + y gibi bir yari-norm ile donatilmis (gergek) bir vektor
uzayidir. Bir p-normlu alamn birim topu bir p-konveks kiimedir ve B, ile gosterilir. M?
ile tiim n boyutlu p-normlu uzaylarin sinifi gosterilmektedir. Eger X, Y, M? ise, Banach-
Mazur mesafesi d(X,Y), infimumun X’ten Y’ye tiim izomorfizmleri T tiizerinden
alindigr ||T||.|IT~Y|| iiriinlerinin infimumudur. Banach uzay teorisinde yaygin olarak
kullanilan notasyonu ve terminolojiyi [T —J]’de goriindiigii gibi kullanilacaktir
(Bastero, Bernués ve Pena, 1995).

Teorem 4.1.5.1. ACR" ve 0 <p <1 olsun. Her x € p — conv(A),x # 0, igin, x €
{Py, ..., P} gibi k <n ile dogrusal olarak bagimsiz {Py, ..., P,} S A vektorleri vardir.
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Dabhasi, eger 0 € p — conv(4) ise, k <n+1ile {P,...,P,} S A var dyle ki 0 € p —
conv{P,, ..., P, } (Bastero, Bernués ve Pena, 1995).

Teorem 4.1.5.2. 0 < p < 1 olsun. Bir C,, > 0 vardir dyle ki her n € N i¢in
2
C,n/p=1 < diam(M) < n?P1,

Teorem 4.1.5.1’in Carathéodory’den daha gii¢lii goriindiigiinii, k < n ve sadece k <
n+ 1’in p =1 igin giivence altina alinabilecegini gozlemleyin. Vektdr 0'n 6zellikle
0zel bir rol oynadigi i¢in bunun boyle olmadig1 agik olacaktir (Bastero, Bernués ve
Pefia, 1995).

p-konveks govdelerin ana 6zelligini hatirlayarak baslayalim.

Lemma4.1.5.1. A c X olsun. A’nin p-konveks govdesi, x;’nin (muhtemelen tekrarlama
ile), ;=0 ve 0 SZAf’den alindig1 tiim sonlu toplam ) A;x; kiimesi ile ¢akisir
(Bastero, Bernués ve Pena, 1995).

Ispat. Basit argiimanlar, p-conv(4)’mn tiim sonlu ¥ A;x; toplamlari, x; € 4,4; > 0 ve
2/1? =1, kiimesiyle gakigtigin1 gostermektedir. Simdi, sadece x = Y7, ;x;,x; €
A YT, xP <1, formundaki her sifir olmayan x &gesinin x = Y-, p;yv;,y; €
A YT, P <1, olarak yazilabilecegi ispatlanmalidir. A, # 0 varsayilsin. By =0 ile,
=Y B vyazlsin. Y AP <N BP+ YL AP <kVPAV + X, A7 durumu
vardir. Simdi, siireklilik argimani ile k ve B;’yi bulunabilecegi aciktir, 1 < i < k, dyle
ki 4 =%5.8 ve D BY +31, A0 = 1. x =X, Bxg + X, Ay temsilen s
yapmaktadir.

Dikkat edelim, ozellikle, her 0 # x € X i¢in, p-conv{x} = (0, x] = {Ax; 0 < A <1}
oldugunu gézlemleyelim. Durum, p = 1 oldugu durumdan oldukga farklhdir.

Teorem 4.1.5.1%in Ispati. x € p — conv(4),x # 0, olsun. N en kiigiik tamsay1 olsun,
bdylece x, A’min bir Py, ..., Py altkiimesinin p-konveks gdvdesindedir. x = Y~ , a;P;,
0<YN. af <1 ile tim (a;) = 0 kiimesi diisiiniilsiin. Bu kiimede Y, af en aza
indirilsin, ayarlansin ve (4;) ile optimum degeri belirtilsin. Agikga, tim i =1,...,N
icin, 4; > 0. Py, ..., Py’in dogrusal olarak bagiml: oldugu varsayilsin; 6nemli olmayan
(u;) katsayilar vardir, bdylece YV, u;P; = 0. § > 0 yeterince kiigiikse, tiim 4; + ty; >
0 katsayilar: ve t € (=8,8) igin tamimlanan ¢(t) = YV, (4; + tu;)P fonksiyonu, t =
0’da minimuma sahiptir, bu da ¢(t)’nin ikinci tiirevinin negatif oldugu gercegine
aykiridir. 0 € p — conv(A) ise, 0 zaman 0 = YN A,P;, P, € A, 4; > 0,Vi, ve Z?’zllf =
1. Py, ..., By nin dogrusal olarak bagimsiz m < n oldugu varsayilabilir. X%t A, P, =
— YN iz APy diisiiniyoruz. Ispatin ilk bdliimiini x’e uygulamirsa, X724 P < 1 ile
moBiP=-=3YN ., 2;P; elde edilir. Bu nedenle 0 < p — convex, n — 1 noktalarinin
ortiisiidiir. Uzunluk < n + 1 gdsterimine ulasana kadar argiimani tekrarlansin.
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4.1.6. Altkafes Konvekslik I¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremi

Tanim 4.1.6.1. Kafesler ve Yar1 Kafesler

Ilk &nce kafeslerin ve yarikafeslerin tanimlarin1 ve temel &zelliklerini verelim. Bir
cebirsel kafeslerde eleman giftleri arasindaki bir islem i¢in yarikafes, her bir x, y eleman
ciftinin, eslesmeleri olarak adlandirilan en biiyiik ortak alt smir x A y’ye sahip oldugu
bir (S, <) kismi sirali kiimesidir. (S, <) ikilisi, X, y 6gelerinin her ¢ifti, birlestirme ad1
verilen en az ortak bir x v y st sinirina sahipse, birlestirme yarikafesidir. Bir kafes,
hem birlestirme hem de Kkesistirme yarikafes olan kismi sirali bir kiimedir. Cebirsel
islemler i¢in cebirsel iglem kafesinin altkiimesi kapali ise bu cebirsel islem kafesinin
altklimesi cebirsel altyarikafestir; tist sinir altyarikafesleri olarak tanimlanir. Kafesin bir
altkiimesi, bir cebirsel kafes islemi ve iist sinir altyarikafesi ise bu kafesin bir altkiimesi
altkafestir. M, ile bir (S§,<) cebirsel islem yarikafesinin tim cebirsel islem
yarikafeslerinin ailesini ve L bir (S, <) kafesin tiim cebirsel islem yarikafeslerinin
ailesini belirtiriz. (L, <) kafesi, tim x,y,z € Liginx A(yVz) =((xAy)V (xAz)ise
dagilmudir (veya tim x,y,z € L i¢in x V(yAz) =(xVy)A(xVz) ise, ikili ve
esdegerdir) (Queyranne ve Tardella, 2015).

Her zamanki bilesensel kismi < diizeni ile donatilmis R" vektor uzayr géz Oniinde
bulundurulsun (bu sayede tim i = 1 ig¢in x < y ancak ve ancak tim i = 1, ..., d igin x;
< y;). Boylece, iki x,y € R™ noktalarinin x V y birlesimi ve x A y kesisimi tim i =
1, ..., d bilesenleri ve R™ icin

(x v y)i = max{x; y;}ve(x A y)i = min{x;, },
bu birlesim ve cebirsel kafes igslemleri igin bir dagilim kafesidir. Ayrica, tiim d tamsay1
vektorlerinin Z™ kiimesi ve B" = {0, 1} d kiimesi R™’nin alt noktalaridir ve bu nedenle

kendileri aynmi (bilesensel) birlestirme ve kesistirme islemleri igin kafeslerdir. (B",
<)’nin, D’nin tiim alt kiimelerinin Boolean kafesine (22, €) izomorfiktir.

Uygun S altyarikafesinin uygun M altyarikafesi, S {lizerinde altyarikafes konveksligi
olarak adlandirdigimiz bir konveksliktir. Benzer sekilde, altkafes konveksligi bir
S kafesinin Ls altkafes ailesidir. Bir altkafes konveksliginin Carathéodory sayisi,
kafesin genisligi olarak adlandirihir (Birkhoff, 1967). Lr" , £7" ve Lp" alt ¢izgi aileleri,

R", Z" ve B" uzaylarindaki alt cizgi konvekslikleridir. Ayrica, £-konveks kiimelerin

L'z ailesi Z™°de bir konveksliktir ve integral £*-konveks polihedranin ailesi R™’de
birdir (Queyranne ve Tardella, 2015).

Tanim 4.1.6.2. Radon ve Helly Sayilar1 Helly ve Radon sayilarindan yola ¢ikarak,
asagidaki tanimlar ve bilinen 6zellikler kullanilir, soyut konvekslikte M. van de Hel
tarafindan yapilan kapsamli incelemeden alinti yapilmistir. F 2 G ise ayn1 X kiimesi
tizerindeki F konveksligi G konveksliginden incedir.

Teorem 4.1.6.1. X kiimesinde, F konveksligi G konvekslikten daha ince ise, Helly ve
Radon sayilar1 h(X, F) = h(X, G) ve r(X, F) = r(X, G)’yi saglar. Bir (X, F) konvekslik
yapist ve bir Y € X altkiimesi F|Y konveksligiyle baghdir. F € F i¢in tiim F N Y’ nin
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ailesidir. Buna iliskin gévde formiilii tim T € Y igin corv(T) = cor(T) NY oldugunu
ifade eder. Buna iliskin bir konveksligi saglayan Helly ve Radon sayilari:

Teorem 4.1.6.2. (X, F) konveks bir yap1 ve Y € F ise h(X, F|Y) < h(X, F) ve r(X,
F|Y) < r(X, F) (Queyranne ve Tardella, 2015).

Calder tarafindan Helly sayisinin kullanigh karakterizasyonunu asagida verilmistir:

Teorem 4.1.6.3. Her n > 1 tamsayisi i¢in, (X, F) konveks yapisinin Helly sayisi olan
h(X, F) < n’yi karsilamasi i¢in gerek ve yeter kosul |T| > nile tim T € X i¢in

() corr\tap = 0.

a€T

Nger cop(T\{a}) = @ ise, X’in T alt kiimesinin H-bagimsiz oldugu soylenebilir.
Dolayisiyla, h(X, F) Helly sayisinin, X’in H-bagimsiz bir alt kiimesinin maksimum
kardinalitesi oldugu kastedilir. H-bagimsiz bir kiimenin bir alt kiimesi kendisinin H-

bagimsiz kiimesinin kendisidir, yani H-bagimsiz kiimenin tiim elemanlarimin 6zelligini
icermektedir (Calder, 1971).

Tamim 4.1.6.3 Yarikafes Konvekslik icin Helly ve Radon Sayilar

Kismi sirali bir kiimede zincir, S nin bir kismi sirali kiimesidir. Bir (S, <)kismi sirh
kiimesinin depth(S) derinligi, S’de bir zincirin maksimum kardinalitesidir (S keyfi
uzun zincir i¢eriyorsa depth(S) = +).

Teorem 4.1.6.4. S yarikafesindeki bir islem {izerindeki altyarikafes konveksligin h(S,
M) Helly sayis1 depth(S)’ye esittir (Queyranne ve Tardella, 2015).

Sonu¢ 4.1.6.1. L kafes lizerinde L Altkafes konveksligin h(L, £) Helly sayisi
depth(L)’ye esittir.

Ispat. h(L, £) > depth(L) esitsizligi L’de her sonlu zincirden dikkate alinir. Ciinkii M
altyarikafes konveksligindeki bir iglem L’nin islem tarafindan tanimlanir. L bu altkafes
konvekslikten incedir. Buradan h(L, £) < h(L, M) = depth(L) kastedilir.

Sonug 4.1.6.2. (i) Bir (S, <) yarikafesin AL altyarikafes konveksliginin Radon sayisi
r(S, M) = depth(S) + 1 oldugunu ifade eder.

(ii) Bir (L, £) kafesin L altkafes konveksliginin Radon sayis1 r(L, £)< depth(L) + 1
oldugunu kasteder.

Tanimm 4.1.6.4. B", R" ve Z™deki Tiim Altkafes Konvekslikler ig:in Helly ve Radon
Sayilarn

Asagidaki teoremde B", R" ve Z"deki altkafes konvekslikler i¢in Helly ve Radon
Sayilar1 verilmektedir.
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Teorem 4.1.6.5. Tiim n = 1 tam sayilar i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir.
(DR(B", L") = h(Z", £L'7") = h(R", L'R") = h(R", L&"NC) = h(R",C) =n + 1;
(i) rB", L") =7 (Z", L") =r[R", L'&") =r(R", Lg"NC) =r(R", C) =n + 2;
(iii) R(R", LR") = r(R", Lr") = h(Z", L") = r(Z", L;") = 400 (Queyranne ve Tardella,
2015).

Sonug¢ 4.1.6.3. Tim n > 1 tam sayilari i¢in asagidaki esitsizlikler mevcuttur:
()n+1<h(Z"LnC|ZM) <2"

(iDn+2<r(Z"LnNnC|Z") <r(Z" C) (Queyranne ve Tardella, 2015).
Teorem 4.1.6.6. (i) n < 3 igin h(Z™, LN C |Z™) = 2™ ve

(i) 7(Z?%, L n C |Z*) = 6 (Queyranne ve Tardella, 2015).

Tamim 4.1.6.5. Altkafes Konvekslik I¢in Carathéodory Sayilar

Verilen bir (X, F) konvekslik yapisi, cor(T) S Uger cor(T{a}) ise T S X C-bagimlidir
ve aksi durumda C-bagimsizdir denir. Bu nedenle c(X, F) Carathéodory sayisi, C-
bagimsiz bir altkiimenin en genis kardinalitesine esittir. Bu konvekslikte asagidaki genel
sonucu kullanacagiz:

Teorem 4.1.6.7. (X, F)bir konvekslik yapist ve Y € X ise, c(Y, F|Y < c(X, F)
(Queyranne ve Tardella, 2015).

Bir £ kafesin c(X, £) Carathéodory sayisi genisligi ile tanimlanir. £Q kisa notasyonu
ile bir (L,<) kafeste Q < L altkiimesinin coc(Q) altkafes govdesi belirtilir. Bazi 1
indeks kiimeleri igin ¥ = V;¢; Aje; q% gibi x € L£Q ile ifade edilebildigini varsayalim.
g% noktas1 x’i olusturur. R™de tiim 0’a esit bilesenler ile d-vektorii 0 olarak belirtilir
ve 1’e esit olan tiim bilesenler ile 1 oldugu belirtilir.

Tanim 4.1.6.6. Boolean Altkafes Konvekslik Icin Carathéodory Sayilari

Teorem 4.1.6.8. Her pozitif n tam sayisi i¢in (B”, £) konvekslik yapisinin Carathéodory
2

sayisi (B", £) = max [%J ,n (Queyranne ve Tardella, 2015).

Tanm 4.1.6.7. R® ve Z™de Altkafes Konvekslikler i¢cin Carathéodory Sayilar

R" ve Z"’de altkafes konveksliklerin Carathéodory sayilarinin degerlendirmesi
yapilacaktir, yani, (R®, <) ve (Z% <) kafeslerinin genisliklerinin degerlendirmesi -
yapilacaktir.

Ik gosterilecek olan bu iki sayinin esit oldugudur: C(Z", L) = C(Rn, E) (Queyranne
ve Tardella, 2015).
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Ispat. T, (Z" £ )’nin sonlu bir C-bagimsiz kiimesi olsun. Tam say1 noktalarmin
birlesiminden ve cebirsel kafeslerde eleman ciftleri arasindaki bir islem, co@z” cy(T) =
cor"c)(T) tam say1 noktalaridir. Buradan T, (R", £)’de C-bagimsizdir, ¢(Z", L) <
c(R™, L) oldugunu kasteder. Aksine T, (R", £ )’nin sonlu bir C-bagimsiz kiimesi
olsun. Her i € D i¢in v; 1 S v;5 < -+ S V() Ile mT = v 4, ..., Vj (i) 9ibi T nin i-inci
izdiisim koordinati yazilir. Kartezyen carpimda her x kiimesi icin V =Q%, m;T,
a(x); =j tarafindan bir a(x) € K =®%,; 1,2,.., k(i) SZ* tam sayr noktast
tamimlanmasi igin x; = v; ;’dir. Burada a: V — K bir izomorfik kafestir. a(T), |a(T)| =
|IT| ile, (Z*, £ )’de C-bagimsiz bir kiimedir, ¢(Z", £) < ¢(R", L )’yi ifade eder.

Teorem 4.1.6.9. Her n pozitif tam sayist icin (R, £) ve (Z" L) konvekslik
yapilarinin Carathéodory sayilari

nZ
(@ L) = (R, L) = lr n

bigimindedir (Queyranne ve Tardella, 2015).

Tamim 4.1.6.8. Konveks Altkafes Konvekslikler i¢cin Carathéodory Sayilari

Bu boéliimde (]R”, LnC ) ve (Z”, LnC |Z”) konvekslik yapilariin Carathéodory
sayilar1 degerlendirilecektir.

n = 2 ile baslansin. Verilen iki a, b € R? noktalarinda,
box(a,b) ={x ER?*: aAb<x<aV b}

Asagida n =2 i¢in Carathéodory sayilarinda hesaplama ve n >3 icin analiz
yapilacaktir.

Teorem 4.1.6.10. n = 2 iken, konveks altkafes (R%, £ n C) ve (Z2, £L n C |7?)
konvekslik yapilarinin Carathéodory sayilari ¢(R?, £ n C) = ¢(Z?, £ n C |7?) dir.

n = 3 i¢in R™’deki konveks altkafes govde elemani problemi ¢oziiliip bir algoritma
sunulacaktir. Verilen Q € R" ve bir x € R™ noktasi, x € L conv Q olsa da olmasa da
degerlendirilir. x € L conv Q ise algoritma bir R € Q altkiime sertifikasina doner oyle

Ki x € LconvQ ve |[R| <t(n)+1 boyutu ile; burada, 7(n) = ln:zj + n. Burada

c(R*, £ nC)<t(n)+1 oldugu ifade edilir. Bu algoritma ve agimm Bolim
4.2°deki gibidir ama bazi1 6nemli farkliliklar ile buradaki gibidir.

Teorem 4.1.6.11. Her n > 3 i¢in (R™, £ N C) konvekslik yapisinin Carathéodory sayisi
n? n?
2\I| <(RLLNC)=@",LnC|ZY) < 2[I| +n+1

seklindedir (Queyranne ve Tardella, 2015).
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Degi ler
Konvekslik cElmes
Helly sayis1 h(n) F.adon sayisi r{n) Carathéodory savis c(n)
Standart n+1l n+2 n+1
(R, C) (Helly, 1923) (Radon, 1921) {Carathéodory, 1921)
rin)= (2" —-1)+3
Sierksma (1977)
Tamsay: an r(n) =527 2 +1, n+1
A A Dioignon (1973 r(2)=6 ) _
( 125 : (1973) Oﬂ(ﬂ%lggl) Doignon (1973)
r(3) =17
Bezdek ve Blokhuis (2003)
Box
2 . m n
" : =2
(&.8) Soltan (1976) min (i ) > 20} Reay (1970)
(Z%.B) Eckhoff (1969)
Max-plus " w1 n+2 n+1
(R, M%) Briec {Eg{ﬁgf‘ ath Butkovit (2003) Develin ve Sturmfels
R M Gaubert ve Meunier (2008 (2004)
Bonar: M) Gaubert ve Sergeev ubert e er )
{2007y

Sekil 4.1.6.1. lgili Konvekslikler I¢in Bilinen Sonuglar (Queyranne ve Tardella, 2015)

Degi ler
Eonvekslik EEEE
Helly sayis1 hin) Radon sayisi r(n) Carathécdory sayis
c(n)
Altleafes z
(R, L) 4o +on IEI +n
@.L)
2| < c@m.enc
Konveks Kafes n+l n+2 4 =e@.Lnt)
(B®.LnC) n+l=hn)=2" | n+2=rin) =r(@"C|IM, = (R LNC)
(Z%Lncy n = 3igin 2" r(2)=6 = 2[':_Jl+n.|_ 1,
BELLNC)
. n*
Integral L-dogal max ||| ny = c(n)
(B",L7 n+1l n+2 -
(" £7) <5+ [ +1
' I 2
Boolean Kafesi . ma ﬂ”’_ln}
(B". L) nt+l n+2 P

Sekil 4.1.6.2. 2015’te Bulunan Sonuglar (Queyranne ve Tardella, 2015)
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4.2. Helly Teoremi’nin Baz1 Uygulamalar

Teorem 4.2.1. Diizlemde her iigliisiinii, yaricap1 1 olan daire ile 6rtmek miimkiin olan k
tane M,,M,,...,M,, (k = 3) noktalar1 verilmistir. Bu noktalarin tiimiinii orten birim
daire vardir (Yusubov, Fatullayev 2002).

Ispat. M merkezli birim dairenin merkezleri My, M,, ..., M,.’de olan birim dairelerin M
noktasini igermesi teoremin dogrulugu igcin hem gerekli hem de yeterlidir. O halde bu
problem asagidaki gibi ifade edilebilir.

“Diizlemde merkezleri My, M5, ..., M},’de olan birim dairelerin licer — liger arakesitleri
bos degilse, onlarin hepsinin arakesitinin bos olmadigini gdsteriniz.” Bu ise Helly
teoreminden baska bir sey degildir. Daireleri Dy, D,, ..., Dy olarak isaretlersek,
DinD,Nn..NnD,#@ ve her Me D, NnD,N..NnD, merkezli birim D dairesi,
My, M,, ..., M, noktalarinin hepsini igerecektir.

Teorem 4.2.2. (TUBITAK BAYG Problem Semineri 96/6, Teorem 4.7.3.) k > 2 olmak
iizere, R?’de k tane farkli M;, M,, ..., M, noktalar1 verilmis olsun. Bu noktalarin ikiser-
ikiser birbirinden olan uzakliklarinin en biiyiigiine D, en kiigiigiine ise d diyelim. Bu

durumda D > \/Z—Ed(\/F — 1) dir.

Ispat. Bu noktalarin her birini merkez alarak, k tane \/B—ED yaricapl daireler ¢izelim. Bu

dairelerin her igliisiiniin en az bir kesisme noktas: vardir. Helly Teoremi’ne gore bu
dairelerin hepsinin en az bir ortak noktas1 vardir. Bu ortak nokta merkez alinarak ¢izilen

?D yarigaplt C dairesi k tane noktanin tiimiinii ortecektir. k tane noktanin her birini

d . o . e
merkez alarak > yarigapl daireler ¢izelim. Bu daireler birbirlerini 6rtmezler ve alanlar

2
toplami1 kTt (d) “dir. \/3—§ D+ % yarigapli ve merkezi C dairesi merkezi ile ¢akisik olan bir

2
daire ise bu dairelerin hepsini ortecektir. Buna gore de,
V3 a\> a\? V3 d d V3 -
s (?D + E) > km (E) ve D + > k- ve buradan D > —d(Vk — 1) elde edilir.
|

Teorem 4.2.3. k > 3 olmak iizere, R®’te k tane M;, M,, ..., M,, farkli noktalar1 verilmis
olsun. Bu noktalarin ikiser-ikiser birbirinden olan uzakliklarin en biiyiigiine D, en

kii¢iigiine ise d diyelim. Bu durumda D >%d(§/§— 1)°dir (Yusubov, Fatullayev
2002).

Ispat. Her ikilisi arasinda D mesafe olan dort noktadan (diizgiin dortyiizliiniin

tepelerinden) gegen sferanin yarigapt R = [2)—://_3 oldugundan, merkezleri verilen

noktalarda ve yarigaplart R = [2)—://_3 olan kiirelerin dorder-dorder arakesitleri bos
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olmayacaktir. O halde ii¢ boyutlu Helly Teoremi’ne gore bu kiirelerin hepsinin en az

ortak bir M noktas: vardir. O halde merkezi M’de ve yarigapt R = %j olan kiire
M;, M,, ..., M}, noktalarinin hepsini ortecektir. Merkezleri Mi(i = ﬁ) noktalarinda ve
kmd3

6

d . e . . a\3
yarigaplari > olan kiireler birbirini ortmezler ve toplam hacimleri k%n(z) =

olacaktir. Ote yandan merkezi M’de ve yarlg:apl R = Z—://_j +% olan bir kiire bu kiiglik
kmd?3

kiirelerin hepsini 1g:erd1g1nden I [ + ] >——veyaD > gd(\/ﬁ — 1) elde edilir.

Helly teoreminin bir sonraki uygulamasini séylememiz igin bir yardimeci 6nermeye
ihtiyacimiz var.

Onerme 4.2.1. Diizlemde [A;B;],[A4;B,]ve[43B3] ii¢ dogru pargasi ii¢c noktada
kesisiyor ise, diizlemde dyle bir M noktasi var ki,

2
|A1By|
\/g 1

2
$ [A; M| + |MB,| SﬁMszl

(14,M] + [MB,| <

2
\|A3M| + [MBs| < E|A3Bs|

esitsizlikler sistemini sagliyor (Yusubov ve Fatullayev, 2002).

Teorem 4.2.4. Diizlemde n tane [A;, B;] parcalarindan her tgliisii farkli {i¢ noktada
kesisiyor ise, bu diizlemde tiim [A;, B;] parcalari igin

1)

|A;M| + [MB;| < —=|A;B;],i =1,n

\/_

esitsizlikler sistemini saglayan bir M noktas1 vardir (Yusubov, Fatullayev 2002).

Ispat. Diizlemde |4;X|+ |XB;| < %lAl-Bil esitsizligini saglayan X € R? noktalari,
odak noktalar1 A;, B; biiyiik cap1 % |A;B;| olan bir elipsin noktasidir. Onerme 4.2.1’e

gore problemin kosullarinda bu elipslerden keyfi ii¢ tanesinin ortak noktasi vardir. O
halde Helly teoremine gore bunlarin hepsinin de ortak bir M noktasi var ki, bu nokta her
i = 1,n igin (1) esitsizligini saglayacaktir.

Teorem 4.2.5. R"’de k > n olmak iizere k tane M;, M,, ..., M}, noktalar1 veriliyor. Bu
noktalarin ikiser — ikiser birbirinden olan uzakliklarinin en kiigtigli d, en biiytigii D ise
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’n+1 n
D>d T(ﬁ_l)

Ispat. Her ikilisi arasinda D mesafe olan k noktadan gegen n boyutlu kiirenin yaricap:
R = /ﬁd oldugundan merkezleri verilen noktalarda ve yarigcaplar1 R = d

olur.

n
2(n+1)

olan kiirelerin k’er k’er arakesitleri bos olmayacaktir. O halde Helly Teoremi’ne gore

bu kiirelerin hepsinin en azindan ortak bir M noktasi var. O halde merkezi M’de ve
n

2(n+1)

yarigapt R = d olan kiire M;, M,,..., M, noktalarinin hepsini Ortecektir.

Merkezleri M; (i = ﬁ) noktalarinda ve yarigaplari % olan kiireler birbirini 6rtmezler
ve toplam hacimleri

)
r (7 + 1)

olacaktir. Ote yandan merkezi M’de ve yarigap1

Re |—" g4
- 2(n+1) 7 2

olan bir kiire bu kiigiik kiirelerin hepsini i¢cerdiginden

v (JrarnPre) | wn(g)

r(z+1) r(z+1)

olur. Buradan

n d d,
2(n+1)D+E>E‘/E

yazilabilir. Boylece

n+1

D >
2n

d(Vk—1)

elde edilir.
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Teorem 4.2.6. R3’te k tane l,i, § ) eee) % yarigapl kiireler verilmis ve ve kiirelerin bu

diizlem iizerindeki izdiisiimlerinin her ti¢lii kesisimleri ortak noktaya sahip olacak
bi¢imde bir diizlem olsun. Bu durumda

(1) Kiirelerin hepsini ayn1 anda kesen bir dogru vardir.

(i) Simetri ekseni izdiisiim y6niinde olan ve tiim kiireleri i¢ine alan en kiigiik silindirin
yarigapi r

Uy
IA
<
IA
N W

saglar.

ispat. Yarigaplari 1,%, %, ,% olan kiireleri, sirasi ile By, B,, B; ..., B, ile, bunlarin
verilen diizlem {izerindeki izdiistimlerin de M, M5, ..., My, ile gosterelim.

(i) My, M, ..., M), kiimelerinin tiger — tiger kesismeleri bos degilse, Helly Teoremi’ne
gore

dogrudur. Duruma gore M kiimesi tek noktadan da olusabilir (Sekil 4.2.6 (a)), sonsuz
kiime de olabilir (Sekil 4.2.6 (b)).

a)

b)

Sekil 4.2.6. k = 4 durumunda olusabilen M = M; N M, N M3 N M, kiimesi i¢in iki
farkli durum.
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Bu durumda a € M noktasindan gegen, izdiisiim yoniine paralel olan her dogru
B4, B,, B3 ..., By, yuvarlarinin her birini kesecegi agiktir.

(ii) Izdiisiim diizlemi iizerindeki M, dairesi diger daireleri igeriyorsa (6rnegin Sekil
4.2.6 (a) gibi) B4, By, Bs ..., By, yuvarlarini i¢eren en kiigiik silindirin yarigap1 r = 1
olur.

M, dairesi M;’in disinda kalmakla M;’e teget oluyorsa (6rnegin Sekil 4.2.6 (b) gibi)
tiim yuvarlari i¢ine alan en kiigiik silindirin yarigap1i r = % olur.

Geriye kalan tiim durumlarda r degeri bu iki degerin arasinda kalacagi agiktir.

4.3. Baz1 Konvekslik Smiflar1 i¢in R?de Radon Teoremi’nin Grafikler Uzerinde
Aciklanmasi

y /Y
A N d
a
b C
>X >X
Sekil 4.3.1. Konveks Kiimeler I¢cin Radon Teoremi’nin Agiklanmasi
b
M /b
d
J C
X X

Sekil 4.3.2. B-konveks Kiimeler i¢in Radon Teoremi’nin A¢iklanmasi
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(]
[£]

a a/

Sekil 4.3.3. B-1-konveks Kiimeler i¢in Radon Teoremi’nin A¢iklanmasi
4.4, Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri Arasindaki Iliskiler
4.4.1. Carathéodory ve Helly Teoremlerinin Esdegerliligi

Bu bolimde, metrik fonksiyonlarinin alt diferansiyel 6zelliklerine dayanan
Carathéodory ve Helly Teoremlerinin esdegerliligi incelenecektir. iki yararli lemma
asagidaki gibidir (Robinson, 2014).

Lemma4.4.1.1. 0;,i = 1,...,m, R™de bos olmayan kapal: konveks kiimeler olsun. 2;
kiimelerinden en az biri sinirliysa, maksimum

f(x) =max{d(x;2)]i=1,..,m},x € R" (4.4.1.1)
fonksiyonu R™’de mutlak minimuma sahiptir.

Ispat.y = inf{f(x) | x € R*} olsun. Her x € R" i¢in f(x) = 0 olmasindan, y’nin
bir reel say1 oldugu agiktir. {x; }, R™’de limit saglayan bir dizi olsun, boylece
I!irn f(xx) = y. Genellik kaybedilmeden, £2,’in sinirli oldugu varsayilsin. Limit

tanimina gore, bir ky € N vardir ki, her k > k, icin 0 < d(x;02,) < f(x,) <y +1
olur.

lx;, — wi |l = d(xk; 2) olmak tlizere, wy € 2, icin, ||x;, — wi|l <y + 1 elde edilir ve
dolayisiyla her k > kg icin ||x|| < [|wgll + 1 ahnir. 2, simrliligindan, {x,} dizisi de
sinirhdir, bdylece bu dizinin bir x’e yakinsak bir {x,,} alt dizisine sahip oldugu

varsayilabilir. f fonksiyonunun  siirekliliginden her x € R™ igin y = lim f (xx,) =
f (%) < f(x) olur. Bu nedenle, f fonksiyonu, x’te mutlak bir minimuma sahiptir.

I(w)y={i=1,...,m|dw ;) =fw}

ile (4.4.1.1)’de verilen f fonksiyonuyla iliskili v’da aktif indis kiimesi tanimlanir.
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Lemma4.3.1.2.02;,i =1,..,m, N2, 2; = @ ile, bos olmayan, kapal konveks kiimeler
olsun. f fonksiyonu (4.4.1.1)’de tanimlansin. Bu durumda, f, x’te mutlak minimuma
sahip olmas: igin gerek ve yeter kosul w; := [[(x; ;) olmak iizere, X € cof{w; |i €
1(X)} olmasidir.

Ispat. NI, 2; = @ varsayimi her x € R" i¢in f(x) = max{d(x;2;))|i=1,..,m >
0} ve her i € I(x) igin x & 2; anlamina gelir. Bu durumda f fonksiyonu x’te mutlak
minimuma sahiptir ancak ve ancak

X—wp . _
0 €df(x) =cofod(x; ) |i€l(X)}=co {m | i€ I(x)}

dir. Her i € I1(x) igin f(%) = d(x; £2;) > 0 igin, bu ortak degeri r ile gosterilebilir. Oyle
i € I(x) vardir ki,
X—w; _ . _
0= z AiT,x € co{w; | i € 1(X)}
i€l(x)

saglanir ve bu durumuna esdeger olan

Ai=1'li>0

iEI(x)
vardir.

Simdi, bu bolimiin ana teoremi kanitlanmaya hazirdir, yani burada Carathéodory
Teoremi ve Helly Teoremi’nin tarif edilen anlamda esdeger oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.4.1.1. Asagidakiler g6z oniine alinsin:

(i) Carathéodory Teoremi: Bos olmayan, konveks bir 2 ¢ R" ve X € coA igin, 4; = 0
olacak sekilde ve w; € £2,1=1, ..., n vardir. Boylece

n+1
X = E /11'0)1'-
i=1

(i) Helly Teoremi: R™’de bos olmayan kapali, konveks kiimelerin herhangi bir
{2,,...,02,,},m=n+ 2 koleksiyonu igin, bu koleksiyondan herhangi bir n+1
kiimesinin kesisiminin bos olmamasi durumunda, bir

m
ﬂni =0
i=1

vardir.
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Bu durumda (i) ve (ii) ifadeleri denktir ve bunun tersi de gegerlidir.

Ispat. 1k olarak (ii) saglandig1 varsayilip (i) ispatlansm. i = 1,...,m igin £2;’nin bos
olmayan kapali, konveks kiimeler oldugu ve bunlardan en az birinin sinirli oldugu
durumu ele ahnsin. k < n + 1 olmak iizere, tim aileden alinan herhangi k sayidaki
kiimenin Kesisiminin bos olmadigimni ifade eder. N%,; = @ oldugu varsayilsin.
(4.4.1.1) ile tamimlanan f fonksiyonunu ele alinsin. Burada x, f’nin mutlak bir
minimuma sahip oldugu R™’de bir nokta olsun. Bu nokta Lemma 4.4.1.1 tarafindan var
olmustur. Lemma 4.4.1.2°den, w; = [[(x; 2;) olmak iizere,

X € cofw; | i € 1(X)}
olur. Carathéodory Teoremi uygulandiginda / c I, [J| < n + 1 igin,
JjeJ
olur. Tanimlanan
9(x) = max{d(x; ) |j € J)

fonksiyonunda, Nje; 2; # @, varsaymm verildiginde bu kesisimde bir g(u) = 0 olan u
noktasi vardir. Clinkd her j € J i¢in d(f;ﬂ-) =r > 0’dir, burada r == f(x) = g(x) >
0, g fonksiyonuyla ilgili x’te aktif indeks kiimesi J’dir. Lemma 4.1.2.2.ye gore, g ile
ilgili Xx°te mutlak bir minimuma sahip olmas: ve dolayisiyla 0 < r = g(x) < g(u) =0
olmasi gerekir. Bu ¢eliski (ii)’yi ifade eder.

Kiimelerden en az birinin sinirli oldugu varsayilamadigi bir durumda, n + 1 kiimenin
her kesisiminden bir eleman segilir. t > 0, B(0;t) kapali kiiresi tiim bu noktalar:
kaplayacak sekilde yeterince biiyiik olsun. O halde sadece {0; | 1 = 1, ..., m}, buradan
0; == 2; N B(0; t) koleksiyonu i¢in 6nceki durumun uygulanmasi gerekmektedir.

Simdi ise (ii)’den (i)’in nasil ¢ikarilacag: gosterilecektir. Herhangi bir ¥ € cof2 elemani
secilsin. ¥ € 0 ise, bu kendi basina konveks bir kombinasyondur, bu yiizden sonug
agiktir. y € 2 oldugu varsayilsm. Ozellikle 2 c R", kapali ve smirli oldugu
varsayilmayacaktir. Her bir X € 2 noktas: i¢in, L,(x) ve L,(x) ile X’ten gecen, X ve
y’yi birbirine baglayan dogruya dik olan sinirlayici hiper diizlem ile kapali yari-uzaylari
belirtildiginde, burada L, (x), y’yi igerir, yani,

Li(x) ={w €eR"[(x — y,0 — X) =0},
L,(X) ={w €eR"|(x — y,w — X) < 0}.

Simdi

(u@=o
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oldugu gosterilsin. Bu kiimenin bos olmadigi varsayilsin. O halde Z € N e L1 (X), her X
€ Q i¢in

(x—y97zZ—-x)=20
oldugunu ifade eder. Bunu, her x € Q i¢in,

Z-yy—x)=(Z—-—x+x -y, y—x)=(Z—x,y —x)+{x — y,y — x)
=(Z-xy —x)—|lx —yl*<0

olmasi takip eder (||[x — ¥||? not edilmesi gerekir, ¢iinkii j & ).

y € cof) oldugu i¢in, x; € N vei=1,.., migin A; > 0’dir dyle ki

m
y€E z Aix; ve
i=1

m
Ai=1'
1

i=

O halde

ﬂLl(f) = ¢

oldugunu gostermektedir. Ciinkii L, (X), her X i¢in bos olmayan kapali, konveks bir
kiimedir, (ii) ile x4, ..., x, 41 € £2 var dyle ki

n+1

ﬂ Li(x) = @.

Ama bu da y € co{xy, ..., Xp41} oldugunu ifade eder. Olmayana ergi yontemi ile
ispatlayalim. Bunun bdyle olmadigi varsayilirsa, a, b € R™ vardir 6yle ki heri=1, ..., n
+ 1igin{a,y) > bve(a,x;) < b.{y — ta|t = 0} seklinde tanimlansin. O halde

(i =¥y —ta—x)=( — ¥y — x) — tla,x; — ).
Boylece, bu ifadenin tim t > t, ve tiim i i¢in pozitif oldugu bir t, deger bulunabilir,

ancak bu N™!L;(x;) # @ oldugunu ifade eder. Bu celiski y € co{xy, ..., X1}
oldugunu gostermektedir.
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4.4.2. Carathéodory ve Radon Teoremlerinin Esdegerliligi

Bu béliimde, Carathéodory ve Radon Teoremlerinin esdegerligi incelenecek, boylece ti¢
teoremin esdegerligi belirlenecektir.

Teorem 4.4.2.1. Asagidaki ifadeler degerlendirilsin:

(1) Carathéodory Teoremi: Bos olmayan konveks bir A ¢ R™ kiimesi igin, X € coA ile,
YMil =1ilea, =0vei=1,..,n+ 1icin w; € A vardr yle ki

n+1
X = z Ai(l)i.
i=1

(ii) Radon Teoremi: Bir 2 = {wq,..., w,,} kiimesi verilsin, m > n + 2, R™’de, iki bos
olmayan, ayrik 2; € 0 ve 2, c (] altkiimeleri var dyle ki

;U N, ve cofd; Ncofl, # Q.
(i) ve (ii) ifadeleri esdegerdir (Robinson, 2014).

Ispat. ()=(ii): m = n+ 2 ile 2 = {wy, ..., w,,} tarafindan tanmimlanan 2 c R" kiimesi
degerlendirilsin. O halde

wqit...+w
MEco{wlp..,a)m}.

Carathéodory Teoremi tarafindan, A; = 0 ve Z?;f A; = 1ile,
n+1

wit... +wn,
m ]
=1

seklinde temsili vardir. Bunu

m m
Z piw; = Z Aiw;
i=1 i=1

takip eder, burada g, = =,i =1,..,m,4; = 0,Y™M'4, = 1,veheri =n + 2, .., m icin

A; = 0. Bu ylizden

1
m

i(ﬁi —A)w; = 0.
i1

Yukaridakiler
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m
Z Yiw; =0
i=1

olarak yeniden yazilirsa, y; = B; — 4; ile, i, y; = 0, burada her y;’ler sifir degildir. O

halde
Z YiXi +Z]/]x] = 0,

i€l j€J

burada I == {i € {1,...,m}|y; >0} ve ] = {i €{1,...,m}|y; < 0}. I ve J’nin her
ikisi de bos degildir. y = Y, Vi Ve 2, = {wj |j € ]} seklinde tanimlandiginda

1 1
V::__ES)G Ue-—}S]QUH = _'—zz]qay(ECOerWCOQZ.
jej 4 i€l 14 i€l
Bu noktada, 2; ve £2,’nin Radon Teoremi’nin gereksinimlerin karsiladigi goriilebilir.

Simdi, Caratéodory Teoremi’nin Radon Teoremi’nden geldigi ispatlanmaya
calisilacaktir.

(i))=(i): Herhangi x € coA segilsin. O halde Y%, A; =1 ile i =1,...,m igin A; > 0,

vardir ve
m
X = Z ){iwi'
i=1

burada tim i = 1, ..., m i¢in w; € A ve O0yle ki m minimaldir.

m < n + 1 oldugu gosterilecektir. Bunun igin 6ncelikle aksi varsayilsin, yani, m > n +
1. Radon Teoremi’nin 2 = {w4,..., Wy} kimesine uygulandig1 varsayilsin, genellik

kaybedilmeden,
k m
Z)/iwi = Z Yiwi,
i=1

i=k+1

buradai =1,..,miginy; =0ve Yt ¥, =¥", ,¥vi=1, 1<k <m. O halde

m
Z piw; =0
im1

seklindedir, burada i =1,..,k i¢gin §; == y; ve i=k+1,..,m igin f;=—Y;.
™ Bi = 0 oldugunu gorillmektedir. iy € 1, ..., k indisi segilsin 6yle ki
A, (A .
e = —=miny—=— |i=1,..,k [ > 0iley.
Bi, i
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i=1,.,mi¢ina; := A; — ef; tammlansm. O haldei=1, .., mi¢in a; = 0, a;, = 0,
Xt =1ve

Bu ise m nin minimalligine aykiridir. Ispat bdylece tamamlanur.

4.4.3. Radon ve Helly Teoremleri Arasindaki Iliski

Bu boliimde Helly’nin Teoremini ve ispati sunulacaktir. Asagida sunulan ispat,
indiiksiyon ve Radon Teoremi’ne dayanmaktadir.

Teorem 4.43.1. Helly Teoremi R™de bos olmayan kapali, konveks kiimelerin
herhangi bir 0:= {Q4,...,2,},m = n+ 2 koleksiyonu i¢in, bu koleksiyondan
herhangi bir n + 1 kiimesinin kesisiminin bos olmamasi durumunda,

m
ﬂﬂi +0
i=1

olur.

Ispat. Teoremi |O| iizerine indiiksiyonla kanitlayacagiz. m =n+ 1 igin teoremin
sonucu aciktir. indiiksiyon adimi igin, teoremin |0| = m > n + 1 i¢in gegerli oldugu
varsayalim. R", 024, 0,,, ..., 2,41 deki konveks kiimelerin bir koleksiyonu, kiimelerin
herhangi bir n + 1’inin bos olmayan bir kesigsme 6zelligine sahip oldugu diisiinelim. i =
1, ..., m + 1 icin asagidaki tanimlansin:

bu durum 0; c 2; 6zelligi oldugu durumda j #i ve i,j € 1,...,m+ 1 i¢in saglanir.
Hipotezden tarafindan, ©; # @, yani herbiri € 1,..., m + 1 i¢in w € 0; eleman1 vardr.

W = {w3, ..., W41} tanimlansin. Radon Teoremi W kiimesine uygulandiginda, iki bos
olmayan, ayrik W, = {w; |i € I} ve W, = {w; | i € I,} alt kiimeleri bulunabilir. Bu
alt kiimeler takip eden su 6zelliklere sahiptir: W; U W, = W ve coW; N coW, # 0. w €
coW; N coW, dgesi segilebilir ve w € N1 0; + @ gosterilecektir. Bunun yapiimast
igin, 6nce i €1, ve j €I, igin i #j oldugunu not edelim, boylece i € I, ve j € I,
oldugunda @; c ; oldugunu ifade eder. Belirlii € {1,...,m+ 1},i € I, i¢in ve her j €
I, i¢in w; € 6; c ;. Ciinkii £2; konvekstir. Buradan w € coW, = {w; |j € L} c {;
olur. Boylelikle herhangi bir i € I; i¢in w € 2; vardir. Benzer bir argiimanla i € I, igin
w € (; de gosterilebilir.
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Aciklama 4.4.3.1. (i) Teorem 4.4.2.1 (ii)’de sunulan Radon Teoremi’nde kabul edilen
kapalilik 6zelligi gevsetilebilir, yani Teorem 4.4.2.1 ve Teorem 4.4.3.1°deki ifadeler
asagidaki ifadeye esdegerdir:

Herhangi bos olmayan bir (24, ...,0,,, m = n+ 2, konveks kiimelerinin koleksiyonu
icin, B"’de bu koleksiyondan herhangi n+ 1 kiimenin kesisiminin bos olmadigi

ozelligi ile,
m
ﬂ 0, +0
i=1

olur. Aslinda, bu ifade agikga Teorem 4.4.2.1 (ii) anlamina gelir ve Carathéodory
Teoremi’nden gelir.

(i) Bir sonraki adim olarak, mevcut arastirmalarin genellestirilmis konvekslik
kavramlarina tasinmas1 miimkiin olacaktir, 6rnegin H-konvekslik.

Asagidaki tablo ile konveks geometride Carathéodory, Radon ve Helly Teoremi’nin
esdegerligi gosterilmis olacaktir (Robinson, 2014).

Teorem 4.4.1.1 (1)

Teorem 4.4.2.1 (i) )

c < R Teorem 4.4.3.1 > H

Teorem 4.4.2.1 (ii) /

Teorem 4.4.1.1 (ii)

Sekil 4.4. Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri Arasindaki Iliskinin Sematik
Gosterimi (Robinson, 2014)
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5. SONUCLAR

5.1. Sonuclar

Soyut konvekslik ile ilgili calismalar giin gectik¢e daha ¢ok 6nem tasimaktadir.

Bugiine kadar farkli matematik¢iler bu alanda ¢ok sayida makaleler, kitaplar
yaymlamis, bu alan ile ilgili calismalar yapilmis ve tezler savunulmustur. Bu
makalelerin, kitaplarin ve tezlerin biiylik kismini i¢eren literatiir taramasi yapilan bu

tezde:

1.

2.

10.

11.

12.

Giiniimiize kadar arastirilmig olan bazi soyut konveks kiimeler ve fonksiyonlar
incelenmistir.

Carathéodory, Radon ve Helly’nin hayati ve Matematige yapmis olduklari
katkilarla ilgili bilgi verilmistir.

Klasik konvekslikte Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri ispatlariyla
birlikte verilmistir.

Max-Plus konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri incelenmis
ve ispatlartyla birlikte verilmistir.

B-konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri ispatlari ile
verilmistir.

B-1-konvekslik incelenmis, B*-konvekslik i¢in Carathéodory, Radon ve Helly

Teoremleri ispatlar ile verilmistir.

p-konvekslik ve bu konvekslik i¢in Carathéodory Teoremi ispati verilmistir.
Altkafes konvekslik sinifi i¢in Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri ve
ispatlart verilmis, ayrica Carathéodory, Radon ve Helly sayilar1 da tablolarda
belirtilmistir.

Helly Teoremi’nin Yusubov ve Fatullayev tarafindan yapilmis bazi uygulamalar
verilmistir.

Helly Teoremi’nin iki farkli uygulamasi da tarafimizdan ifade edilmis ve
ispatlanmistir (Teorem 4.2.5, Teorem 4.2.6).

R?°de verilen Konveks, B-konveks, Bl-konveks kiimeler icin Radon
Teoremi’nin resimlerle agiklamasi gdsterilmistir (Boliim 4.3).

Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri arasindaki iliskiler ispatlar1 ve
sematik gosterimleri verilmistir.

5.2. Oneriler

N

Tezdeki arastirmalar sonucu arastirmaya agik bir¢cok 6neri sunulabilir:

Matematik diinyasi durmadan gelismektedir. Dogal olarak Konveks Analiz
alaninda da yapilan arastirmalar sonucu yeni soyut konvekslik siiflar
olusmaktadir. Bu caligmalar da incelenerek tezdeki tarama listesi genisletilebilir.
Yeni soyut konvekslik siniflar iiretilebilir.

Yeni soyut konvekslik siniflar1 igin Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri
incelenebilir.

Klasik konvekslikte verilen Carathéodory, Radon ve Helly Teoremleri
arasindaki iligkiler diger soyut konvekslik siiflari i¢in de incelenebilir.
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©

Tezde Helly Teoremi’nin bazi uygulamalar1 verilmistir. Helly Teoremi’nin daha
farkli uygulamalan verilebilir.

Carathéodory ve Radon Teoremlerinin de farkli uygulamalari ele alinabilir.
Tezde Konveks, B-konveks, B'-konveks kiimeleri i¢in Radon Teoremi’nin

resimlerle agiklamasi verilmistir. Bu tiir agiklamalar diger soyut konvekslik
siniflart i¢in de verilebilir.

Resimlerle agiklama Carathéodory ve Helly Teoremleri i¢in de verilebilir.

Tez, bu alanda ¢alisma yapan arastirmalar i¢in bir kaynak olabilir.
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