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Bu tezin asil amact; E? Oklid uzayinda dogrudas olmayan Py, Py, ..., P, kontrol

noktalarina sahip

P(t) :iB{L(t)PZ- ;Vitel0,1]

parametrik denklemi ile verilen n-inci dereceden Bézier egrisinin egri ¢iftlerinin para-
metrik denklemlerini ve egriliklerini arastirmaktir. Bu tezde ilk olarak diizlemsel Bézier
egrisinin sirastyla; evoliit, involiit, paralel, pedal ve kontrapedal egri ¢iftlerinin paramet-
rik denklemleri elde edilmistir. Ardindan diizlemsel Bézier egrisinin elde edilen her bir
egri ¢iftinin egrilikleri hesaplanmigtir. Ayrica; ¢ € [0, 1] igin elde edilen bu egri ¢iftlerinin
denklemlerinde ve egrilik formiillerinde ¢ = 0 ve ¢ = 1 icin nasil sonuglar verdigi arasti-
rilmistir. Ek olarak; verilen kontrol noktalarini bazi 6zel noktalar secerek Bézier egrisinin
egri ciftleri ve bu egri ¢iftlerinin egrilikleri iizerinde incelemeler yapilmistir. Son olarak

elde edilen sonuglar, ilgili boliimde detayli olarak aktarilmistir.
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The scope of this thesis is to examine the parametric equations and curvatures of the
curve couples of the n-th order Bézier curve in the E? Euclidean space given by the

following
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parametric equation with non-linear F, P, ..., P, control points. In this thesis, firstly, the
parametric equations of the planar Bézier curve for the evolute, involute, parallel, pedal
and contrapedal curve couples are obtained respectively. Then, the curvatures of each pair
of curves are calculated. Moreover, they have been investigated at ¢ = O and ¢t = 1. In
addition; by choosing some special points from the control points, the curve couples of the
Bézier curve and the curvatures of these curve couples are examined. Finally, the results

are given in detail in the relevant section.

KEYWORDS: Bézier curve, Contrapedal curve, Evolute curve, Involute curve, Parallel

curve, Pedal curve.

COMMITTEE: Asst. Prof. Dr. Ayse YILMAZ CEYLAN
Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR
Asst. Prof. Dr. Rahime DERE PACIN

il



ONSOZ

Bézier egrileri ilk olarak 1958-1960 yillar1 arasinda Fransiz bir miithendis olan Pi-
erre Etienne Bézier ve Fransiz bir matematik¢i olan Paul de Faget de Casteljau tarafindan
farkli matematiksel yaklagimlar ile birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirilmistir. Bézier
egrisi lizerine iki bilim insaninin da birbirlerinden habersiz bir sekilde ayni verileri elde
etmelerine ragmen konu ile ilgili ilk makale Bézier tarafindan yayinlandigindan dolay1
giinlimiizde bu egri, Bézier egrisi olarak bilinir hale gelmistir. Bézier egrilerinin haya-
timiza girmesi ve iizerinde incelemeler yapilmaya baslanmasiyla yiizeylerin tasarimi ve
programlanmasi daha pratik hale gelmistir. Bu tiir 6zelliklerinden dolay1 Bézier egrisi,
giiniimiizde vektor temelli ¢izim, font tasarimi, endiistriyel ve bilgisayar destekli tasarim
ve 3D modelleme gibi bir ¢ok cesitli alanda 6nemli bir yere sahiptir. Bununla birlikte, Bé-
zier egrileri cesitli mithendislik alanlarinda ve uygulamali matematik dallarinda dnemli
caligsmalara konu olmustur.

Bu calismada da Bézier egrilerinin gelisimine katkida bulunmak ve literatiirdeki aras-
tirma alanini genisletmek adina Bézier egrilerinin egri ciftleri ve egri ciftlerinin egrilikleri
elde edilmistir. Bu tez ¢calismasinin Bézier egrilerin egri ciftleri konusunda yapilan calig-
malara katki saglayacagi ve bu alanda yeni arastirmalar yapilmasina tegvik edici nitelikte
bir ¢alisma olacagi kanaatindeyim.

Son olarak; bu konuda ¢caligmami Oneren, bilgi ve deneyimlerini benimle paylasarak
her zaman yardimei olan, yol gosteren saygideger danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Ayse
YILMAZ CEYLAN’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica; bu siiregte benden maddi
manevi desteklerini esirgemeyen her zaman yanimda olan babam Ibrahim KARA'ya, an-
nem Birgiil KARA’ya ve benimle degerli bilgilerini paylasan sevgili dostum Giildane
YILDIZ’a tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Literatiirde bir ¢ok bilim insam1 Bézier egrileri hakkinda 6nemli ¢caligmalar yapmis
ve bilim diinyasina katkida bulunmuslardir. Fikrin mucidi 1959 yilinda Citroén firmasinda
calisan bir Fransiz otomotiv mithendisi Paul de Faget de Casteljau’dur. Egri ve yiizey tasa-
riminda kolaylik saglamasi icin, Paul de Faget de Casteljau bir formiil tizerinde ¢caligmaya
baglamistir. Ayn1 yillarda Renault firmasinda ¢alisan bir diger Fransiz otomotiv miihen-
disi Pierre Bézier Etienne, Paul de Faget de Casteljau’nun ¢calismasindan bagimsiz olarak
ayn1 formiilu gelistirmistir. Bézier’in 1968 yilinda yayinlanan ¢alismalariin bir sonucu
olarak teori Bézier’in ismi ile bilinir hale gelmistir. Bu caligmalarin bir sonucu olarak Bé-
zier’in formiild, sirali bir nokta kiimesine ait olan Py, Py, P, ..., P, kontrol noktalarinin
kullanilmasiyla orijinal egriye yaklagimini saglayan bir metoda dayanir. Dolayisiyla Bé-
zier egrisi, belirlenen kontrol noktalarina gore sekillenir. U¢ noktalar ile egri ¢akisirken
geriye kalan kontrol noktalar1 egrinin iizerinde olmak zorunda degildir.

Bézier egrisi, Ozellikle bilgisayar destekli tasarim alaninda siklikla kullanilan para-
metrik egri bicimidir. Cilinkii Bézier egrisi, bu alanda kullanilan polinom bazlar1 arasinda
niimerik olarak en kararli yapiya sahip olandir ve parcali polinom egrileri i¢in ideal bir
geometrik gosterimi vardir. Parcali polinom fonksiyonlar veya egriler, diferansiyel denk-
lemlerin niimerik ¢oziimiinde yaklasik ¢oziimii vermesi i¢in siklikla kullanilir. Bézier eg-
rileri; dinamik sistemleri, diferansiyel denklemleri ve 1si1-dalga denklemlerini ¢6zmede
kullanilir. Ayrica Bézier egrileri, Tip ve Miihendislik alanlarini i¢ine alan ¢esitli uygula-
malarda yararlanilan siirekli egrilige sahip tipik parametrik egrilerden biridir.

Optik alanindaki caligmalar ile de tanmman C. Huygens, evoliit ve involiit kavram-
larin1 arastirmstir (Huygens 1966). Klasik diferansiyel geometride Oklid diizlemindeki
regiiler bir egrinin evoliitii, yalnizca tiim egrilik merkezlerinin yeri tarafindan degil, ayn1
zamanda regiiler egrinin normal dogrularinin zarfi, yani paralel egrilerin tekil yerleri ta-
rafindan verilir. Diger tarafta regiiler bir egrinin involiitii, dogru bir ucunda egriye teget
olan bir dogru parcasi ile degistirirken, diger ucu da involiitiin izini stirmektir. Regiiler
bir 7 egrisinin ¢ € R icin, paralel egrisi ¢ birim uzakliginda olan bir egridir. Yine Oklid
diizleminde verilen regiiler bir y egrisi ve Q noktasi i¢in, Q noktasinin egrinin y(¢) nok-

talarindaki teget dogrular iizerindeki dik izdiisiim noktalarinin ¢izdigi egriye, v egrisinin
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Q pedal noktasina gore pedal egrisi denir. Kontrapedal egri ise; Q pedal noktasinin (%)
noktalarindaki normal dogrular {izerindeki dik izdiistim noktalarinin cizdigi egridir. Bu
egriye normal pedal egrisi veya kars1 pedal egrisi de denmektedir (Ozdemir 2020). Steede
B. H. (1898), pedal ve kontrapedal egrileri ile caligmis, egriliklerini aragtirmigtir. Li Y. ve
Pei D. (2018) ve Tuncer O. O. vd. (2018) makalelerinde Oklid diizlemindeki cephelerin
pedal ve kontrapedal egrilerini incelemistir.

Son yillarda Bézier egrileri ile bircok matematikgi ilgilenmis ve ¢aligmalar yapmus-
tir. Farin G. (2002) eserinde Bézier egrilerinin, 6zel bir seklin burulmasi ve egriligi gibi
bircok ozelliklerinin belirlenip seklinin olusturulmasinda kullanigh bir yapiya sahip ol-
dugundan bahsetmistir. Ayrica, Farin G. (2002) , Marsh D. (2005) ve David S. (2006)
caligsmalarinda Bézier egrileri i¢in u¢ noktalarda tanimlanan egrilik ve burulma formiille-
rinin diferansiyel geometri acisindan geometrik anlamlarina da yer vererek Bézier egrileri
ile yapilan ¢aligmalara katki saglamistir. Yilmaz A. (2009) yiiksek lisans tezinde Bézier
egrileri ve Bézier yiizeylerinin temel 6zelliklerinden bahsetmistir. Incesu M. ve Giirsoy
0. (2004)’de Bézier egrisinin egriliklerini ve temel formunu incelemistir. Georgiev G.
H. (2006) ve (2007) eserlerinde diizlemsel ve kiibik Bézier egrisinin sekilleri iizerinde
calismigtir. Ueda K. (1997) ve (2000)’ de bir pedal noktas1 araciligi ile klasik bir sinuso-
idal spiral ailesi tamtilmistir ve daha sonra Sanchez-Reyes J. (2002)’de p-Bézier egrileri
olarak adlandirilan rasyonel Bézier egrilerinin 6zel bir alt kiimesine ait olarak tanim-
lanmistir. Erkan E. ve Yiice S. (2018) makalesinde ve Erkan E. (2019) doktora tezinde
diizlemde birim hizl1 olmayan n-inci dereceden Bézier egrilerinin Serret-Frenet catisini
kurmus ve egriliklerini hesaplamistir. Samanci H. K. vd. (2015) eserinde E* Oklid uza-
yinda Bézier egrisinin bazi diferansiyel geometrik 6zelliklerini ve Bishop catisini elde
etmistir. Kilicoglu ve Senyurt (2020), £3 Oklid uzayinda matris formu olan kontrol nok-
talarina dayanan kiibik Bézier egrisinin, involiitiinii ve involiitiiniin Frenet elemanlariyla
birlikte egriligini incelemistir. Duman Z. (2021)’de E? Oklid uzayindaki Bézier egrile-
rinin evoliit-involiit egri ¢iftlerini arastirmistir. Calismasinda Bézier egrisinin involiit —
evoliit egri c¢iftinin Frenet elemanlarinin birbiri cinsinden yazimlarina da yer vermistir.
Ceylan A.Y. (2021) makalesinde E? Oklid uzayindaki Bézier egrilerinin evoliit-involiit
ve paralel egri ciftlerini karakterize etmis ve egriliklerini vermistir. Ceylan A.Y. ve Kara

M. (2021) makalesinde E? Oklid uzayindaki Bézier egrilerinin pedal ve kontrapedal egri
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ciftlerini arastirmis, ¢ = 0 ve ¢ = 1 durumlarini incelemistir.

Literatiir incelemesi detayl olarak yapildiginda incelenen konuyla ilgili tez ve maka-
lelerde diizlemsel Bézier egrilerinin egri ¢iftleri alaninda yapilan ¢alismalarda bazi eksik-
likler oldugu fark edilmistir. Bu tezin asil hedefi; hem bu eksikligi gidermeye calismak
adina hem de gelecek calismalara 1s1k tutmasi amaciyla birim hizli olmayan diizlemsel
Bézier egrilerinin egri ciftleri konusunu ¢alismak ve elde edilen bulgular1 ve sonuglari
aktarmaktir.

Bu tez ¢caligmasi; giris ve kaynaklar boliimleri hari¢ dort ana boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliim olan kaynak taramasi kisminda bu calisma icin gerekli olan 6n bilgiler,
temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliim olan materyal ve metot kisminda tezin orijinal kismi igin alt yapi olus-
turulmustur. Bu boliimde; diizlemde birim hizli olmayan n-inci dereceden Bézier egrile-
rinin Serret-Frenet catis1 ve yine diizlemde verilen bir egrinin egri c¢iftlerinin tanimlari
verilmistir.

Dordiincii boliim olan bulgular ve tartisma kismi beg ayr alt boliimden olugmaktadir.
Bu boliimlerde sirasiyla n-inci dereceden birim hizli olmayan diizlemsel Bézier egrisinin
evoliit, involiit, paralel, pedal ve kontrapedal egri ciftlerinin parametrik denklemleri elde
edilmistir ve elde edilen bu egri ciflerinin Frenet egrilikleri hesaplanmustir.

Son olarak; sonuglar kisminda ise elde edilen bulgular 15181nda ulasilan sonuglar der-

lenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde ilk olarak, diferansiyel geometrinin ve bu calismanin dayandigi temel
kavramlar m-boyutlu reel Oklid uzayinda verilmis olup; bu tezde tiim durumlar m=2 icin
uyarlanmistir. Ayrica, m=2 6zel durumunda bu ¢alisma i¢in temel olan teoremler ispatsiz
olarak verilmistir.

Ikinci olarak; bu tez ¢alismasi Bézier egrileri iizerine kurulu oldugu i¢in bu boliimde
yapilan kaynak taramasiyla Bézier egrileri tanitilmistir. Bilgisayar destekli geometrik ta-
sarim (CAGD) i¢in biiyiik onem tagiyan Bézier egrileri, Bernstein polinomlar: yardimiyla
tanimlanmig ve hem Bézier egrilerinin hem de Bernstein polinomlarinin temel 6zellik-
lerinden bahsedilmistir. Ayrica daha anlasilir ve somut olmas1 acisindan Bézier egrileri
ornekler ile desteklenmistir. Bunun yani sira Bézier egrisi icin De Casteljau algoritmasi
verilmisgtir.

Son olarak Bernstein polinomlarinin ve Bézier egrilerinin tiirevlerinden bahsedilmis-

tir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1. Bir reel afin uzay X olmak iizere X ile birlesen vektor uzayt da V' olsun. V

vektor uzayinda;

(,) : VXV =R
T = (21, T2, ., Tpy)

(2.9) = ey = > iy,
=1

y=(y1,Y2, s Ym)

seklinde bir Oklid i¢ carpimi tamimlamirsa, X afin uzaymma m — boyutlu Oklid uzay
denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.2. m-boyutlu bir reel i¢c carpim uzayt V olmak iizere V ile birlesen bir Oklid

uzayt E™ olsun. V' vektor uzayt iizerindeki norm ||, || olmak iizere;
d : E"xE"™ =R
T = (T1, %2, oy Tpy)

d(z,y) =
Y= (y1,Y2, - Ym)
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seklinde tanimlanan fonksiyona m — boyutiu Oklid uzaynda uzaklik fonksiyonu de-
nir. Her x,y € E™ icin d(x,y) degerine de x ile y noktalart arasindaki uzaklik adi

verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3. p ve g E? de sifirdan farkl vektorler olmak iizere;

cosa = P @2.1)
o/l llql]

ina - 2J9)
o/l

0 < o < 27 olacak gekilde bir tek o vardir (Gray, Abbena ve Salamon 2016).
Tamim 2.4. I, R uzaywinda acik bir aralik olmak iizere;
v« I —->FE™
s =7 (s) = (11 (8),72(8) 0, Y (5))

biciminde diizgiin diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ~ (s) , E™ Oklid uzayinda bir
alt kiime olmak iizere (I,~) koordinat komsulugu ile verilen bir egri olarak adlandirilir.
I C R araligina, ~y egrisinin parametre araligi ve s € I degiskenine de v (s) egrisinin

parametresi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.5. m-boyutlu Oklid uzayinda M egrisi (1,~) koordinat komsulugu ile verilsin ve

v(8) = (71 (8) ;72 (8) s ooy Yy (8)) Olsun. Béylece;

dy (A dvy Ay
= e = (G T

ds ~(s) ds " ds ds
tanjant vektoriine, M egrisinin vy (s) noktasindaki hiz vektori denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 2.6. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

Yani;

v I —E™

Vs € Tiginy (s)#0
ise vy egrisi reguler egridir (Hacisalihoglu 1983).

5



KAYNAK TARAMASI M. KARA

Tamm 2.7. v : [ — E™, regiiler bir egri olmak iizere, c € I baslangi¢c noktast alinarak;

S(t) = / I (u) ldu

seklinde tamumlanan s (t) = f (t) fonksiyonu t nin diferansiyellenebilir fonksiyonudur.

egriye birim hizl egri veya yay parametresine gore verilmis egri denir (Ozdemir

2020).
Tamim 2.8. Asagidaki gibi tamimlanan J lineer doniisiimii
J : R* 5 R?
(P1:p2) = (=p2,p1)

geometrik olarak orijin etrafinda saat yoniiniin tersine 5 agili bir donmedir. p,q € R?

olmak iizere J lineer doniigiimii;

(Jp,Jq) = (p,q) (2.2)
(Jp,p) = 0
(Jp,q) = —(p,Jq)

ozelliklerine sahiptir (Gray, Abbena ve Salamon 2016).

Teorem 2.9. v : [ — E? birim hizli olmayan diizlemsel regiiler bir egri olsun. {T,N}

Serret-Frenet catist ve V' t € I icin y egrisinin k egriligi;

(@)

O = ol
(@)
NO =

(2.3)
0@, Iy (1)
I (@) [I°

seklinde elde edilir (Gray, Abbena ve Salamon 2016 ).

6
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Teorem 2.10. R? de verilen bir v egrisinin Frenet vektorleri T ve N egriligi ise r olsun.

Bu durumda v = ||’ (t) || olmak iizere;

T = vsN 2.4)

N = —vkT

esitlikleri vardir. Matrisler yardimiyla;

N’ —vk 0 N

biciminde ifade edilir (Ozdemir 2020).

2.2. Bézier Egri Parcasimin Olusturulmasi

Tanmm 2.11. E™ (m = 2,3) Oklid uzaymnda Py , P, noktalar verildiginde Py P, dogru

parcast iizerinde herhangi bir nokta Py (t) ile gosterilirse;
Pt)y=P(t)=(1—t)P+tP ; t€][0,1]
denklemi bir lineer egri parcasinin bir parametrizasyonunu olusturur. Burada;

Bi(t) = (1-1)

Bi(t) = t

1. dereceden Bernstein polinomlari ve Py, P, kontrol noktalart olarak adlandirilir (Kap-

lan ve Mann 2006, Marsh 2005). Bakiniz Sekil 2.1.

t (1—1¢)

rr—"""""""""" 1 1
¢ ® ®
Py Py (t) Py

Sekil 2.1. F, P, kontrol noktalarinin olusturdugu lineer Bézier egrisi
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Ornek 2.12. E? de Py = (2,2), P, = (1,3) kontrol noktarindan gecen PyP; dogru

pargasi;

Pt) = Pgt)=(1-1)(2,2) +(1,3)

= (2—-t,241t) ;te]0,1]

elde edilir. Bakiniz Sekil 2.2.

Sekil 2.2. Py = (2,2), P, = (1, 3) kontrol noktarindan gecen Bézier egrisi

Tanim 2.13. E™ (m = 2, 3) Oklid uzaymnda Py, P, ve P, noktalar: verildiginde t € [0, 1]

icin,

Pi(t) = (1-t)Py+tP
Plt) = (1—-t)P +1tP,

Pit) = (1-t)P) +tP}
denklemleri yardimiyla

P(t) = P3)

= (1—1)’Py+2(1 —t)tP, +t* P
2

= Y BB
=0

8

(2.5)
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kuadratik Bézier egrisi tammlanir. Burada;

2. dereceden Bernstein polinomlari; Py, P, ve P, noktalari ise kontrol noktalar: olarak

adlandirilir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005). Bakiniz Sekil 2.3.

Sekil 2.3. Fy, P, ve P, kontrol noktalarinin olusturdugu kuadratik Bézier egrisi

Tanim 2.14. E™ (m = 2,3) Oklid uzaymnda Py, Py, Py ve P3 noktalar verildiginde t €

Pol(t) = (1-t)Rh+th

Plt) = (1—-t)P,+1tP,

Pi(t) = (1—-t)P,+tPs

Pi(t) = (1-t)Py (t) +tP (t)
Pi(t) = (1—t)P}(t)+tP,(t)
Fy(t) = (L—t)F; (t) +tPE(t)
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denklemleri yardimiyla
P(t) = P}t (2.6)

= (1—=1t)PPy+3(1 —t)*tP +3(1 —t)’P, + 3 Ps

3
= Y RB! (1)
=0

kubik Bézier egrist tamumlanabilir. Burada;

Bj(t) = (1-t)°
Bit) = 3(1—1t)°t
Bit) = 3(1—1t)¢
Bit) = ¢

3. dereceden Bernstein polinomlari;, Py, Py, P, ve P3 noktalarida kontrol noktalar:

olarak adlandirilir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005). Bakiniz Sekil 2.4.

P;l.tc

Sekil 2.4. F), P, P, ve P; kontrol noktalarinin olusturdugu kiibik Bézier egrisi

Tanim 2.15. E™ (m = 2, 3) Oklid uzayinda Py, Py, P, ..., P, kontrol noktalart verildi-
ginde V't € [0,1] icin;

P(t) = Y _PB!(t) (2.7)
=0

10
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parametrik esitligi bu kontrol noktalarinin olusturdugu Bézier egrisi adim alir. Burada;

BMt) = (n> (1—t)""t ; 0<i<n (2.8)

n — inci dereceden Bernstein polinomlary olarak adlandirilir. Py, Py, Ps, ..., P, kont-
rol noktalarinin ongoriilmiis sirayla olusturulan dogru parcalart yardimiyla elde edilen

poligona kontrol poligonu denir (David 2006, Marsh 2005).

Sekil 2.5 de sirasiyla 2., 3., 4. ve 5. dereceden Bernstein polinomlar1 verilmistir.

. -4
f
\ /"
\
\ /
/
/ \ /
¥ 4 \ /
*, \
7\ at /,"‘.’\' T v /,’\
N
/ \ : \)(/ \
W \ X \
4 \, /I 3
’ “ ’ “
i \ / PN N \
- - - \
Y T
7 |
\ [
\ /
\ |
\ |
f
/
/ /
/ \ /
X \ (
~ -~ A .
\ > . ” B
/ \ 3 w 7\ \ ) P —’ / '\
A\ NSNS \ VNN N \
¥ N % X X XN
VA )L/ \ \ /NESENE N\
N\ / AN\ )
N S /O AN\
a —— e

Sekil 2.5. 2., 3., 4., ve 5. dereceden Bernstein polinomlari

Ornek 2.16. P, = (0,0), P, = (2,0) ve P, = (4, —4) kontrol noktalarimin olusturdugu

11
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diizlemsel kuadratik Bézier egrisinin parametrik denklemi (2.5) esitligi yardimiyla

Pt) = iP-B" (t)

= (T t)2Py +2(1 — t)tP + t*P,

= (1—1)2(0,0)+2(1 —t)t(2,0) +t* (4, —4)
(0,0) + (4t (1 —t),0) + (4¢%, —4t?)

= (4t,—4t*) ; t€[0,1]

elde edilir. Bakiniz Sekil 2.6.

05 0 0 1 1.5 2 25 3 35 4 45

Sekil 2.6. Diizlemsel kuadratik Bézier egrisi

Ornek 2.17. P, = (0,0), P, = (2,0), P, = (4, —4) ve P3 = (—2,0) kontrol noktala-
rimin olusturdugu diizlemsel kiibik Bézier egrisinin parametrik denklemi (2.6) esitligi

yardimiyla

3
=Y PB(1)
=0

12
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= (1—t)P°Py4+3(1—t)°tP +3(1—t)t?P, +t°P;

= (1—1)3(0,0)+3(1—1)°t(2,0)+3(1 —t)t* (4, —4) + t*(—2,0)

= (0,0) + (6t (1 —1)%,0) + (12(1 — t) 2, =12 (1 — ) t*) + (—2¢*,0)

= (61— )P 12(1— )12 — 265, —12(1 — 1) £2)

= (6t —8t* 12t —12¢%) ; t€0,1]

elde edilir. Bakiniz Sekil 2.7.

Sekil 2.7. Diizlemsel kiibik Bézier egrisi

2.3. Bernstein Polinomlarmin Ozellikleri
2.3.1. Birimin Parcalanmasi Ozelligi

Bernstein polinomlari B}*(¢) i¢in;

elde edilir ( Marsh 2005, Farin 2002).

13
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2.3.2. Anti-negatiflik Ozelligi
VvV tel0,1] icin Bl (t) >0

seklindedir (Marsh 2005).

2.3.3. Simetri Ozelligi
Bernstein polinomlart B (t) igin;
B, i(t) = B (1 —1)

esitligi gegerlidir (Marsh 2005).

2.3.4. Rekiirsiyon Ozelligi

n-inci dereceden Bernstein polinomlart B*(t) ¢ = 0,...,n igin (n — 1) — inci dereceden

polinomlar ile asagidaki gibi ifade edilebilir;
Bt) = (1—1t) By~(t) + tB5 (1) (2.9)

Burada; B"'(t) =0 ve B"~!(t) = 0 dir (Marsh 2005, Farin 2002).

2.4. Bézier Egrisinin Ozellikleri
2.4.1. Son Nokta Interpolasyon Ozelligi

(2.7) esitligi ile verilen P (t) Bézier egrisi,
t =0 i¢in;
P(0) =P, (2.10)
t =1 i¢in;
P) =P, 2.11)

seklindedir (David 2006, Marsh 2005).

2.4.2. Son Nokta Teget Ozelligi
(2.7) esitligi ile verilen P (t) Bézier egrisi i¢in;

P'(0)=n(P,—F) wve P'(1)=n(P,— P,1)
seklindedir (Marsh 2005).

14
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2.4.3. Konveks Kabuk Ozelligi
Tanim 2.18. m- boyutlu reel Oklid uzayt R™ de W = {xq, 11, ..., x,, } noktalar kiimesi

verilsin. Bu W kiimesinin konveks kabugu,

1=0

seklinde tanumlanir ve CH (W) ile gosterilir (Marsh 2005).

Teorem 2.19. (2.7) parametrik denklemiyle verilen bir Bézier egrisi P (t) olmak iizere ¥
t €10,1] igin;
P(tye CH{P,, Py,...,P,}

seklindedir (Marsh 2005).

Sekil 2.8. de kiibik bir Bézier egrisinin konveks kabuk icinde yatti81 gosterilmistir.

rJ

0 1 2 3

Sekil 2.8. Bir kiibik Bézier egrisinin konveks kabuk icinde yatmasi

2.5. Bézier Egrisi icin De Casteljau Algoritmasi

(2.7) esitligi ile verilen Bézier egrisi kontrol noktalar1 yardimiyla asagidaki sekilde

olusturulur.

15
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Sekil 2.9. Bézier egrisinin De Casteljau algoritmasi

Bu ifade Bézier egrisi icin De Casteljau algoritmasini verir. De Casteljau algoritmast,
bir Bézier egrisinin lizerindeki bir noktanin hesaplanmasi i¢in bir metod saglar. Asagidaki

teorem De Casteljau algoritmasini ifade eder (Marsh 2005).

Teorem 2.20. Py, P, ..., P, kontrol noktalarimin olusturdugu bir Bézier egrisi P (t) ol-

sun. Bu taktirde;

Pl(t)y=(1—t) P/ () +tP/(t) 5 i=0,.on—j, j=1,..n

7

ve P? = P; olmak iizere P (t) = Py (0 <t < 1) seklindedir (Marsh 2005).

2.6. Bernstein Polinomlarimin Tiirevi

Teorem 2.21. n-inci dereceden Bernstein polinomunun birinci ve ikinci tiirevi asagida

verilmigtir; .
(B0 = (g B @.12)
wipr (=1 =2in—=Lt+nn-1\
(Bi(t) = ( YT ) B (t) (2.13)
va da
(B (1)) =n (B! (t) = Bi~'(1)) (2.14)

16
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seklindedir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2005).

2.7. Bézier Egrisinin Tiirevi

Tegetleri ve normalleri belirleme gibi egrileri kapsayan bir ¢ok uygulama, tiirevle-
rin hesabin1 gerektirir. Bézier egrilerinin tiirevleri Bernstein polinomlarinin tiirevlerinden
elde edilir. n-inci dereceden Bézier egrileri icin tiirev formiiliiniin genellestirilmesi agagi-

daki teorem ile ifade edilir (Marsh 2005).

Teorem 2.22. n-inci dereceden bir Bézier egrisinin birinci tiirevi, AP, = P,,; — P,

olmak iizere;

n—1
P'(ty=n) B ' (t) AP, (2.15)
i=0
seklindedir.

Ispat Teorem (2.21) ve (2.14) esitligi ve B";'(t) = B" (t) = 0 oldudu gergegi

kullanilarak;

3

Pty = S (BIO) P

= S (B -B0) P

3

= Y n- B (P =) n-BT(HP,
i=0

1=

o

n n—1
= > B (OB =) n-BN(H)PR
1=0

1=0

elde edilir. Son satirin ilk toplami tekrar numaralandirilarak;

n—1 n—1
Pt) = S n-B ()P — > n- B ()P,
i=0 =0

17
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n—1
= D n BT 0P - P)
=0

n—1
= nY BI'(HAP
=0

sonucu elde edilir. Burada AP, = P;.1 — P; olupileri fark operatori olarak adlandi-

rilir. O

P (t) Bézier egrisinin ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri, birinci tiirev formii-
liintin tekrarli uygulanmasiyla elde edilir. Bu formiil diizlemsel Bézier egrilerinde oldugu

gibi 3 teki Bézier egrileri icin de gegerlidir (Marsh 2005).

Sonuc 2.23. n-nci dereceden bir Bézier egrisinin ikinci tiirevi, N*P; = APy, — AP, =

Piyo — 2P, 1 + P, olmak iizere;

n—2
P'(t)=n(n—1)Y B (t)A’P, (2.16)
i=0
seklindedir (Marsh 2005).

Sonug 2.24. n-inci dereceden bir Bézier egrisinin r-inci tiirevi;
r - r—j [T
AR = (1) (j)mj
Ji
fark denklemi olmak iizere;

! n—r
PO(t) = ﬁ ZO ATP,B(t) (2.17)

seklindedir. Ayrica ; A"P; = AN'"'Py — A"TYP; esitligi vardir (Marsh 2005).
Sonug¢ 2.25. n-ici dereceden bir Bézier egrisinin r-inci tiirevinin t = 0 ve t = 1

baslangic ve bitis noktalarindaki degerleri;

T n' — T n—r TL' r
P )(t) | t=0 — mZ;A F;B; (t> ’t:OZ mﬁ I

18
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| n—r nl
P (¢ = v A"P.BY(t) |jey= —— AP,
( ) | t=1 (TZ—T’)‘; i ( ) |t71 (TL—T)'

seklindedir (Marsh 2005).

Ispat (2.17) esitligi daha agik olarak;

' n—r
(r) _ "_Z rp pn-T
1=0

n!
= oo (A"PyBy (1) + ATPLBY () + ... + AP, BT (1))

| _ _
— = ii?“)‘ (A’"PO (n 0 r) (1—-t)""t"+ AP, (n . r) (1—t)"" 4 .

AP, (" N T) (1-1)° t”‘T>
.

r

seklinde ifade edilir. Boylece; t = 0 ve t = 1 degerleri son ifadede yazilarak;

r n! — r n—r n! r
P( )(t) ’ t=0 — (n . T)' Z A PZB’L (t) |t:0: (n _ T)'A PO
=0
‘ n—r '
(r) " rp pn-r oo,
P (t) ’ t=1 — (n . T)‘ Z A ‘Ple (t) |t:1_ (n N T)'A PTL*T‘
=0

elde edilir. Sonu¢ (2.25) ile ¢ = 0 baglangi¢ noktasindaki birinci, ikinci ve iigiincii
tiirevler;

n!

P'(t) | = =)

APQZHAPO

19
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n!

MAQPO =n(n—1) (AP, — AP,)

P(t) [ =g

|
P"(t)],_, = (n 7'3)! APy =n(n—1)(n—2) (AP, — A2P)  (2.18)

= nn—1)(n-2)(AP,—2AP + AR)

t = 1 bitis noktasindaki birinci, ikinci ve iigiincil tiirevler;

n!
P'(t) |-, = mﬁpn—1 =nAP,
n!
P//(t) |t:1 (n _ 2>!A2Pn_2 =n (’I’L - 1) (Apn—l - Apn_g)
|
P, = ﬁmpm =n(n—1)(n—2) (AP, 5 — AP, 3)
n—3)!
(2.19)
= N (TL — 1) (n — 2) (APn—l — QAPn_Q + Apn_g)
seklinde elde edilir (Marsh 2005). [
Sonuc 2.26. n-inci dereceden bir Bézier egrisinin iiciincii tiirevi;
Agpi = A2Pz'+1 - A2Pz‘ = (APH-Q - AH—H) - (Apz‘-i-l - AR)
= AP P, —20AP + AP,
olmak iizere;
n—3
P"(t)=n(n—1)(n—2)) B (t)A*P, (2.20)
i=0

seklinde elde edilir (Marsh 2005).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde; tezin orijinal kisminin ¢ercevesi niteliginde olan tanim ve teoremler
ispatlariyla birlikte detayli bir sekilde verilmistir. £? Oklid uzayinda n-inci dereceden
Bézier egrileri icin Serret-Frenet catis1 olusturulmus, Frenet egriligi hesaplanmig ve Bé-

zier egrilerinin u¢ noktalarinda incelenmistir.

3.1. E? Oklid Uzayinda n-inci dereceden Bézier Egrisi icin Serret-Frenet Eleman-

lar:

Teorem 3.27. Oklid uzayinda (2.7) denklemine sahip birim hizli olmayan n-inci dere-
ceden diizlemsel P(t) Bézier egrisinin hert € [0,1] icin; {T, N} Serret-Frenet ¢atist ve

k egriligi;

n—1
Y BINHAR
T (t) = =0 - (3.21)
n—1 2
(Z B ()BT (1) (AP, AP»)
i,j=0
n—1
> B JAR
N (t) = =0 . (3.22)
n—1 2
(Z By (t)BI T () (AP, AP»)
i,j=0
n—2 n—1

B 2By (t)(A2P;, JAP)

)

R(t) = = . (3.23)
(Z B}~ () B} (){AP;, AP»)

1,j=0

(NI

esitlikleriyle verilir (Erkan ve Yiice 2018, Erkan 2019, Duman 2021).

Sonug 3.28. Oklid uzayinda (2.7) denklemine sahip birim hizli olmayan n-inci dereceden
diizlemsel P(t) Bézier egrisinint = 0 baslangi¢c noktasindaki {T, N} Serret-Frenet ¢atist
ve K egriligi;

APy
AR

T®) | ==

21
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JAP,
N(t) | 1=0= || APO] (3.24)
—1(AP,, JAR
() | = R LR IOR) (3.25)

no o [ARP

esitlikleriyle verilir (Erkan ve Yiice 2018, Erkan 2019).

Sonug 3.29. Oklid uzayinda (2.7) denklemine sahip birim hizli olmayan n-inci dereceden
diizlemsel P (t) Bézier egrisinin t = 1 bitig noktasindaki {'T', N} Serret-Frenet ¢catist ve

K egriligi;

AP,
T 1 == ap
JAP,_
N(t) | t=1:m (3.26)

. n—1 <APn,1, JAPH,2>
n |AP?

(3.27)

esitlikleriyle verilir (Erkan ve Yiice 2018, Erkan 2019).

3.2. E? Oklid Uzaymnda Bir Egrinin Egri Ciftleri

Bu béliimde; Oklid uzayinda verilen herhangi bir egrinin egri ¢iftlerinin tanimlar1 ve

baz1 egri ciftlerinin egriliklerinin formiillerini veren teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Tanim 3.30. Egriligi her noktada sifirdan farkli olan (k # 0) regiiler diizlemsel ~y egrisi-

nin egriligi k, normal vektor alam da N, olmak iizere;
. 1
Y (t) =v(t) + —=N, (1) (3.28)

seklinde tanimlanan v* egrisine y egrisinin evolut egrisi denir (O’ Neill 2006 ).
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Tanm 3.31. v, egriligi her noktada sifirdan farkli (k. # 0) regiiler bir diizlem egrisi olsun.

T, v egrisinin teget vektor alani olmak iizere t € [t1,15] ve a € (t1,t2) icin;

70 = 10— o [ (3.29)

= 2 0=1,0) [I @)l

seklinde tamimlanan v* egrisine vy egrisinin involit egrisi denir (Rutter 2000).

Tamm 3.32. y regiiler bir diizlem egrisi olsun. -y egrisinin normal vektor alant N, olmak
lizere c € R igin;

Y (t,e) =7 (t) + N, (t) (3.30)
seklinde tanmimlanan ~* egrisine ~ egrisinin paralel egrisi denir. Bu egri v egrisine c

birim uzakliginda olan bir egridir (Rutter 2000).

Tamm 3.33. v : I — E? egrisi ve Q € R? noktas: icin vy egrisinin () pedal noktasina
gore pedal egrisinin paremetrik denklemi;

(v () = Q, Jy (1))
[l (@) 12

ile tamimlanir (Gray, Abbena ve Salamon 2016).

Y7, Q) =Q + Jv' () (3.31)

Tamm 3.34. v : I — E? egrisi ve Q € R? noktast icin ~y egrisinin () pedal noktasina

gore kontrapedal egrisinin paremetrik denklemi;

S Tl 6.3

ile tamimlanir (Gray, Abbena ve Salamon 2016).

Y [ Q) =Q +

Teorem 3.35. Diizlemde egriligi r, Frenet vektorleri T, ve N, olan regiiler bir v : I —
E? egrisi verilsin. v egrisinin (3.28) denklemi ile verilen evoliit egrisinin egriliginde v =
|V (t) || ve € ile k egriliginin isaretini gistermek iizere;

vK>

(3.33)

/ﬁ:l
seklindedir (Ozdemir 2020).

23



MATERYAL VE METOT M. KARA

Teorem 3.36. Diizlemde egriligi ., Frenet vektorleri T, ve N, olan regiiler bir v : I —
E? egrisi verilsin. s (t), v egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu olmak iizere; vy egrisinin
(3.29) denklemi ile verilen involiit egrisinin egriliginde €, ile k egriliginin isaretini gos-

termek iizere;

Ko (t) = (3.34)
seklindedir (Ozdemir 2020).

Teorem 3.37. Egriligi her noktada sifirdan farkli (k # 0) olan regiiler bir y egrisinin

(3.30) denklemi ile verilen paralel egrisinin egriligi

Ko () = alt

= m (3.35)

esitligi ile belirlidir (Ozdemir 2020).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde materyal ve metotta hazirlanan bilgileri kullanarak; Oklid diizleminde
herhangi bir egrinin egri ¢ifleri i¢in verilen tanim ve teoremlerin Bézier egrileri iizerine
uygulanmasiyla tezin orijinal kismi olan diizlemsel Bézier egrisinin egri ¢ifleri elde edil-
mistir. Bu egri cifleri; evoliit egrisi, involiit egrisi, paralel egrisi, pedal ve kontrapedal
egrisidir. Ayrica; bu denklemler i¢in bazi 6zel durumlar incelenmistir. Bunun yani sira;
sirastyla denklemleri verilen Bézier egrisinin egri ciftlerinin egrilikleri hesaplanmis ve
hem egri ciftlerinin hem de egriliklerinin ¢ = 0 ve ¢ = 1 iken nasil sonuclar verdigi

arastirllmustir.

4.1. Diizlemsel Bézier Egrisinin Egri Ciftleri

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin evoliit, involiit, paralel, pedal ve kontrapedal egri
ciftleri ele alinmustir.

4.1.1. Diizlemsel Bézier Egrisinin Evoliit Egrisi

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin evoliit egrisi incelenmistir.

Teorem 4.38. V ¢t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tamumlanan Py, P, ..., P, kontrol
noktalarina sahip birim hizli olmayan n—inci dereceden diizlemsel P (t) Bézier egrisinin

evoliit egrisinin parametrik denklemi P* (t) olmak iizere;

n—1

. . X BITWBTMARAR)
Pr(t) = S PRBIN)+ — > BrN(t)JAP,
- X B0 X BTN R, TAR) T

seklindedir (Ceylan 2021).

Ispat Diizlemsel Bézier egrisinin evoliit egrisinin denklemini hesaplamak icin; Tanim
(3.30) geregi Bézier egrisinin N normal vektor alanina ve x egriligine ihtiya¢ duyulmak-
tadir. (3.28) denkleminde v egrisinin yerine (2.7) denklemi ile verilen diizlemsel P (¢)

Bézier egrisini yazarsak;
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elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte (3.22) ve (3.23) denklemleri yerlerine yazilarak;

n—1 2
N . (‘Zo By ()BT (t)(AR, APﬁ)
pr (t) = ZPiBle(t)_'_n_ln—;i n—1
i=0 > BITA(t) X BT H)(A2P, JAP)
i=0 J=0
n—1
> BT (t) AP,
=0
n—1 %
( > BBy (AR, AR>)
i,j=0
Pr(t) = Y PBMD)+ (4.36)
i=0
n—1
W 2 BUOBTOBRAR)
TS 5 0Ien
B0 3 B (03P, JAR)
elde edilir. [

Sonu¢ 4.39. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast

ile verilen (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier egrisinin evoliit egrisi t = 0 icin;

n HAP()HQJAPO
n—1 (AP, JAR)

P (0) = P+

seklinde bulunur (Ceylan 2021).

Ispat (4.36) denkleminde ¢ = 0 yazilirsa P (0) = P, ve (3.24), (3.25) denklemleri
yardimiyla;

n <APO,APO>JAPO
n—1 <A2P0,JAPQ>

P (0) = B+
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bulunur. A2Py = AP, — APy ve (AP, JAP,) = 0 oldugundan dolayz;
n HAP()HQJAPO
P*(0) = P
() O T 1(AP — AR, JAR)

AP||I?JAP,

S n_ AR 0

n—1 <AP1,JAPO>
elde edilir. ]

Sonug 4.40. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast

ile verilen (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier egrisinin evoliit egrisi t = 1 igin;

n HAPn—lHQJAPn—l

Py = P
(1) " 1 (AP, AP )

seklinde bulunur (Ceylan 2021).

Ispat (4.36) denkleminde ¢ = 1 yazilirsa; P (1) = P, ve (3.26) ve (3.27) denklemi

yardimyla;

n <APR,1, APn,1>JAPn,1
n—1 <A2Pn,2, JAPH,1>

P (1) = P,+

bulunur. A2P, 5 = AP, 1 — AP, 5 ve (AP, 1, JAP,_1) = 0 oldugundan dolay1;

n AP, |[2TAP,_,
n—1 <APn—1 - Apn_g, JAPR_1>

P (1) = B, +

n HAPn_1||2JAPn_1
n—1 <APH,1, JAPn,2>

= P, +

ede edilir.
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Teorem 4.41. V' t € [0, 1] icin (2.7) denklemi ile tammlanan Py, Py, ..., P, E* uzaywn-
daki kontrol noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden diizlemsel P (t)
Bézier egrisinin evoliit egrisi olan P* (t)’ nin egriligi k* (t) ve Eile k egriliginin isareti

gosterilmek iizere;

(n? n-1)'S B2 n)'S Bl e)(ap, JAP»)

2

n (Z B (1) B (1 ><AB,APJ«>)

“nt(n—1)(n—2) %jB;L—?’(t) nz_j: B Y t)(A3P;, JAP)

- (2 B () B ($) (AP, APﬁ) ~3ut (n— 1)? (z B (1AL P,

i,5=0 i=0

n—2 n—1 n—9
';0 B2 (t) AP, + > BN (t) AP ];0 sz(t)Af/]Dj)

- (Z B (1) S Bl (1)(AP, JAP»)]

i=0 7=0

(4.37)

seklindedir. Burada; A, P; = (Pi11)y — (Pi)y ve Ay Py = (Piy1), — (Bi), 'dir (Ceylan
2021).

Ispat (4.36) denklemi ile verilen Bézier egrisinin evoliit egrisinin egriligini Teorem

(3.35) yardimuyla;

UK?’

K" =€, -
K

denkleminde Bézier egrisinin egriligini ve egriliginin tiirevini yerine yazarak hesaplanir.

Oncelikle #’ (t) yi hesaplanarak baglamirsa (2.3) esitliginden  (¢) nin tiirevi alinarak;

co — WO TP I @ - (P 0, TP 0) (1P 0
[P

elde edilir. Simdi (|| P’ () ]|*)" ifadesini hesaplamak igin;

P'(t) = (Pl (t ZB”l HAP = ZB”I (A Pi, AP,
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oldugunu kabul edersek;

3

1P @ = (WP{ () + (P} <t>>2)

3

P ®r) = 5(\/<P{ (t))2+(P2’(t))2> 2P () PY () + 2P; (t) B3 ()]

= 3P @) N IP(E) P () + B3 (1) Py (1))

(P @1 = 3(2 B?_l(t)B}‘_l(tMAB,APﬁ) (iB?_l(t)AmPi

i,j=0 i=0

n—2 n—1 n—29
Y BITAOALR Y BT APy BiTA(D)A] pj)
j=0 =0 =0

bulunur. Simde de (p, Jp) = 0 yardimiyla [{P" (t), JP’ (t))] tiirevi;
[(P" (), JP' (t)] = (P" (), JP' () + (P" (t), JP" (t)) = (P" (), JP' (t))

seklinde bulunur. Bulunan tiirevler yukaridaki <’ (¢) denkleminde yerine yazilirsa;

iy P TPTO)P () |17 =3[P () Py () + Py (8) Py ()] (P" (1), JP' (1))
w0 PP
(4.38)
elde edilir.
oy (P70 TP (@)
1P () [1°
elde edilir ve
v =P ()] = (Z B (0B (AP, AP»)
oldugu kullanilarak;
g _ LPM@ TP @)
" PO (439
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bulunur. (3.33) denkleminde (4.38) ve (4.39) esitlikleri yerine yazilirsa;

(4.40)

[(P" (1), JP" ()] |

(P (1), JP ()P (1) |17 =3[P (1) Py () +
By () By (0)] (P (1), JP' (t))

RE(E) = &kl

1P (@) I1°

elde edilir. Son olarak; (4.40) denkleminde (2.15), (2.16) ve (2.20) esitlikleri yerlerine
yazilirsa; teoremdeki (4.37) deklemi elde edilir. O

Sonug 4.42. Birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip diizlemsel

P (t) Bézier egrisinin evoliit egrisinin k* (t) egrilinde sirasiylat = 0 vet = 1 icin;

(n —1)> (AP, JAP,)?

no e (=2 (AP IARYIAR —3(—1) |
n—2 0 0 0 —3(n—1
n|| APl
(AIPOAQ%PO + AyPOAzPO) (AP, JAR)
ve
— 13 (AP, 1, JAP, 5)?
K (1) = c, | (Tl ) < 1, 2>
(7’L - 2) <A.Pn_3 - 2Apn_2, JAP,—L_1>||AP”_1H2
AP lP | =3 (n = 1) (ApPa1 A2Pyg + DyPo 1 AP, )
<Apn717 JAPTL72>
seklinde elde edilir.

Ispat Oncelikle (4.40) denkleminde ¢ = 0 yazarsak (2.10) denklemi ile verilen son nokta

interpolasyon 6zelliginin, (2.18) denklemlerinin ve

(Jp,q) = —(p, Jq) ve (Jp,p) =0
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esitliginin yardimiyla;

[(P"(0), JP'(0)°

K" (0) = €&,

1P (0) |3 (P (0), JP" (0)) [P (0) I~
= €& (n* (n— 1) (A*Ry, JARy))’ |
3| AR|3 nt(n—1) (n—2) (AP, JAP) | AR||? — 3n*
ULt @aimain s s, m0gR) (2R, 2R
— .| (n—1)* (AP, JAR)? |

(n— 2) (A3 Py, JAP) | AR|J? — 3 (n — 1)

|| AR
(DLPOAZPy + A Py A2P) (AP, JAR)

seklinde elde edilir. Simdi de (4.40) denkleminde ¢t = 1 yazilirsa; (2.11) denklemi ile

verilen son nokta interpolasyon 6zelliginin, (2.19) denklemlerinin ve

(Jp,q) = —(p, Jq) ve {Jp,p) =0

esitliginin yardimiyla;

(B" (1), JP" (1)]*

K (1) = €n| : |
1P (1) |2 (P" (1), TP ()| (1) |~
3[(P) (1) P (1) + Py (1) Py (1)](P" (1), JP' (1))
= <, | (n2 (n _ 1) <A2pn—27 JAPn_1>)3

nt(n—1)(n—2)(A3P, 3, JAP, 1)||AP,_1]|]?
3| AP, 1[]> | —3n* (n — 1) (AgPi AZPy g+ Ny Py 1 AP, )
(N2P, 9, JAP, 1)
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(n —1)* (AP,_1, JAP,_5)?
(n - 2) <APn,3 - QAPTL,Q, JAPH,1>HAPTL,1H2
nHAPn—ng -3 (n - 1) (Axpn_lﬁgpn_g + Aypn_lﬁipn_g)
(AP, 1, JAP, _5)
seklinde elde edilir. 0

:€H|

4.1.2. Diizlemsel Bézier Egrisinin Involiit Egrisi

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin involiit egrisi ele alinmustir.

Teorem 4.43. V' t € [0, 1] icin (2.7) denklemi ile tammlanan Py, Py, ..., P, E* uzaywn-
daki kontrol noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden diizlemsel P (t)

Bézier egrisinin involiit egrisinin parametrik denklemi P* (t) olmak iizere;

n—1
n'Y B (AP,
=0

P = 3 RBI) - IS B @ar
(iz%*mBr%xAmAaﬂ “

i.j=0

seklindedir (Ceylan 2021).

Ispat Diizlemsel Bézier egrisinin involiit egrisinin denklemini hesaplamak icin Tanim
(3.31) geregi Bézier egrisinin T teget vektor alanina ihtiya¢ duyulmaktadir. (3.29) denk-
leminde 7 egrisinin yerine (2.7) denklemi ile verilen diizlemsel P (¢) Bézier egrisini ya-

zilirsa. Y ¢ € [t1,ta] ve a € (1, to) igin;

t
P = PO-T@ [IF w]d
elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte (2.15) ve (3.21) denklemleri yerine yazilarak;

WS B AP, -
= IS Bt @an

nf By ()BT (AR, APj>) ’

P*(t) = 32 PBI(t) -

=0
i.j=0
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seklinde elde edilir. O

Teorem 4.44. V' t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tammlanan Py, P, ..., P, E?* uzaymn-
daki kontrol noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden diizlemsel P (t)
Bézier egrisinin involiit egrisi olan P* (t)’ nin egriligi k* (t) ve €ile k egriliginin isareti

gosterilmek iizere;

K (1) =€x — X ! T (4.41)
n / (Z BN w) BY M (u) (AP, AP]->> du
i,j=0

seklindedir (Ceylan 2021).

Ispat Teorem (3.36) geregince Bézier egrisinin involiitiiniin egriligini hesaplamak igin
(3.34) denkleminde ~y egrisi yerine P (t) Bézier egrisi yazilirsa ve P (t) Bézier egrisinin

yay uzunlugu fonksiyonu;

s = 17w du

¢ n—1
_ n/” S B (u) AP du
“ =0

oldugu kullanilarak;
S
* t — K
R (1) ey
B 1
- S t n—1 %
n / (Z Bfl(u)3;1<u><APZ-,AJDj>> du
© \ij=0
seklinde elde edilir. U

4.1.3. Diizlemsel Bézier Egrisinin Paralel Egrisi

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin paralel egrisi ¢caligiimigtir.
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Teorem 4.45. V' t € [0, 1] icin (2.7) denklemi ile tammlanan Py, Py, ..., P, E* uzaywn-
daki kontrol noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden diizlemsel P (t)

Bézier egrisinin paralel egrisinin parametrik denklemi ¢ € R icin P* (t, c) olmak iizere;

n—1
. ¢y BT(t)JAP,
P*(t,c) = Z BB} (t) + , o T
i—0 n— 2
(Z BBy (t)(AP, AP»)
i,j=0

seklindedir (Ceylan 2021).

Ispat Diizlemsel Bézier egrisinin paralel egrisinin denklemini hesaplamak icin Tanim
(3.32) geregi Bézier egrisinin N normal vektor alanina ihtiya¢ duyulmaktadir. (3.30)
denkleminde y egrisinin yerine (2.7) denklemi ile verilen diizlemsel P (¢) Bézier egrisini

yazilirsa;

P*(t,c) = P(t)+cN (¢)

elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte (3.22) denklemi yerine yazilarak;

(4.42)
n—1
. ¢y BNt)JAP,
P*(t,c) = Y PBBMt = 1
() ; Tt + — I
(Z By () By ()(AP, AP»)
i,j=0

elde edilir. 0

Sonug 4.46. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier egrisinin paralel egrisinde sirasiylat = 0

ve t = 1icin;

P*(0,¢) = Py+c

JAP, 4

P*(1 = P, _
(1,e) N
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seklinde elde edilir (Ceylan 2021).

Ispat (4.42) denkleminde sirastylat = 0 ve t = 1 yazilarak P (0) = P, , (3.24) ve

P (1) =P,, (3.26) denklemi yardimiyla;

P*(0,¢) = P(0)+cN(0)

JAP,
}%'+'C
AR
ve
P*(l,¢) = P(1)+cN(1)
JAP, 1
= Po+c—r0
AP, A
seklinde elde edilir.

Teorem 4.47. V't € [0,1] ve c € Riicin (2.7) denklemi ile tanimlanan Py, Py, ..., P, E?

uzaywmdaki kontrol noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inct dereceden diizlemsel

P (t) Bézier egrisinin paralel egrisi olan P* (t, c)’ nin egriligi k* (t) olmak iizere;

(n—1) nz: By A(t) nz: B} 7N (t)(AP, JAP)

() = —

n (Z B (0B (AP, Am) 5

1,7=0

n—2 n—1

i=0 §=0

seklindedir (Ceylan 2021).

c(n—=1)Y BI72(t) ) B N(AP, JAP)

(4.43)

Ispat Diizlemdeki bir egrinin paralel egrisinin egriligi (3.35) denkleminde verilmistir.

Burada; « (t) diizlemsel Bézier egrisinin egriligi olmak iizere, bu denklemi Bézier egrisi
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icin diizenlenirse (3.23) dekleminin yardimu ile & (¢) yerine ilgili esitlik yazilarak;

* K (t)
0 = T
~1 niB?_Q@iB?‘l(t)(NB,JAPj>

n—2 n—1
S B0 Y. B (0(AP, JAP)
1_¢ (n—1) 3 =0

" (Z BrL () BIN (8 (AP, AP») 2

4,7=0

bulunur. Son esitlik diizenlenirse;

n—2 n—1
(n—1)) BI2(t) Y BI ' (t)(A2P, JAP)
K1) = = = = -
n—1 2
n (Z B (t) B} () (AP, AP») -
4,j=0
n—2 n—1
c(n=1)Y B 2(t)) By '(t){AR, JAP)
L i=0 j=0 .
seklinde elde edilir. O

Sonuc 4.48. Birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip diizlemsel

P (t) Bézier egrisinin ¢ € R igin paralel egrisinin * (t) egrilinde sirasiyla; t = 0 ve

t = 1icin;
‘) (n— 1) (AP, JAR)
K —_=
A[ARP —c(n—1) (AP, JAR)
% (1) (n — 1) <APn,1, JAPn,2>
K =
TLHAP”,1H3 —C (n — 1) <APn,1, JAPn,2>
seklindedir.
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Ispat Oncelikle (4.43) denkleminde ¢ = 0 yazarsak (3.35) denkleminin yardimiyla;

: K (0)
T o

elde edilir. O halde; (3.25) esitligi kullanilarak

n—1 <AP1,JAPO>
n AP

n—1 <AP1,JAPO>
n 1AF?

1—c¢

(TL - 1) <AP1, JAPO>
’TLHAP0||3 - c(n - ].) <AP1, JAPO>

olarak bulunur. (4.43) denkleminde ¢ = 1 yazarsak; (3.35) denkleminin yardimiyla;

ey m(@)
wr 1) = 1—cr(1)

elde edilir. (3.27) denklemi kullanilarak;

n—1 <APn,1, JAPH,2>

n AP,
k(1) =
1 n—1 <A.Pn_1, JAPn_2>
—c
n AP,
o (TL - 1) <APn_1, JAPn_2>
TZHAPn_ng —C (n - 1) <A.Pn_17 (]Apn_2>
olarak bulunur. O

4.1.4. Diizlemsel Bézier Egrisinin Pedal Egrisi

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin pedal egrisi incelenmistir.
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Teorem 4.49. V ¢t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tamumlanan Py, P, ..., P, kontrol
noktalarina sahip birim hizlt olmayan n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin Q € R?

pedal noktasina gore pedal egrisinin parametrik denklemi P* [P, Q)] (t) olmak iizere;

n—1

— S Bt JAP,
> BN Bt AP, AP

1,J=0

(- Br ()R - @f;ﬁB;H(t)JAm

PrPQI() = @+

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat (2.7) denklemine sahip diizlemsel Bézier egrisinin () € R? pedal noktasina gore
pedal egrisini hesaplamak igin Tamim (3.33) deki (3.31) denkleminde ~ egrisi yerine

P (t) Bézier egrisini alarak iglem yapilir. Bunun igin;
n—1
P'(t) = n)Y BI'(HAP
i=0

esitligine ihtiya¢ duyulmaktadir. P* [P, Q)] (¢) pedal egrisinin parametrik denklemi;

P[P, Q] (t) (4.44)

(P(t) —Q,JP (1))
1P (@) 12

= Q+ JP'(t)

<Zn% B ()P —Q,J (nqigB?l(t)Aﬂ»

n—1
- Q+ — J(n'S Bt AP
InS B HAR:
=0
n n—1
(S B ()P -Q. T B (0IAP)
- Q4+ = = By N t)JAP
(5 B ar. S B AR X
i=0 ‘ " i=0 ’ ’
n n—1
(S B P-QS B (0IAR)
= Q+ == =0 ) Br(t)JAP, (4.45)
,ZO By ()BT ((AR, AP T
i,=
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seklinde elde edilir. O

Sonug 4.50. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier

egrisinin Q € R? pedal noktasina gére pedal egrisi P* [P, Q| (t) denkleminde t = 0 icin;

(4.46)
(Py — Q, JAFy)
(APy, APy)

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat Simdi diizlemsel Bézier egrisinin pedal egrisini ¢ = 0 da incelemek icin (4.44)

denkleminde ¢ yerine 0 yazilirsa, P (0) = P ve P’ (0) = nA P, olduguda kullanilarak;

(P (0) —Q,JP'(0))

PrPQI(0) = Q@+ TAOIE JP'(0)
Py—Q,J (nAF,
_ B HgAP((:ﬁ? QINTINES
_ <P0 B Qa JAPO)
= QF (APy, APy) JORy
seklinde elde edilir. O

Sonug 4.51. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizly olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier

egrisinin Q € R? pedal noktasina gére pedal egrisi P* [P, Q| (t) denkleminde t = 1 icin;

4.47)
<Pn - Qa JAPn71>
<APn717 APnfl>

PrPQI(1) = Q@+ JAP,

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).
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Ispat Simdi diizlemsel Bézier egrisinin pedal egrisini ¢ = 1 de incelemek.icin (4.44)

denkleminde ¢ yerine 1 yazarsak, P (1) = P, ve P’ (1) = nAP,_; olduguda kullanila-

rak;
PrP.QI(1) = Q+<P(1)H;,%)‘]Hf/(1)>JP’(1)
~ gy jlggﬁn”ﬁf”‘l» J(nAP,_)
O+ o A AR
seklinde elde edilir. O

Sonug 4.52. Py, Py, ..., P, E? uzaymnda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin () = Py pedal noktasina gire P* [P, Q)] (t) pedal egrisi denkleminde sirastyla
t =0vet=1icin, (4.46) ve (4.47) denklemlerinde Q) = Py yazilarak;

(Py — Py, JAR)
(APy, APy)

P*[P,Po](()) - P0+ JAP(]:PO

(P, — Py, JAP,_1)
<Apn—1a APn—1>

P*[P,Po](]_> — P(]‘i‘ JAPn_l

seklinde elde edilir (Ceylan ve Kara 2021).

Sonug 4.53. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q = P, pedal noktasina gore P* [B, P] (t) pedal egrisi denkleminde sirastyla
t =0vet=1icin, (4.46) ve (4.47) denklemlerinde () = P, yazilarak;

(Py — P, JAP,)

PIPRI(O) = Put =i pips

JAP,
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<Pn_Pm<]APn—1>

[ ) n]( ) n Tt <Apn_1,APn—l>

JAP, 1 =P,

seklinde elde edilir (Ceylan ve Kara 2021).

Teorem 4.54. V ¢t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tamumlanan P, P, ..., P, kontrol
noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () =

(0,0) = 0 pedal noktasina gire pedal egrisinin parametrik denklemi P* [P, 0] (t) olmak

lizere;
n n—1
> Br(t)Y  By(t)(P, JAP) -
P*[POl(t) = “L =0 ST BNt JAP
> BBy (AR, AP)
i,j=0

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat Ozel olarak Q = (0,0) = 0 pedal noktasina gore diizlemsel Bézier egrisinin pedal

egrisini (4.44) denkleminde () noktasini yerine koyarak hesaplarsak;

(P(t),JP (1))

P*[P,0](t) = TEIONE JP (1) s
Qn: B} (t) P, ni: BT (1) JAP)

P[P0 (1) = —— = S rian,
OB OAR Y B WAR)
Xn:BZ-" (t)nz:B?‘l(txPi,JApﬁ .

= —= > B (t)JAP

Y BB (AR, AP)

,7=0

seklinde elde edilir. O
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Sonug 4.55. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q = (0,0) = 0 pedal noktasina gore P* [P, 0] (t) pedal egrisi denkleminde

strastylat = 0 ve t = 1igin;

Py, JAP,
P*[P,0](0) = WJAPO

(P, JAP, 1)

P*[P,0] (1) (AP,_1,AP,_)

JAP, 4

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat (4.48) denkleminde sirastyla t = 0 ve ¢ = 1 yazilarak; P (0) = Py, P'(0) =
n/APy, P(1) = P, ve P' (1) = nAP,_; olduguda kullanilarak;

(P (0), JP'(0))

P*[P0 (0 - JP' (O)
£ 010) AGIE
B (PO,JAP0>
(AP, APO>JAPO
ve
* (PO),IPQ)
P*[P.0| (1 JP (1
S V276V R
<Pn7JAPn—1>
<Apn717 APn71> JAPnil
seklinde elde edilir. O

Teorem 4.56. (4.45) denklemi ile verilen n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () €

R? pedal noktasina gére pedal egrisinin egriligi r%. P.O] (t) olmak iizere;
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55 R -0 5 Br0IaR) (2 BB )
(APLAPY) +2(0—1) S BI20)'S B (0(AP, JAP)

i=0 j=0

- (z B (1) BY()(P. Py) ~ 23 BY (1) (P Q) + ||Q||2>

Kppg) (t) = ") n_1
(n—1) Y Bi72(t) X° By H(t)(A*P, JAP)

i=0 j=0

3

~ (ZB (0) B (1){Pu Fy) 23 BY (1) (P Q) + HQH2>

(4.49)
seklindedir.
Ispat (4.44) denklemini
JP' (t)
N (t) = ——L
D=1
oldugundan;
PrPQI(1)=Q+(P(t)— QN ()N (t) (4.50)

seklinde diizenlenebilir. Diizlemsel Bézier egrisinin Q pedal noktasina gore pedal egrisi-

nin egriligini hesaplamak i¢in diizlemde egrilik formiilii kullanilarak;

4.51)

oo () = (P[P, QI ()", J(P[P, QI (1))
rripa (P[P, QI @) I?

esitliginde ilgili tiirevler hesaplanmalidir. (4.50) denkleminin tiirevini alirsak;

(P[P,QI(1) = [(P' (1), N (1)) + (P (t) — QN ()] N () + (P (t) —Q, N (¢))N' (t)
(4.52)
elde edilir. (4.52) denkleminde (2.3) ve (2.4) esitlikleri ilgili yerlere yazilirsa;

(P[P, Q1) = —vs [{P (t) = QT (t))N (t) + (P (t) = Q, N (£))T ()]

ve (2.2) esitligi ile verilen J lineer doniistimii tanimindan
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olmasi gerektigi anlagilir ve bu esitlikler yardimiyla;

J(PP.QI) = —ve[(P ()= QT (1)JN (1) + (P (t) — QN (1)JT (t)]

= vR(P(t) = QT )T (t) —vr(P(t) = QN )N (1) (4.53)

bulunur. (4.52) denkleminin tiirevini alirsak;

(P'[P.QI(1)" = —(Kv+rd)[(P(t) = QT @))N(t) +(P(t) = QN (t))(454)
T )] = rv-[(Pt) = QT )N () + (P (1) —Q,N )T (1))

elde edilir. Simdi (4.54) denklemindeki tiirevler hesaplanirsa;

(P )= QT )N @)+ (P(t)—Q,N )T ()
= [(P'®).T@#)+(P{t) - QT (ENIN@)+(Pt)—QT )N (t)+
[(P'(t), N () + (P (t) = QN ()T (t) + (P (t) — Q, N (t))T" (¢)
bulunur. Son esitlikte ilgili yerlere (2.4) denklemindeki esitlikler yazilirsa (2.3) denklemi
ve (T, T) = 1 oldugu da kullamlarak;

(P ()= QT )N @)+ (PE)—Q,N )T @)
= (P'(£), TO)N (£) +208(P (£) — QN ()N (£) — 208(P (t) — Q, T ()T (¥)
= N () + 20k(P () — Q, N ()N (t) — 20k(P (t) — Q, T (t))T (t) (4.55)

elde edilir. (4.38) denkleminde x'(t) hesaplanmustir. Simdi o' = (||P’ (¢)||)’ tiirevi

hesaplanirsa;
P'(t) = (P (t) —nZB" !

WS B (AP AR

=0

1PN = PO + (P @)
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S|

[Py () P (2) + F3 (8) Py (t)] (4.56)

seklinde bulunur. Son olarak, (4.54) denklemindeki — (k'v + kv') ifadesi (4.56) ve
(4.38) denklemlerinin yardimiyla;

—(Kv+r) () = — (U (P (thV(t)) B

3v [Py (1) P (1) + Py (1) Py ()] (P (), N (1))
[P (1) P (1) + Py (8) Py ()] (P (1), J P (t)>)

v v3

+

202 [P (1) P{' (1) + P5 (1) Py ()] (P" (£) , N (1))

v (P (), N (1))

(P N ) L2 [P (t) Py (t) + Py (t) Py (t)](4'57)

elde edilir. (4.54) dekleminde (4.55) ve (4.57) denklemleri yerlerine yazilirken notas-

yonlarda kisalik olmasi agisindan

(P(t)-=Q,T({) = a, (P{t)-=QN({)=0 (4.58)

(P"(t),N(t)) = c, [PL@)P(t)+ P ()P (t)] = A

olarak adlandirirsak (4.54) denklemi;

(PP.Q (1) = (‘—‘#“i

v v

) [aN (t) + 0T (t)]

—kv - [UN (t) + 2vKbN (t) — 2vkaT (t)]

. b 24 2 Arb
= NGO -ZT)+ N ) + =8
v v v v

(4.59)
—kU?N (t) — 26*0?bN (t) + 2k*0%aT (t)
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seklinde elde edilir. Simdi (4.53) denklemini (4.58) esitlikleri yardimiyla;
J(P*[P,Q] (t)) = vkaT (t) — vkbN (t) (4.60)
seklinde diizenlersek, kisalik olmasi agisindan
(P[P, QL(1)", J (P[P, Q] (1))

i¢ carpimui i¢in (4.59) ve (4.60) denklemleri yerine yazilirsa;

. RNV 24kb  cb 9 9 24k ca
(P oy o) = (- Daea) o+ (20
—kv? — 2k%0%)N (t) ,vkaT (t) — vkbN (t))
= b+ 26%0° (a® + 1) (4.61)
elde edilir. Son olarak, egrilik igin [|(P*[P, Q] (t))'||® ifadesini (4.52) ve (4.58)
esitlikleri yardimiyla hesaplarsak;
(P*[P,QI (1)) = —rvlaN (t)+bT (1)]
1P [P,QI @) = (svllaN (t) + T (t) )’
3
- (/{U\/(aN () + 6T (), aN (£) + b7 (t)>>
= P (a2 +17)° (4.62)

bulunur. Simdi (4.58) denklemi yardimiyla ve
Il =1 ve [N =1
oldugunu da kullanarak a? + b? ifadesi hesaplanirsa; burada

46



BULGULAR VE TARTISMA M. KARA

P(t)—Q= Q? ve «, Q? vektori ile ?Vektérﬁ arasindaki ac1 olmak iizere;

@ = [(P()-QT M) = [IQPIIT|cosa] = |QP|*cos’a

o= [P - QN () = [1QPIIN] cos (90— a)] = QP sin*
bulunur. cos? o + sin® o = 1 oldugundan;
v = 1QP|? (4.63)
elde edilir.

1QPI* = |P(t)— QI =(P(t) —Q,P(t) - Q)
— (P(1),P (1)) —2(P(1),Q) +(Q,Q)

= ZB” OB, B) =23 Br (1) (P.Q) +1IQI> (464

seklindedir. Egrilik i¢in (4.51) denkleminde (4.61) , (4.62) esitlikleri ilgili yerlere yazi-
lirken (4.63) esitligi kullanilirsa;
K203b + 2k30° (a? + b?)

K3u3 ((l2 + bQ)%

Kpeipg) (1) =

b+ 26| QP
K| QP
elde edilir. Burada;

(P (), JP' (1))

(P(t)—Q,N(t))=b ve k(t) = 1P () P

oldugundan

(P(t) = Q,JP ()P (1) |2+ 2(P" (), JP' (1) | QP
(P (), JP (1))|QP?

Kpspg (1) = (4.65)
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bulunur. (4.65) denkleminde Bézier egrisinin tiirevlerinin (2.15) , (2.16) denklemle-
rinde ki acik formiilleri ve (4.64) esitlidi ilgili yerlere yazilirsa (4.49) denklemi elde
edilir. U

Sonug 4.57. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q = (0,0) = 0 pedal noktasina gire P*[P,0](t) pedal egrisinin egriligi

K (py) (t) olmak iizere;

WY B0 Y B 0(R, IAR) (i B 0B 1)

7=0 1,7=0
n—2 n—1
(APLAP)) +2(n—1) Y BI(0) Y By (1A, JAP,)
=0 7=0
(Z B (t) B (t)(P, P; >>
4,7=0

Kp-po) (1) =

n—2
(71—1)23;12 ZB”l N (AP, JAP;)

(gmomonn)

2,j=0

(4.66)

olarak bulunur.

Ispat (4.49) denkleminde Q = (0,0) = 0 yazilirsa (4.66) esitligi elde edilir. O

Sonug 4.58. (4.49) denklemi ile verilen n—inci dereceden P (t) Bézier egrisinin Q € R?

pedal noktasina gore pedal egrisinin sirasiylat =0 ve t = 1 icin egriligi;

(17]* = 2(R, Q) + Q%)

K pe : (0) = 3
e (n— 1) (AP, JARY (|Po])2 — 2(Po. Q) + Q)3
ve
7’L<Pn — Q, JAP,—L_1>||AP”_1H2 + 2 (TL — ].)
* (AP, 1, TAP ) (I Pl = 2(Pa Q) + 11Q1)
Kp+[p,Q (1) =

(n = 1) (APu 1, JAP, ) (| B2 = 2(P0, Q) + [Q12)?
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olarak bulunur.

Ispat (4.65) denkleminde ¢ = 0 yazilirsa;

=

QP = ((P(t), P () —2P(t),Q) +(Q Q)

= (IP@®I2-2P#),Q) + Q)

oldugundan (2.10) , (2.18) denklemlerinin ve

(Jp,q) = —(p, Jq) ve (Jp,p) =0
esitliginin yardimiyla;

(P(0) = Q, JP" (0))[| P (0) |* + 2(P" (0), JP'(0))
(1P (0) [I* = 2(P (0), @) + [lQ]I*)
(P (0),JP(0)) ([l1P (0) [I* = 2{P (0), @) + [ Q[I*)

Kpeipq) (0) =

Njw

n3<P0 - Q, JAP())HAP()HZ + 2TL2 (TL - ]_)
{(A2Py, JAR) (|| Poll* = 2{F, Q) + [|QI*)
n?(n — 1) (AP, JAR) (|| Poll? = 2(F, @) + [ Q1)

3
2

n(Py — Q, JAP) | AR |* +2(n — 1) (AP, JAR)

(1P| = 2(P0, Q) + Q1)
(n— 1) (AP, JAR) (|| B2 — 2(Po, Q) + Q22

elde edlilir. (4.65) denkleminde ¢ = 1 yazilirsa yine (2.11) , (2.19) denklemlerinin

(Jp,a) = —(p, Ja) ve {Jp,p) =0
ve esitliginin yardimiyla;

(P(1) = Q,JP (NP (1) |1 +2(P" (1), JP' (1))
(P ()1 =2(P(1),Q) + QI
(P (1), JP () (P (1) ]2~ 2(P (1), Q) + |Q]?)2
49
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NPy — Q, JAP, )| APy || + 202 (n — 1)
(A2P, 0, JAP ) (|Pa? = 2(P. Q) + 1Q1)
n2 (n— 1) (2P, 5, JAP, 1) (| P2 = 2(Po, Q) + [Q|I2)

(P, — Q, JAP,_)|AP,_1|> +2(n —1)
(AP, JAP, ) (| Pl = 2(Pa, Q) + | QII2)
(n— 1) (AP,_1, JAP, ) (| Bl = 2(Pa, Q) + | Q|I?)?

elde edilir. ]

Sonuc 4.59. (4.66) denkleminde verilen Bézier egrisinin orijine gore pedal egrisinin eg-

riliginde sirasiylat =0 ve t = 1 icin;

TL<P0, JAPQ>||AP0||2 + 2 (TL — 1) <AP1, JAP0>||P0||2

Kpipol (0) = (n— 1) (AP, JAR) | PP
ve
Ku* (1) — n<Pn7 JAPn71>”APn71H2 + 2 (77, - 1) <APTL*17 JAP”*2>HPTLH2
P*[P,0] (n— 1) <Apn717JAPn72>HPnH3
seklindedir.

Ispat (4.66) denklemine denk olan

(4.67)
o~ POIPOIP O+ 2P (1), P O)P )]
e (P (), JP @) P (1) |

denklemi (4.65) denkleminde () = (0,0) = O yazilarak elde edilebilir. $imdi (4.67)
denkleminde ¢ = 0 i¢in (2.10) , (2.18) esitliklerinin yardimiyla;

o () = L TP O (0) 2+ 2(P" (0), TP (O)IIP (0) |
Prieol (P"(0), JP"(0))[[P (0) ]
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TZ3<P0, JAP0>||AP0||2 + 2n2 (n - 1) <A2P0, JAP0>||P0||2
n?2 (TL - ].) <A2P0, JAP0>||P0||3

Tl<P0, JAP0>HAP0H2 +2 (TL - 1) <AP1, JAP())HP[)HQ
(n — 1) <AP1, JAP0>HP0H3

elde edilir ve (4.67) denkleminde ¢ = 1 i¢in (2.11) , (2.19) esitliklerinin yardimiyla;

(P ), JP )P (1) [I*+2(P" (1), JP (1))[[P (1) |*

x 1) =
w-ipo) (1) ), TP P (D]P
n3(Pn, JAP, )| AP,_1||? + 202 (n — 1) (A2P,_o, JAP, )| P.||?
B n2(n — 1) {A2P, 5, JAP, )| B3
(P, JAP, )| AP |2+ 2 (n — 1) (AP_1, JAP, ) || B |?
(n— 1) (AP,_y, JAP, )| P2
elde edilir. ]

4.1.5. Diizlemsel Bézier Egrisinin Kontrapedal Egrisi

Bu boliimde diizlemsel Bézier egrisinin kontrapedal egrisi ¢aligilmistir.

Teorem 4.60. ¥V t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tamimlanan P, P\, ..., P, kontrol
noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () €
R? pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin parametrik denklemi P* [P, Q] (t) olmak

lizere;

(4.68)

S8 OR-0 LB 0AR)
Z:nO_l J=0 Z Bgfl(t)APk
> BB (AP, AP

4,7=0

PrpQIM) = Q@+

seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).
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Ispat (2.7) denklemine sahip diizlemsel Bézier egrisinin Q € R? pedal noktasina gére
kontrapedal egrisini hesaplamak i¢in (3.32) denkleminde ~ egrisi yerine P(t) Bézier

edrisi alinarak iglem yapilabilir. Buna gore (2.7) ve (2.15) denklemleri yardimiyla;

(4.69)
. (P () —Q,P({1)
P*|P, ) = + P (t
PQ® - o+ e
n n—1
Q_Br P =Qn) BT MAR)
= Q+= = ny B (AP,
Ind_ B (OAP? o
i=0
n n—1
S B P-Q Y B 0Ar)
- Q+—5 = > BT OLR
(> Br\(HAR, Y B (hAR)
i=0 i=0
bulunur ve (4.68) denklemi elde edilmis olur. O

Sonug 4.61. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q € R? pedal noktasina gére kontrapedal egrisi P* [P, Q] (t) denkleminde
t = 0icin;

(Py — Q,AFy)

PRI = @+~ 5 ARy

AP, (4.70)

seklinde bulunur (Ceylan ve Kara 2021).
Ispat Simdi diizlemsel Bézier egrisinin kontrapedal egrisini ¢ = 0 da incelemek igin
(4.69) denkleminde t yerine O yazarsak, P (0) = P, ve P'(0) = nAP, oldugu da

kullanilarak;

(P(0) =@, P'(0))

rRAO = e egE - Y
. <P0—Q,7’LAPO>
= Ot Tanp P
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(Po— Q, AFy)

AR, AR

seklinde elde edilir. U

Sonug 4.62. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizlr olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q € R? pedal noktasina gére kontrapedal egrisi P* [P, Q] (t) denkleminde
t = 1igin;

(P —Q, AP, 1)

PRQI) = @+ R 5= Ap )

AP, 4.71)

seklinde bulunur (Ceylan ve Kara 2021 ).

Ispat Simdi diizlemsel Bézier egrisinin kontrapedal egrisini ¢ = 1 de incelemek igin
(4.69) denleminde ¢ yerine 1 yazarsak, P (1) = P, ve P'(1) = nAP,_; olduguda

kullanilarak;

(P(1)—-Q,P'(1)
1P (1) ]2

PrPQI(1) = Q+ P (1)

<Pn - Qa nAPn71>

AP,
AP, 2

:Q+

Q+ <Pn_Q7APn—1>
<APn—17 AF)n—1>
seklinde elde edilir. O

APnfl

Sonu¢ 4.63. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q = Py pedal noktasina gire P* [P, Q] (t) kontrapedal egrisi denkleminde
sirastylat =0 ve t = ligin (4.70) ve (4.71) denklemlerinde Q = P, yazilarak;

(P — Py, ARy)

PR RIO) = B+ = 5 ARy

APOIPO

<Pn - P07 APn—l>
<Apn—1a APn—1>

P* PP (1) = P+ AP,
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seklinde bulunur (Ceylan ve Kara 2021).

Sonu¢ 4.64. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier
egrisinin Q = P, pedal noktasina gire P* [P, Q)] (t) kontrapedal egrisi denkleminde
sirastylat =0 ve t = ligin (4.70) ve (4.71) denklemlerinde () = P, yazilarak;

(Po — Po, ARy)
(APy, APy)

P*[P,P,)(0) = P,+ APy

<Pn - Pn7 APn—l>
<Apn—1a APn—1>

P*[P,P](1) = P+ AP, . =P,

seklinde bulunur (Ceylan ve Kara 2021).

Teorem 4.65. V ¢t € [0,1] icin (2.7) denklemi ile tamumlanan Py, P, ..., P, kontrol
noktalarina sahip birim hizli olmayan n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () =
(0,0) = 0 pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin parametrik denklemi P* [P, 0] (t)

olmak iizere;

S80S B (P.AP)
S = S B 0AR
> BB (AP, AP F

(4.72)
seklindedir (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat Ozel olarak @ = (0,0) = O pedal noktasina gore diizlemsel Bézier egrisinin

kontrapedal egrisini (4.69) denkleminde () noktast ilgili yere koyularak iglem yapilirsa;

(4.73)
(P(t), P'(t))

PRI = e e

P (t)

n n—1
(LB () Pun 3 By ()AR)
= n:1 - n—1 n Z Bl?_l(t)APk
(n Y BIN (AP0 Y BT (HAR)
1=0

1=0
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bulunur ve gerekli sadelestirme yapilirsa (4.72) denklemi elde edilmis olur. O

Sonug 4.66. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n — inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bé-
zier egrisinin Q = (0,0) = 0 pedal noktasina gére P* [P, 0] (t) kontrapedal egrisi

denkleminde sirasiylat =0 ve t =1 igin;

PAIP.0](0) — %A%
Ppol() = il npo

<AP7L—17 A-Pn—1>

seklinde bulunur (Ceylan ve Kara 2021).

Ispat (4.73) denkleminde sirasiylat = 0 ve t = 1 yazlarak, P (0) = Py, P'(0) =
nAP,,P (1) =P, ve P'(1) =nAP,_; olduguda kullanilarak;

(P (0), P'(0))

PR = e

P'(0)

(Py, APy)

(APy, APy) Ay

veE

(F1), Q1)

PO = e

P'(1)

<Pn7 APn—1>
= AP,_
<APn717 APn71> e

seklinde elde edilir. U
Teorem 4.67. (4.69) denklemi ile verilen n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () €
R? pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin egriligi /—i}*[ PO (t) olmak iizere;

Ii}ﬂp}@] (t) = tl + tQ
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seklinde olup burada t, ve ty asagidaki gibidir.

1,j=0

n(éo B (t)P; — Q,gB?‘l(t)APj> : <n§ BB (4)(AP, APj>>

l(n—=1)(n—-2) ng3(t) jz::_: B;"l(t)(Ai*Pi, JAP;)

. (nil B?_l(t)Bn_l(tﬂAR,APj)) ~3(n—1)%

1,J=0

(("213?%) )(z ()02 -)+(’:§Bf*<tmy3)-

(z B2 A )) S B0 S B OWR, IAR)

tlz

[((n - 1)% B?”(t)rgB}H(t)(NB, JAPj)) ( 2. B () B} ()(F, Py)

i=0 ;=0

= 2 Br(H)(P, Q) + HQIP) +on(n—1) (2 B?1<t>3;1<t><m,m%>)

1,7=0

(7202 B 3(t) ng: B;‘—l(t)<A2pi7 JAPj)> <(§Bg(t)pi -0,

3
2

7§1 B]n—1<t)JAPJ>> —+ n2 (El B:L_1<t>B?_1(t)<AB,AP]>>

1,7=0

20-1)'T B0 S B (6P IAR)

[((n 1)722_023” “(t) Z Byt )(NPMAPJ-)) (ZiOBZ"‘(t)B”(t)-

<B,E>—2§JB"()<R,Q>+HQHQ +2n(n—1) (Z B~ () B}
i=0 r

(AP, AP)) (EQBV@) S B niacr, JAP») (5 Bt

EB;”WAm) +n (2 B (1B ><AR,APJ>>

i.j=0

Ayl’lCCl,' AmR = (Pi—l-l)w - (-Pl)x ve AyR = (Pi—l-l)y - (H)y ‘dir.
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Ispat (4.69) denklemi

P
0= 15w
oldugundan ;
PIP.QI) = Q+ (P (1)~ QT ()T (1) 4.74)

seklinde diizenlenebilir. Diizlemsel Bézier egrisinin Q pedal noktasina gore kontrapedal

egrisinin egriliini hesaplamak i¢in diizlemde egrilik formiilii kullanilarak;

L PRQOy PP W)
ral = PR QO @7

esitliginde ilgili tiirevler hesaplanmalidir. (4.74) denkleminin tiirevi alinirsa;
(P*[P,Q] (1)) (4.76)
= [(P'@),T®))+(Pt)—QT )T )+ (P(t)—QT)T"(t)

elde edilir. (4.76) denkleminde (T,T) = 1 yardimiyla, (2.4) esitlikleri ilgili yerlere

yazilirsa;
(P[P,Q1 (1) = v [(P(t) — Q,N ()T () +(P(t) — Q. T ()N (t)] +vT'(t)

ve

JN (t)=-=T(t) , JT(t)= N (t)
oldugu da kullanilarak;

J(PP,QL (1))
= vk[(P () = QN (t)JT (t) + (P (t) = QT () JN ()] + vJT ()

= k(P (t)—Q,N(t))N (t) —vr(P(t) — Q,T (t))T (t) +vN (t)  (4.77)
bulunur. (4.76) denkleminin tiirevi alinirsa;
(P[P,QI(®)" = (Kv+r)[(P(t) = QT )N (t) +(P(t) —Q,N (1)) (4.78)

T(0)] +rv-[(P(t) = QN )T () + (P (t) = QT {@)N (1)
+0'T (t) + vT" (1)
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elde edilir. (4.78) denklemindeki

(P () =Q, TN (t) + (P (t) = QN )T (1))

tirevi (4.55) denkleminde verilmistir. (4.38) denkleminde ~'(¢) ve (4.56) denkle-
minde de v’ (¢) hesaplanmustir. Ayrica; (k'v + k') ifadesi (4.57) denkleminin eksi ile
carpilmasiyla

worny = PIONO) REORO+BEOPO] (4

seklinde elde edilir. (4.78) dekleminde (4.55), (4.56) ve (4.79) esitlikleri ilgili yer-
lere yazilirken notasyonlarda kisalik olmasi agisindan yine (4.58) esitlikleri gbz Oniine

alinirsa;

(P'IP.QI (1) = (f - %> (al (1) + BT (1)) +

v v

kv - [UN (t) + 2vkbN (t) — 2vkaT (t)] + %T (t) + v’k (t)

_|b 2Akb A 9 o9
v v v

+ — — 2KV a} T (t) (4.80)

24
{m M ok? 4+ 2,-;%%] N ()
(% v

elde edilir. Simdi (4.77) denklemini (4.58) esitlikleri yardimuyla;
J(P*[P,Q] (t)) = —vkaT (t) + (vkb+ v) N (t) (4.81)

elde edilir.
(PIP.QI ()", J(P*[P, Q] (t)))

i¢ carpimi (4.80) , (4.81) denklemleri ilgili yerlere yazilarak ve
(T(@),T@)=1,(N(),N(@)=1ve (I'(t),N(t)=0

oldugu da g6z oniinde bulundurularak;
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v v v (Y

(o o) = (2= 2o piva) i+ (-2
ca 2 2 2
" + 2KV + 2KV b) N (t),(v+vkb) N (t) — vkaT (t))
= ca — 3Aka + 4203 + 26303 (a2 + b2) + 2k0°

= a(c—3A4k) +2k0° (26b + 1) + 26°0% (a® + 1?)  (4.82)

elde edilir. ||(P*[P,Q] (t))'||> ifadesi (4.76) ve (4.58) esitlikleri yardimiyla yeniden
diizenlenirse;

(P*[P,Q] (1)) = kv [aN (t) + bT (t)] + 0T (¢)

elde edilir. Son olarak egrilik i¢in ||(P*[P, Q] (¢))'||® ifadesi

1P P.RQIM)IP = (vlsaN () + (sb+1)T () 1)’

= (oV/Ral (0) + (b + DT (0).hal (1) + (b + 1) T (t)>>3

3
2

= 0° (k% (a® + %) + 2kb+ 1) (4.83)

seklinde bulunur. Egriligi hesaplamak i¢in (4.75) denkleminde (4.82) ve (4.83) esitlikleri
ilgili yerlere yazilirken a? + b* = ||Q? |? oldugu da g6z dniinde bulundurulursa;

a(c—3Ak) + 203 (260 + 1) + 2k30° (a? + 1?)
v3 (K2 (a? 4+ b%) + 2kb + 1)%

Kpapg (t) =

a(c—3A4k) N 2K
v3 (/{2”@“24—2&1)—1—1)5 (/{2||Q?||2+2/£b—|—1>5

= t1+1t2
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elde edilir. Simdi, burada ¢; ve t, denklemlerinin agik hallerini yazarsak ¢; i¢in (2.3) ,

(4.58) ve (4.64) denklemlerinin yardimiyla;

a(c— 3Ar)

3
v3 (KZHQ?HQ + 2kb + 1) ’

t1:

(Pt —QT®) [<P’” (), N (1)) = B[P (1) Pl (t) + Py (1) Py (1)) 200 |
vt [LOIPO QP2 4 oL LD (p (1) — @, P! (1)) + 1]3

(P () = Q, P )P @) *- [(P" (&), JP (W) P (1) |I”
=3[P () P (1) + Py () By ()] (P (1), JP' (1))]

— (4.84)
[(P" (1), JP"(0))* (1P (D) 12 = 2(P (1), Q) + Q%) + 2[1P" (1) ||
(P (8), TP ()P (1) = Q. TP (1) + | P' () ||]2
elde edilir. Ay sekilde ¢, i¢in (2.3) ve (4.58) denklemlerinin yardimiyla;
2K
ty = T
<m2||62?||2 + 2k + 1> ’
) 2P (1), TP (1) g5

[(P" (), TP ()* (1P () |7 = 2(P (), @) + [QI*) + 2P (1) |I*
(P (1), TP (£))(P(8) = Q. JP' (1)) + ||P' (1) ]|°]2

elde edilir. O halde; Bézier egrisinin ) € R? pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin
egriligini

Kpapg (1) =t + 12
esitliginde sirasiyla (4.84) ve (4.85) denklemleri ile verilen ¢; ve t ifadelerinde (2.15)
,(2.16) , (2.20) ve (4.64) esitlikleri ilgili yerlere yazilarak teoremdeki ifade elde edilir. [
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Sonug 4.68. Py, Py, ..., P, E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol noktast
ile verilen birim hizli olmayan n—inci dereceden (2.7) denklemine sahip P (t) Bézier eg-
risinin @ = (0,0) = 0 pedal noktasina gire P* [P, 0] (t) kontrapedal egrisinin egriligi
K« (po) (t) olmak iizere;

H};*[P,O] (t) = kl + kQ

seklinde olup burada k, ve k ifadeleri;

n n—1 n—1
n Y B(t) X BT (0P AR - X BT (0B) T (1) (AP, AB)
1= 1= ,]=—

- [(n (-2 :f;jBMt) z B (6)(AP, JAP)

4,7=0

- (nf BN (6) By (AP, APj>> ~3(n—1)
(Czl By () AP ) - (”2 B;”(t)Ail%) + (21 B?‘l(tmya) -

(752 B;L—Q(t)AZ]Dj)) . ni2 Bln_2(t) nil B;L_l(t><A2PZ’, JAF)j>

i=0 j=0

]flz

<<n— 1>EQB?-2<t>’§By-1<t><A2Pi,JAP») S° Br(t)B}(t)(P,, P)

i=0 i,j=0

2n(n — 1) ("f B ()BT (H)(AP, Apj>> :

1,7=0

(EZ B S B (1)(AP, JAPJ»>> (i Br)'S By, mpj>>

+ 2 <”§ BN (0B (8 (AP Apj>>

,5=0
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2(n—1)'S BI2()'SS BIU(6)(A2P, JAP)

i=0 j=0
ko

1,j=0

[((n 1)2?3?2@)23?1(t)<A2PuJAPj>> S BHOBII)(P. )

+mmn—n<§fB¢%w&”%MAR¢M%)-

(Z B0 S B _1““&23’”@) (Z Br)'S By—l<t><a,JA13j>>

2 (z B (0B (1) (AP AP»)

,5=0

seklinde elde edilir.

Ispat Teorem (4.67) de Q = (0,0) alimirsa teoremdeki ifade elde edilir. O

Sonug 4.69. Teorem (4.67) ile verilen n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin QQ € R?

pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin egriliginde t = 0 igin;

n(n—1) (P — QAR AR|P[(n — 2) (A2 Po, JAR) AR
—3(n—1) (LgPy - AZPy+ AyPy - ALP) (A*Fy, JAPR,)]

Kpeipg (0) = ;
[(n — 1)" (A% Py, JAR) (|1 Po]l* = 2{Fo, Q) + [ Q) +2n (n — 1)

NAR (A2 Py, JAPY P — Q, JAP) + n2||ARy||%)

2(n - 1) <A2P0, JAPO>

+
[(n —1)* (A2Py, JAP)? (| Poll* — 2Py, Q) + 1Q]I?) + 2n-
(n — 1) HAP()H2<A2P0, JAPO><P0 — Q, JAPO> + TLQHAP()H6]%
ve t =1 icin;
. 2(n—1)(A2P, o, JAP,_
Kppg) (1) = =8 - 2

[(n = 1)*(A2P,_s, JAP, )2 (| Pal? — 2P, Q) + || Q)
420 (n — 1) | AP_1|HA2Py_s, JAP, 1)
Py — Q,JAP,_1) 4+ n?||AP,_1 ]2
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n(n—1)(P, — Q,AP,_1)||AP,1|?
[(n - 2) <A3Pn_3, JAPn_1>||APn_1H2 -3 (TL - ].) .

(DaPoy - D2Py g+ DyPoy - A2Py3) (A2 Py s, JAP, )]
_l’_

[(n = 1)* (AP 5, JAP, 1)? (|22 = 2(P,, Q) + Q)
+2n(n—1) HAPn_1||2<A2Pn_2, JAP, 1)
Py —Q,JAP, 1) + n2||APn—1||6]%

seklinde bulunur. Ayrica; t = 0 iken () = P, ise;

% 2(TL—1) <A2P0,JAP0>
’{P*[P,PO] (O) - nHAPOHS

vet =1 iken () = P, ise;

2 (TL - 1) <A2Pn,2, JAPTL,1>

K}*[P,Pn] (1) - nHAPn,1H3

seklinde elde edilir.

Ispat n—inci dereceden P (t) Bézier egrisinin () € R? pedal noktasina gére kontrapedal

egrisinin egriligi, Teorem (4.67) de
H};*[P,Q] (t) = tl + tQ

olarak ifade edilmistir. Sirastyla ¢; ve ¢, esitliklerini veren (4.84) ve (4.85) denklemlerinde

t =0 yazilirsa;

(P (0) =@, P (O)[IP" (0) [ - [(P"(0), TP (0)) ]| (0) ||
=3[P (0) P (0) + P (0) By (0)] (P (0) , TP (0))]
[(P"(0), JP"(0))* (1P (0) |I* = 2(P (0), Q) + IQII*) + 2] P (0) ||
(P (0), JP'(0))(P(0) = Q, JP' (0)) + [ P' (0) ||°)2

K p (P,Q] 0) =

2

. (P (0), TP (0))
[(P"(0).TP (0))* (|P (0)” — 2(P (0). Q) + [ QII%) + 2/ P’ (0) |
(P (0), TP (0))(P (0) — Q. TP (0)) + | P/ (0) ||}
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bulunur. Burada (2.18) ve (2.10) esitliklerinin de yardimuyla;

n*(Py — Q, AP || AP |2 [n* (n — 1) (n — 2) (A3 Py, JAP) | AP|?
—3nt(n —1)% (8. Py - A2Py + Ay Py - AXR) (AP, JAR))

K ps [P,Q] 0) =

[(n? (n = 1) (A2 Py, JAR))? (| Poll* = 2(Po, @) + Q%) + 2n°
(n - 1) ||AP0||2<A2P0, JAPO><P0 - Q, JAPO> + 7’LG||AP[)||6]%
(4.86)

2”2 (n — 1) <A2P0, JAPO>
[(n* (n — 1) (A2 Py, JAPR))? (|1 Poll? = 2(Fo, Q) + [|QII*) + 2n°
(n— 1) | AR||2(A2Py, JAPNY Py — Q, JAR) + n| ARy |2

_|_

elde edilir. Uygun sadelestirmeler yapilirsa sonugtaki ifade bulunur. Ayni sekilde ¢ = 1
igin K. p g (¢) ifadesini hesaplamak icin sirasiyla ¢ ve ¢, esitliklerini veren (4.84) ve

(4.85) denklemlerinde ¢ = 1 yazilirsa;

(P (1) =@, PP AD[P (1) [ - [P (1), JP (D)1 (1) ||
=3[P (D) B (1) + By (1) B (D](P" (1), TP (1))]
(P (1), JP (1)) (1P () |7 = 2(P (1), Q) + lQII*) + 2] P (1) ||
(P (1), TP (1))(P (1) = Q, JP' (1)) + | P (1) ]2

K ps [P,Q] (1) =

_l_

2P (1), TP (1)
(P (1), TP (1) (IP (1) 2 = 2(P (1), @) + QI1%) + 21| P (1) ||
(P"(1), TP (D){P (1) = Q. TP (1)) + [P (1) ]}

elde edilir. Burada (2.19) ve (2.11) esitliklerinin de yardimuyla;
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n*(P, — Q, AP7L—1>||Apn—1||2[n4 (n—1)(n—2)
(N3P, _g, JAP,_)||AP,_1]]? — 3n* (n — 1)
(Axpnfl ' A?CPan + AyPnfl : A22/P1172) <A2Pn727 JAPnflﬂ

K p [P,Q] (1) =
[(n® (n = 1) (A2 P2, JAP, 1)) (| Pall” = 2(P, Q) + [1QI7)
+2’I’L5 (7’L - 1) ||APn_1||2<A2Pn_2, JAPn_1><Pn - Q, JAPR_1>
+10[| APy ][]
(4.87)
n 27’L2 (n - 1) <A2Pn_2, JAPn_1>
[(n® (n = 1) (A2Py 2, JAP, 1)) (|1 Pall* = 2(P0, Q) + [|QIP)
+2n5 (TL - 1) ||A.Pn_1H2<A2Pn_2, JAPTL_1><P” - Q, JA.P”_1>
+n8 (| AP, ][]
elde edilir. Son esitlik diizenlenirse sonuctaki ifade bulunur. Son olarak; ¢ = 0 iken

Q) = B, ise (4.86) denkleminde () = P, yazilarak ve t = 1 iken Q = P, ise (4.87)

denkleminde () = P, yazilarak sonugta verilen ifade elde edilir. U

Sonug 4.70. Sonug (4.68) de verilen n — inci dereceden P (t) Bézier egrisinin orijine

gore kontrapedal egrisinin egriliginde t = 0 icin;

n(n— 1) (Po, AP AR |*[(n = 2) (A2 Po, JAR) | AR
—3(n—1) (LgPy - AZPy+ AyPy - ALP)) (A Ry, JAP,)]

Kpsipo) (0) = ;
[(n = 1)" (AR, JAR)?|| Poll* + 2n (n — 1) [ AR

(N2Py, JAPY(Py, JAP) + n2|| AR |92

2 (n - 1) <A2P0, JAPO>
[(n — 1)* (AR, JAP)?|| Py + 2n (n — 1) | AR
(N2Py, JAPY(Py, JAP) + n2|| ARy |62

_'_
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vet =1 icin;
n(n—1) (P, AP, )| AP, 1]

J(n = 2) (N3P, 3, JAP, )| AP, 1> =3 (n—1)-
(A:cpn—l - A2P, 5+ VAV S Azpn—Q) (O?Py_y, JAP, 1))

Kp-po) (1) )
[(n— 1) (A2P, o, JAP, 1)?| Pl + 2n(n — 1)

AP, _1||2(A2P, o, JAP, )Py, JAP, 1) + 02| AP,_1]|%]2

2 (TL — 1) <A2Pn_27 (]Apn_1>

+
[(n —1)* (A2P,_g, JAP,_1)?||P,||* + 2n (n — 1)
AP, 1 |[2{(A2P, 5, JAP, 1)(P, JAP, 1) +n?||AP, %2
seklinde bulunur.
Ispat Sonug (4.69) de Q = (0,0) yazilirsa sonugtaki ifadeler elde edilir. O
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, oncelikle

denklemi ile verilen Py, Py, ..., P, ; E? uzayinda dogrudas olmayan (n + 1) tane kontrol
noktast yardimiyla tanimlanan birim hizli olmayan n — inci dereceden diizlemsel P (t)
Bézier egrisinin egri ciftlerinin parametrik denklemleri elde edilmistir. Ayrica; elde edilen
bu egri ciftleriicin t = 0 vet = 1 durumlar da aragtirilmigtir. Bu boliimde genel olarak
elde edilen sonuglar verilecek olup, ayrintili sonuglar icin tezin bulgular ve tartisma kismi
incelenebilir.

Bézier egrisinin evoliit egrisinin parametrik denklemi;

n—1
. > BITHOBITH (AP, AP
P*(t) = Y. PB(t)+ - ﬁ - szo _ Z B Y(t)JAP;
= B2 (t) Yo By H(t)(AR;, JAP;) =0
i=0 =0

ile verilir.

Bézier egrisinin involiit egrisinin parametrik denklemi;

n—1
n'S B (AP,
=0

P = S RBND - IS B @
(”2 B?‘l(t)B;*(wwmAm) “

4,j=0

seklinde elde edilmistir.

Bézier egrisinin ¢ € R icin paralel egrisinin parametrik denklemi;
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n—1
. ¢) B (t)JAP,
P (t,r) = > BBMt)+ : =0 T
i=0 o 2
(Z By~ (6) By (t)(A P, AP»)
i,j=0

olarak bulunmustur.

Bézier egrisinin () € R? pedal noktasina gore pedal egrisinin parametrik denklemi;

O _Brt)P,-Q.) By (t)JAP) .
P PQI(t) = Q+ - > BI(HIAR

BB (AP, AP

1,j=0

seklinde ifade edilir.

Bézier egrisinin Q € R? pedal noktasina gore kontrapedal egrisinin parametrik

denklemi;

3

n—1
O B F—-Q.) B (HAP)
i=0 J=0

> BN AR
B ()BT (AP, AF)
j=0

PrPQI({H) = @+

/[:7

seklinde elde edilmistir.

Daha sonrasinda elde edilen bu egri ¢iftlerinin egrilikleri hesaplanmig ve bu egrilikler
icin t =0 ve t = 1 durumlar incelenmistir. Esitliklerin uzun olmasindan dolay1 ve bu
boliimiin daha fazla uzamamasi adina Bézier egrisinin evoliit, involiit, paralel, pedal ve
kontrapedal egrilerinin egrilikleri icin sirasiyla; (4.37), (4.41), (4.43) denklemlerine ve
(4.56), (4.67) teoremlerine bakilabilir.

Literatiire katk1 saglamak ve bu alandaki ¢aligmalari arttirip tegvik etmek amaciyla
diizlemsel Bézier egrisinin egri ciftleri 3 veya daha yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda

arastirilip, egrilikleri hesaplanabilir.
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