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Laplace-Bessel diferansiyel operatoriinii goz 6niine aldik.

Bu ¢aligmanin amaci Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A g tarafindan dogurulan
B-BMO uzaylarini arastirmaktir.
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In the thesis, we consider Laplace-Bessel differential operator
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The aim of this study is to investigate B-BMO spaces generated by the Laplace-Bessel
differential operator A g.
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ONSOZ

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

n-l oo 2 2
AB:;%]%+ (%+%ain), (v>0, z, > 0)

Fourier-Bessel Harmonik analizinin 6nemli diferansiyel operatorlerinden biridir. Laplace-
Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu B-BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi
ilk defa 2000 yilinda V.S. Guliev tarafindan tanimlanmis ve V.S. Guliev ve ekibi tarafindan
Fourier-Bessel Harmonik analizindeki bir¢cok ¢alismada kullanilmistir. Bu konuyla ilgili
literatiir incelendiginde B-BMO uzayiin tanimi disinda sahip oldugu diger 6zelliklerin
yer almadigim goriilmiistiir.

Dolayisiyla bu tez caligmasinda klasik BMO uzaylarinin sahip oldugu 6zelliklerin
Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu B-BMO uzaylarinda da gecerli olup-
olmadig1 arastirilmistir.

Calismamiz boyunca kiymetli zamanini ve degerli bilgilerini benden esirgemeyen sev-
gili danigmanim Sayin Dog. Dr. Simten Bayrak¢1 Dogan’a ve boliim hocalarima, maddi
manevi destekleyen sevgili Aileme, bu siirecte yanimda olan arkadaglarima ve degerli

bilgilerini paylasan Ar. Gor. Cagla Sekin’e tesekkiir ederim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans olarak sundugum “Laplace-Bessel Diferansiyel Operatoriiniin Dogur-
dugu B-BMO (Bounded Mean Oscillation) Uzaylar1 Uzerine” adli bu ¢calismanin, aka-
demik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda
bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gosterdigimi beyan ederim.

14/07/2021
Giildane YILDIZ
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Simgeler:
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|E|
1El,
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Kisaltmalar:

BMO
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: n-boyutlu Reel sayilar kiimesi
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: z—merkezli, » > 0 yarigaph yuvar

: E kiimesinin Lebesque 6l¢timii

: E kiimesinin agirlikli Lebesque ol¢iimii

: file g 'nin genellesmis girigimi

BMO (R")
B-BMO (R")
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1. GIRIS

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii, (v > 0, x,, > 0)
— & 2w
So=3 g (0t i)
seklinde tanimlanir. Bu diferansiyel operator ilk n-1 degiskene Laplace diferansiyel ope-
ratorii, sonuncu degiskene de Bessel diferansiyel operatoriiniin uygulandigi bir "hibrit"
diferansiyel operatordiir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A g ile birgok matematik¢i ¢ok sayida ¢alisma-
lar yapmustir. Bunlardan bazilar Kipriyanov (1967), Klyuchantsev (1970), Lofstrom ve
Peetre (1969), Lyakhov (1983), Stempak (1986), Trimeche (1997), Gadjiev, Aliev, Rubin,
Bayrakci, Sezer (1988, 1998, 2002, 2008), Guliev, Hasanov (2000, 2006) dir.

Klasik BMO uzay1 yani, salinimlarinin ortalamalar1 sinirli fonksiyonlar uzay: John
ve Nirenberg tarafindan 1961 yilinda tamimlanmistir. Ardindan, Fefferman (1971) BMO
uzayinin, Hardy uzayinin duali oldugunu kanitlamigtir. Son 50 yilda bir ¢cok matematikci
BMO uzaylar ile ¢calismustir, (Feffeman ve Stein(1972)).

Bu uzaylar, Fourier Harmonik analizin 6nemli problemlerinden biri olan operatorle-
rin Lebesgue uzaylarinda sinirliliklarinin incelenmesinde 6nemli rol oynamaktadir. BMO
uzayindan olan fonksiyonlar ile L., uzayindan olan fonksiyonlar birbirine ¢cok benzer-
likler gostermektedir. BMO uzay1 L., uzayini kesin kapsar. Yani, BMO uzayindan olup
L uzayna ait olmayan fonksiyon vardir. Bundan dolay1 L, ile L, arasindaki bir¢ok
interpolasyon L,, ile BMO uzay1 arasinda daha iyi ¢aligir.

Ornegin, klasik singular (tekil) integraller L., uzayindan L, uzayina sinirh etki gos-
termezken, L., uzayindan BMO uzayina sinirli etki gosterir. Ayrica BMO uzayindan olan
fonksiyonlar yavag artar ve logaritmik hizdadir. Bu fonksiyonlar L., uzayindan olan fon-
siyonlar i¢in temsilci konumundadir. Bundan bagska, BMO uzayz, klasik ¢ekirdekli girisim
tipli olmayan singular integral operatorlerin Ly —sinirhili@inin incelenmesinde énemli rol
oynamaktadir (Grafakos(2009); Stein(1993,2005)).

Bu tez calismasinin amaci, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ag nin dogurdugu
B-BMO uzaylarimin incelemektir. B-BMO uzayinin tanimu ilk defa V.S. Guliev (2000)

tarafindan verilmistir. Fakat literatiirde B-BMO uzayinin 6zellikleri ile ilgili teoremler
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bulunmamaktadir. Dolayisiyla bu tez ¢calismasi ile hem literatiirdeki eksikligi kapatmay1
hem de bir sonraki akademik calismalarimiz icin gerekli alt yapiy1 olusturmay1 amagla-
maktayiz.

Tez, Kaynak taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma ve Sonug¢ boliim-
lerinden olugmaktadir. Kaynak taramasi boliimiinde bize gerekli olan analizin temel kav-
ramlar1 verilmistir. Materyal ve Metot boliimiinde klasik BMO uzaylar detayl bir sekilde
incelenmis, John-Nirenberg esitsizligi ifade edilip bazi nemli sonuglarina yer verilmistir.

Bulgular kisminda ise oncelikle Bessel diferansiyel operatorii ve onun iirettigi genel-
lesmis kaymanin (Bessel kaymasi) tanimi ve 6zellikleri sonra da Laplace-Bessel diferan-
siyel operatoriit A ve onun dogurdugu genellesmis kayma ve 6zellikleri caligilmistir.

Ayrica bu kisimda bizim i¢in gerekli olacak B-Poisson c¢ekirdegi ve B-Poisson integ-
raline de yer verilmistir. Bulgular ve Tartisma kisminin son béliimiinde tezin amaci olan
B-BMO uzayinin tanimi verilip 6zellikleri incelenmistir. Sonug¢ boliimiinde ise bulunan

sonuglar derlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Tezin bu kisminda ileride bizim icin gerekli olacak reel analizin bazi temel tanim ve
teoremleri ifade edilmektedir. Teoremlerin ispatlarina yanlarinda verilen kaynaklardan
ulagilabilir. Temel tanimlar i¢in Folland (1984) ve Grafakos (2008 — 2009) kaynaklarina
bakilabilir.

Tamim 2.1. n-boyutlu Oklid uzay:
R" ={z = (1,29, ..., z,) : T1, T2, ..., T, € R}

ve E C R" olciilebilir kiimesinin Lebesque él¢iimii | E| olsun.

R"™ de x—merkezli r > 0 yaricapli (agik) yuvar
Bz,r)={y eR": [z —y[ <r}
ile tanmimlanir. Ayrica R™ de f ve g Lebesque dlciilebilir fonksiyonlart icin
{z eR": f(z) #g(x)} =0
ise f ile g fonksiyonlarina hemen hemen heryerde esit fonksiyonlar denir.
f=g h.hxeR"”
ile gosterilir.

Tamm 2.2. (Folland (1984)) R" “de él¢iilebilir fonksiyonlarin lineer, normlu L,,—Lebesque

uzayi

Ly= L) =7 fl, = | [1f@Pds] <o 1<p<o
ile tanmimlamir. Burada dx = dx dxs...dx, seklindedir.
Ayrica p = o0 i¢in Lo, uzayi
Loo = Loo(R") = {f : [[fllox < o0}
dir. Burada
I£lloc = ess sup |f (@)} = inf{A >0 [{z: |f()] > A} = 0}

dir.
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Tamm 2.3. R"” ’de local(yerel) integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
Liye=L (R)=Sf:R*" > R: /|f(:7c)| dx < 00, VK C R", K kompakt

ile tamimlanir.

Teorem 2.4. (Folland (1984)) (Fubini Teoremi) (X, M, 1) ve (Y, N, v) oc—sonlu olgiim

uzaylart, |1 x v ise M x N iizerinde y ve v nin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R

fonksiyonu ji x v dlgiimiine gore integrallenebilir ise h.h.x € X icin [ f(x,y)dv(y) ve
s

h.hy €Y icin [ f(x,y)du(x) integralleri sonludur ve
X

/f(x,y)d(uxv //fxydv dp(x //fxydu dv(y)

X XY

esitligi saglanir.

Teorem 2.5. (Folland (1984)) (Holder Egitsizligi) f € L,, g € L,, 1 < p,q < 00 ve

Il? + % = 1 olsun. Bu durumda

/|f ¥)| d < /|f o | | [ 1ot ds

q

dir.

Teorem 2.6. (Folland (1984)) (Minkowski Esitsizligi) f ve g € L,, 1 < p < oo olsun.

Bu durumda

17+ g(a)r da < [1s@r i . EIRE

ST

dir.

Teorem 2.7. (Folland (1984)) (Integraller I¢in Minkowski Egitsizligi)
(X, M, p)ve (Y,N,v) o—sonlu élgiim uzaylari ve o(x,y) , M x N él¢iilebilir fonk-
siyon ve p > 1 olmak iizere integraller icin Minkowski esitsizligi

[ [1etlany pdu(w) < [ [1e@nraut Cavly)

bicimindedir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. BMO Uzay1 (Bounded Mean Oscillation) Temel Ozellikleri

Tezin bu boliimiinde klasik BMO uzayinin tanimi, ozellikleri ve 6nemli teoremleri ispat-
lar1 ile verilmektedir. Ayrica bu teoride 6nemli bir yeri olan John-Nirenberg esitsizligi ve

baz1 sonuglari ifade edilmektedir. Detaylar i¢in Grafakos (2009) kaynagina bakilabilir.

Tamm 3.8. (Grafakos(2009)) BMO uzay:
BMO = BMO (R") {f fekL,, ve ||f||BMO<oo}

1
1l saio = sgp@Q/mx) ~ folde

ve

1 )
fo= @Q/f(x) dx (fgo — sabit)

ile tamimlanir. Burada () C R"™ kenarlart koordinat eksenlerine paralel kiiplerdir.
Teorem 3.9. BMO uzay: normlu lineer uzaydir.

Ispat Herhangi f,g € BMO, o € C olmak iizere af +g € BMO oldugunu gosterelim.

Bunun igin éncelikle (f + g),, ifadesini hesaplayalim:

90 = 7 U@ +a)ds
Q

- |C2|/f |Q|/9<x)dm:fc2+9@-

Buradan

\Q!/’erg f+g@‘d$ B |Q|/| z)) — (fo + 9q)| dx

_ W%l/r<f<:c>—fQ>+<g<ac>—gQ>|dsc
Q

1 1
@!|f<x>—fQ|dx+@!|g<x>—gQ|dx

IN
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olur ve esitsizligin her iki yanindan () lar tizerinden supremum alinirsa

1
Sup’Q'/ )dKS“p@\/’f fQ’dx+S%p@!lg<x>—gQ|dx

esitsizligi ve
1+ gl saro < 1l saro + 191l 5aso

elde edilir. Buradan || f|| 5,0 < 00 Ve ||g| 5170 < 00 oldugundan || f + ¢l 55,0 < oo dir.

Buise f + g € BMO demektir. Ayrica

e =1g] /O‘f afe

oldugundan ve

ﬁ@/‘@f(g;)_(@f)q)’dx—wilz]af(x)—an\dx—\Mﬁ@/‘f@)_ﬁﬂdl’

esitliginden () lar iizerinden supremum alinirsa

1
sup‘Q’/’af (af)Q‘d:E = sgp\a|@Q/\f(3:)—fQ|daz

||04fHBMo = ’O‘| Hf“BMO

olur. Yani, aof € BMO dur. Dolayisiyla BM O lineer uzaydir.
Bununla birlikte || f|| 5, fonksiyonunun norm olmasinin iki kosulu (iiggen esitsizligi

ve skaler ile garpim) da ¢ikmistir. Simdi || f{| 5, = O olsun. Yani,
1
1fll sao = sup—= / |f — foldz =0.
Q @ )

Buradan Vx € @ i¢in f = fgp—sabit ¢ikar. f = 0 olmak zorunda degildir. Yani, yari-
normdur fakat norm olarak kabul edilir. BM O uzayinda sabite esit olan fonksiyonlara

tek bir fonksiyon gibi bakilir. Ayrica c—sabit olmak iizere ||c|| 5,,, = 0 dir. Soyle ki

1
<cQ>—@Q/cdx cglel=c

veE

1 / 1
— [ lc—c|dz=0= || :sup—/|c—c\dx:0.
Q| ) PHO 0@ J

Dolayistyla BM O uzayi normlu lineer uzaydir. U
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Teorem 3.10. BM O uzayt L., uzayin kesin kapsar. Yani, L., ; BMO dur ve

1l 5rr0 < 211flls
esitsizligi saglanr.

Ispat f € L., olsun. ||f|_ = esssup|f (z)| < oo oldugunu biliyoruz. Simdi

TER?

1Ql
ve
1
fol < m/\f(w)!daf
Q
< (cogurls o) g [
Q
1

. (eii§3p|f<x>|) 5ilel = 17l

oldugundan

N

1 1 1
@/If(x)—fcﬂdx < @/|f(w)|d:v+@/|f@|dx
Q Q Q
< (eizﬂigplf(x)\> ﬁ@/ldaﬂr (eiiﬂigp!f(ﬂf)l) rclmQ/ldx

= Al + 1flle = 211/l

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki yanindan () lar iizerinden supremum alirsak

1
w0 = suproy Q/ (@) — foldz < 2|1 /]

buluruz. Yani, f € BMO dur. Kapsamanin kesin oldugunu yani, BMO uzayindan olup

L., uzaymdan olmayan fonksiyon drnegini ileride verecegiz. U

R™ de local integrallenebilen bir fonksiyonun BMO uzayindan olup-olmadigini be-

lirleyen iyi bir teknik teoremi asagida ifade edelim.

7
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Teorem 3.11. R" de kenarlar: koordinat eksenlerine paralel her () kiipii icin dyle bir cg

sabiti vardir ki

supi/|f(a:)—cQ|dx§A, (A>0) 3.1
Q |Q|Q

ise f € BMO dir. Ayrica
11l aso < 24

dir.
Ispat Herhangi Q C R™ kiipii icin (3.1) saglanacak sekilde cq sabiti ve A > 0 var olsun.
Simdi |cg — fo| ifadesini bulalim:

1
lcg — fol = CQ—@/f(l’)dl’
Q

1 1
— = [ codr— — d
|@|Q/C“ |@|Q/“‘C> g

_ ﬁ/(%—f@)mx
Q

< F;Q/kcz—f(xﬂdr-

Bu son esitsizlik g6z oniine alinarak

1 1 1

g 1@ =toldr < = [17@) = coldr+ 55 [ g = folde
Q Q Q

1 1

@Q/mm—cQ|da:+@Q/|cQ—f<x>|dx

- ﬁ@/vm—c@rdx

elde edilir. Boylece her iki taraftan () lar izerinden supremum alinirsa

IN

1 1
Illssio = suprey Q/ ) = foldr < 2502, Q/ f (@) — col da < 24

bulunur. Yani f € BMO dur. O
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Teorem 3.12. f € BMO olsun. Bu durumda

HfHBMO < Supmfm /\f(l’) = coldr <[l paro (3-2)

esitsizligi saglanir.

Ispat Once
supmle| / £ (@) = coldz < 1l paro

esitsizligini gorelim.

1 1
igg@Q/ 1 (@) — col de < @Q/W) — folds

esitsizliginin her iki yanindan () lar tizerinden supremum alirsak
1
supmf |f (x) = cqlde < sup—=- [ [f (x) = foldz = |[fllpumo
|Q| Q Q| J

elde edilir. Simdi
HfHBMO < suplnf|Q| /]f () — gl dx

esitsizligini gérelim. Bunun i¢in

1 1 1
cq — fol = @!Cde—@Q/f(x)dw S@Zv(x)—c@wx

£ @) — fol <1 (2) — col + lca — fol < If () —ch+|Q|/|f ) — col du

oldugundan

1 1 1

@/If(ﬂs)—fcﬂda: < @/um)—cmm@/u(z)—cQ|d:c
Q Q Q

1 1

@Q/|f<x>—cQ|dx+@Q/rf<x>—cQ|dx

1
Q@Q/U(ﬂ:)—cmd:c

IN

IN
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olur. Bu son esitsizligin her iki tarafindan c lar lizerinden infimum ve ardindan () lar

tizerinden supremum alinirsa
S swio < supmf’@ / 1f (@) - col da

elde edilir. O

Teorem 3.13. f € BMO, h € R* 7"f (x) = f (x — h) olmak iizere 7" f € BMO dir.

Ayrica
HTthBMO - HfHBMo
esitligi saglanir.
Ispat Oncelikle
1
(g = 1) 7 @dx
Q
S [ Fa=m
= — x— x
Q|
Q

ve
/)Thf(x) (Thf)Q’dJ] = /|f(l‘— ) fQ|dI
Q Q
= y=x—h, de=dy
~ [1£6) - saldy
Q
oldugundan

1
I oo = swPioy / 75 ) = (7)o o

10
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1
- sgp@!\fm—fm

- HfHBMO

elde edilir.

Teorem 3.14. f € BMO, X\ > 0ve 6 f (z) = f (\z) olmak iizere
18* 1 saso = 1 saro

dir.

Ispat

1
18 || s = sgp@Q/‘yf(x) — (5Af)Q‘ dx

oldugundan 6ncelikle (6 f ) ifadesini hesaplayalim:

(5’\f)Q = |Q|/ (6*f) (z) dx = |/f(>\x)dac

Q

— .y=)z, dy:Adx,]Q(=A|Q|---

- ﬁ/f(y)dy
1
_ E/

Q

Buradan

il Q/ @) @) - @Dyl d = Q/ 7 () = fo| o

11
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- ‘é/\ﬂy)—f@wy

Q

olur. Simdi bu son esitsizligin her iki yanindan kiipler {izerinden supremum alinirsa

Ha)\f”BMO = [[fllzro

elde edilir. 0

Teorem 3.15. f € BMO olsun. Buradan

1 lsrro < 211f 1l saro
esitsizligi saglanr.

Ispat f € BMO olsun. (3.2) esitsizligini goz oniine alalim:
3170 < supint 2 / ) = cald.

Bu esitsizlikte f yerine | f| ve c¢ yerine | fo| yazalim ve ters icgen esitsizligi uygulayalim.

Boylece

1 1
oo < sgp@Q/Hf(m)\ ~ ol dr

1
< Sgp@Z\f(x)—fddw

= |Ifllsao

elde edilir. Dolayisiyla
I saco < 21 £l sao

olur. O

Teorem 3.16. f, g € BMO olsun. Buradan

3
[max (f, g)HBMO < ) (HfHBMo + HgHBMO)

12
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ve
) 3
[|[min ( f, g)”BMO < B (HfHBMo + ||g||BMO>

esitsizlikleri saglamr. Burada

max (f, g) = |f—9‘;(f+9) ve min (/. g) = (f+g);\f—9!
dir
Ispat
max (f,g) — If—glJ;(fﬂLg)
< S +lgl+f+9)
oldugundan

(HmHBMo + H|g|HBMO + HfHBMO + ||gHBMO)

| —

[max (f, 9)ll paro <

esitsizligi elde edilir. Teorem 3.15 ’e gore

3
[max (f, 9>||BMO < B} (||f||BMo + ||gHBMO)

olur. Benzer sekilde

, 1
Imin (£, )l a0 = 5 Ul saro + Mol saro + 11 a0 + 191 5ar0)

ve Teorem 3.15 ’e gore

. 3
||m1n(f, g)HBMO < ) (Hf”BMO + ||9||BMO)

bulunur.

BMO uzayinin taniminda (), R"™ de kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel kiip ola-
rak alinir. Asagidaki teorem BMO uzayinin normunun yuvarlar iizerinden de alinabilece-
gini gosterir. Yani bu teorem ile yuvarlar ve kiipler iizerinden alinan normlarin birbirine
denk oldugunu gormekteyiz. Asagida yuvarlar tizerinden alan norm || f{| 5,0 yuvar Sk

linde ifade edilmistir. 0

13
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Teorem 3.17. Oyle c,, ve C,, pozitif sabitleri vardir ki herhangi f € BMO icin
Cn ||f||BMO < ||f||B]\/[O—yuvar < Cn ||f||BMO
esitsizligi saglanr.

Ispat Q = [—r,7]" C R” kiipiinii alalim. B de @ kiipiinii iceren en kiiciik yuvar olsun.
Bu durumda @ kiipiiniin hacmi (Lebesgue ol¢iimil) |Q)] = 2"r" ve v,— birim yuvarin
ol¢iimii olmak iizere B yuvarinin hacmi (Lebesgue 6l¢iimil) | B| = v,,r"dir. Ayrica

Teorem 3.12 ’de cq olarak fp alalim. Yani,

1
530 < 250p5, Q/ f (@) — falda

esitsizligini kullanacagiz. Burada fp = ‘—é‘ [ f (z) dz dir. Oncelikle
B

1
@Zrm—f}w

ifadesiyle baglayalim.

1 - 5] _
|Q,Q/|f<x> foldr < |QHB|B/|f<ac> fiol do

_ UnT d

1 1
~ G / 7 (x) — fol do
B

esitsizliginden () lar iizerinden ve B—yuvarlari tizerinden supremum alinirsa

1
fllsso < 2supoy Q/ (@) — foldz

2 1
< mog B/ ) = folde

1

C_ HfHBMofyuvar
n

<

bulunur. Simdi ters esitsizligi gostermek i¢in B yuvarini kapsayan bir () kiipii secelim.

|Q| = 2"r" ve | B| = v,r™ oldugundan

14
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@l 1

1
EB/\J‘(I)—fB!deE@

17 @)~ falds
Q

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafindan supremum alinip (3.2) esitsizligi uygulanirsa

2 2n"

U, T"

HfHBMOfyuvar — HfHBMO

2n+1
= = flsaro

n

= C, Hf”BMO

elde edilir. [l

Ornek 3.18. L., C BMO oldugunu bilinmektedir. Lo, ;Ct BMO oldugunu gormek icin

BMO dan olan L, uzayinda olmayan fonksiyona ornek verelim. R" de

f () = log ||

Jonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon BMO uzaywna aittiv. Bunu gormek icin

Teorem 3.11 ’den yararlanacagiz. Ayrica

*f = f ()

olmak iizere

1 fll grro = ||6)\fHBMO

C

esitligi de bilinmektedir. Bu esitlikte \ yerine e“*o-® alalim. Boylece

f(A\x) =log |ec””Ova’ = log e%0 || = Cyy g + log | 7]

ve
|f ()\{lf) - Oxo7R| = |O:co7R + log |[E| - Cxo,R| = |10g |1’||
1
olur. Burada B yuvari, B = {x : |x — x| < R, xy € R"} seklindedir. Dolayisiyla Bl [1f (z) = Cy,
B
1
integraline bakmak yerine Bl [ Nlog |z|| dz integraline bakmak yeterlidir. Simdi
B
5 [ Moglallde =i [ oglaljd
— og|z||dx = og |x|| dx
B ] "°® R, s
B |z—x0|<R

15
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integralinde degisken degistirerek

1
= [ oglallds
Un

lx—zo|<1
integralini elde ederiz. Bu integrali iki durumda inceleyecegiz:
L |zo| < 2igin

1 1
— / llog |z|| dx < — / llog |z|| dz < clog 3, c-sabit
(% Un,

n
|z—z0|<1 |z|<3

bulunur.

2. |zo| > 2 igin Cyy g = log |xo| alalim. Buradan

1 1
— / [log |z| — log |zo|| dx = — / 1ogm dx
Un Uy, |0
|lz—z0|<1 |z—20|<1
olur.
|z 3
log —| < log =
|0 2
oldugundan
1 3
— / logﬂ dx < clog =
Uy, |0l 2
|z—z0|<1
bulunur. Boylece
1 3
— / log ﬂdm < clog —
Up |0l 2
|lx—x0|<1

elde ederiz. Dolayisiyla 1), 2) ve Teorem 3.11 ’den fonksiyonun BMO uzaywmna ait oldu-

gunu elde ederiz. Ayrica
1/l = esssup [log |||
T€R™
ifadesi sonlu degildir. Yani, f, L., (R") uzaywna ait degildir.

Ornek 3.19. R de )
log—, >0
0, <0
fonksiyonunu goz oniine alalum. Bu fonksiyonun BMO(R) uzayina ait olmadigin gorelim.
1
0<e< 3 olmak tizere

€

1 1or
Piee) = % h(z)dx = 2—6/10g ;dw
0

—&

16
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1 1
= y=—,dy=——dx
x x
1
1 [1
_ _ L [leYy,
2e y?
1 OOlogy
= — d
26/ e Y
1
e
dir. Bu son integrale kismi integrasyon uygulayalim: v = logy, du = idy, dv = y—12dy,
v = —i olmak iizere
_ log A log L i
. 1 log 1 log = 1 1
hi—eey = 1 - ——= 4+ — [ —=d
(=ee) A | T2 A 2 1 +2<€/yzy
1
L B3
1 logA log ! 1 1
— lim |— (= e I
455 | 2¢ ( A L T \Tate
B 11 1 N 1
B ©8 e 2

bulunur. Buradan

€ 0
1 1 .
% / |h (x) — h(_575)| dx > % / |h(_575)| dr = lim

elde edilir. Bu ise f ¢ BMO (R) demektir.

L e ) el =
9% 2 BT ) T

e—0t

Teorem 3.20. f € BMO ve B (xg,r) herhangi bir yuvar olsun. Bu durumda

1. Herhangi m € N icin

|fB(1’o,7”) - f2mB(:co,7”)‘ <2"m HfHBMO

dir.
2. Herhangi 6 > 0 icin oyle bir C,, 5 sabiti vardur ki

7’6/ |f(l’) - fB(aco,r)‘

2 (r + |z — a0

17

)H(gdl’ < Cps HfHBMO
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dir.

Ispat

1. B (o, ) yuvarinin hacmi | B (zg,7)| = v, ve a > 0 i¢in
aB (zg,7) ={z: |z —zo| < ar}
oldugundan 2" B yuvarin yarigap1 2™r ve 2" B (o, r) yuvarinin hacmi
12" B (zo,7)| = (2™7r)" v,
dir. Simdi m = 1 i¢in
1

’fB(mg,r) — fQB(a:o,r)l = m / [ (x)dr — fopaor)|, faB(zor) — Sabit

B(zo,r)

1
= Bl /f(x)dx— / J2B (o, dT

B(zo,r) B(zo,r)
on
= A N - z0,r d
27 1B (w0,7)] / (@) = fobtenr) d
(1‘0,7“)
on
- 2”Un7’n / (f(x)_f23($07r)) da

(IO 7T)

27’L

128 (zo, 7| / (f () = foB@on) dz|, (B (z0,7) C 2B (20,7))

B(zo,r)

< 2" [|fllzmo

elde edilir. AyricaVm € N i¢in

|fB(aco,r) - fQWB(;vo,r)| < ‘fB(a:o,r) - fQB(a:o,r)‘ +- 4+ |f2m_1B(zo,r) - meB(Io,r)|

< 2" ||f||BMO +2" ||f||BMO +- 2" ||fHBMO

< 2anf”BMo

18
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olur.

2. Oncelikle

) }f(x)_fB(:L‘o,r)‘d
]_THJ@H:U—%\)"” '

integralinde degisken degistirme uygulayalim: y = -

= r"dy. Boylece

|f y?n_‘_xﬂ fB(:ror ’f fB:vor)l
n+9 n+6 dx
(14 y|) (14 |z])

elde edilir. Simdi R™’ni
R"™ = B (xg,7) U (2B (o, 7) \ B (x0,7)) U (4B (x0,7) \ 2B (20,7)) U - - -

seklinde ayiralim. Kolaylik i¢in B = B (x¢, r) yazalim. Buradan

|f (x |f (z) — f5]
/ —|—|a:|"+§ +Z / +yx\”+5d“"

k=0

2k+lB\2kB
olur ve iicgen esitsizliginden
|f( | (z)— f2k+13|+|f2k+13 fB|
(1 4+ | | n+5 T+ Z (1+]z|)"+° dx
2k+lB\2kB

1
(1+[z])

1

bulunur. Buradan = < e (1+|oc1|)” — < 1 oldugundan ve (3.3) esitsizligi

kullanilarak

I < /If(:v>—f3|dx+

+Z Qk (n+3) / (|f (@) = forrrg| + | forr1p — fB]) do

2k+1B

IA

2 [ 1f (@) = faldo +

+ o2 ip @)= sl + [ s~ falds
k=0

k+1pB 2k+1 B
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U [l paro + D 27K x

<
k=0
2n(k5+1)vn n n(k+1)
<\ s [ 1@ = farsld+ 5+ )2 1o 02
"ortip

< ullflamo +

+ 27 (2 0 [ fll garo + (B + 1) [l paro va272"¢HY)

k=0
| Ry |
= o lfllparo +on 1 f a0 <2 Z ok +2° Z ks >
k=0 k=1
= Cusllf o
elde edilir. 0

Teorem 3.21. Oyle bir C,, sabiti vardir ki her f € BMO icin

supsup / @) = (s f) )] P (2 — ) dx < Co | f ] aro 3.5)
J

yeR™ t>0

esitsizligi saglanir. Burada P, (x) Poisson ¢ekirdegidir ve

t
Pa)=—" >0

2 2 nTH’
(t + || )

seklinde tammhidir. Ayrica (P f) (y) = [ P (x —y) f (z) dx, (Stein; Weiss(1971)) dir.
Rn
Ispat

1.Adim Oncelikle B; = B (y,t) = {z : |z — y| < t}, t > 0 olmak iizere (3.5) esitsizli-

ginde (P, x f) (y) yerine fp, yazalim ve

yeR™ t>0

supsup / (@) = foul P (2 — ) dz < e || FlLaro
J

esitsizligini gosterelim. Bunun i¢in

1 1 1 1
n+1 S tnt+1 ve n+1 < 2k(n+l)tn+1

(2+z—y*) 2 (t2+|z—y)?) 2
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esitsizliklerini kullanacagiz.

[1r@=saln@-pa= [ @ = Iol g,
R Re (t2+|x—y|2) 2

< [@tnl gy
Bt (t2—|—|l’—y’2) 2

4y [ M@l i),

ntl
k=02k+lBt/2kBt (t2 + |:B — y|2) 2
< Ul
By
0 9—k(n+1)
+Z (’f( ) 2k+lBt|+|f2k+1Bt th’)dl'
k:02k+1Bt

=W/|f th|das+Z k)

2n(l€+1)vn n 1 o(k+1)ngn
< o [ 1F@ = ol 5 D2 g 2440, do

2k+1B,

v I llsaro + 3 275D (0,220 | £l o + (k4 1) 22220 D [ £ 5000
k=0

IN

= v [l paro + vn 1f o D 27 FO D200 (14 27 (k 4 1))
k=0

Cn HfHBMO

elde edilir ve her iki yandan supremum alinirsa
supsup [ |f (2) = ful Pr(a = ) do < e | s
yER™ t>0

istenilen esitsizlik bulunur.

2.Adim [ P, (z)dz = 1 oldugundan

R

J IR« @) fal Pl =)o = (P D) 0 th|/Pt:c—
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= (P * f)(y) — [

_ /Pt<x—y>f<x>dx—f3t

R

_ /Pt(x—y)f(x)d:v—/thPt(x

/|f<x>—fBi\Pt<x—y>dx

IA

< dn |[fllparo

esitsizligini elde ederiz. Boylece 1.Adim ve bu son esitsizlik kullanilarak

/|f (P D)W P~ y) o <

IN

/(|f(a:) —fol Bz —y) +[(B* [) (W) = [a| P (. —y)) de

R

< Hf”BMO + dn HfHBMO <Gy, HfHBMO

elde edilir. Burada C,, = max{c,, d, } dir. O

Teorem 3.22. Oyle bir c,, sabiti vardir kiV'f € L}, (R") igin
.

1 n+1
J )

ise f € BMO ve

supsup/!f —(Pex )W P (x —y)dz > co || fll 5o

yeR™ t>0
esitligi saglantr.
Ispat

- supsup/!f — (P ) )| P (x — ) da

yeR™ t>0
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diyelim. |z —y| <t i¢in
ntl
Pi(z—y)>t(2t°) 2 =t"c,
. T} 2 2 2 2 1:
dir. Ciinkii ¢ + |z — y|” < t* + t* = 2¢* dir. Buradan

n+1 n+1

(Balo—yP) 7 <(20) 2 =25 ¢

elde edilir. Boylece

R lz—y|<t

\

olur. Bu son esitsizligin her iki yanindan B = B (y,t) = {z : |z —y| < t} yuvan

tizerinden supremum alinirsa

1
s [ 1@ = (D@l <
lz—y|<t
ve Teorem 3.11 uygulanirsa
2A ,
1l grio < o, YA A > cn | fllpumo

nv¥n

elde edilir.

3.2. John-Nirenberg Esitsizligi ve Baz1 Sonuclar:

Asagida BMO uzaylarinda onemli bir esitsizlik olan John-Nirenberg esitsizligini ifade

edilmistir. John-Nirenberg esitsizligi sonuglar itibariyle cok dnemlidir.
Teorem 3.23. Her f € BM O fonksiyonu, her ) kiipii ve her o > 0 icin

|{$ € Q : |f (Qf) - fQ| > a}| <e |Q‘ e_Aa/IlfIIBAIO; A= (2716)71

esitsizligi saglamr, (Grafakos(2009)).

John-Nirenberg esitsizliginden BMO uzayina ait her fonksiyonun iistel integrallene-

bilir oldugu elde edilir. Asagidaki sonu¢ bununla ilgilidir.
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1
Sonuc¢ 3.24. f € BMO olsun. Her v < g ve her () C R™ kiipii icin

|f(@)~fa|

n .2
/ T dr <14 2¢7

1 — 2ney
dir.

. 1
Ispat Herhangi f € BMO,~ < ong Ve @ C R kiipiinii alahm. f € BM O oldugundan
e
1
sup [ 1f (2) — fol do < oc
Q Q| )

dir. Bu ispatta dagilim fonksiyonunu kullanacagiz. Dagilim fonksiyonu
df (o) = {z € X :|f (z)| > a}| ile tanimlanir. Ayrica ¢, [0, co) aralifinda artan,

¢ (0) = 0, tiirevlenebilir fonksiyon olmak tizere

o0

[t = [ ¢ (@ @ da

0
esitsizligi saglanir, (Folland(1984)). Bu esitlikte ¢ olarak ¢ (t) = e' — 1 ve X kiimesi

olarak da () kiipiinii alalim. Boylece

o0

/(ef(x)—l)dx = /e“\{xé@:]f(x)]>a}|da
Q 0
[d@lar—1a = [ ez eQ:1f @) > a|da
Q 0

/émmwrz @wg/wuxe@wfmn>ame

0

[ r@igy — iooa .
IQIQ/G o 1+|Q|0/€ {z e Q:1f ()] > a}|da

elde edilir. Simdi f yerine
v1f () — fql

1l zaro

f(x) =

alalim. Buradan

‘@/;WLEM—1+%T R e e

v

24



MATERYAL VE METOT G. YILDIZ
olur. Bu son esitlige John-Nirenberg esitsizligi uygulanirsa
1 / W|f(90)—fQ| 1 i o1 H ”1 allflspo
—— [ e WMo dx 1+—/eae\Qle el flegro 7 da
Q| Q|
0
2%y <1, c= >1 -
2nery
1+ e/eo‘eco‘da
0
1+ e/e(l_c)ada
0
1+1%<lime(1_c)G—eo>, 1—c<0
¢ \G—oo
e 2"ey
1 =14+ —
+ 1—c * 1 —2rey
istenilen esitsizlik elde edilir. U

Sonu¢ 3.25. f € BMO olsun. 0 < p < oo igin dyle B, ,, sabiti vardir ki

1
sgp @Q/\f(ﬂﬂ) - fQ‘pdx < Bpn ”fHBMO

esitsizligi saglanr.

Ispat Dagilim fonksiyonu icin

X

/wwmmszmwﬂ@m

esitligini tekrar g6z oniine alalim. Burada ¢ olarak ¢ (¢) = 7, f olarak |f (z) — f| ala-

lim. Boylece John-Nirenberg esitsizliginden

/rf(x> ~ fol de
Q

o0

/nlexeX:U@M>aH¢k

o0 —Aa
/pap—le Q| eMMawo da, A = (27e) ™"

0
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elde edilir. Buradan

o0

—Aa
& [1@ = foPde < & [prelole e da

Q 0

—Aa
= @p/aple”f”BMO do
0

A A
= ...Bz—a’azm’dﬁz—da...
1/ 5as0 A 1/l zar0
— e Bp 1 “f”BMoe—,B”fHBMOdB

Ar—1 A
0

— ”fHBMO/Bp 1 —6d6

HfHBMOF( )

elde edilir. Burada I' (p) Gamma fonksiyonudur. Son olarak bu esitsizligin iki yanindan

p.dereceden kok ve () C R” kiipii tizerinden supremum alinirsa

swp | (1@ =saPde | < (5 1luoT 0)
Q

ol L

ep
= Byl lparo- Bon = (357 )

biciminde istenilen esitsizlik elde edilir. 0

Asagidaki sonug ile BMO uzayinda norm olarak

Sup ﬁcg/lf(x)—fcglpdw 1 <p<oo

ifadesini de alabilecegimizi gorecegiz. Bunun i¢in denk norm tanimini hatirlayalim:

e [y < [Flly < ezl

esitsizligi saglanacak sekilde ¢;,co € R varsa |||, ile ||-||, normlarina denk norm denir

ve ||-||; = |||, ile gosterilir. Simdi sonucu gorelim.
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Sonuc¢ 3.26. 1 < p < oo icin

1
aw | Q/ (@) = folPde | = 1flparo
dir.

Ispat Sonuc 3.25 ’ye gore 0 < p < oo igin

1
sup [ o [17@) = ol de | < i lflpuio (3.6)
Q \ Q]

Q
dir. p = 1igin || f|| 3,,0 normudur. Simdi
1
oo =sup: [ 1£ (@) = fol da
Q |Q!Q

integraline 1 < p < oo i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

1 1 ) i 11
W—l/!f(:v)—fcz!d:v < @ /|f<x>—fQ| dx /Mx ot
Q Q Q
1 P
= i | fr@=reri)
Q
1 p
— — | [ @)~ sor s
Q| Q

1 V4
- @Q/vm—m dx

elde edilir. Boylece her iki taraftan supremum alinirsa

D=

1 1
Illssio = suproy Q/ £ ) = faldr < sup | oo Q/ F@) — folPdz | @)

elde edilir. Dolayisiyla 1 < p < oo olmak iizere (3.6) ve (3.7) esitsizliklerinden

1
a0 < sup | 57 Q/ P @)~ folPde | < lfllpmo
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bulunur. Bu ise

1
p
p ~
sup [ 1o [17@) = ol de | = Wfllpuio 1< p< 00
Q

demektir. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda esas amacimiz Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogur-
dugu B-BMO uzayimin tanimini verip, 6zelliklerini incelemek, John-Nirenberg esitsizli-
gini ifade etmektir. Bunun i¢in ilk olarak Bessel diferansiyel operatoriiniin ve onun dogur-
dugu genellesmis kayma operatorii ifade edilmistir. Ardindan Laplace-Bessel diferansiyel

operatorii ve onun iirettigi genellesmis kayma operatorii incelenmistir.

4.1. Bessel Diferansiyel Operatorii

Fourier-Bessel Harmonik analizinde Bessel diferansiyel operatorii olarak bilinen ve

asagida tanimlanan diferansiyel operator onemli rol oynamaktadir:

> 2wd
v 0<t<oo, v>0.

B = — + 2=
e T

® = P (z,y) olmak iizere
B, =B, , 0<uz, y<oo
(I)|z:0 - f (y) ) %q)LEZO =0

sinir-deger probleminin ¢éziimii

o)) ]
— 2 [¥ \/x2+y2+2xycosé’ sin“’" " 0d0
HOFER )

<1>(flf,y)=r(v

seklindedir, (Delsarte (1938), Levitan (1951)). Bu ¢oziim GY f () ile gosterilirse

I(v+1) 7
G'f (z) = #Fé)) 0/ f (\/xQ + y2 + 2xy cos «9) sin® ! 0d6 (4.8)

ile tanimlanan operatore Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu genellesmis kayma

operatorii veya Bessel kaymasi denir. Ayrica

/WsinQ”_1 0do = F(U—F(%)
/ r (U + %)
oldugundan (4.8) de f = 1 alinirsa GY1 = 1 olur.
Bundan bagka, (4.8) ifadesinde § = m—a, (0 < a < ) seklinde degigken degistirir-
sek cos (m — a) = — cosa ve sin (T — «) = sin « oldugundan

F(E}U)—;—(%)) O/7r f <\/x2 + y? — 22y cos a) sin® ! ada

G (@) = s
- G (@)
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elde ederiz. Bu 6zellik Oklid kaymasinda yoktur.

Soyle ki Oklid kaymasinda 7Y f (z) = f (z +y) fakat 77V f (z) = f (x — y) dir. Di-
ger taraftan (4.8) esitligindeki simetriden dolay1 GYf (z) = G*f (y) dir. Bu 6zelligin
Oklid kaymasinda da saglandig1 agiktir: 79f (2) = f (x +y) = f (y + ) = 7°f (y).

Bu tez ¢aligmasinin amaci genellesmis kayma operatorii 7Y *nin dogurdugu B-BM O
uzaylari ile ¢alismak oldugundan bu kisimin ileride gerekli olacak tanim ve kavramlari

verilmektedir.

Genellesmis kayma operatorii GY "nin bilinen bazi 6zellikleri agagidaki gibidir (Levi-
tan(1951)):
a. Lineerlik: GY (af (z) + g (x)) = aGY f () + GYg (x), a—skaler;
b. Pozitiflik: f > 0ise GYf (x) > 0 olur;
¢ [G*f (2)] < G¥|f (@) < suplf (2)];
d. GYGif () = GiGYf (v) ve GiGYf (v) = GLGYf (x). Burada GYf (v), GYf ()
demektir. i1k esitlik once x’e » kaymasi ve sonra da x’e y kaymas1 vermek ile, dnce z’e
y kaymas1 ve sonra da z’e z kaymas! vermenin ayn1 sonuca getirdigini soyler. Oklid kay-
masida bu ozellik f(x +y + z) = f (x + 2 + y) seklindedir. Ikinci esitlik ise dnce z’e y
ve sonra da y’ye z kaymasi vermek ile, 6nce x’e y ve sonra da x’e z kaymasi vermenin
ayni oldugudur.

e. g ve f fonksiyonlar1 [0, co)’da 6lgiilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

/|f(t)|t2“dt<oove /|g(t)|t2”dt<oo
0 0

dir ve . -
/ GYf(z)g(y)y*dy = / f(y )y dy 4.9)
0

esitligi saglamir. Ozel halde g = 1 alinirsa

o0

/ GVf (2) y*dy =

0

f () y™dy

olur. Yukaridaki (4.9) esitligi klasik Oklid kaymasinin dogurdugu girisim operatoriiniin

genellesmis kayma icin benzeridir. Yani, genellesmis girisim

o0

(f @) (z) = / GVf (2) g (y) y>"dy

0
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ile tamimlanirsa (4.9) esitligi f ® g = g ® f demektir.

4.2. Laplace-Bessel Diferansiyel Operatorii

Fourier-Bessel harmonik analizinin onemli diferansiyel operatorlerinden birisi de

Laplace-Bessel diferansiyel operatoriidiir. Laplace-Bessel diferansiyel operatoriit Ag

n—1
9? 0? 2v 02
Ag = —
B Z&ci + (83:% i T 8xn> >0

k=1

seklinde tanimlanir. Burada ilk n — 1 degiskene Laplace diferansiyel operatorii, sonuncu
degiskene de Bessel diferansiyel operatorii uygulanmistir. Dolayisiyla Laplace-Bessel di-
feransiyel operatorii A g bir "hibrit" operatordiir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ap ’ye karsilik gelen genellesmis kayma ope-

ratori de

TYp(x) = /(p <a:’ — s /(22 — 22,y, cos o + y,%)) sin® ! ada,

seklinde tanimlanir.

Bessel diferansiyel operatorii tanimi geregince
Rz - {I‘ € RTL T = (.Tl,LUQ, e 7xn—17xn)7 Ln 2 0}

uzayini goz Oniine alalim. R, uzayinda tamiml agirlikli Lebesque uzayirda 1 < p < oo

olmak tizere

Lyy = Ly, (RY) = {f : f, R} da dlgiilebilir fonksiyon, || f[|,, < oo},

3=

11, = | [ 1#@ o2z
R
ile tanimlanir. Burada dx = dx dxs - - - dx,, dir. Ayrica p = oo i¢in

Lo

Loow (R}) ={f : f,R" da 8lgiilebilir fonksiyon, ||f|. < oo},

[/l = ess sup [f (z)]

z€RT

dir.
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Genellesmis kayma operatdriiniin dogurdugu "genellesmis girisim" operatorii ise

(v &) @) = [ )Ty,
RY

seklinde tanimlanir.
R” da tanimli Schwartz ’1n test fonksiyonlar1 uzay: S(R”) olmak iizere ¢ € S(R?)

fonksiyonunun Fourier-Bessel doniigiimii

(Fo)(2) = [ o),y (w2 ) da

+

ve tersi
(F, ') (2) = co(n)(Fp)(—2)
seklindedir. Burada (', 2') = 2121 + - + 2, 12,1 Ve

1
c,(n) = (2n)r 191 (1/+ %) (4.10)

dir. Ayrica j,(t), (¢ > 0, p > —3) fonksiyonu Bessel "in 1.tip normallestirilmis fonksiyo-

nudur ve Bessel fonksiyonu J,(t) ile iligkisi de

_ O
Tolt) = 2°T(p + 1)

, Jp(0) =1, j,(0) =0
seklindedir (Levitan 1951).

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ap 'nin dogurdugu B-Poisson ¢ekirdegi (yari-
grubu) e~ (y € R?, a > 0) fonksiyonunun Fourier-Bessel doniisiimii olarak tanim-
lanir. B-Poisson ¢ekirdegi P, (x,«) 'nin agik ifadesi (Aliev-Bayrakci(1998)) tarafindan

verilmigtir. Burada bu hesaplamalara tekrar yer verilmektedir.

Oncelikle asagidaki esitlikleri g6z oniinde alalim:
e L / h ie_ﬂ2/4tdt (Stein-Weiss(1971), syf.6)
VT o Vi

veE

1 1 n— n v t 2
F, (e (1) = 5T (y + 5) T o e e, (Aliev(1987)).

Buradan Fubini teoremine gore

F, (e (2) = /e_me_i(z/’z/)jy_é(xnzn)xi”da:

RY
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1 Ooeit 2 oy
— R - 7|.’E| /4tdt 7Z<:E 32 > : 21/d
\/E/ / \/1_56 ‘ jy,%(l‘nzn)wn !
0

RY
Tt
1 e xl2/4t —ilz! 2 - 2
= —W/% /e ol /4t o —ila’,2 >]V_%(xnzn)xn”dx dt
0 R

_ n+42v

(e e}
—t
— L 6_1]:_‘ I/+ l W”T_l l : €_|Z‘2tdt
T t2 2 41

_ /W’;12n+2ulr <V+ %) eft(|z|2+1)t7"+22"*1dt

= 7

N|=

n v n v 2 1 -1
2" (|o + 1)~ (¥) (Veu(m)

olur. Ayrica
FFO0) (@) = A" (B W) () 0> 0)

esitligini de gorelim:

RO = [ £00)e ™, (i
Ry

= - Ay=zNdy=dz---

- [ () ()
R}

R
— )\ZVn/f(Z)e—i<z’7§/>jV 1z (nl’_) (Zn)Qde
R}
—9%—n T
= X EW) ()
Boylece
Rl ) (a) = ni2 % (Vatm) T (TR et e
’ ’ 2 (|2 + |af?) =5
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olarak bulunur. Bu son esitligi dikkate alarak B-Poisson ¢ekirdegi
a
PV(x7 Oé) = dl/(n) 2 2\ nt+2v+1
(" + o) 2
ile tanimlanir. Burada
| 2v+1
d,(n) = e, (n)—=2"5"T (M) @.11)

N 2

dir. P,(z; ) *nin agagidaki ozellikleri kolayca gosterilmektedir. Soyle ki

1.
F(P,(;a))(r) = e el

Bu esitligi gormek i¢in her iki taraftan ters Fourier-Bessel doniigiimii alalim. Boylece

EH BB (a) (@) (2) = Fie )

v

ve
P,(;0) = c(n)(Fy(e ) (=2)
= dy(n 2 a2 PESTESY
( )(|ZE| + |af”) 2
= P,(x;«)
olur.
2.

12y, =1, Ya >0

dir. Bunun i¢in

F, (P,(+ O‘)) (:L’) = / ‘P,,(y; O‘)’ €_i<y/’x/>juf%(ynajn)yiydy
R

— eialx‘

esitliginde x = 0 yazalim. Buradan

/ IPy(y; )| y2dy = 1, ¥a > 0
iy
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elde edilir.

3. B-Poisson ¢ekirdeginin yar1 grup 6zelligi ise soyledir:

B, (r;a+ B) = B, (z:0) ® P, (: ) — / P, (y; )TYP, (x; 8) y2dy.

K}

Bu ise

F, (P, (z;a+8)) = e Wledl
= F,(P,(z;0)) F, (P, (z;))
= F,(P,(z;a)® P, (z;8))

esitliginden elde edilir.

B-Poisson integrali (yari-grubu)

(Vaf) (@) = v (z;0) = / f (W) TP, (z;.0) 2 dy.

ile tanimlanir (Aliev, Bayrakci (1998)). B-Poisson integrali asagidaki sinir deger proble-

minin ¢oziimiidiir ve bunu gormek zor degildir:

52
<@ + Ap (x)> v(z;a) =0
V(T3 0) a0 = f (2).
Yari-grup 6zelligi ise

VQV5 = Va+5 (0 <a, f< OO)

seklindedir. Bu esitligi gérmek i¢in her iki yandan Fourier-Bessel doniisiimii alinir. Boy-

lece

sz(voﬂrﬁf) = Fl/ f®PI/(x7a+ﬂ))

elde edilir.
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Teorem 4.27. ¢ € L, , radial fonksiyonve ¢ (r) = ¢ | , (0 < r < 00) negatif olmayan
|z|=r

ve [0, 00) da azalan fonksiyon olsun. Bu durumda N f € L,,,, (1 < p < 00) icin

s [(f @ ) (@)] < el My ()
esitsizligi saglamir. Burada ¢_ () = e "2 (f) , € >0, (Aliev, Bayrakci(1998)).

Bu teoremin bir sonucu olarak B-Poisson integrali V,, f, @ > 0 i¢in asagidaki sonucu

ifade edebiliriz.

Sonuc 4.28. V.. f, f € L,, (1 < p < 00) fonksiyonunun B-Poisson integrali olmak iizere

sup |(Vaf) (2)] < My (x) (4.12)

a>0

esitsizligi saglanir.

Ispat Yukaridaki teoremde

alinirsa istenilen esitsizlik elde edilir. U

Bu kesimi son olarak B-Poisson integralinin L,, ,— uzaylarindan sinirlili§ini gostere-

rek bitirecegiz. Detaylar i¢in (Aliev ve Bayrakci (1998)) makalesine bakilabilir.

Teorem 4.29. f € L,,, 1 < p < oo, fonksiyonunun B-Poisson integrali V,, f, o > 0

olmak iizere
||V0¢f||p7y S ||f||p,u

esitsizligi saglanr.

Ispat Integraller icin Minkowski esitsizligi goz 6niine almarak

3 =

WVasll,, = / Vof (@) e da

s
=
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D=

< / / F )P T2 (P, (s )P y2vdy | a2da
BT \R?
< | [rw / T2 (P, (2; ) o2 doy?dy
iy
1
< / F@Pedy | =151,
Rn
elde edilir. [

4.3. B-BMO Uzay1

Bu kesimde Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ap tarafindan dogurulan veya bagka
bir ifade ile genellesmis kaymanin iirettigi B-BMO uzayinin tanimi ifade edilip 6zellikleri
incelenecektir.
Oncelikle baz1 kavramlar tanimlayalim. Oklid uzaym goz 6niine alabm. £ C R7
olmak iizere E kiimesinin Lebesque 6l¢iimii |E|, = [ z2/dx ile tanimlanir. Ayrica R
E

uzayinda x-merkezli » > 0 yarigaph yuvar
E(z,r)={yeR} |z —y| <r}
olmak iizere bu yuvarin Lebesque ol¢limii
|E (z,7)|, = r""w(n,r)
seklinde tanimlanir. Burada

wn,r)=|E|, = / v*dx ve E, = E(0,7)
E(0,1)
dir. Ayrica R” da local integrallenebilen fonksiyonlarin lineer uzayim da L;,, (Rﬁ) ile
gosterilmektedir.
B-BMO uzayinin tanimi agsagidaki gibi Guliev (2000) tarafindan verilmistir. Bundan

sonraki 6zellikleri bu tez ¢calismasinda elde edilen sonuglardir.
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Tanim 4.30.

B-BMO = B-BMO (R}) ={f € LY (R%}) : ||l pparo < o<},
1
1150 = sup [ 177 @) = fi ()] 2y
>0 ’ET’VE

JL‘ERi

ile tanimlit normlu lineer uzaya B-BMO uzayt denir. Burada

fio @) = - [ T @)y
v B,

dir. Asagida B-BMO uzayinin normlu lineer uzay oldugu gosterilmektedir.

Teorem 4.31. B-BMO lineer uzaydir. Yani, Vf,g € B-BMO ve Vo € R i¢in
af +g¢€ B-BMO

dir.

Ispat Herhangi f, g € B-BMO ve herhangi o € R alalim. Oncelikle genellesmis kayma
TY ’nin lineer oldugunu gorelim:

2)

I'v r
( ) /(af +9) (a:’ — s /22 — 22,y cos a + yﬁ) sin? ! ada
0

TV (af +g)(x) = W

= aT"f (x)+T%g (2).

Ayrica
1 Yy 2v
(af +9)p (x) = ] TY (af + g) (z) y,"dy
r VET
= « ! /Tyf(x)yz”dy+ /Tyg(ac)yz”dy
B, ) "R ”

= afg (¥) +gg, (7).

dir. Buradan
1

|E7"|1/

J117 s +9) @) = (@ + ), @) 2y <
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) — gg, (x)| Y2’ dy

< |ET’VE/rTyf<x>—fEr< o)l

esitsizligin her iki yanindan supremum alinirsa

laf + 9llg.srro < @ llfllpsro + 19l p.srro < 0©

elde edilir. Buise (af + g) € B-BMO demektir. O

Ispat Norm olma kogullarimi kontrol edelim. f = 0 icin || f|| 5.5170 = 0 oldugu agiktir.
Bundan baska || f|| 5 5,,0 = Oise f fonksiyonu f = 0 fonksiyonuna denk fonksiyonlardir.
Bundan baska |af|| 5 500 = lal | fll g0 esitligi ve norm igin tiggen esitsizligi ise

yukaridaki ispat i¢indeki ¢caligmadan goriiliir. 0

Teorem 4.33. Lo, & B-BMO ve || fl5.gro < 2|1fll dur

Ispat f € L., olsun. Oncelikle |7V f (z)| < || f||, oldugunu gorelim:

TYf(z)] < / ‘f — s /22 — 22,y cos @ + yﬁ) sin® ! ada

N)I»—A l\’>|>—‘

< esssup|f (z)]

1
z)|——— 2/ /SinQ”_1 ada = || f||
verp LT (3)

Ayrica

/e, (2)] <
E;

dir. Boylece

— [, (@)|yrdy < )| yz )|y dy

< Al + 11Nl

21/l
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elde edilir. Bu son esitsizligin iki yanindan = ve r lizerinden supremum alinirsa

1 l5-mr0 < 211 fllo

bulunur. Bu kapsama kesindir. B-BMO uzayinda olup, L, da olmayan fonksiyon vardir.

l

Teorem 4.34. Oyle bir c, , sabiti vardur ki

1
sup / ITYf (2) = copl yi/dy < A, A>0
r>0 ’Erly
zeRi E,

ise f € B-BMO ve ||f| g gm0 < 2A dir.

Ispat Oncelikle

TYf (2) = fe, (@)] < |TVf(2) = o + |Caw = [B, (2)]

\Y&
1 Yy 2v
|Cx,7“ — fe (2)] = Coor — ’E ’ TYf () Y dy
< o (1 @) - el udy
- |ET’1/E , "

dir. Buradan

1 %
a 1T @) = fi @) iy <

rl,Er
< / TV f (&) — o g2y + / ear — fi, ()] y2"dy
- |E7’|1/ ’ " |E7'|V ’ ’ "

E, E,

< 2 /ITyf(fE)—c | yar dy
- ’ET’uE 7 "

olur. Bu son esitsizligin her iki tarafindan supremum alinirsa

1 2
sup / TV f (z) = fp. (z)|yp"dy < sup / TVf () = cau| yp"dy < 2A
r>0 |E7‘|V r>0 |Er|,,
zE]R:'L_ E, IER:L_ E.
elde edilir. Dolayisiyla f € B-BMO ve || f|| g.gi0 < 2A elde edilir. O
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Teorem 4.35. f € B-BMO olsun. Buradan

1
||f||B BMO = meUP

xER

/ TVF (2) - ol 2 dy < | flppro  (@13)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat Oncelikle

. 1 v 1 v
i [ @) = eurlidy < o [ 117 @) = i @)y

T T

esitsizligin her iki tarafindan supremum alinirsa

infsup / 77 (2) = ool 42y < 155310
¢ r>0 |E|
ZGJR
elde edilir. Ayrica
o =i @ = | [ eanidy - e [T )4y
7 ' |E7"|z/ " |E7"|z/ "
1

/ TV F () = o | y20dy

T

dir. Buradan

— fr, (@) g dy <

T) = Corl Y2 T) — Cpr| Y2 dy

2
<
| Er|

/ ITYF () = ca, | y2dy

T

v

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki yanindan 6nce infimum, sonra supremum alinirsa

1
3 1/ ll5po < infsup

mE]R

|E ’ / |Tyf — Cy 7‘| yiudy

elde edilir. O
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Teorem 4.36. f € B-BMO, \ > 0 olmak iizere (5" f) (z) = f (Az) olsun. Bu durumda

H(;/\fHB-BMO = Al 5-8m0
dir.

ispat B-BMO normu tanimina gore

1
19 1m0 = 297 |

IGRi

T (3 f) (x) = (™), ()| y2dly

dir. Bunun i¢in oncelikle ((5’\ f ) .yl hesaplayalim. Genellesmis kayma tanimina gore

™

TV (6*f) (2) = %lj—é))o/ (6*f) (x’ — ', /72 — 2,y cos o + yg) sin? ! ado
I (v+ 1)
= F((—Q%O/f (/\x -\, \/ Azy,) —Q(Axn) (Ayn) cos a+ (Ayn) ) 2"t ada
= TYf(\x)
oldugundan
(00)5 @) = [T D @iy

E,

1
S R
VEr

= ...z = )\y’ dZ = Andy’ ZELV = )\QVyngj

1 1
= B /Tzf (\r) 22 dz

AE;

= (f),\ET (Az)

olur. Boylece

TV (%) (2) = (07f) , (2)| iy =

/
‘ 1‘I/
ET-
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1
~ B / [T f (\e) = (s, (@)] w2 dy
Z/ET

— Z:Ay7 dZ:)\ndy7 Z?LV:)\2Vy3LV,.-

1
— B / T f (Ax) = (f)ap, (Ax)| 220 dz
Y

E,
esitliginin her iki yanindan supremum alinirsa
A
H5 fHB-BMO = ”f”B-BMO

esitligi elde edilir. O

Onerme 4.37. f € B-BMO olsun. E, = E(0,7) = {y € R" : |y| < r} ve |E,|, =
r"t2w (n, v) olmak iizere E, C Ej ise

S n+2

e @) = e @< (3) 1 lpmaro

dir.

Ispat fp ()= |E}~IV [ TYf (z) y2dy oldugundan

E,
o) = fe. @] = | 5T / TV f (2) 2 dy — fi. (x)
N |E1T|VE/(Tyf (z) = fo. (2)) y,"dy

< BT E/ TVF () = fi, (2)] 2y

1
TVf () = fr. ()] y,"dy
’E"'lyl

IN

Es, 1
- :E :V | E,] /|Tyf($)_fEs ()| v dy

v v
s

S n+2v
= (;) HfHB—BMO
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elde edilir. 0

Teorem 4.38. [ € B-BMO olsun. Bu durumda herhangi m € N icin

|fE, (2) = feam, (@) < 27m | fll g_ppro0 v > 0
esitsizligi saglanr.

Ispat m = 1 olsun. Onerme 4.37 ’e gore

9 n+2v
@ = o @1 < (2] Wlpaio =2 Wl

elde edilir. Buradan m € N i¢in

[z, (2) = [, (@) < |f5, () = fo @)+ + | fEys, (2) = FEm, (2)]

< ot I fllg.earo T+ 2 1Al 5-ar0

2" m £l B-BMO

bulunur. O

Teorem 4.39. f € B-BMO ve V,f = f ® P, (-;t) fonksiyonu da f ’nin B-Poisson
integrali olsun. Bu durumda
sup [ [TV (2) = Vi @) Pul.8) 2y < (0,0) 1 F o

reR™
+
t>0 R

olacak sekilde ¢ (n,v) sabiti vardir.

Ispat f € B-BMO olsun. B-Poisson integralinin

(Vif) (2) = £ ® P, (2,1) = / TVf (2) P, (3, 1) 42 dy

oldugunu ve B-Poisson cekirdeginin de
t
PV (y7 t) = dV (n) 9 n+2v+1
@+ ll)
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biciminde bir ifadeye sahip oldugunu biliyoruz. Buradaki d,, (n) katsayisi (4.11) de veril-
migtir.

Oncelikle

[T7f () = Vif (@) < [Tf (x) = fo, (2)| + VoS (2) = fi, (@)l

esitsizliginden

/ TVf () — Vi (2)] Py (4,1) y2"dy < / TV f (2) — fi, (2)] Py () 2yt
R? R

" / Vif (2) — fis (2)] Py (5 ) y2dy
iy

elde ederiz. Simdi /; ve I, ifadelerini asagida hesaplayalim.

n+2v+1

h= 15 @) = i ) B ) iy = d ) [ LT g
R? R? (e +1yl") *

ey
9 n+22u+1 y?L dy+
B (1Y)

< /75|Tyf (z) — &, (z)

- t(|TYf (x) — )|+ — IE,
+Z / (| f( ) f2k+1Et( )2| HL{ﬁHEt /e (x)DyZ”dy
k:02k+1Et/2kEt (t2 + ’y‘ ) :

1
s [ 1725 @) = i @)y +
Ey

IN

& —k(n v 1 v
ekt | [ @)~ s, @)
k=0

2k+1Et

—1 nrav n+2v
+tn+21/ |fori, (2) = [ 2420y (i, v) "2 )

< wm ) | fllppao + Y27 H T x
k=0

% 2040602 (n,0) |l p g + 250020 (1, 1) (K + 1) 2% (| Fl psaro)
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" v . ]' n 14 - k+1
= wm,) [ fllsn0 +© (0, 0) [l 50 (2 Y g Py )
k=0 k=0

< ¢, v)[Ifllpao

bulunur. Ayrica [ P, (y,t) y2“dy = 1 oldugundan
Rn

+

b:LﬂWM%ﬁMMamwﬁ@

RY

= Vif (x) = fi, (z)]

— /Tyf () P, (y, 1) y2'dy — fg, ()

n

< / TVf (2) — fr, ()| P, (y,1) y2dy
R}

< c¢(n,v) HfHB—BMO

elde edilir. Boylece I; ve [; tahminleri (4.14) de kullanilirsa ve ardindan her iki yandan

supremum alinirsa

sup / TVF () — Vi ()| By () vy < ¢ (0, 0) /1] ppaso

elde edilir. U
Asagidaki teorem ile yukaridaki ifadenin ters esitsizligi i¢in yeterli bir kosul verece-

giz.

Teorem 4.40. f € L; (]R’j) olsun. Eger

loc
|Tyf (ﬂf)‘ 2v
/ (1 + |y|)n+21/+1 Yn dy <00

+

ise f € B-BMO dir ve

sup [ [TV (2) = Vif )] Pu ) 2y > (0.0) | F o
z€RT
t>0 RY
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olacak sekilde ¢ (n,v) sabiti vardir. Burada V. f, f ’nin B-Poisson integrali ve P, (y,t)

ise B-Poisson ¢ekirdegidir.

ispat
— ap / TVF (2) = Vif (0)] P, (y,1) y2dy

JZER"
t>0 R”

diyelim. Teoremin hipotezindeki kosula gore A > 0 dir.

Ayricay € Ey, |y| < tigin

d, (n)t d,
PV (y7 t) S n+2v+1 S n+2uv
2 2 2 tnt

(2 +lyl°)

n+2v+1 n+2u+l

esitsizligi saglamir. Clinkii (2 + |y|2) 2 < 9t A iy,

Boylece

Az [0 @) =g @I Ry > S [0 @) - vir @)y

R? E;

olur. Yani,

= / [7f (@) = Vef (@)] 42y < 2 (n,) A

bulunur. Bu esitsizligin her iki yan1 ile carpilip supremum alinirsa

w(n v)

f(@)|y2dy < cs(n,v) A

esitsizligi elde edilir. Simdi de Teorem 4.34 g6z 6niine alinirsa f € B-BMO,

HfHB-BMO < 2c3(n,v) A

ve
A>cnv) | fllgsmo

elde edilir. 0

Klasik BMO uzaylarindaki en énemli esitsizlik John-Nirenberg esitsizligidir. Genel-
lesmis kaymanin dogurdugu B-BMO uzaylarinda da John-Nirenberg esitsizligini ispatla-

mak miimkiindiir. Ispat klasik halde oldugu gibi yapilir.
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Teorem 4.41. (John-Nirenberg esitsizligi) Her f € B-BMO, her E; yuvarive her o > (

icin asagidaki egitsizlik saglanir:
{z € B2 [TV (2) = fm, ()| > a}|, < e|By|, e~/ Wlnpno
esitsizligi saglanir. Burada A > 0 dir.

Son olarak B-BMO uzaylarinda John-Nirenberg esitsizligi gbz Oniine alinarak asagi-
daki teorem ispatlanmaktadir. Bu teorem ile B-BMO uzayinin normuna denk bir norm

elde edilir.

Teorem 4.42. f € B-BMO olsun. Bu durumda 1 < p < oo olmak iizere

1 /|Tyf(l’)—fEt @) ydy | < d|fllppumo
Ey

|E4,

c|lfllgpao < sup
reR?

+
t>0

olacak gekilde ¢ = ¢ (n,v,p) > 0ve d = d (n,v,p) > 0 sabitleri vardur.

Ispat f € B-BMO olsun. Sonug 3.24 deki dagilim fonksiyununa gore ve John-Nirenberg
esitsizligi gbz Oniine alinarak

/\Tyf (@) = fo, (@) yp'dy = /papl {z € B : [TV (x) = fe, ()" > o}, da
Ey 0

< / par~te|By| e A/ lsrmoda, (A > 0 sabit)
0

o0

elde edilir. Buradan Gamma fonksiyonu I' () = [ t*'e~'d¢ kullanilarak
0

1 [o.¢]
‘Et‘ /|Tyf (l‘) _ fEt (:L,)|p yivdy S pef&pl |Et‘V€7Aa/“fHB—BMOdOé
Z/Et 0
A« A
— .../6:—’d/8:—da-~~
1l 5530 1l 5530

o
71 _ _
= a ||fH%-BMon||B_BMO/5p Le=Pdp
0

= d Hf”%-BMO
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bulunur. Boylece bu son esitsizligin her iki yanindan % kok ve ardindan supremum alinirsa

1 v
sup | o [ 1T7F (@) = fo @ 2y | <l puio
;rE]Ri | t|l, 4
t>0 t

olur.

Ayrica ]1) + é = 1,1 < p < oo olmak iizere Holder esitsizligi gbz Oniine alinarak

/ TV f (x) = fo (x)|yp'dy < (E/ T f (z) — fr, (2)|P y2Xdy (E/ Yo dy

Ly

1
| [1rr @ = n iy | 1B
elde edilir. Buradan

1 Y v |Et‘§ y » o
\ﬂ%/Wf@—ﬁMM£dys‘ﬂ‘ [ 1778 @) = i @y

3=

1
= TV f (2) — [, (2)|F y2rdy
|Et|uE[

olur. Bu son esitsizligin her iki yanindan supremum alinirsa

D=

1
HfHB—BMO < sup 15 /‘Tyf (z) — fE (l")‘p yi”dy
IGR1 ’ tll,

t>0 K

esitsizligi elde edilir.

Boylece B-BMO uzayimin normu 1 < p < oo olmak iizere

3=

1
i = s (o [ 1778 (@) = fo @) o2dy
:pGRi ‘ t|VE

t>0

seklinde ifade edilir. B-BMO uzay1 ile olan ¢calismalarda bu norm daha kullanigh olacaktir.
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5. SONUCLAR

B-BMO = B-BMO (R") = {f € L (R") : || || p.paro < 20},

1 v
150 = sup [ T4 (@)= fi ()] 2y
r>0 |Er’l,
zeRf‘L_ E,

ile taniml1 normlu lineer uzaya B-BMO uzay1 denir. Burada

1
|12T|V

fe, (v) = TV f () yp¥ dy
/

dir. Asagida B-BMO uzayinin normlu lineer uzayi ile tanimlanir (Guliev(2000)).
Bu tez calismamizda asagidaki sonuglara ulastik.

Lo G B-BMOve |f] .o < 2 I/, dir

Teorem 5.43. Oyle bir Cyr Sabiti vardir ki

1
sup / ITYf () — con| y2dy < A, A >0
>0 ’ETL,
z€RTY E,

ise f € B-BMO ve |||l g.gyo < 2A dir.

Teorem 5.44. f € B-BMO olsun. Buradan

1 , 1 )
BY 1 f1l g.garo < infsup E /‘Tyf () = Capl 3/721 dy < || fl 5.srmo
¢ r>0’ 'rl,/
Ey

IER1

esitsizlikleri saglanur.

Teorem 5.45. f € B-BMO, \ > 0 olmak iizere (5 f) (z) = f (Ax) olsun. Bu durumda

Hd/\fHB-BMO = Al 5-m0
dir.

Onerme 5.46. f € B-BMO olsun. E, = E(0,7) = {y € R" : |y| < r} ve |E,|, =

n+2v

"W (n,v) olmak iizere £, C Ej ise

S

n+2v
e (@) = fo @I < (2) 1 s sur0

r

dir.
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Teorem 5.47. f € B-BMO olsun. Bu durumda m € N icin

|fE, (&) = foam, (@) < 27m || £l p_prror v > 0
esitsizligi saglanir.

Teorem 5.48. f € B-BMO ve V,f = f ® P, (-;t) fonksiyonu da f ’nin B-Poisson

integrali olsun. Bu durumda

sup / TVF () — Vi ()| By () w2 dy < ¢ (0, 0) 1] ppaso

a:ERi

n
t>0 R7

olacak sekilde ¢ (n,v) sabiti vardr.

Teorem 5.49. f € L; (]R’j) olsun. Eger

loc
Tf (z)] 4,
/ (1 + |y|)n+21/+l yn dy <00

+

ise f € B-BMO dir ve

sup [ 177 () = Vif ()] Py () 2y = ¢ (0.) | i
o RY

olacak sekilde ¢ (n,v) sabiti vardir. Burada V,f, f ’nin B-Poisson integrali ve P, (y,t)
ise B-Poisson ¢ekirdegidir.
Teorem 5.50. (John-Nirenberg esitsizligi) Her f € B-BMO, her E; yuvari ve her o > ()
icin

{z € B, : |TYf (x) — fg, (2)| > a}|, < e|B|, e/ Wlssmo (A > 0 sabit)
esitligi saglanir.

Teorem 5.51. f € B-BMO olsun. Bu durumda 1 < p < oo olmak iizere

1
1 o\
Wlssuio < sup | 5 [P0 @) = fi @F sy | < Ao
zeRT v

t>0 E

olacak sekilde ¢ = ¢ (n,v,p) > 0ve d = d (n,v,p) > 0 sabitlari vardir.
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