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OZET

B-SPLINE EGRILERI ILE EULERIAN TiPLI POLINOMLAR ARASINDAKI
ILISKILER VE BUNLARIN UYGULAMALARI

Damla GUN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Aralik 2020, 83 sayfa

Bu tezde, B-spline egrilerini iceren spline egri ailelerinin bazi 6zellikleri incelenmis-
tir. B-spline egrilerinin iligkili oldugu, kardinal spline, iistel spline, iistel Euler spline ve
Bernoulli monospline aileleri gibi 6zel spline egri aileleri de ¢alisilmigtir ve baz1 temel
ozellikleri verilmigtir. Kardinal spline egri aileleri yardimiyla, B-spline egri ailelerinin
ingas1 caligilmistir. Kardinal spline aileleri ve B-spline egri aileleri ile Eulerian tipli po-
linomlar ve bunlarin iirete¢ fonksiyonlar1 arasindaki iligkiler detayli olarak incelenmistir.
Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilart ve polinomlari, Genocchi sayilari ve poli-
nomlari, Eulerian tipli sayilar ve polinomlar ve diger bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin
tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica, bu 6zel say1 ve polinom aileleri kullani-
larak yeni kardinal tipli spline egri aileleri de tamimlanmistir. Tanimlanan bu ailelerinin
Wolfram Mathematica paket programi yardimiyla grafikleri ¢izilmistir. Ayrica, B-spline
egri aileleri ile yakin iligkisi olan Bernstein baz fonksiyonlar1 ile insa edilen Bézier egri
aileleri de calisilmigtir. Bunlara ek olarak, bu tez calismasinda calisilan egri aileleri ile
0zel polinom ailelerini iceren sonuglar verilmistir ve Bernoulli sayilar1 ve polinomlari,
Eulerian tipli sayilar ve polinomlar, Genocchi sayilart ve polinomlari, Frobenius-Euler
sayilar1 ve polinomlari, ikinci tiir Stirling sayilari, yiiksek mertebeden Bernoulli sayilari,
Catalan sayilar1 gibi iy1 bilinen bazi 6zel say1 ve polinomlar ailelerini igeren yeni formiil-

ler, bagmtilar ve 6zdeglikler elde edilmisgtir.
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ABSTRACT

RELATIONS BETWEEN B-SPLINE CURVES AND EULERIAN TYPE
POLYNOMIALS AND THEIR APPLICATIONS

Damla GUN

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
December 2020, 83 pages

In this thesis, some properties of families of spline curve including B-spline curves
have been investigated. Families of special spline curve with which B-spline curves are
related, such as cardinal spline, exponential spline, exponential Euler spline and Bernoulli
monospline families have also been studied and some basic properties have been given.
The construction of the families of B-spline curve with the help of cardinal spline fami-
lies have been studied. Relations among families of cardinal spline and B-spline curve
and Eulerian type polynomials and their generating functions have been investigated in
detail. The definitions and some properties of the Bernoulli numbers and polynomials,
the Euler numbers and polynomials, the Genocchi numbers and polynomials, the Eulerian
type numbers and polynomials and other some families of special numbers and polynomi-
als have been given. In addition, these families of special numbers and polynomials and
families of novel cardinal type spline curve have also been defined. By using Mathematica
package program in the Wolfram, graphs of these families have been drawn. Moreover,
the families of Bézier curve constructed with Bernstein basis functions, which are closely
related to families of B-spline curve, have also been studied. Finally, results including
the curve families studied in this thesis and families of special polynomials are given and
new formulas, relations and identities including some well-known special numbers and
polynomials such as the Bernoulli numbers and polynomials, Eulerian type numbers and
polynomials, the Genocchi numbers and polynomials, the Frobenius-Euler numbers and
polynomials, the Stirling numbers of the second kind, Bernoulli numbers of higher order,

the Catalan numbers are obtained.
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ONSOZ

Spline’larin babasi olarak bilinen Isaac Jacob Schoenberg tarafindan kardinal spline,
tistel spline, iistel Euler spline ve Bernoulli monospline aileleri gibi pek ¢ok 6zel spline
egri aileleri inga edilmistir. Bu tez ¢calismasinda, B-spline egrilerini iceren bazi 6zel spline
egri ailelerinin temel 6zellikleri incelenmistir. B-spline egrilerinin iligkili oldugu, kardinal
spline, iistel spline, iistel Euler spline ve Bernoulli monospline ve Bernstein baz fonksi-
yonlari ile inga edilen Bézier egri aileleri gibi 0zel egri aileleri arasindaki iliskiler detayl
olarak incelenmistir. Ayrica, B-spline aileleri ile iligkili olan Eulerian tipli polinomlar
ailesinin iirete¢ fonksiyonlar: verilmistir ve bazi 6zellikleri incelenmisgtir. Bernoulli tipli
sayilar ve polinomlar, Euler tipli sayilar ve polinomlar, Genocchi tipli sayilar ve polinom-
lar, Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari, ikinci tiir Stirling sayilar1 gibi 1yi bilinen bazi
0zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi 6zellikleri de verilmistir. Bu
tez calismasinda, bazi 6zel say1 ve polinom aileleri yardimiyla, iistel Apostol-Bernoulli
spline, iistel Apostol-Euler spline ve iistel Apostol-Genocchi spline aileleri gibi kardinal
tipli iistel spline egri aileleri insa edilmistir. Insa edilen bu egri ailelerinin bazi temel 6zel-
likleri verilmistir. Ayrica, Wolfram Mathematica paket programi kullanilarak, bu ailelerin
grafikleri cizilmistir. Bunlara ek olarak, Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 Eulerian tipli
say1 ve polinomlar, ikinci tiir Stirling sayilari, yiiksek mertebeden Bernoulli sayilari, Ca-
talan sayilar1 gibi 1yi bilinen bazi 6zel say1 ve polinom aileleri iceren bagintilar, formiiller

ve 0zdeglikler de elde edilmistir.

Ureteg fonksiyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel denklemleri, son yillarin en ilgi ceken
alanlarindan biridir ve 6zellikle de matematik, matematiksel fizik, olasilik ve istatistik
gibi bircok alanda uygulamaya sahiptir. Bézier egrileri ve B-Spline egrileri de 6zellikle
bilgisayar grafiklerinin ¢izilmesinde, bilgisayar destekli tasarim (CAD) uygulamalarinda,
yiizeylerin modellenmesinde biiyiik bir onem tagimaktadir ve siklikla kullanilmaktadir.
Bu tezde, B-Spline egrileri ile Eulerian tipli polinomlar arasindaki iligkiler aragtirilmis ve
bunlarin uygulamalar1 verilmistir. Ayrica, baz1 6zel say1 ve polinom aileleri kullanilarak,

kardinal tipli spline egri aileleri inga edilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma, Sonuglar

olmak iizere bes ana boliimden olugmaktadir.



Girig boliimiinde, B-spline egrileri aileleri ve bunlarla iligkili olan kardinal spline,
tistel spline, tistel Euler spline ve Bernoulli monospline gibi bazi egri ailelerinin ve bazi
0zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlarinin 6nemi ve tarihgesi hakkinda kisa

bilgi verilmistir. Ardindan, tez ¢aligmasinin kapsami ve amaci kisaca aciklanmustir.

Kaynak taramasi boliimiinde, Bernoulli say1 ve polinomlari, Euler say1 ve polinomlari,
Eulerian tipli say1 ve polinomlar, Genocchi say1 ve polinomlari, Frobenius-Euler sayilar
ve polinomlart, ikinci tiir Stirling sayilari, negatif kuvvetli Bernoulli sayilari, Catalan sa-
yilart gibi iyi bilinen say1 ve polinom ailelerinin tanimlar1 ve temel 6zellikleri ve bazi

uygulamalari literatiir taramasi ile birlikte verilmistir.

Materyal ve Metot boliimde, tez calismasinda kullanilan B-spline egri aileleri ve bu
aileler ile iligkili olan kardinal spline, iistel spline, iistel Euler spline ve Bernoulli mo-
nospline egri ailelerinin tanimlari, temel 6zellikleri verilmis ve bunlarin bazi1 uygulama-
lar1 incelenmistir. Ayrica, kardinal spline aileleri ile iligkili olan Eulerian tipli polinomlar

arasindaki iligkiler de verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde, kardinal spline egri ailesi ile insa edilen B-spline
egri ailesi kullanilarak, iistel Apostol-Bernoulli spline, iistel Apostol-Euler spline, iistel
Apostol-Genocchi spline gibi kardinal tipli spline egri aileleri tanimlanmigtir. Tanimlanan
bu egri ailelerinin Wolfram Mathematica paket programi yardimiyla grafikleri ¢izilmistir.
Ayrica, Eulerian tipli say1 ve polinomlar, ikinci tiir Stirling sayilari, negatif kuvvetli Ber-
noulli sayilari, Catalan sayilar1 gibi iyi bilinen bazi 6zel say1 ve polinom ailelerini iceren

bagintilar, formiiller ve 6zdeslikler elde edilmistir.
Tezin diger boliimleri Sonug, Kaynaklar ve Ozge¢mis ile bitmektedir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisi ile bana her zaman yardimci olan ve yol gosteren
sayin danismanim Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK e tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim.
Her zaman yanimda olan esim Mehmet Taha GUN’e, ogullarim Veli Alpar GUN ve Taha
Alpkan GUN’e, calismam boyunca benden bir an olsun yardimlarini esirgemeyen arka-

dasim Neslihan KILAR’a yiirekten tesekkiir ederim.
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GIRIS D. GUN

1. GIRIS

Spline egri aileleri ilk olarak Isaac Jacob Schoenberg tarafindan kesfedilmistir ve bu ko-
nuda birbirinden degerli eserler vermistir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoen-
berg 1988). Bu sebepten dolay1, Schoenberg’e spline egrilerini ¢alisan bilim adamlari
tarafindan spline’larin babasi ismi verilmistir. Bu tezin sonuglarinin ilham kaynagi olan
Schoenberg hakkinda kisa bir bilgi verelim. Schoenberg, 1903-1990 yillar1 arasinda yasa-
mis Romen-Amerika asilli bir matematikgidir. 1922 yilinda Lasi Universitesi’nde yiiksek
lisans yapmustir ve 1925 yilina kadar Berlin ve Gottingen liniversitelerinde analitik say1-
lar teorisi tizerinde ¢alismistir. Schoenberg, 1943-1945 yillar1 arasinda, Aberdeen Proving
Ground’da bir matematik¢i olarak askeri projelerde ¢alisma yapmak i¢in Pennsylvania
Universitesi’nden ayrilmistir ve bu siire zarfinda spline teorisini insa etmeye baslamustir.
Bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasiyla birlikte, spline egri aileleri daha da 6nem kazanmugtir.
Ciinkii, spline egri aileleri ilk 6nce interpolasyonda polinomlarin yerine, daha sonra bil-
gisayar grafiklerinde diizgiin (piiriizsiiz) ve esnek sekiller olusturmak i¢in kullanilmistir.
Yani, bilgisayar destekli tasarim ve bilgisayar grafikleri gibi bilgisayar bilimi alt alanla-
rinda, spline terimi parcali polinomlar: ifade etmektedir. Polinomlar ile inga edilen spline
egri aileleri ve bunlarin alt ailesi olan kardinal spline, B-spline, iistel spline, iistel Euler sp-
line ve Bernoulli monospline aileleri gibi 6zel spline egri aileleri de kolay hesaplanabilir
ve egri denkligi yontemi kolayligindan dolay1 bu alanlarda ¢ok siklikla kullanilan egriler-
dir. Spline kelimesi ilk olarak 1946 yilinda Schoenberg’in “Contributions to the problem
of approximation of equidistant data by analytic functions” isimli calismasinda goriilmiis-
tiir ve diizgiin parcali bir polinom yaklasimi ile baglantili olarak kullanilmistir. Daha son-
rasinda, 1987 yilinda Bartels vd. tarafindan “An Introduction to Splines for Use in Com-
puter Graphics and Geometric Modeling” isimli kitabinin 6nsoziinde, Robin Forrest’in,
I1. Diinya Savas1 sirasinda Ingiliz ucak endiistrisinde ucaklar icin ince ahsap seritleri “sp-
line” olarak adlandirdigini bahsetmistir ve boylece ugak ve gemi yapimi endiistrilerinde
kullanilmaya baslanmistir. Matematikte ise spline, polinomlarla pargali olarak tanimlanan
basamak ve adim fonksiyonlarina dayali 6zel bir fonksiyondur. Yani, spline egri aileleri,
yiizeyin seklini tanimlayan kontrol noktalart kiimesini kullanarak geometrik bir sekilde

polinomlar ve parcali siirekli fonksiyonlar ile temsil edilirler ve bu konuda birbirinden de-
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gerli eserler verilmistir (Bkz: Boor 1970; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; Lin 1976;
Gamkrelidze 1990; Boor vd. 1993; Micula ve Micula 1999; Goldman 2002; Hollig 2003;
Salomon 2006; Mann 2006; He 2011; Goldman 2012; He 2012; Farouki 2012; Goldman
ve Simeonov 2012; Disibiiyiik vd. 2014; Goldman vd. 2014; Penner 2019; Disibiiyiik
ve Ulutas 2020; Wikipedia,b; Wikipedia,c). Niimerik analizin 6nde gelen interpolasyon
problemlerinde, spline egrileri genellikle polinom interpolasyonunda kullanilmaktadirlar.
Spline egrilerinin yani sira, B-spline egrileri sadece bir grup veri noktasi i¢in tanimlanan
fonksiyonlarin sayisal tiirev ve integrasyonu icin de kullanildig: bilinmektedir (Wikipe-
dia,b; Wikipedia,c).

Spline egrilerinin cok 6zel bir liyesi olan Bézier egrileri de ilk olarak 1959 yilinda Cit-
roen araba fabrikasinda ¢alisan bir Fransiz otomotiv miithendisi olan Paul de Faget ve ayn1
donemde Renault araba fabrikasinda silindir parcalarinin kesisimi tizerinde ¢alisma yapan
bir bagka Fransiz otomotiv miihendisi Pierre Bézier tarafindan farkli matematiksel yak-
lagimlar ile birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirmistir. Paul de Faget ve Pierre Bézier
birbirlerinden bagimsiz olarak benzer sonuglar1 elde etmis olmalarina ragmen, bu konu
hakkinda yayinlanan ilk makale Bézier tarafindan yazildigindan ve kabul edildiginden
dolayi, giintimiizde bu egriler, Bézier egrisi olarak isimlendirilmektedir (Bernstein 1912;
Goldman 1995; Salomon 2006; Farouki 2012; wikipedia,a). Bézier egrileri 6zellikle bilgi-
sayar destekli tasarim (CAD) programlarinin ve modelleme uygulamalarinin ¢ok sik kul-
landi81 bir egri ailesidir. Son yillarda Bézier egri aileleri ile ilgili caligsmalar artmigtir ve
bu konuda birbirinden degerli eserler verilmistir (Lorentz 1986; Goldman 2002; Acikgoz
ve Araci 2010; Simsek ve Acikgoz 2010; Bayad vd. 2011; Simsek 2011; Farouki 2012;
Goldman ve Simeonov 2012; Goldman vd. 2014; Simsek 2013b,c; Simsek 2014; Simsek
2015; Kucukoglu ve Simsek 2016; Simsek 2016; Simsek ve Yardimci 2016; Kucukoglu
vd. 2019). Sonug olarak, Bézier egrileri ve B-spline egri aileleri ve yiizeyleri, yalnizca
matematik alaninda degil, aym1 zamanda CAD sistemlerinde, ucak ve otomobillerin tasa-
riminda kullanilan serbest bicimli egriler ve yiizeyler i¢in matematiksel modellemelerde
ve bilgisayar animasyon endiistrisinde sik¢a kullanilirlar. Ayrica, Spline egri siniflarim
calismak ve ozellikle siireklilik 6zelliklerini ve tek yonlii tiirevlerini incelemek i¢in basta
B-spline egrileri i¢cin de De Boor algoritmasi, Bézier egrileri icin Casteljau algoritmasi

gibi degisik temel algoritmalar verilmistir (Boor vd. 1993; Goldman 2002; Hollig 2003;
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Mann 2006; He 2012; Farouki 2012; Goldman ve Simeonov 2012; Goldman vd. 2014;
Wikipedia,b; Wikipedia,c).

Ureteg fonksiyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel denklemleri, son yillarm pek ¢ok bilim
dalinda ilgi ¢eken alanlarindan biridir. Ciinkil bu fonksiyonlarin, basta matematik olmak
izere, fizik, matematiksel fizik ve kuantum fizik, olasilik ve istatistik, analitik sayilar te-
orisi gibi bir¢ok bilim dalinda uygulamalart mevcuttur. Bu fonksiyonlar yardimiyla, bir-
cok ozel say1 ve 6zel polinom ailesinin temel 6zellikleri incelenebilmektedir. Ornegin,
spline egrileri ile iligkili olan Bernoulli tipli sayilar ve polinomlar, Euler tipli sayilar ve
polinomlar, Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi tipli sayilar ve polinom-
lar ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak bu tezde bir¢ok bagint1 ve 6zdeslik elde
edilmistir. Bunlarin yaninda, Ron Goldman tarafindan diizgiin B-spline egrilerinin {ire-
te¢ fonksiyonlar1 insa edilmistir ve bu fonksiyonlar yardimiyla, spline egri ailelerinin De
Boor algoritmasi da dahil olmak iizere, bir¢ok temel 6zelliklerini vermis ve ispatlamigtir
(Goldman 2012).

Bu tez calismasinda, B-spline egri ailelerini ve bunlarla iliskili olan, kardinal spline,
iistel spline, iistel Euler spline ve Bernoulli monospline gibi 6zel spline egri ailelerinin
de bazi temel 6zellikleri verilmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Spline egri
aileleri ile iligkili olan Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari,
Genocchi sayilart ve polinomlari, Eulerian tipli sayilar ve polinomlar ve diger iyi bilinen
baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi ozellikleri verilmistir.
B-spline egri aileleri ile Eulerian sayilar1 ve polinomlar1 arasindaki iligkiler detayli olarak
verilmistir. Ayrica, Bernstein baz polinomlar ile insa edilen Bézier egri aileleri de ¢ali-
stlmistir. Bu tezde, baz1 6zel say1 ve polinom aileleri ile kardinal tipli spline egri aileleri
de tanimlanmigtir. Tanimlanan bu ailelerin Wolfram Mathematica paket programi kul-
lanilarak, grafikleri ¢izilmistir ve bunlarin kodlar1 verilmistir. Bunlara ek olarak, bu tez
calismasinda caligilan egri aileleri ile 6zel polinom ailelerini iceren sonuclar elde edil-
migtir. Dahasi, Bernoulli say1 ve polinomlar, Eulerian tipli say1 ve polinomlar, ikinci tiir
Stirling sayilari, negatif kuvvetli Bernoulli sayilar1, Catalan sayilar gibi iyi bilinen bazi
0zel say1 ve polinomlar ailelerini de i¢eren formiiller ve bagintilar verilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonug¢larin matematik, matematiksel fizik ve kuantum

fizik, miihendislik, olasilik ve istatistik gibi bir¢ok alanda kullanilma potansiyeli vardir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan temel tanimlar, bagintilar ve formiiller Apostol 1951,
Carlitz 1959, Rademacher 1973, Comtet 1974, Apostol 1976, Royden 1988, Graham vd.
1994, Srivastava ve Pinter 2004, Luo ve Srivastava 2005, Koshy 2009, Luo ve Srivastava
2011, Srivastava 2011, Srivastava ve Choi 2012, Zou 2017 kaynaklarindan yararlanilarak

verilmistir.
Tamm 2.1. x4, A kiimesinin bir karakteristik fonksiyonu olmak iizere,

1 z€ A
0 z¢ A

XA =

dir (Royden 1988).

Tanim 2.2. f : R — R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu asagidaki kosullart sagliyorsa,

f fonksiyonuna bir adim (basamak) fonksiyonu denir. Yani, oi; € Rve n > 0 olmak iizere,

f(z)= ZanAj (x)

ve

AiﬂAj :®§ i?'éﬂ
A;UA; =R
dir (Royden 1988).
Tanim 2.3. m € Z olmak iizere, [x] tam deger fonksiyonu
[z] = max{m € Z | m < x}

seklinde tanimlanir (Rademacher 1973; Apostol 1976; Graham vd. 1994; Bartle ve Sher-
bert 2011).

n € N olmak iizere, [x], tam deger fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglar:

n<zez]<n,
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veE

[n] _n+m— 1 _n+ 1 1
ml m N m
dir (Rademacher 1973; Apostol 1976; Berndt ve Dieter 1982; Graham vd. 1994).

Tanum 24. V, F cismi iizerindeki bir vektor uzayt ve S = {aq,aq,...,a,} V vektor

uzaywmn bir alt kiimesi olsun. c; € F ve o; € S olmak iizere,
ciaq + e + ...+, =0

iken

co=c=...=c¢,=0

ise S kiimesine lineer (dogrusal) bagimsiz kiime denir. Aksi halde S kiimesi lineer bagimli

kiime olur (Lipschutz 1991).

2.1. Baz1 Ozel Say1 ve Polinom Ailelerinin Urete¢ Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Burada, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi sayilar
ve polinomlari, Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari, ikinci tiir Stirling sayilar1 ve poli-
nomlar, Catalan sayilar1 gibi baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlarinin
tanimlar1 verilecek ve bunlarin bazi iyi bilinen temel 6zellikleri incelenecektir.

Alman matematik¢i Faulhaber (1580-1635) tarafindan bulununan, m € N olmak
uzere,

Im+2"+ .+ (n—1)"+n" (2.1

toplam1 giiniimiizde Faulhaber formiilii olarak bilinmektedir. Bu formiil basta Jacob Ber-
noulli olmak iizere, bir¢ok matematik¢inin ¢alisma alanina girmistir ve halen de bu formiil

tizerinde c¢alisilmaktadir. Ciinkii bu formiil yalniz sayilar teorisinde degil ayn1 zamanda

5
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basta Diophantine denklemler olmak iizere bir ¢ok egriler ailesinde de ortaya ¢ikmak-
tadir. 1713 yilinda, Jacob Bernoulli “Ars conjectandi, Basel 1713” isimli kitabinda da
goriilecegi lizere, Faulhaber formiiliinden bahsetmektedir (Jacobi 1834; Conway ve Guy
1996; Faulhaber 1631; Knuth 1993). Ayn1 zamanda Bernoulli bu kitabinda giiniimiizde
Bernoulli sayilar1 ve polinomlari olarak bilinen bazi 6zel seri ailelerini ve fonksiyonlarini
iceren sonsuz toplamlar tizerinde calistig1 goriilmektedir.

Bernoulli sayilar1 ve polinomlarinin tanimi asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile vermistir.

Tanm 2.5. |t| < 27 olmak iizere, B, (x) ile gosterilen Bernoulli polinomlari,

t

FB(t7$):et_1

e => "B, (z) ~ (2.2)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

(2.2) bagintisinda verilen tirete¢ fonksiyonunda = 0 alinirsa,

ile gosterilen Bernoulli sayilarinin iirete¢c fonksiyonu elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi

1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).
Faulhaber tarafindan (2.1) denklemiyle verilmis olan ardisik tamsayilarin kuvvetleri

toplamini, ayn1 zamanda (2.2) denklemi ve geometrik seri yardimiyla, iyi bilinen asagi-

daki yontemle verelim:

m—1 o 1 - emt
(A g
o 1 —et
kullanilarak,
tm‘l L tem t
e’ = -
e~ et—1 et—1

elde edilir. (2.2) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilirsa,

o] m—1 1tn [ee) m o] m

n— I - N
Dnd v =) Bulm) 5= B
n=0 v=0 n=0 n=0

bulunur. Yukaridaki denklemde & ifadesinin katsayilar1 karsilastirilirsa

n!

m—1
nd " t=DB,(m)- B,

v=
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olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa, m,n € N olmak iizere, pozitif tamsayilarin
kuvvetleri toplamini, Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: cinsinden veren formiil asagidaki

sekilde elde edilir:

m

Z " — Bn-i—l(m + 1) - Bn+1 (2.3)
n+1

v=1

(Jacobi 1834; Abramowitz ve Stegun 1972; Conway ve Guy 1996; Ewell 1975; Knuth
1993; Kim 2004; Kim vd. 2006; Srivastava ve Choi 2012; Kucukoglu ve Simsek, 2019;
Kilar ve Simsek 2020; Kim vd. 2021).

By = 1ven > 1 olmak iizere, Bernoulli sayilar1 asagidaki baginti ile hesaplanir:

B, = zn: (") B (2.4)

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;
Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012; Srivastava vd. 2012).

(2.2) denklemi kullanilarak, Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 arasindaki iligki asagi-

daki baginti ile verilir:

B, (z) = i (") "B, (2.5)

=0
(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;

Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012; Srivastava vd. 2012).

(2.5) bagintis1 yardimiyla Bernoulli polinomlarinin birkag degeri asagidaki gibi he-

saplanir:
BO (33') = 1,
Bi() = v
1\r = I - 27
1
By(z) = 2° —x—i-g,
. 3 1
B _ 3 2.2 -
3 (2) T - 5T+ 5T,
1
By(z) = 2*—22% +2° — 30’
5 1
Bs(r) = 2°— 2x4 + gxg 7
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Mathematica Uygulamasi 1. {1k alt:1 Bernoulli polinomunun, = parametresi igin rastgele

secilmis iki 0zel aralikta grafigini ¢cizen Mathematica uygulamasi agsagidaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[BernoulliB[n, x], {n, 0, 5}, {x, -1, 1},
PlotLegends —> {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{0}\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm), ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4N\left(x\\right)]", TeXForm)],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{5)\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}]

> Export["bernP11.png", BernoulliPolyPlot]

;s BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[BernoulliB[n, x], {n, 0, 5}]], {x, -5, 5},
PlotLegends —> {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{O}\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm), ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}\\left(x\\right)]",TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}\\left(x\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}\\left(x\\right)]", TeXForm)],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{5h\left(x\\right)]", TeXForm)],
TraditionalForm}]

. Export["bernoulliP1.png", BernoulliPolyPlot]

Mathematica uygulamasi 1 yardimiyla, n € {0, 1,2, 3,4, 5} i¢in Bernoulli polinomla-
rnin x € [—1,1] ve x € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 2.1

ve Sekil 2.2 ile verilir:

\_\

\ h: — By(x)
\ B (x)
~— T Ba(x)
P S = e — Balx)
N / b Y By
) ?/,,,,x-" _: — Bs(x)

/7 :

Sekil 2.1. n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in Bernoulli polinomlarinin grafigi
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— Byix)
By (x)
B:(x)

— Bi(x)

— Bylx)

— Bs(x)

Sekil 2.2. n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—5, 5] i¢in Bernoulli polinomlarinin grafigi

Tanim 2.6. |t| < 7w olmak iizere, E,, (x) ile gosterilen Euler polinomlari,

2 - tn
n=0 ’

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

(2.6) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda z = 0 alinirsa,

ile gosterilen Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi 1953;
Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).
Faulhaber formiiliine benzer sekilde, pozitif tamsayilarin kuvvetlerinin alterne top-

lamlar1 da (2.6) denklemi ve

m—1 (_1)1} evt B 1 + (_1)m+lemt
g B 14 et
seri yardimiyla,
oo m—1 n oo n 00 g
2y Z(—l)%”m => B+ > ()" E,(m+ O
n=0 v=0 n=0 n=0
bulunur. Yukaridaki denklemde % ifadesinin katsayilar1 kargilastirilirsa
S (e = CUEalm 1) £ B,
v=1 2
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elde edilir (Jacobi 1834; Abramowitz ve Stegun 1972; Conway ve Guy 1996; Ewell 1975;
Knuth 1993; Kim 2004; Kim vd. 2006; Srivastava ve Choi 2012; Kucukoglu ve Simsek,
2019; Kilar ve Simsek 2020; Kim vd. 2021).

Ey = 1ven > 1olmak iizere, Euler sayilar1 asagidaki baginti ile hesaplanir:

B, =— Zn: (n> E; 2.7)
J=0 J

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;
Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012; Srivastava vd. 2012).

(2.6) denklemini kullanilarak, Euler sayilar1 ve polinomlart arasindaki iligki asagidaki

baginti ile verilir:

E,(r)=Y" (Z) "B, 2.8)

=0
(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;
Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012; Srivastava vd. 2012).

(2.8) bagintis1 yardimiyla Euler polinomlarinin birkac degeri asagidaki gibi hesapla-

nir:

Eo(flf) = 1,
1
Ey(x) = T35
By (z) = 2% —u,
3 1
Ef — 3 2,2 -
3 () T 5T+
Ey(z) = 2*—22° +
3 5 1
E _ 5_2.4 .9 2 1
s () z° = 5% —1—2:10 5

Mathematica Uygulamas 2. ilk alt: Euler polinomunun, z parametresi igin rastgele se-

cilmis iki 0zel aralikta grafigini ¢cizen Mathematica uygulamasi agsagidaki gibidir:

i EulerPolyPlot1 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[EulerE[n, x], {n, 0, 5}I], {x, -1, 1},
PlotLegends —>{Row[{"\\(\=SubscriptBox[E,0]\)", Row[{"(", "x", ")" }}], Row[{" \I\(\»
SubscriptBox[E,1]\)", Row[{"(", "x", ")" }}], Row[{" \\(\» SubscriptBox[E,2]\)",Row[{"(", "x
", ")" N1, Row[{" \\(\« SubscriptBox[E,3]\)",Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{" \\(\x

10
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SubscriptBox[E,4]\)" ,Row[{"(", "x", ")" }H}], Row[{" \\(\+ SubscriptBox[E,5]\)",Row[{"(", "x"
)" N

> Export["eulerP11.png", EulerPolyPlot1]

s EulerPolyPlot2 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[EulerE[n, x], {n, 0, 5}, {x, -5, 5},
PlotLegends —>{Row[{"\\(\=SubscriptBox[E,0]\)", Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{" \\(\+
SubscriptBox[E,1]\)", Row[{"(", "x", ")" }}], Row[{" \\(\» SubscriptBox[E,2]\)",Row[{"(", "x
", ")" 1, Row[{" \\(\+ SubscriptBox[E,3]\)",Row[{"(", "x", ")" }}], Row[{" \\(\»
SubscriptBox[E,4\)",Row[{"(", "x", ")" }H}], Row[{" \\(\+ SubscriptBox[E,5]\)",Row[{"(", "x"
)" N

+ Export["eulerP1_5.png", EulerPolyPlot2]

Mathematica uygulamasi 2 yardimiyla, n € {0, 1,2, 3,4, 5} i¢in Euler polinomlarinin
x € [—1,1] ve x € [-5,5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 2.3 ve

Sekil 2.4 ile verilir:

Sekil 2.3.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in Euler polinomlarinin grafigi

11
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\ ; [/
\ a0l I|I .'I .-"'E
\ i / .-'II / — Eofx)
H i
\  =f //-’ / 21
: / Ex()
. I - . — Ea(x)
. 7 : ) — Ex)
/ _mol — Es(x)
/|
/]

Sekil 2.4.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—5, 5] i¢cin Euler polinomlarinin grafigi

Tamim 2.7. |t| < 7 olmak iizere, G,, () ile gosterilen Genocchi polinomlari,
Fo(t) = 2 iG()tn 29
r)=——¢e" = n(x) — :
“@\ et +1 o n!

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Apostol 1951; Comtet 1974, Srivastava ve Pinter

2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011, Srivastava ve Choi 2012).

(2.9) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda = 0 alinirsa,

ile gosterilen Genocchi sayilarinin tireteg fonksiyonu elde edilir (Comtet 1974; Roman
1984; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve
Choi 2012).

(2.6) ve (2.9) bagintilan kullanilarak, Genocchi polinomlar1 ve Euler polinomlar: ara-

sindaki asagidaki iyi bilinen bagint1 elde edilir:
nE, 1 (z) =G, (). (2.10)

Go = 0, Gy = 1 ven > 2 olmak iizere, Genocchi sayilar1 asagidaki baginti ile

hesaplanir:

Gu=— (Z)Gk @.11)

k=0
(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).

12
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(2.9) bagintis1 kullanilarak, Genocchi sayilari ve polinomlari arasindaki iligki asagi-

daki baginti ile verilir:

Gule) =Y (n> 2" G, (2.12)

=0
(2.12) bagintis1 yardimiyla Genocchi polinomlarinin birkac degeri asagidaki gibi hesap-

lanir:

(z) = 0,

(z) = 1,
Gy(z) = 22—1,

(r) = 32° -3z,

() = 4a®—62"+1,

(r) = 5a* —102° + 5.

Tanmm 2.8. « # 1 olmak iizere, A, («) ile gosterilen Euler Frobenius polinomlari,

l-a ZA (2.13)

1 — aeti-a)

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir ve bu polinomlara Eulerian polinomlart da denilmekte-

dir. A,,(a), n > 0 olmak iizere, (n — 1). dereceden o’min bir polinomudur ve
=> E(nk)o" (2.14)
k=0

seklindedir. Burada, 0 < k < n, n € N olmak iizere, E (n, k) ile gosterilen Eulerian
sayilari,
k in+1
Bt =3 (17 (") -y @.15)
=0 J
seklinde tanmimlamr (Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He 2012;
Gun ve Simsek 2020a).

n
Literatiirde Eulerian sayilart A, ;, A (n, k), W, <
k

lar ile de gosterilmektedir. Bu tez ¢calismasinda, Eulerian sayilar1 F (n, k) notasyonu ile,

> ve FE(n, k) gibi notasyon-

Euler Frobenius polinomlarini ise A, («) notasyonu ile gosterilecektir.

13
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Ayrica, A, («) polinomlari,

- n An(OZ)
Zl O/ et m, ’Oé| < 1
=0

seklinde de tammmlanmaktadir (Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He
2012; Gun ve Simsek 2020a).

E(n, k) ile gosterilen Eulerian sayilarinin kombinatorik yorumu asagidaki sekilde ve-
rilebilir:

n. mertebeden simetrik grubun £ — 1 uzunlugundaki permiitasyonlarin sayisin verir
(Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He 2012).

E(n, k) sayilarinin geometrik bir yorumu, (a); = max{0,a} olmak iizere, asagidaki
sekilde verilir:
n+1

J o

J

E(n,k):;(—l)j( )(k—j)" 1<k<n.

dir ve diigiim noktalarinda Eulerian sayilar1 ile B-spline egrileri arasindaki iligkiyi saglar
(He 2012).

(2.13) bagntis1 yardimiyla, Ay () = 1 olmak iizere, Euler Frobenius polinomlari
Apii(@)=a(l—a)A (a)+ (an+1) A, () (2.16)

Ozyineleme (rekiirans) bagintisim saglar (Hee 2011; He 2012).

(2.14) bagintis1 yardimiyla, Eulerian sayilari
Enk)=kEn—1k)+(n—k+1)E(n—-1,k—-1), (2.17)

rekiirans bagintisini saglar (Carlitz vd. 1966; Wang vd. 2010; Gun ve Simsek 2020a).
(2.15) denklemi yardimiyla, Eulerian sayilarinin birka¢ degeri asagidaki Cizelge 2.1

ile verilir:

14
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Cizelge 2.1. ' (n, k) i¢in baz1 degerler

k|0 1] 2] 3 |4]5
0 [1/0] 0] 0 ]0]|0
1 [1lof o |o0o]o]lo
2 [1]/1] 0] 0 0]0
3 (1]4) 1|0 ofo
4 (11111 ] 1]0]0
5 |1]26] 66 | 26 | 1[0
6 | 1|57 302302571

(2.17) bagintis1 yardimiyla Eulerian sayilar1 asagidaki Sekil 2.5 ile de verilebilir:

/®\

/®\
LI

ﬁ\ﬂ/@\ﬂﬁ\/@\

G C N CENC

>

Sekil 2.5. (2.17) ile verilen rekiirans bagintis1 yardimiyla Eulerian sayilar1 (Petersen 2015)

(2.14) denklemi kullanilarak, Euler Frobenius polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:

15
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Ap(a) = 1,

A(a) = 1,

As(e) = a+1,

Az(a) = o*+4da+1,

As(a) = o’ +11a® + 1la+1,

As(a) = a*+26a° + 66a* + 26 + 1.

Tanmm 2.9. H, (z;u) ile gosterilen Frobenius-Euler polinomlari,
u—1 ., = N

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Sc-
hoenberg 1988, Kim, 1999; Simsek, 2013a).

(2.18) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda x = 0 alinirsa,
Ho(030) = H, (u)

ile gosterilen Frobenius-Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Yani, Frobenius-

Euler sayilar

z:elt - ZHn(u)g (2.19)
n=0
irete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoen-
berg 1988, Kim, 1999; Simsek, 2013a).
Literatiirde, Frobenius-Euler polinomlari ve sayilar1 farkli notasyonlar ve farkli adlan-
dirilmalar ile kullanilmaktadir. Ornegin, Schoenberg, Frobenius-Euler sayilarini ve poli-

nomlarini, sirasiyla, agsagidaki notasyonlar ile gostermektedir:
H,(0;u) = a, (u),

ve

Hy(z;u) = Ap(z;w).

Ayn1 zamanda Schoenberg, Frobenius-Euler sayilarini ve polinomlarini, © parametresine

bagl n. dereceden iistel Euler sayilar1 ve polinomlari olarak isimlendirmektedir.

16
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Ayrica, (2.18) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda v = —1 alinirsa, Frobenius-

Euler polinomlari ile Euler polinomlar: arasindaki iligski asagidaki sekilde verilir:
H,(z;—1)=FE, (x). (2.20)
Yukaridaki bagintida = = 0 alinirsa
H,(-1)=E, (2.21)

elde edilir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988, Kim, 1999;
Simsek, 2013a).
(2.13) bagintis1 yardimuyla,

elde edilir. Buradan (2.19) bagintis1 kullanilirsa,
> 1 AL — "
S a (L) a-er = A

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %", ifadesinin katsayilar1 karsilastirilirsa, Frobenius-

Euler sayilari ile Eulerian polinomlari arasindaki iyi bilinen iligki asagidaki sekilde verilir:

i, (é) (1-a)" =4, (a).

Bu bagint1 yardimiyla Eulerian polinom ailesi bulunur.
(2.10) bagintisinda x = 0 alinirsa ve (2.21) bagintis1 kullanilirsa, asagidaki iyi bilinen

bagint1 elde edilir:
1

Hn(_l) = n+ 1Gn+1-

(2.22)

(2.19) bagintisinda verilen iiretec fonksiyonu yardimiyla Frobenius-Euler sayilarinin

birkac degeri asagidaki gibi hesaplanir:

17



KAYNAK TARAMASI D. GUN

Ho(u) = 1,

Hy (u) = uiy

Hy (u) = (;j—lu)%

Hjs(u) = %7

Hi(u) — “3+1(152_+1)141u+1’
Hy(u) = U4+26US(—Z (iGz;)iﬁ— 26u+1'

Tanim 2.10. k& € Ny olmak iizere, Sy (n, k) ile gosterilen ikinci tiir Stirling sayilar
(el —1)F & t
Fs, (k) = = ZO Sz (n, k) — (2.23)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Graham vd. 1994; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi
2012; Simsek 2013).

(2.23) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, Ss (0,0) = 1, n > 0 ise

Sy (n,0) = 0ve k > nise Sy (n, k) = 0 olmak tizere, ikinci tiir Stirling sayilari igin,
SQ(TL,]{?) :k’SQ(’I'L— 1,k:)+52(n—1,k:— 1)

rekiirans bagintisi elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972;
Milne-Thomson 1980; Graham vd. 1994; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012;
Simsek 2013).

(2.23) bagintis1 kullanilarak, ikinci tiir Stirling sayilar1 asagidaki baginti ile hesaplanir:

Se(nb) = 5 3 17 () o=y 24

(Jordan 1950; Erdelyi 1953; Riordan 1958; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson
1980; Charalambides 2005; Boyadzhiev 2012; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2013).
(2.24) denklemi yardimuiyla, ikinci tiir Stirling sayilarinin birkac¢ degeri asagidaki Ci-

zelge 2.2 ile verilir:
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Cizelge 2.2. S, (n, k) i¢in baz1 degerler

n\k|0]|1] 2 3 4 ) 6 |7
0 1100 0 0 0 010
1 0[1] 0 0 0 0 010
2 0]1]1 0 0 0 010
3 0|1} 3 1 0 0 010
4 0|1 71| 6 1 0 010
5 0|1]15] 25 | 10 1 010
6 01319 |65 | 15|10
7 0]1|63]301 350|140 |21 |1

(2.23) ve (2.14) bagintilar kullanilarak Eulerian sayilar1 ve ikinci tiir Stirling sayilari

arasindaki iligki asagidaki baginti ile verilir:

1 m—1 .
Salm.m) = — 3" (mj_ n) E(m, j) (2.25)
| £

(Carlitz vd. 1966; Comtet 1974; Putzer ve Hauss 1993; Charalambides 2005; Gun ve
Simsek 2020a).

Tanmm 2.11. 0 < [¢]| < % olmak iizere, C,, ile gosterilen Catalan sayilari,

2 0
_ = C,t" 2.26

lirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanir (Koshy 2009; Elezovic 2015; Qi 2017; Roman, 2015;
Simsek 2015).

(2.26) denklemi kullanilarak, Catalan sayilar1 asagidaki formiil ile hesaplanir:

1 2n
O”_n—|—1<n> 2.27)

(Koshy 2009; Elezovic 2015; Roman 2015; Simsek 2015, Stanley 2015; Qi 2017;).

(2.27) bagmtis1 yardimiyla, Catalan sayilarinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesapla-

nir:
C() — 1, Cl — 1, 02 - 2, 03 - 5, 04 — 147 05 - 42, 06 — 132
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Tamm 2.12. |t| < In2 olmak iizere, w, (n) ile gisterilen Fubini sayilar:

1 £
Fuy () = 5—— = > wy(n) = (2.28)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanmir (Comtet 1974; Good 1975; Kilar 2017; Kilar ve
Simsek 2017).

(2.23) ve (2.28) bagmtilarini kullanilarak, Fubini sayilar ile ikinci tiir Stirling sayilari

arasindaki iligki agsagidaki bagint1 ile verilir:
wy (n) =Y KISy (n, k) (2.29)
k=0

(Comtet 1974; Kilar 2017; Kilar ve Simsek 2017).
(2.29) denklemi yardimiyla, Fubini sayilarinin birkac degeri asagidaki gibi hesaplanir:

wy (0) =1, w,(1)=1, w,(2)=3, w,(3)=13, wy(4) =75, w,(5) = 541.

2.2. Yiiksek Mertebeden Bazi Ozel Say1 ve Polinom Ailelerinin Uretec Fonksiyonlari

ve Ozellikleri

Burada, yiiksek mertebeden bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarinin
tanimlar1 verilecek ve bunlarin temel 6zellikleri Srivastava ve Pinter 2004, Charalambides
2005, Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011, Srivastava 2011, Srivastava ve

Choi 2012 kaynaklarindan yararlanilarak incelenecektir.
2.2.1. Yiiksek mertebeden pozitif kuvvetli baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin iire-
tec fonksiyonlari ve ozellikleri

Tamm 2.13. m € Ny olmak iizere, B (x) ile gosterilen m. mertebeden Bernoulli poli-

nomlari,

et — 1

t \" - tn
Fg, (t,z;m) = ( ) e => " B (x) w (2.30)
n=0 ’

iistel tirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve

Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tamm 2.14. m € Ny olmak iizere, B™ ile gosterilen m. mertebeden Bernoulli sayilart,

t\" & tn
FBS(t;m):(et_1> :ZBgm)H (2.31)

n=0

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972 Milne-Thomson 1980; Bretti ve Ricci 2004, Bretti vd. 2004, Srivastava ve Pinter
2004; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava
2011; Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.30) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda = = 0 alinirsa,
By (0) = B

icin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.
(2.31) ve (2.30) bagintilart kullanilarak, m. mertebeden Bernoulli sayilari ve polinom-

lar1 arasindaki iligki asagidaki bagint1 ile verilir:

n

B ()= (Z) B gk (2.32)

k=0

(Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Bretti

ve Ricci 2004; Bretti vd. 2004; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve

Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.31) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu yardimiyla, m. mertebeden Bernoulli

sayilar1 agsagidaki formiil ile hesaplanir:

n E—1 I e
B =2 (Zj Z) (m Y ) o Y (j)jm (2:33)
2

k=0

(Erdelyi 1953; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012).
Ayrica, (2.24) ve (2.33) bagintilar1 kullanilarak, m. mertebeden Bernoulli sayilart ile

ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski asagidaki bagint1 ile verilir:

By = i(—l)’“(:jz) (m+: - 1) (”Zk) s, (n+ k. k)

k=0
(Erdelyi 1953; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012).
(2.30) ve (2.31) bagintilarinda m = 1 alinirsa,

BW (z) = B, (z) (2.34)
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\

BY = B,

elde edilir (Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Com-
tet 1974; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve
Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.33) denklemi kullanilarak, yiiksek mertebeden Bernoulli sayilarinin birka¢ degeri

Cizelge 2.3 ile verilmistir.

Cizelge 2.3. B icin baz1 degerler

n\m | 0| 1 2 | 3| 4 5
0O [1| 1 [ 1 | 1]1 1
1 |0 =3 |-1|-3]-2] -2
2 o] 3|32 |42
3 /0] 0 |—-42]-2]-6|-2
4 (0| —-%| & | Bz 2
5 (0] 0 | ¢ |-3|-9|-%

(2.32) denkleminde m = 2 alirsa, 2. mertebeden Bernoulli polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

B (x) = 1,
B (z) = z—1,

)
BéQ)(x) = x2—2x+6,

5) 1
B(2) = 2324+
5 () x x —1—23: 5

1

B (z) = x4—4x3+5x2—2$+m,

25 1 1
Bé2)(x) = x5—5x4+§x3—5x2+§x+6.

Mathematica Uygulamasi 3. (2.33) ve (2.32) bagintilar1 yardimiyla, yiiksek mertebeden
Bernoulli polinomlarini hesaplayan ve ikinci mertebeden Bernoulli polinomlarinin, x pa-
rametresi i¢in rastgele se¢ilmis iki 6zel aralikta grafigini ¢cizen Mathematica uygulamasi

asagidaki gibidir:
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1 Unprotect[Power]; Power[0, 0] = 1;Protect[Power];B[n_,m_]:=Sum[Binomial[m+n,n—k]
Binomial[m+k-1,k]Binomial[k,j](—1)%j((n!)/(n+k)")j*(n+k),{k,0,n},{j,0,k}];B[n_,x_,m_]:=Sum][
Binomial[n,k]B[k,m]x"(n-k),{k,0,n}];BernoulliPolyPlot1=Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n,
X, 2], {n, 0, 5}11], {x, -1, 1}, PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\(\SubscriptBox[B,0]\)",
Rowl[{"(", "2", ")" H], Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)",
Row[{"(", "2", ")" }]I, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,2]\)"
;Row[{"(", "2", ")" }II, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\SubscriptBox|B,3]\)
", Rowl[{"(", "2", ")" }]I, Rowl[{"(", "x", ")" }I}l, Row[{Superscript["\!\(\SubscriptBox[B
AN, Row([{"(", "2", ")" }H], Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[
B,51)",Row([{"(", "2", ")" }]l, Row[{"(", "x", ")" }]}]}]

> Export["bernP21.png", BernoulliPolyPlot1]

; BernoulliPolyPlot2 ==Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 2], {n, 0, 5}]]], {x, -5, 5},
PlotLegends —> { Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "2", ")" }]], Row[{
"(", "x", ")" }I}l, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "2", ")" }]], Row
[, "x", "y" 1}, Row[{Superscript["\\(\=SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "2", ")" }I,
Rowl[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,3]\)",Row[{"(", "2", ")" }1],

Rowl[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "2", ")"

Hl, Row[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,5]\)", Row[{"(", "2", ")
"HI, Rowf[{"(", "x", ")" }}}]

+ Export["bernoulliP2.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulamasi 3 yardimiyla, m = 2 i¢in, 2. mertebeden Bernoulli polinom-
larinin x € [—1, 1] ve x € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri sirastyla Sekil 2.6

ve Sekil 2.7 ile verilir:
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Sekil 2.6.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in 2. mertebeden Bernoulli polinomlarinin

grafigi

_anl

Sekil 2.7.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—5, 5] i¢in 2. mertebeden Bernoulli polinomlarinin

grafigi

(2.32) denkleminde m = 3 alinirsa, 3. mertebeden Bernoulli polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:
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By (1) = 1,
3
3
BY () = x—3,
B§3) () = 2 =32 +2,
9 9
Bég)(x) = :133—53172—#6(17—1,
(3) 4 3 2 19
By (z) = 2" —62”+ 122 —9:c—|—1—0,
15 45 19 3
Bég)(x) = x5—?$4+20x3—7x2+?x—1,...

Mathematica Uygulamasi 4. (2.33) ve (2.32) bagintilar1 yardimiyla, ii¢iincii mertebeden
Bernoulli polinomlarinin, x parametresi i¢in rastgele secilmis iki 6zel aralikta grafigini

cizen Mathematica uygulamasi asagidaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot3 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 3], {n, 0, 5}]ll, {x, -1, 1},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\\«SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "3", ")" }]l, Row[{
"(", "x", ")" 11}, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "3", ")" }]], Row
[, "x", "y" 1}, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "3", ")" }I,
Rowl[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,3]\)",Row[{"(", "3", ")" }1],
Row({"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,4]\)",Row[{"(", "3", ")"
Hl, Row[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,5]\)", Row[{"(", "3", ")
"1l Row[{"(", "x", ")" }}]}]
> Export["bernP31.png", BernoulliPolyPlot3]
; BernoulliPolyPlot4 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 3], {n, 0, 5}]], {x, -5, 5},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\N\+SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "3", ")" }]I, Row[{
"(", "x", ")" 11}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "3", ")" }]], Row
[{"(", "x", ")" 1}, Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,2]\)",Row[{"(", "3", ")" }lI,
Rowl[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\*SubscriptBox[B,3]\)",Row[{"(", "3", ")" 1],
Rowl[{"(", "x", ")" }}], Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,4]\)", Row[{"(", "3", ")"
Hl, Rowl[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,5]\)",Row[{"(", "3", ")
"1, Row[{"(", "x", ")" }]}I}]
+ Export["bernoulliP3.png", BernoulliPolyPlot4]

Mathematica uygulamasi 4 yardimiyla, m = 3 i¢in, 3. mertebeden Bernoulli polinom-
larinin x € [—1,1] ve x € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 2.8

ve Sekil 2.9 ile verilir:
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Sekil 2.8.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in 3. mertebeden Bernoulli polinomlarinin

grafigi

Sekil 2.9.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [-5, 5] i¢in 3. mertebeden Bernoulli polinomlarinin

grafigi

Tanmim 2.15. m € Ny olmak iizere, ES™ (x) ile gosterilen m. mertebeden Euler polinom-

lar,

2 \" = tr
Fg, (t,2;m) = (et " 1) et =" EM () = (2.35)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve

Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tamm 2.16. m € Ny olmak iizere, ES™ ile gosterilen m. mertebeden Euler sayilari,

F, (t;m>=( : ) =y B (2.36)

et +1 n!
n=0

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972 Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004, Luo ve Srivastava 2005, Luo ve
Srivastava 2011; Srivastava 201 1; Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.35) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda x = 0 alinirsa,

i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

(2.35) ve (2.36) bagintilar1 kullanilarak, m. mertebeden Euler sayilar1 ve polinomlari
arasindaki iligki agagidaki bagint1 ile verilir:

£ 0= 3 (1)
k=0

(Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava
2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.35) ve (2.36) bagintilarinda m = 1 alinirsa,

ve

elde edilir (Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Com-
tet 1974; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Sri-

vastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
2.2.2. Yiiksek mertebeden negatif kuvvetli bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin iire-
tec fonksiyonlari ve ozellikleri

Tamm 2.17. k € N olmak iizere, BS ™" (x) ile gosterilen k. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomlari,

t k & n
Gpp (t,z;k) = ( 1) et =3 B () = (2.37)

t
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iistel tirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972 Milne-Thomson 1980; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava
2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tamm 2.18. k € N olmak iizere, BS™" ile gosterilen k. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli sayilart,

et —1\" > "
Gps (t; k) = ( - ) = BIW= (2.38)

s n!
iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun
1972; Milne-Thomson 1980; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava
2011, Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.37) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda = = 0 alinirsa,
B (0) = B

icin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.
Diger yandan, (2.31) ve (2.38) bagintilar1 kullanilarak, asagidaki fonksiyonel denklem
elde edilir:
Fp, (t;k)Gps (t; k) = 1.

Bu fonksiyonel yardimiyla,

t”°°

00 - s

Hpw
n—yj,|
0]0() n.

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde % ifadesinin katsayilar1 karsilagtirilirsa, yiiksek

elde edilir. Buradan

n=

mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayilar1 ve yiiksek mertebeden Bernoulli sayilar
arasindaki iligki agagidaki bagintilar ile verilir:
n = 0 ise,

1= By "B,

ve n > 1 olmak iizere,
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(Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Simsek 2012b).
(2.37) bagitis1 kullanilarak, k. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinomlari

asagidaki bagint1 ile hesaplanir:

—1 n+k
o= (") (M) s 239

v=0 v
(Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.38) bagintis1 kullanilarak, £. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayilar1 asagi-
daki baginti ile hesaplanir:

—1
BR — (" Z k) So(n + k., k) (2.40)

( Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012).
(2.40) denklemi kullanilarak, yiiksek mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayilari-

nin birka¢ degeri Cizelge 2.4 ile verilmistir.

Cizelge 2.4. B icin baz1 degerler

n/k {0123 4]5
O (1111|111
L jofdj1]2)lz2|:
2 o3[ 2]3]2 ]
s Jo[3lg]g]w]®
ANRRREIE

(2.39) denkleminde k£ = 1 alinirsa, 1. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-
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larinin birkag¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

B{ V(@) = 1,

_ 1
BV (z) = a+3,

2
_ 1
B; 1)(x) = x2+$+§,
_ 3 1
Bé 1)(x) = x3+§x2+x+1,

. 1
Bi 2 () = x4+2$3+2x2+x+5,
. 5, 10, 5
BV (z) = gt et g pe L

Mathematica Uygulamasi S. (2.39) bagintis1 yardimiyla, birinci mertebeden negatif kuv-
vetli Bernoulli polinomlarimi hesaplayan ve x parametresi icin rastgele secilmis iki 6zel

aralikta grafigini ¢cizen Mathematica uygulamasi asagidaki gibidir:

1 NB[x_,n_,k_]:=(Binomial[n+k,k])*(-1)Sum[Binomial[n+k,v]StirlingS2[v,k]x"(n+k-v),{v,0,n+k}];
BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 1], {n, 0, 5}, {x, -1, 1},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "-1", ")" }]], Row
[{"", "x", ")" H}l, Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,1]\)",Row[{"(", "-1", ")" }]],
Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,2]\)",Row[{"(", "-1", ")"
Hl, Row[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-1",
)" 1, Rowl[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,4]\)", Row[{"(", "
=1",")" 1, Row[{"(", "x", ")" }I}l, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,5]\)", Row][{"
(", =1 )" Ml Row{{"(", "x", ")" }}I}

> Export["bernN11.png", BernoulliPolyPlot]

s BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 1], {n, 0, 5}]]], {x, -5, 5},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\\«SubscriptBox[B,0\)",Row[{"(", "-1", ")" }]l, Row
[, "x", "y" 1}, Row[{Superscript["\'\(\+SubscriptBox[B,11\)" ,Row[{"(", "-1", ")" }]1,
Row([{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,2]\)",Row[{"(", "-1", ")"
Hl, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-1",
"Y' Hl, Row[{"(", "x", ")" H}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,4]\)", Row[{"(", "
-1", ")" }II, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\*SubscriptBox[B,5]\)", Row[{"
(", =1 )" 1l Rowf({"(", "x", ")" }}H}]

+ Export["bernoulliN1.png", BernoulliPolyPlot]

Mathematica uygulamasi 5 yardimiyla, £ = 1 icin, 1. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomlarinin z € [—1, 1] ve z € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri
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sirastyla Sekil 2.10 ve Sekil 2.11 ile verilir:

Sekil 2.10. n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in 1. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

100 |

-850 :

Sekil 2.11.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [-5, 5] i¢in 1. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

(2.39) denkleminde £ = 2 alinirsa, 2. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-

31



KAYNAK TARAMASI D. GUN

larinin birkag¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:
By V(@) = 1,

B (z) = z+1,

_ 7
Bé 2)(;15) = 2242+ -,

6
_ 7 3
Bé 2 () = x3+3x2+§x+§,
_ 31
Bfl 2 () = 954—1-4953—1—71’2—1—6:6—1—1—5,

_ 35 31
Bé 2 () = 2°+52* + §x3 + 1522 + 3T + 3.

Mathematica Uygulamasi 6. (2.39) bagintis1 yardimiyla, ikinci mertebeden negatif kuv-
vetli Bernoulli polinomlarinin, x parametresi icin rastgele secilmis iki 6zel aralikta grafi-

gini cizen Mathematica uygulamasi asagidaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 2], {n, 0, 5}]]], {x, -1, 1},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "-2", ")" }]], Row[{
"(", "x", ")" }}l, Row[{Superscript["\\(\*SubscriptBox[B,1]\)",Row[{"(", "-2", ")" }],
Row([{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\«SubscriptBox[B,2]\)",Row[{"(", "-2", ")"
Hl, Rowf[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-2",
)" 11, Row[{"(", "x", ")" 1]}], Row[{Superscript["\\(\+*SubscriptBox[B,4]\)", Row[{"(", "
=2", ")" 11, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,5]\)", Row[{"("
,"=2', )" L, Row[{"(", "x", )" )}
> Export["bernN21.png", BernoulliPolyPlot1]
; BernoulliPolyPlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 2], {n, 0, 5}, {x, -5, 5},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\N\«SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "-2", ")" }]], Row[{
"(", "x", ")" 1}, Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,1]\)",Row[{"(", "-2", ")" }1I,
Row[{"(", "x", ")" }}], Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,2]\)",Rowl[{"(", "-2", ")"
Hl, Row[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-2",
)" 11, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,4]\)", Row[{"(", "
=2", ")" }II, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,5]\)", Row[{"("
=2 )" 1L Rowl{'(", "x", )" 1IN
. Export["bernoulliN2.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulamasi 6 yardimiyla, £ = 2 i¢in, 2. mertebeden negatif kuvvetli
Bernoulli polinomlarinin x € [—1,1] ve = € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri

strastyla Sekil 2.12 ve Sekil 2.13 ile verilir:
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Sekil 2.12.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in 2. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

Sekil 2.13.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [-5, 5] i¢in 2. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

(2.39) denkleminde k£ = 3 alinirsa, 3. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-

larinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:
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BV (x) = a+3,
s 5
B () = x2+3x+§,
_ 9 15 9
Bé 9 () = x3+§x2+?x+§,
_ 43
By Y (x) = at+ 60+ 150 4 180 4
_ 15 69
Bé ) () = :E5+?x4+25x3+45x2+43:p+z,...

Mathematica Uygulamasi 7. (2.39) bagintis1 yardimiyla, iiclincii mertebeden negatif
kuvvetli Bernoulli polinomlarinin, x parametresi icin rastgele secilmis iki 6zel aralikta

grafigini cizen Mathematica uygulamasi asagidaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NBJ[x, n, 3], {n, 0, 5}]]], {x, -1, 1},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\N\SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "-3", ")" }]], Row[{
"(", "x", ")" 11}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)",Row[{"(", "-3", ")" HI,
Row[{"(", "x", ")" }1}], Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "-3", ")"
Hl, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\I\(\»SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-3", "
)" 11, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\-SubscriptBox[B,4]\)",Row[{"(", "-3",
")" Y1, Row[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\sSubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"(", "
-3 )" I, Row[{'(", "x", *)" J}I}
> Export["bernN31.png", BernoulliPolyPlot1]
; BernoulliPolyPlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 3], {n, 0, 5}]l, {x, -5, 5},
PlotLegends —> {Row[{Superscript["\\N\+SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "-3", ")" }]], Row[{
"(", "x", ")" }]}l, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,1]\)",Row[{"(", "-3", ")" }],
Row([{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\\(\:SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "-3", ")"
NI, Rowl[{"(", "x", ")" }]}]l, Row[{Superscript["\\(\+SubscriptBox[B,3]\)", Row[{"(", "-3", "
)" U, Row[{"(", "x", ")" }I}], Row[{Superscript["\\(\»SubscriptBox[B,4]\)" , Row[{"(", "-3",
")" 11, Rowf[{"(", "x", ")" }]}], Row[{Superscript["\I\(\»SubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"(", "
-3", )"}l Row[{'(", "x", *)" I}
+ Export["bernoulliN3.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulamasi 7 yardimiyla, £ = 3 icin, 3. mertebeden negatif kuvvetli
Bernoulli polinomlarinin z € [—1, 1] ve € [—5, 5] araliklarindaki grafiklerinin ¢izimleri

sirastyla Sekil 2.14 ve Sekil 2.15 ile verilir:
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Sekil 2.14.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [—1, 1] i¢in 3. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

Sekil 2.15.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [-5, 5] i¢in 3. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarinin grafigi

2.3. Apostol Tipli Say1 ve Polinom Ailelerinin Urete¢ Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Bu alt boliimde, yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli sayilart ve polinomlari, Apostol-
Euler sayilar1 ve polinomlari, Apostol-Genocchi sayilar1 ve polinomlarinin iirete¢ fonk-
siyonlarinin tanimi verilecek ve bunlarin temel 6zellikleri Luo ve Srivastava 2005, Luo
ve Srivastava 2011, Srivastava 2011, Srivastava ve Choi 2012, Zou 2017 kaynaklarindan

yararlanilarak incelenecektir.
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Tamim 2.19. A € C, A = 1 iken [t| < |27| ve A # 1 iken [t| < |log A| olsun. m € Ny

olmak iizere, B™ (x; ) ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari,

t \" - tr
Ap (t,z;\,m) = ()\et — 1) et = ZBﬁlm)(x; )\)E, (2.41)
n=0 ’

iistel tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Luo ve Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011;

Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tamm 2.20. m € Ny olmak iizere, B (A) ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Bernoulli

sayilari,

t [L—— "
(Aet_l) =2 B0y (242)
n=0 ’

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012).

(2.42) bagintis1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilart asagidaki ba-

gint1 ile hesaplanir:

B (X) = m! (Z) jzo (m +j N 1) %52 (n—m, j) (2.43)
(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).
(2.41) ve (2.42) bagintilar1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilar1 ve
polinomlar1 arasindaki iligski asagidaki bagint1 ile verilir:
B (x;\) = i (”) B (A)zn (2.44)

=0

(Luo ve Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi
2012).
(2.41) bagintisinda A\ = 1 alinirsa,

elde edilir.

(2.41) bagintisinda m = 1 alinirsa,
Bn(z;:\) = B (23 ))

ile gosterilen Apostol-Bernoulli polinomlari elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tamim 2.21. A € C, A\ = 1 iken |t| < |w| ve X\ # 1 iken |t| < |log (—\)| olsun. m € Ny

olmak iizere, ew (z; ) ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Euler polinomlari,

2 \" - t"
Ap (t,z; N\ k) = ()\et n 1) et = Z&Sm)(x; /\)E (2.45)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanmim 2.22. m € Ny olmak iizere, gF) () ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Euler

sayilari,

( SV 1) Z g (2.46)

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.46) bagintis1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Euler sayilar1 asagidaki baginti

ile hesaplanir:

n k . ERNY
87(Lm)<)\) = (-1)" (Z) ok-+m, n—k Z <m +? 1) %52 (k,7) (2.47)
k=0 j=0

J A+ 1)

(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).
(2.45) ve (2.46) bagintilan1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Euler sayilar1 ve po-

linomlar1 arasindaki iligki asagidaki baginti ile verilir:

e =32 ()i 48

J=0

Ayrica m. mertebeden Apostol-Euler polinomlar1 asagidaki gibi de hesaplanabilir:

£ (2: \) = 2m§ ( ) n— kz (m - 1) (ﬂ‘?ﬂ{i}s (k, 5) (2.49)

(Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.45) bagintisinda A = 1 alinirsa,

E () = €(x31)

elde edilir.
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(2.45) bagintisinda m = 1 alinirsa,
En(w; A) = EN (5 )

ile gosterilen Apostol-Euler polinomlar: elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanmm 2.23. A € C, A = 1 iken [t| < |7| ve A # 1 iken |t| < [log(—\)| olsun. m € Ny

olmak iizere, Q,(Lm)(x; A) ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlari

2t \™ - tn
Ag (t,z; N, m) = < o 1) et = Zg}lm)(x;mﬁ (2.50)
n=0 ’

iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012; Zou 2017).

Tamm 2.24. m € Ny olmak iizere, Gi™ () ile gosterilen m. mertebeden Apostol-Genocchi

sayilart

2t \" — tm

n=0

iistel iiretec fonksiyonu ile tanimlanir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012; Zou 2017).

(2.51) bagintis1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Genocchi sayilari asagidaki ba-

gint1 ile hesaplanir:

- 2l e~ (mA+j—1\ jl(=\) 4

(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.50) ve (2.51) bagintilar1 kullanilarak, m. mertebeden Apostol-Genocchi sayilar1 ve

polinomlar1 arasindaki iligski asagidaki baginti ile verilir:

G (s A) =) (n) G (\)am (2.53)

=0 \J
(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).
(2.50) bagintisinda A = 1 alinirsa,

G () = G (w;1)
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elde edilir.

(2.50) bagintisinda m = 1 alinirsa,
Gn(; ) = GV (w; 2)

ile gosterilen Apostol-Genocchi polinomlari elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.50) bagintisinda m = 1 alinirsa ve (2.18) bagintis1 kullanilirsa, Apostol-Genocchi

polinomlar1 ve Frobenius-Euler polinomlar1 arasindaki iyi bilinen asagidaki iligski elde

edilir:

1 2

G <:c; ——) = g (). (2.54)
U u—1

(2.41), (2.45) ve (2.50) bagintilarinda verilen iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak, yiik-

sek mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler polinomlar1 ve Apostol-

Genocchi polinomlari arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilir:

Teorem 2.25. n,m € Ny, 0 < m < nve \ € C olmak iizere;

gl (55—2) = (=2)" B (1) (2.55)

n

G (5 =A) = = m)l

dir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, kaynak taramasinda detayli olarak bahsedilen iirete¢ fonksiyonlar1 metodu
da kullanilarak, B-spline, kardinal spline, iistel spline, iistel Euler spline ve Bernoulli
monospline egri ailelerinin tanimlar1 ve bunlarin bazi 6zellikleri Schoenberg 1946, Scho-

enberg 1987, Schoenberg 1988, He 2012 kaynaklarindan yararlanilarak incelenecektir.

3.1. Kardinal Spline Egri Aileleri

Ilk olarak, bu boliimde kullanacagimiz bazi notasyonlari ve tanimlar1 asagidaki gibi vere-
lim:
n € Ny ve

S, = {S(2): S (x) € C" 1 (R)}

olmak iizere ¥, kiimesinin her elemanina n. dereceden kardinal spline denir ve S (z)
fonksiyonlar ailesi asagidaki ozellikleri saglar:

z € (v,v+ 1) ve v € Z olmak iizere,
S(z) € " (R),

ve

S(x) € P,

dir. Burada, P,, C iizerinde, derecesi n sayisini gegmeyen polinomlar ailesidir (Schoen-
berg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline egri ailelerinin bazi 6zellikleri agagida verilmistir:

S (), n-kez tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlar siifindadir ve S™ (), adim fonksi-
yonudur ve tanim araliginin u¢ noktalar1 egrinin siireksizlik noktalaridir.

S®)(z), S(z) nin k. tiirevi olmak iizere, 1 < k < n ise,

oldugunda

S®(z) € S (3.1)

dir. Burada, ,, kiimesi 3 sinifindaki adim fonksiyonlarinin ailesi olur (Schoenberg

1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
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37 ile gosterilen orta nokta spline aileleri agsagidaki sekilde verilir:

%:‘L:{S(x): S(x—i—%) e%n}.

Yani, S kiimesinin her elemanina orta nokta kardinal spline (midpoint cardinal spline)
denir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Sonug olarak, n € Ny olmak iizere,
P, CS,, P,CS

dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.1.1. Kardinal spline ve B-spline egri aileleri arasindaki iligkiler

B-spline yontemleri, egriler ve yiizeyler icin ilk olarak 1940’11 yillarda ortaya ¢ikmistir ve
1970’11 yillarda daha da gelistirilmistir. “B” harfi baz (basis) anlamina gelir, bu nedenle
egri ve yiizey tasarimina yonelik bu yaklasimin tam adi baz spline anlamina gelmektedir.
Burada, kardinal spline yardimiyla B-spline egri ailesinin tanimi ve ozellikleri Schoen-
berg 1946, Schoenberg 1987, Schoenberg 1988, He 2012 kaynaklarindan yararlanilarak
incelenecektir.

n. dereceden bir spline (n — 1). dereceden x degiskeninine bagli olarak her pargasi

bir polinom olmak iizere parcali siirekli bir fonksiyondur. Polinom parcalarinin birlestigi

x degerlerine diiglim noktasi denir ve xy, 1, ..., z, ile gosterilir ve artan siraya gore
siralanmaktadirlar.
X, T1, . . ., T, digiim noktalari ve o < x1 < ... < x, olmak tizere, (n — 1) . derece-

den B-spline ailesi agagidaki sekilde tanimlanir:

r € R w(x) = (z—z0)...(x — z,), v (2) = Lw(z) ve x4 = max{0,z} olmak

iizere, M (x; zg, x1, . .., T,) ile gosterilen B-spline ailesi
y L0y L1y eeeydbin ‘ (A),(I'j) .
7=0

seklinde tanimlanir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).
n. dereceden ardigik kardinal B-spline (cardinal forward B-spline) (ya da B-Spline)

N, (z) = M(z;0,1,...,n),
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ve n > 2 olmak iizere, n. dereceden B-spline egri ailesi asagidaki sekilde tanimlanir:

N,(z) = /an(x —t)dt

(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).
Ayrica, (3.2) bagintis1 yardimiyla merkezi B-spline (central B-spline) asagidaki se-
kilde tanimlanir:
Mn(x):M(m;Tn,TnJrl,...,g)
(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
Simdi de B-spline i¢in asagidaki formiilleri verelim:

z € R olmak iizere,

N, (z) = (n_ll)! Y (—1)" <") (@ —0)"t, (3.3)

1, T >
0, diger durumlarda

ve
o T > v

0, diger durumlarda

olarak alinir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bunlara ek olarak,

M, (@) = N, (2 + g)

bagintis1 kullanilarak, merkezi B-spline’lar i¢inde agik formiiller elde edilebilir. Dahast,

Sn_1, ngiftise,
N, () € Spo1, M, (z) €
Sr_, ntekise,
dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline egri aileleri ve B-spline egri aileleri cinsinden ifadesini ve bunlarin

baz1 6zelliklerini asagidaki gibi verelim:
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Teorem 3.26. S(x), (n — 1). dereceden bir kardinal spline ise,
S(l‘) € 1,

o0 zaman

seklinde yazilabilir ve genellikle, N, (x) = N (x) olarak yazilir (Schoenberg 1946; Sc-
hoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline ve B-spline ailelerin sagladig: bazi 6zellikler asagidaki gibi verilir:
1. Spline egri ailesinin iizerinde tanimli oldugu araliga destekleyicisi denir. NV, (x)
kardinal spline ailesinin destekleyicisi (0, n) aralig1 iizerinde olmak iizere, S(z) kardinal

spline ailesinin bazidir. S(z) yerine N,, (z) alinabilir ve 2 < 0 ve x > n — 1 ise,
S(x)=0
dir. Yani, S(z) kardinal spline ailesinin dii§iim noktalar1 0,1,2,... ,n — 1 dir.
Sonug olarak, Vx € Ri¢in, N, (x), B-splineile 0, 1,2, ..., n— 1 diigiimlerine karsilik
gelen S(x) kardinal spline agagidaki sekilde ifade edilir:

n—1

S(x) =coxt + 1 (x — 1)1_1 +.o ot (@ —n+ 1)1
(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
Ozel olarak, = > n — 1 ise,

1

SE)=cox" ez —-D)""+ e (z—nt+ )" =0

elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
2.q€Zvex e (q—1,q)yadaz € (¢+n—1,q+ n) olmak iizere,

S(z)=0
oluyorsa, 0 zaman
S(x)=0,z€(q—1,9+n) (3.4)

dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bu durumda, S; (z) yeni bir spline olmak

uzere,

S(), ¢g<x<qg+n-—1,
S (1) = (x)

0, diger durumlarda,
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olarak tanimlanir ve burada S; (z) € 3, dir. (3.4) bagintisinda verilen 6zellik kullani-
lirsa z € Rigin S (x) = 0 olur (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
3. N(z), N(x—-1),..., N(x—n+1) B-spline egri ailesi olmak iizere,

n — 1 < x < naraliginda
N(z),N(xz—=1),...,.N(z—n+1)

lineer bagimsizdir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Yani, x € (n — 1,n) olmak

uzere,
1

Ny (x —v) =0

n

ve ¢, = 0dir. O zaman, N (), N (x —1),..., N (x — n + 1) lineer bagimsiz B-spline’lar
yardimiyla

S(x)= "Z_lchn (x —v)
kardinal spline olarak yazilir (Scf;)enberg 1987; Schoenberg 1988). Buradan,
S(x) € S,_10lurvex € (n—1,n)igin
S(z)=0
elde edilir. Diger taraftan = < 0 ise,
S(x)=0

olur (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Simdi de Goldman (2012) tarafindan verilen n. dereceden diizgiin B-spline egrisini
verelim:

{k,k +1,...,k + n + 1} digiim noktalar1 olmak iizere destek aralig1 [k, k + n + 1]
ve derecesi n olan Ny, (z) diizgiin B-spline egri ailesi asagidaki tirete¢ fonksiyonu ile

tamimlanir:

Gil(w, 1) = ) Nig()t"
n=0

(Goldman 2012). Burada, Ny, (z) fonksiyonlar1 Ny, (z) fonksiyonlarmnin kaydirilmasi

(shifts) ile olugsmaktadir. Yani,

Nk’n(fﬂ) = Ngyn<.’ﬂ — k),
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dir. Boylece
Gk<x7t) = Go(l’ - ka t)

olur. Sonug olarak, Ny (=) B-spline egrisi ve bunun iirete¢ fonksiyonlarini G (x, t) ince-
lemek yerine Ny ,,(x) B-spline egrisi ve bunun iirete¢ fonksiyonlarin1 Go(z, t) incelemek
yeterli olacaktir (Goldman 2012).

No (), diizgiin B-spline arastirmak i¢in De Boor rekiirans bagintisini géz Oniine
alalim:

T n+1—=x

NO,“(:C) = ENO,n—l(I) + —Nl,n—l(x)-

Burada, x < 1i¢in Ny ,(z) = 0 olur. Bu nedenle, 0 < z < 1 olmak iizere,
x
NO,n(x) = ENO,n—l(x)

olur. Dolayistyla € [0, 1] olmak iizere,

x? "

N()’n(.lf) = 1, N071(3§') =X, ng(l’) = 5, ey N()m(l‘) = m

elde edilir. Buradan 0 < = < 1 olmak iizere, Ny, (z) diizgiin B-spline ailesinin iireteg

fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:
S gy (EmP L @
Go(z,t) = Y (~1) : + : et (3.5)

J! (j—1!
t’n
= > Noal@)

n=0

(Goldman 2012).
p < x < p+ 1 olmak iizere, (3.5) bagintis1 yardimiyla Goldman (2012) tarafindan
Ny () igin Schoenberg 6zdesligi asagidaki sekilde verilir:

N () = %Z (T e

J

(Goldman 2012).
Ny.n(t), n. dereceden diizgiin B-spline baz fonksiyonu asagidaki rekiirans bagintist

ile verilir:

17 ly <t < tk-i—l
Nk70<t> =
0, diger yerlerde
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olmak tizere, k = 0,...,pven > 1 ise
tk—f—n—i—l —t
Nin(t) = —— Nin-1(t) + ———————Npy1,0-1(t) (3.6)
Uetn — Uk letnt1 — ths1
dir (Goldman 2012; Salomon 2006).
Simdi, (3.6) rekiirans bagintis1 yardimiyla, Goldman (2012) tarafindan verilen asagi-

daki 6rnegi verelim:
Ornek 3.27.

Noo = Nio =0, heryerde
1, 0<t<«1

0, diger yerlerde
N3og = Nyo=0, heryerde

olmak iizere, diigiimleri {0,0,0,1,1,1} olan 1. ve 2. dereceden diizgiin B-spline baz fonk-

siyonlari sirastyla

t—0 0—t
NO,l = 0_ 0N070 + mNLO’ her yerde
t—0 1—t 1 -1, 0<t<1
Ny, = le,o-i- 1 ON270 =
- - 0, diger yerlerde
t—0 1—1t t, 0<t<1
Noy = Nayg N3po =

0T
1=0 I—-1 0, diger yerlerde

t—1 1—1
N31 = 1_1N370+ 1_1N470:0, heryerde
ve
t—0 1—t (1—1)?*, 0<t<l1
Noo = 0 0N0,1+ﬁN1,1 =
- - 0, diger yerlerde
t—0 1—t 20(1—t), 0<t<l1
Nis = ﬁNl,lﬂL 1 0N2,1=
- - 0, diger yerlerde
t—0 1—t 2, 0<t<1
Noo = N N3, =
2,2 [ —o' V2! + V8

0, diger yerlerde

olarak elde edilir (Goldman 2012; Salomon 2006).
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3.2. B-spline ile Bézier Egrileri Arasindaki Iliskiler
3.2.1. Bernstein baz fonksiyonlar: ve Bézier egrileri

Bu boliimde, B-spline egri aileleri ile yakin iliskisi olan Bernstein baz fonksiyonlar1 yar-
dimiyla Bézier egrilerinin tanimi verilecektir ve Bézier egrileri ile B-spline arasindaki
iligkiler de ¢alisilacaktir. Bunlara ek olarak, Bernstein baz polinomlarinin Wolfram Mat-

hematica paket programi yardimiyla grafikleri ¢izdirilmigtir.
Tamim 3.28. n, k € Ny ve t € [0, 1] olmak iizere, Bernstein baz fonksiyonlar
n AW n—k
By (t) = (k:)t (1—1) (3.7)
seklinde tamimlanir (Goldman 2002; Farouki 2012; Salomon 2006, Simsek 2016).

Tanim 3.29. ¢ € [0, 1] olsun. Py, Py, P,. .., P, kontrol noktalari ile belirlenen n. derece-
den Bézier egrisi
B.(t)=>_ P:Bp(t) (3.8)
k=0

seklinde tanmimlanmir (Goldman 2002; Farouki 2012; Salomon 2006, Simsek 2016).

(3.7) denklemi yardimiyla, Bernstein baz fonksiyonlarinin birka¢ degeri asagidaki Ci-

zelge 3.5 ile verilir:

Cizelge 3.5. B} () i¢in baz1 degerler

K\n 0] 1 2 3 4 5
0 |1]1—t| A=8® | 1=0* | (1-t* (1—1)°
1|0 t |[20(1—t)|3t(1—=0)] 41—t | 5t(1—10)"
2 10| 0 t2 3t2(1—t) | 62 (1 —t)* | 1062 (1 —t)°
3 /0] 0 0 t3 43 (1 —t) | 1063 (1 —t)°
4 10| 0 0 0 t 5t* (1 —t)
5 [0 0 0 0 0 £
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Mathematica Uygulamasi 8. (3.7) bagintis1 yardimiyla, Bernstein baz fonksiyonlarini
hesaplayan ve £ = 1,2, 3,4 durumlarinda, ¢ parametresi icin rastgele se¢ilmis bir 6zel

aralikta grafigini ¢izen Mathematica uygulamasi asagidaki gibidir:

1 Bernstein[n_,k_,t_]:=Binomial[n k](t"k)(1-t) *(n-k); BernsteinPolyPlot1=Plot[Evaluate[
Simplify[Table[Bernstein[n,1,t],{n ,1,5}]]I{ t, 0,1}, PlotLegends —>{ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}*{1})\\eft(t\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}"{2\left(t\right)]",TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}*{3}\\left(t\\right)]", TeXForm)],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}*{4}\\left(t\\right)]", TeXForm
], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B} {1}*{5)\\left(t\right)]",
TeXForm],TraditionalForm]}]

> Export["Berstein1.png", BernsteinPolyPlot1]

» BernsteinPolyPlot2=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,2,t],{n ,2,5}]]],{ t, 0,1},
PlotLegends —>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}"{2}\\left(t\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}*{3}\\left(t\\right)]", TeXForm
], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}*{4}\\left(t\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}*{5}\\left(t\\right)]"
,TeXForm],TraditionalForm}]

. Export["'Berstein2.png", BernsteinPolyPlot2]

s BernsteinPolyPlot3=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,3,t],{n ,3,5}11,{ t, 0,1},
PlotLegends —>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}*{3)\\left(t\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}*{4}\\left(t\\right)]", TeXForm
], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}*{5}\\left(t\\right)]",
TeXForm],TraditionalFormi}]

« Export["Berstein3.png", BernsteinPolyPlot3]

7 BernsteinPolyPlot4=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,4,t].{n ,4,5}]1].{ t, 0,1},
PlotLegends —>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}*{4\\left(t\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}"{5}\left(t\right)]",TeXForm
], TraditionalForm]}]

s Export["Berstein4.png", BernsteinPolyPlot4]

Mathematica uygulamasi 8 yardimiyla, k£ = 1,2, 3,4 icin, Bernstein baz fonksiyonla-

rinin ¢ € [0, 1] arahi@indaki grafiklerinin ¢izimleri Sekil 3.16 ile verilir:
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—_ B 04p - /

e
s 03
~
— S
0.6

0.8 1.0 0.2 0.4 0.8 0.8

@mne{1,2,3,4,5} vet € [0,1] icin B} (t) (b)) n € {2,3,4,5} ve t € [0,1] i¢in

polinomlarinin grafigi polinomlarinin grafigi

———
0.8 1.0 0.2 0.4 0.8 0.8

// Bi(t) 04t /

(c)n € {3,4,5} vet € [0,1] icin BY (¢t) poli- (d) n € {4,5} ve t € [0,1] i¢in By (¢

nomlarinin grafigi nomlarinin grafigi

Sekil 3.16. n € {1,2,3,4,5} ve t € [0, 1] i¢in B} (¢) polinomlarinin grafigi

— B3(t)
Ba(t)
Bi(t)

— Bi()

By (1)

— Bilt)
Bi(t)

) poli-

Simdi (3.8) bagintis1 yardimiyla, birka¢ Bézier egrisinin tanimlarini ve sekillerini ve-

relim:

t € [0, 1] olsun. Py ve P; iki kontrol noktasi verildiginde, bu kontrol noktalarina bagl

lineer (dogrusal) Bézier egrisi
B.(t)=(1—t)Py+tP

seklinde tanimlanir (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).

(3.9) bagintis1 yardimiyla, lineer Bézier egrisi Sekil 3.17 ile verilir:

Sekil 3.17. Lineer Bézier egrisi (Salomon 2006; Simsek 2016; Wikipedia,a)
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t € [0,1] olsun. Py, Pyve Pj ii¢ kontrol noktasi verildiginde, bu kontrol noktalarina

bagh kuadratik Bézier egrisi (2D)
B.(t)=(1—t)?Py+2t(1—t) P+ 1*P, (3.10)

seklinde tanimlanir (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).
(3.10) bagintis1 yardimiyla, kuadratik Bézier egrisi Sekil 3.18 ile verilir:

Py

Sekil 3.18. Kuadratik Bézier egrisi (Salomon 2006; Simsek 2016; Wikipedia,a)

t € [0,1] olsun. Py, Py, P» ve P, dort kontrol noktasi verildiginde, bu kontrol nokta-

larina bagl kiibik Bézier egrisi (3D)
Be(t) = (1—t)*Py+3t(1—t)> P, + 32 (1 —t) P, + 1° P (3.11)

seklinde tanimlanir (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).
(3.11) bagintis1 yardimyla, kiibik Bézier egrisi Sekil 3.19 ile verilir:
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P (1-t) P t P2

Sekil 3.19. Kiibik Bézier egrisi (Salomon 2006; Simsek 2016)

Bézier egrileri, B-spline egrilerine gore asagidaki dezavantajlara sahiptir.

Bézier egrisinin derecesi kontrol noktalarinin sayisina baghdir. Ancak Bézier egrileri
bu dezavantajlara sahip olmasina ragmen pek c¢ok farkli kullanim alanlarina da sahiptir.
Diger yandan, B-spline egrileri Bézier egrilerinde de oldugu gibi kontrol noktalar: ile
tanimlanir. Bu kontrol noktalarina ek olarak, diigtimler araciligiyla B-spline egrisi belir-
lenir.

B-spline egrileri diizgiin ve diizgiin olmayan egriler olarak farkli siniflara ayrilir. Diiz-

giin olmayan B-spline egrileri ayn1 zamanda NURBS olarak adlandirilir (Salomon 2006).

3.3. Ustel Spline

Burada, kardinal spline egri ailelerinin daha genel sinifi olan iistel spline ailesinin ta-
nimlar1 ve bazi temel 6zellikleri Schoenberg 1946, Schoenberg 1987, Schoenberg 1988
kaynaklarindan yararlanilarak incelenecektir.

t #0,t # 1 olmak tizere, t € R yadat € C olacak sekilde bir sabit olsun. O halde,

flz) =t
tistel fonksiyonu
flat1)=tf ()

fonksiyonel denklemini saglar. Bu durumda, “Bu fonksiyonel denklemi saglayan 3, kii-

mesinin elemanlar1 nelerdir?” sorusu aklimiza gelir (Schoenberg 1987). Bu sorunun ce-
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vabi asagidaki gibi verilir:
Onteorem 3.30.

S(x+1)=1tS(x) (3.12)
fonksiyonel denklemini saglayan 3, kiimesinin S (x) en genel hali, ¢y sabit olmak iizere,

S(x) =« Z ! N1 (z — j)

j=—00

dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Ispat N,.; = N olmak iizere,

gosterimini kullanirsak, ¢S (z) = ) t¢;N(x — j) iken,

j=—o0

S@+1) =Y ¢N@+1-j4)= Y c¢uN(z—j)

j:—oo j:foo

olarak bulunur. Buradan (3.12) bagintis1 géz oniine alinirsa,
Cjy1 =l
elde edilir. Sonug olarak, tiim j’ler icin,
cj = cotj
olur ve buradan istenilen sonug elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoen-

berg 1988). U

Tanmm 3.31. ¢t # 0 ve t # 1 olmak iizere, t parametresine bagli n. dereceden bir iistel
spline,

O, (xit) = Y Ny (2 — ) (3.13)

j=—00
seklinde ile tamimlamr. Burada, N, (z) € S,—1 ve ®,, (z;t) € ), dur (Schoenberg 1946;
Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).
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Onteorem 3.32. (3.13) bagintisinda verilen iistel spline
O, (z+ 1;t) = tP,(x; 1) (3.14)
saglar ve O < x < 1 araligindaki polinom

1 n
O, (x;t) = " (1 — t_l) x" + (n’den kiigiik dereceli terimler) (3.15)

seklindedir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.4. Ustel Euler Polinom ve Spline Egri Aileleri
3.4.1. Ustel Euler polinomlari

Tanmm 3.33. H,(x,u) = "+ (n’den kiigiik dereceli terimler) olacak sekilde bir monik
polinom, u # 0 ve u # 1 olmak iizere, u parametresine bagl n. dereceden iistel Euler

polinomu,

Hy(zu) =n!(1—u") " ®y(z5u), 0<2<1 (3.16)
seklinde tanimlanir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

(3.16) bagintsi, = € [0, 1] olmak iizere,

1\
O, (r;u) = MHn(x;u) (3.17)

n!

seklinde de yazilir.
Binom katsayilar1 yardimuiyla, tistel Euler polinomlariin katsayilar1 asagidaki Teorem

3.34 ile verilir:

Teorem 3.34.

H,(z;u) = 2™ + (711) Hy (w)a" ™ + (Z) Hy (w)a" 2+ ...+ H, (u) (3.18)
dir (Schoenberg 1946, Schoenberg 1987; 1988).

Yukarida verilen teoremde, H,(z;u) Appell tipli bir polinom ailesidir ve

H! (v;u) = nH,_1(x;u)
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ozelligini saglar ve H,, (x;u) Frobenius-Euler polinomlar1 olarak da bilinir. H,, (u) katsa-
yilar ise, (2.19) bagintisinda tanimlanan Frobenius-Euler sayilaridir. Yani,

u—1 > z
=D Ha(u) >

u — e*

n=0
tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoen-
berg 1988; Simsek, 2013a). Ayrica, (3.18) bagintis1 yardimiyla, (2.18) bagintisinda verilen

H,,(z;u) Frobenius-Euler polinomlarinin tistel iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Yani,

oo

u—1 Z"

et = E H,(x;u)—

U — e? n!
n=0

seklinde tanimlanir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988;
Simsek, 2013a).

Ayrica, H,, (u) ile gosterilen Frobenius-Euler sayilari,

An(u)

)= =1

(3.19)
biciminde de yazilir ve boylece (2.19) bagintist kullanilarak

u—1 _f: Aplu) 2"
u—e (u—1)"n!

n=0

elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Teorem 3.35. A, (u) katsayilari tam sayt olan (n — 1) . dereceden u’nun bir polinomudur
ve N, .1(x), B-spline arasindaki iliski asagidaki gibi verilir:

n—1

An(u) =0y N (j + Do? (3.20)

J=0

(Schoenberg 1946, Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

(2.14) bagintisinda verilen Eulerian sayilar ile B-spline arasindaki iliski asagidaki
gibi verilir:
E (n,k) =n!N,q (k)
(He 2012).

Ayrica, A, (u) polinomu asagidaki sekilde de tanimlanir:

—(1An(”) =Y w1y (3.21)

- u)"+1 v=0
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(Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bunlara ek olarak, A, (u) polinomlarinin \,, sifir-

lar1 basit ve negatiftir ve bunlar1 asagidaki gibi yazabiliriz:
Ml < Apa < o< A < N < 0,
ve boylece
AMAn—1 =X =...=1

dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.4.2. Ustel spline ailelerinin insasi

(2.19) bagintis1 kullanilarak,

u—lz(u—ez)ZHn(u)Z—T

elde edilir. Buradan,
Z’fl

o0 . oo Zn
u—lzuZHn(u)m—e ZHn(u)m
n=0 ) n=0 ’

bulunur. O halde yukaridaki bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

. 2" = (1 2"

N AU 3 (j)Hj W

n=0 n=0 j=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde Zn—f ifadesinin katsayilar1 karsilagtirilirsa, n > 1
i¢in,
n
1

elde edilir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

uH, (u) =1+ ( )Hl (u) + ...+ H, (u) (3.22)

(3.22) bagintisinda 6zel olarak u = 2 alinirsa,

m&m:1+CDHmm+“f%(

n

:>1¥n1(2) (3.23)

n—1
bulunur. Ayrica (3.23) bagintis1 kullanilarak, H,, (2) polinomlart igin asagidaki Cizelge
3.6 elde edilir:

Cizelge 3.6. H,(2) i¢in baz1 degerler

H,(2) | 1|1]3|13]|75| 541 | 4683 | 47293
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Cizelge 3.6 ve (2.28) bagintis1 yardimiyla, Fubini sayilar1 ve H,, (2) sayilar1 arasindaki
asagidaki gibi verilir:
H, (2) =w,(n).
Cizelge 3.6 ve (3.18) bagintis1 yardimiyla, H;(x;2) polinomlar agsagidaki gibi yazi-
labilir:

Hy(2;2) = 2" + 7% + 632° + 4552 + 26252° + 113612° + 32781z + 47293,

Diger yandan, (2.18) bagintisin1 kullanarak,
(1—u)e*=e ZHn(x,u)m - uZHn(x,u)m
n=0 n=0

elde edilir. Buradan,

S (1w o2 = > (Zn: (’;) Hy () — an(:L‘;u)> z

n=0 n=0 \7=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde % ifadesinin katsayilar1 karsilagtirilirsa,

n

(1-wa" =Y (?) Hy (25 0) — wHy (5 0) (3.24)

=0
elde edilir. Bu da H,,(z; u) polinomlarini hesaplamak icin bir bagka formiildiir.
3.4.3. S smifinda iistel Euler polinomlar ailesi

Bu alt boliimde, <, sinifindaki iistel Euler spline ailelerinin tanimini ve 6zelliklerini Sc-

hoenberg 1987, Schoenberg 1988 kaynaklarindan yararlanilarak verilecektir.

Tamm 3.36. S, sinifinda iistel spline,

1
O (z;u) = ud,(z + X w) (3.25)
seklinde tanimlanir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Orta nokta iistel Euler polinomlarin tanimi asagidaki gibi verilir:

Tamm 3.37. Orta nokta iistel Euler polinomlart

s, (r;u) = Hy, (m + %; u) (3.26)

seklinde tanimlanir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
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Bir bagka ifadeyle, (3.1) bagintisinda x yerine x + % yazilirsa, s, (x; u) polinomlart

u—l +1
R E n 3.27
- s, (z5u) ( )

tistel iiretec fonksiyonu ile tanimlanir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
Buradan, (3.27) bagintis1 kullanilarak,

sn(x;u):a:"+( )bl( ) W (7))

elde edilir. Ayrica, (3.27) bagintisinda = 0 yazilirsa ve yukaridaki baginti goz oniine

alinirsa,
o0

u_]. z
2 3.28
u—ez2 Z ( )

n=0

bulunur. Buradan (3.28) bagintis1 yardimiyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.38. Katsayilari tamsayt ve derecesi n olan monik p,,(u) polinomlari,

lirete¢ fonksiyonu ile tanmimlanmir. Burada,

P (1) = 2" (u = 1)"b (u)
dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Yukarida verilen iirete¢ fonksiyonu yardimiyla, N, (z) B-spline ailesi ile p,,(u) po-

linomlar1 arasindaki iligki asagidaki gibi verilir:

pn(u) = 2"n! Z N (J + §)U]
7=0
Buradan, p,,(u) polinomu acik halde asagidaki gibi yazilir:

o

o) Z (2u+1)"u"

_ n+1
(1 —u)nt g

(Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Ayrica, p,(u) = 1 olmak iizere, p, (u) polinomu,

Por1(w) = (14 2n+ 1) u) p,(u) + 2u (1 —u) p,(u) (3.29)
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rekiirans bagintisin1 saglar. Bunlara ek olarak, p,(u) nin sifirlar1 basit ve negatiftir ve

bunlar1 asagidaki gibi yazabiliriz:

Py < g < oo < g < g <0,
ve boylece
Pty = P _1fiy = .. =1
dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Simdi de (3.29) bagintisinda verilen rekiirans bagintisini kullanarak, Schoenberg (1987)

tarafindan p,, (u) polinomlarinin birkag¢ degerini asagidaki gibi verilir:

po(u) = 1,

pi(u) = u+l,

po(u) = u®+6u+1,

ps(u) = u®+23u* 4+ 23u + 1,

py(u) = ut+ 760 + 230U + T6u + 1,

ps(u) = u®+237u + 1682u° + 1682u” + 237u + 1.

3.4.4. Ustel Euler spline egri aileleri

Burada, iistel Euler spline ve orta nokta iistel Euler spline egri ailelerinin tanimlar1 Scho-
enberg 1987, Schoenberg 1988 kaynaklarindan yararlanilarak incelenecektir.
(3.17) denklemi yardimiyla, ®,(0; u) # 0 olmak iizere, u parametresine bagli n. de-

receden iistel Euler spline agagidaki sekilde tanimlanir:

q)n(x§u)
(I)n((]; u) '

Burada S, (z;u) € S, ve v € Z igin S, (v;u) = u" dir (Schoenberg 1987; Schoenberg
1988).

Sn(x;u) = (3.30)

(3.17) denklemi yardimiyla, u parametresine bagli n. dereceden iistel orta nokta Euler
spline asagidaki sekilde tanimlanir:
(i) = 2ol E s
n(g; u)
Burada S (z;u) € % ve j € Zigin S} (j;u) = u/ dir (Schoenberg 1987; Schoenberg
1988).
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3.5. Bernoulli Monospline ve Kardinal Monospline

Bu boliimde, Bernoulli monospline’lart tantmlamak icin Bernoulli polinomlar1 ve Berno-
ulli fonksiyonlarinin iyi bilinen bazi 6zelliklerini verelim.

Bernoulli fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

(2.2) denkleminde verilen Bernoulli polinomlarinin tanimi kullanilirsa asagidaki so-

nug elde edilir:
B(r) =) ( ) (z — [2])’ Bn_j. (3.31)
Ayrica,

Bo(z) = no (n> B zj: (1) [ (3.32)

olarak bulunur.

oldugundan, 0 < z < 1 olmak iizere,

B,(z+1) = B,(z),

B, (z), periyodu 1 olan periyodik bir fonksiyondur (Apostol 1976; Simsek 2010; Milo-
vanovi¢ ve Simsek 2020).
Asagida iyi bilinen, periyodik fonksiyon ve tam deger fonksiyonun 6zellikleri kulla-

nilarak, Bernoulli fonksiyonunun Fourier acilimi kolaylikla bulunur. Yani,

{e} =z~ [u]

olmak iizere, 0 < {z} < 1 bagintis1 kullanilarak,

elde edilir. Buradan
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bulunur. Buradan, Bernoulli polinomlarinin Fourier serisi,

e 2wimx
_ N e
By(a) = —pl2mi)” 3 T
m:;ooo

elde edilir (Apostol 1976; Simsek 2010; Milovanovi¢ ve Simsek 2020).

O halde, Bernoulli monospline asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanmm 3.39. v, (z) € $3,,_1 olmak iizere, Bernoulli fonksiyonu yardimryla Bernoulli mo-
nospline,

O () = By (z) — 2" € Sy (3.33)

seklinde tanimlanmir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Yukaridaki tanimdan goriilecegi gibi 1, (x) Bernoulli monospline ailelerinden olu-
san kiime (n — 1). dereceden kardinal spline ailesinin bir alt kiimesidir. v,, (z) € ;4
oldugundan, ,,_; her eleman1 i¢in Bernoulli fonksiyonlarinin Fourier serileriyle iliskisi
vardir. Bernoulli monospline yardimiyla basta Kardinal spline egri ailesi, Bezier egrileri
ve diger diger spline egri aileleri arasindaki iligkiler incelenebilir. Bernoulli monospline
ailesinin Fourier serileri ve Fourier doniisiimleri incelenip bunlarin diger alanlarina uygu-

lamalar1 da arastirilabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Eulerian Sayilarim Iceren Formiiller ve Bagitilar

Bu boliimde, Kardinal spline egrileri ve B-spline egrileri ingasinda dnemli bir rol oynayan
Eulerian sayilarini iceren baz1 formiiller ve bagintilar verilecektir. Bu sonuclar yiiksek
mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayilarini, yiiksek mertebeden Bernoulli sayilarini,

Catalan sayilarim ve ikinci tiir Stirling sayilarini icermektedir.

Teorem 4.40. n € N olmak iizere,

'n, n

DS S e () () e

7=0 v=0

B

dir (Gun ve Simsek 2020a).

Ispat (2.25) bagntis1 (2.15) bagimtistyla birlestirilirse,
k4+n—1
k+n .
()= 3 (@)t
olarak bulunur. Yukaridaki bu baginti ile (2.15) bagintis1 birlestirilirse asagidaki denklem
elde edilir:
k+n\—1 k+n—1 j .
“n N v k+n+1Y\,. n
B} oG (-1) (i)( . )(g+1—v)+’“. 4.1)
0

n!
j:

[e=]

v=

Buradan (4.1) denkleminde & = n alinirsa,

B — (Qn) i j ( )(2": 1) G+1-0)™

j=0 v :0

elde edilir. Buradan da verilen teoremin ispat1 tamamlanmis olur (Gun ve Simsek 2020a).

O

(2.38), (2.23) ve (2.27) bagmtilar1 kullamilarak, negatif kuvvetli Bernoulli sayilari,
ikinci tiir Stirling sayilar1 ve Catalan sayilar1 arasindaki iligki asagidaki sekilde verilir.

n € N olmak iizere, Gun ve Simsek (2020a) tarafindan asagidaki bagint1 verilmistir:
Sy (2n,n) = (n 4+ 1)C,BL™. (4.2)

Bu bagint1 yardimiyla Catalan sayilari, negatif Bernoulli sayilar1 ve Eulerian sayilar ara-

sindaki asagidaki formiiller ispatlanacaktir.
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Teorem 4.41. n € N olmak iizere,

(m)_ ___ ~
B = n—i—l'C’ Z() (2n, 5) (4.3)

dir (Gun ve Simsek 2020a).

ispat (2.25) ve (4.2) bagitilar1 kullanilarak,
2n—1
(n+1)C, = Z < ) (2n, j)
7=0

elde edilir. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa verilen teoremin ispati

tamamlanmig olur (Gun ve Simsek 2020a). O

(4.2) ve (2.25) bagintilar1 kullanilarak, negatif kuvvetli Bernoulli sayilar1 ve Eulerian

sayilar1 arasindaki iliski asagidaki Onerme 4.42 ile verilir:

Onerme 4.42. n € N olmak iizere,

S, s

7=0 d=0

dir (Gun ve Simsek 2020a).

Teorem 4.43. n € N olmak iizere,

(7n): 1 2n—1 ] "
B S T — () & (1)

dir (Gun ve Simsek 2020a).

Ispat (4.3) bagntisi,
C = 2n+1\ 5 2n
n+1 n+1

yukaridaki iyi bilinen Catalan sayilar1 i¢in hesaplama formiilii ile birlestirilirse,

(_n): 1 2n—1 ] . .
B e ) & (7).

elde edilir. Buradan da verilen teoremin ispati tamamlanmis olur (Gun ve Simsek 2020a).

0
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4.2. Spline Egri Ailelerini Iceren Formiiller ve Bagmntilar
4.2.1. Kardinal tipli spline ailelerini iceren formiiller ve bagintilar

Burada Frobenius-Euler polinomlari, Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler poli-
nomlar1, Apostol-Genocchi polinomlari, iistel tipli Euler polinomlari, Kardinal tipli spline
ve B-spline ailelerini i¢eren formiiller ve bagintilar verilecektir.

Orta nokta iistel Euler polinomlar: ile Frobenius-Euler polinomlar1 arasindaki iliski

asagidaki Teorem 4.44 ile verilir:

Teorem 4.44. n € Ng olmak iizere,

5, (7;u) = Xn:( >i; ( > " 2F T H, i (u) (4.4)

7=0

elde edilir.

Ispat (3.27) bagintisinda verilen asagidaki iirete¢ fonksiyonu
u—1 elr+2 Zs x;u)
U — ez "

ve (2.19) bagintist yardimiyla,

= 1\" 2"
S ( -] —
ERE S IACE W
elde edilir. Buradan yukarldakl denklemin sag tarafinda Cauchy carpimi uygulanirsa,
1)’ 2n
S st 5= (s (45) 5
n=0 j=0
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,
J : n
S st 5= () s 0 Y (1)t
’ n=0 j=0 k=0

bulunur. Bu son denklemin her iki tarafinda 2—7,1 ifadesinin katsayilar1 karsilagtirilirsa, iste-

nilen sonug elde edilir. 0

(4.4) bagitisinda x = 0 alimrsa ve (3.28) ve (3.26) denklemi kullanilirsa, asagidaki

teorem elde edilir:
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Teorem 4.45. n € Ng olmak iizere,

dir.

Teorem 4.46. n € N olmak iizere,

11 nu
B, <x + 3 E) =71_ usn,l(a:, w) 4.5)

dir.

Ispat (3.27) bagintisinda verilen s, (x; u) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

o0

TU (o) L (o) 2 )
— S5p (25 -
ez—ue +ez—ue ; (v u)n!
bulunur. Buradan, gerekli diizenlemeler yapilirsa,
z (x—f—l)z z (x—i—l)z _ - . 2"
——e\"2) p ———————e\"T2) =2 ¥ 5, (viu)—
Ler—1 u (e —1) nZ:O ( )n!

elde edilir. (2.41) bagintis1 kullanilarak,
3 112" 1y 11 .27 - P

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %T ifadesinin katsayilari karsilastirilirsa, orta nokta

tiste] Euler polinomlar ile Apostol-Bernoulli polinomlar: arasindaki iligki elde edilir. [J

Mathematica Uygulamas1 9. (2.43) ve (2.44) denklemlerinde m = 1 alinarak, (4.5) ba-
gntisi ile verilen s, (x; u) polinomlarini hesaplayan ve x parametresi i¢in rastgele se¢ilmis
bir 6zel aralikta, u = —% ve u = 5 durumlari i¢in grafigini ¢izen Mathematica uygulamasi

asagidaki gibidir:

1 B1[n_,\[Lambda]_]:=n=Sum([j!((-\[Lambdal])*j/(\[Lambda]-1)*(j+1))StirlingS2[n-1,],{j,0,n-1}];
B2[x_,n_,\[Lambda]_]:=Sum[Binomial[n,j]x*(n—j)B1[j,\[Lambda]],{j,0,n}]; S[n_,u_]:=(1/(u*n)
) (B2[x+1/2,n,1/u]-u B2[x+1/2,n,1/u]); MidSplinePlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[S[x,
n, =1/2], {n, 1, 5}, {x, -1/2, 1/2}, PlotLegends —> {StringJoin["\[GothicS]", ToString[
ToExpression["{HoldForm}[_{1}_\eft(x;_—\\frac{1}{2}\\ right)]", TeXForm)],
TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {2} _\\left
(x;_—\\frac{1}{2)\\right) ]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[

64



BULGULAR VE TARTISMA

D. GUN

ToExpression["{HoldForm}[ {3} _\left(x; —\\frac{1}{2}\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {4}, \\left
(x;_—\frac{1}{2)\\right) ]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[
ToExpression["{HoldForm}[_{5} \left(x; —\\frac{1}{2}\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm]j}]

> Export["'mid1.png", MidSplinePlot1]

; MidSplinePlot2 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[S[x, n, 5], {n, 1,

501, {x, -1/2, 1/2},
PlotLegends —> {StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{1}._\left(x
;.O\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[
ToExpression["{HoldForm}[_{2} _\\left(x;_5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]],
StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {3} \eft(x;_5\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{
HoldForm}[_{4}_\eft(x;_5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]",
ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{5} _\left(x;_5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm

13

+ Export["'mid2.png", MidSplinePlot2]

[

Mathematica uygulamas1 9 yardimiyla, s,(z; —3) ve s,(x;5) polinomlarmin z €

%, %} araligindaki grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 4.20 ve Sekil 4.21 ile verilir:

=]
T

=]

Sekil 4.20.n € {1,2,3,4,5} ve x € [—%, %} icin s, (; —%) polinomlarinin grafigi
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— 84(x:5)
s;_l".'-f: 5}
81(%; 5)

—_— 54“{: 5}

_— — (x5

Sekil 4.21.n € {1,2,3,4,5} ve x € [—%, %} i¢in s,,(x; 5) polinomlarinin grafigi

(2.54) ve (3.16) bagintilar1 yardimiyla asagidaki tanim verilir:

Tanim 4.47. G, (x; ’71) = 2"+ (n’den kiiciik dereceli terimler) olacak sekilde bir monik
polinom, v # 0 ve u # 1 olmak iizere, u parametresine bagli n. dereceden iistel spline

yardimiyla Apostol-Genocchi polinomu,

-1 2(n+ 1)yt
Gn (x;—)z—q)nx;u, 0<z<1 4.6
+1 U (u — 1)n+1 ( ) ( )

seklinde tanimlanir.

(4.6) bagintisinda ©w = —1 alinirsa, asagidaki bagint1 elde edilir:

D, (z;—1) = 2 !Gn (x).

(n+1)
(3.17), (3.30) ve (4.6) denklemleri kullanilarak, iistel Apostol-Genocchi spline asagi-

daki gibi tanimlanir:

Tanmmm 4.48. v # 0, u # 1 ve G, (_1) # 0 olmak iizere, u parametresine bagl n.

dereceden iistel Apostol-Genocchi spline,

. Ont1 (fB; _71)

(T u) = 4.7
gn (5 0) G () (4.7)

seklinde tanmimlanir.

Benzer sekilde, (3.17) ve (3.30) bagintilar kullanilarak, tistel Apostol-Bernoulli spline

ve iistel Apostol-Euler spline egri aileleri de tanimlanabilir.

66



BULGULAR VE TARTISMA D. GUN

(3.13) ve (4.6) bagintilar1 kullanilarak, Apostol-Genocchi polinomlari ile B-spline egri

ailesi arasindaki iliski asagidaki gibi verilir:

Tammm 4.49. v # 0 ve u # 1 olmak iizere, B-spline egri ailesi yardimiyla Apostol-
Genocchi polinomlari
G —1\  2(n+1) i N L (2 — )
1 (5 —m u nt1 (T —

j=—o00

seklinde tanimlanir.

(2.54), (3.19) ve (3.20) bagintilar1 kullanilarak, Apostol-Genocchi sayilart ile B-spline

arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilir:

Teorem 4.50. u # 0, u # 1 ve n € N olmak iizere,

-1\ _ 2(n+1)! — : j+1
Gnt1 (7) = (0 — 1)n+1 ;Nn+l (J+1)uw™. (4.8)

(3.3) ve (4.8) bagintilar1 kullanilarak, Apostol-Genocchi sayilari i¢in asagidaki baginti

elde edilir:

Teorem 4.51. u # 0, u # 1 ve n € N olmak iizere,

G () = 2 S S (M -

v (u =0 v=0

(2.55) bagintis1 yardimiyla, Apostol-Euler polinomlar1 ve Apostol-Bernoulli polinom-

lar1 agagidaki gibi verilir:

Tamm 4.52. &,(z; 1) = 2™+ (n’den kiigiik dereceli terimler) olacak sekilde bir monik
polinom, u # 0 ve u # 1 olmak iizere, u parametresine bagli n. dereceden iistel spline

yvardimiyla Apostol-Euler polinomu,

-1 2nlyntt
ol — )| = ———P,(r;u), 0<x<1 4.9
( u> (u—l)n+1 (3 u) (49)
seklinde tanimlanir.
Ozel olarak, (4.9) bagintisinda v = —1 alinirsa,

2TL
D, -1) = 1 B, () (4.10)

n!
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elde edilir. Buradan, yukaridaki bagint1 yardimiyla,
B, (2;-1) = (“) DB,
=0

elde edilir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

Mathematica Uygulamasi 10. (2.49) denkleminde m = 1 alinarak, (4.9) ve (4.10) ba-
gmntilari ile verilen ®,,(z;u) polinomlarinin x parametresi i¢in rastgele secilmis bir 6zel

aralikta, u = —% ve v = 1 durumlari icin grafigini ¢cizen Mathematica uygulamasi asagi-

daki gibidir:

1 E1[x_,n_,u_]:=2+Sum[Binomial[n,k]x"(n-k)j!((—u)*j/(u+1)"(j+1))StirlingS2[k, ],{ k,0,n},{j ,0,k];
\[ CapitalPhi] [x_,u_]:=E1[x,n,—1/u]((u-1)*(n+1))/(2=n!xu”(n+1));MonoSplinePlot1 = Plot[
Evaluate[Simplify [Table[\[CapitalPhi] [x, —=1/2], {n, 0, 5}]II, {x, 0, 1}, PlotLegends —>
{StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {1} \eft(x; -\
frac{1H{2\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",
ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {2} \eft(x;_-\\frac{1}{2\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[
_{3}_\eft(x;_—\\frac{1}{2)\\right) ] ", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[
FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {4} _\left(x;_-\\frac{1}{2}\\right)]
", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression
["{HoldForm}[_{5}_\left(x;_—\\frac{1}{2}\\right) ] ", TeXForm], TraditionalForm]]}]
> Export["'mono1.png", MonoSplinePlot1]
s MonoSplinePlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[\[CapitalPhi] [x, —1], {n, 0, 5}]]], {x, O,
1}, PlotLegends —> {StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm
{1} \eft(x;_—1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",
ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{2}_\left(x;_-1\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}|
_{3}_\left(x;_~1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",
ToString[ToExpression["{HoldForm}[ {4} _\left(x;_-1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm
11, StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{5}_\left(x;_—1\\
right)]", TeXForm], TraditionalForm]J}]
+ Export["'mono2.png", MonoSplinePlot2]

Mathematica uygulamasi 10 yardimiyla, ®,(z;—3) ve ®,(x;—1) polinomlarinin
x € [0,1] ve aralifindaki grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 4.22 ve Sekil 4.23 ile

verilir:
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Sekil 4.22.n € {0,1,2,3,4,5} ve z € [0,1] i¢in ®,,(z; —3) polinomlarinin grafigi

5
T

|

©

x;-1)
2(x;=1)
=1
=1
s(x; -1}

|

|
g
™

‘II
H
wll
I"-,Ill ||
|
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n
T
|
|
|
|
=2
i

Sekil 4.23.n € {0,1,2,3,4,5} ve x € [0, 1] i¢in @,,(; —1) polinomlarinin grafigi

(3.13) ve (4.9) bagintilar1 yardimiyla, Apostol-Euler polinomlar: ile B-spline egri

ailesi arasindaki iligki agagidaki gibi verilir:

Tamim 4.53. u # 0 ve u # 1 olmak iizere, B-spline egri ailesi yardimiyla Apostol-Euler

polinomlart

-1
i (I’7> T (u— 1)t Z W N (2 =)

u — 1
]_—OO

seklinde tanimlanir.

(2.55), (3.19) ve (3.20) bagmtilar kullanilarak, Apostol-Euler sayilar ile B-spline

arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilir:
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Teorem 4.54. u # 0, u # 1 ve n € N olmak iizere,

n—1

-1 2n! .
(‘:n _— | = — Nn )+ 1 Uj+1.
( w ) (u— 1)n+1 jZO +1(J )

Tanmm 4.55. B, (z; ’71) = 2"+ (n’den kiigiik dereceli terimler) olacak sekilde bir monik
polinom, v # 0 ve u # 1 olmak iizere, u parametresine bagli n. dereceden iistel spline

yvardimiyla Apostol-Bernoulli polinomu,

1 (n+ 1)yt
+1 (m ) = (a 1)n+1 (x;u) z ( )

seklinde tanimlanir.

(3.13) ve (4.11) bagintilar1 yardimiyla, Apostol-Bernoulli polinomlari ile B-spline egri

ailesi arasindaki iligski asagidaki gibi verilir:

Tanim 4.56. v # 0 ve u # 1 olmak iizere, B-spline egri ailesi yardimiyla Apostol-

Bernoulli polinomlari

seklinde tanimlanir.

(2.55), (3.19) ve (3.20) bagintilar1 kullanilarak, Apostol-Bernoulli sayilar1 ile B-spline

arasindaki iliski asagidaki teorem ile verilir:

Teorem 4.57. u # 0, u # 1 ve n € N olmak iizere,

n—1
1
B (a) - n+1 E :Nn+1 g+ 1wt
_ ~

elde edilir.

4.2.2. Bernoulli monospline egri ailelerini iceren bagintilar ve formiiller

Burada, Bernoulli fonksiyonu yardimiyla inga edilen Bernoulli monospline egri ailelerini
iceren formiiller verilecektir.
(3.31) ve (3.33) bagintilar1 yardimiyla,

D (@) = Z (") (@ — [2])’ Bp_y — 2™

=0
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bulunur. Buradan
n—1
n n " n ;
(@ = (1) @t =an+ X (0) - 1) B
j=0
elde edilir. Yukaridaki bagintida gerekli diizenlemeler yapilirsa,

bo(r) =3 (3) et 4 z (") ey oy

k=0

bulunur. Sonug olarak, asagidaki teoreme ulasilir:

Teorem 4.58. n € N olmak iizere,

o () = Z (3) ottt + (%) o 1) By

elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda B-Spline egrileri ile Eulerian tipli polinomlar arasindaki iligkiler in-
celenmis ve bunlarin uygulamalar1 verilmistir. B-spline egrilerinin iligkili oldugu, kardi-
nal spline, iistel spline, iistel Euler spline, Bernoulli monospline ve Bézier egri aileleri
gibi baz1 6zel egrinin tanimlar1 verilmistir ve temel 6zellikleri incelenmistir. Spline egri
aileleri ile iligkili olan Bernoulli tipli say1 ve polinom, Euler tipli say1 ve polinom, Ge-
nocchi tipli say1 ve polinom aileleri gibi bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonk-
siyonlar1 verilmistir. Bu 6zel say1 ve polinomlar ailesi ile kardinal tipli spline egri aileleri
de tanimlanmig ve bunlarin Wolfram Mathematica paket programi yardimiyla grafikleri
cizilmistir. Ayrica, Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli monospline arasindaki iliskiler de ve-
rilmigtir. Bunlara ek olarak, Eulerian tipli say1 ve polinomlar, ikinci tiir Stirling sayilari,
yiiksek mertebeden Bernoulli sayilari, Catalan sayilar1 gibi iyi bilinen baz1 6zel say1 ve

polinomlar ailelerini iceren formiiller, bagintilar ve 6zdeslikler elde edilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin bazilar asagida 6zetlenmistir:

Negatif kuvvetli Bernoulli sayilari, Catalan sayilar1 ve Eulerian sayilarin iceren ba-
gint1 Teorem 4.41 teoremiyle ifade edilmistir.

Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler polinomlar1 ve Apostol-Genocchi poli-
nomlari ile B-spline egri aileleri arasindaki iligkiler, sirasiyla Tanim 4.49, Tanim 4.53 ve
Tanim 4.56 tanimlarinda verilmistir. Ayrica, bu tez caligmasinda Tanim 4.49 yardimiyla
Teorem 4.50 ve Teorem 4.51 teoremleri elde edilmistir. Bunlara ek olarak, Tanim 4.53 ve

Tanim 4.56 tanimlar1 kullanilarak da sirasiyla Teorem 4.54 ve Teorem 4.57 elde edilmistir.

72



KAYNAKLAR

D. GUN

6. KAYNAKLAR

Abramowitz, M. and Stegun, 1. A. 1972. Handbook of Mathematical Functions with

Formulas, Graphs and Mathematical Tables. Dover Publication, New York, 1045
p.

Acikgoz, M. and Araci, S. 2010. On the generating function for Bernstein polynomials.
In: American Institute of Physics Conference Proceedings CP1281, 1141-1144.

Apostol, T. M. 1951. On the Lerch zeta function. Pac.-Asian J. Math., 1 (2): 161-167.

Apostol, T. M. 1976. Introduction to Analytic Number Theory. Undergraduate Texts in
Mathematics, Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 338 p.

Araci, S., Acikgoz, M. and Sen, E. 2014. Some new formulae for Genocchi numbers and

polynomials involving Bernoulli and Euler polynomials. Int. J. Math. Math. Sci.,
2014: 1-7.

Back , A. and Sonnendriicker, E. 2011. Spline discrete differential forms. Application to
Maxwell” s equations. Hal Id: hal-00568811, 1-26.

Bartle, R. G. and Sherbert, D. R. 2011. Introduction to Real Analysis. John Wiley &
Sons, 402 p.

Bartels, R. H., Beatty, J. C., Barsky, B. A. 1987. An Introduction to Splines for Use in
Computer Graphics and Geometric Modeling. Morgan Kaufmann, 476 p.

Bayad, A., Kim, T., Lee, S.H. and Dolgy, D.V. 2011. A note on the generalized Bernstein
polynomials. Honam Math. J. 33 (56): 1-11 .

Bayad, A. and Kim, T. 2016. Identities for Apostol-type Frobenius—Euler polynomials

resulting from the study of a nonlinear operator. Russ. J. Math. Phys., 23 (2):
164-171.

Berndt, B. C. and Dieter, U. 1982. Sums involving the greatest integer function and

Riemann Stieltjes integration. J. Reine Angew. Math. 1982 (337): 208-220.

73



KAYNAKLAR D. GUN

Boor, C. de, Hollig, K. and Riemenschneider, S. 1993. Box Splines, Applied Mathema-
tical Sciences, Springer-Verlag New York, Inc. 200 p.

Boor, C. de. 1970. On calculating with B-splines, J. Approx. Theory 6 (1972) 50-62,
Collection of articles dedicated to J. L. Walsh on his 75th birthday, V, Proc. Inter-

nat. Conf. Approximation Theory, Related Topics and their Applications, Univ.
Maryland, College Park, Md.

Bretti, G. and Ricci, P. E. 2004. Multidimensional extensions of the Bernoulli and Appell
polynomials. Taiwanese J. Math., 8 (3): 415-428.

Bretti, G., Natalini, P. and Ricci,P. E. 2004. Generalizations of the Bernoulli and Appell
polynomials. Abstract and Applied Analysis, 2004 (7): 613-623.

Carlitz, L. 1959. Eulerian numbers and polynomials. Math. Mag., 32 (5): 247-260.
Carlitz, L. 1969. Generating functions. Fibonacci Q., 7: 359-393.

Carlitz, L., Roselle, D. P. and Scoville, R. 1966. Permutations and sequences with repe-

titions by number of increase. J. Comb. Theory 1: 350-374.

Charalambides, C. A. 2005. Combinatorial Methods in Discrete Distributions. Wiley-
Interscience, John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey. 433 p.

Conway, J. H. and Guy, R. K. 1996. The Book of Numbers, Springer-Verlag, New York,
310 p.

Comtet, L. 1974. Advanced Combinatorics: The Art of Finite and Infinite Expansions.

Reidel Publishing Company, Dordrecht-Holland, Boston, 343 p.

Disibiiyiik, C. and Ulutas, S. 2020. A B-spline approach to -Eulerian polynomials. J.
Comput. Appl. Math., 366: 112427, 1-12.

Disibiiytik, C., Budak¢i, G. Goldman, R. and Orug, H. 2014. Generating functions for

B-Splines with knots in geometric or affine progression. Calcolo, 51: 599-613.

Elezovic, N. 2015. Asymptotic expansions of gamma and related functions, binomial

coefficients, inequalities and means. J. Math. Inequ., 9 (4): 1001-1054.

74



KAYNAKLAR D. GUN

Erdelyi, A. 1953. Higher Transcendental Functions. The Bateman Manuscript Project.
Vol. I-III. McGraw Hill Book Company, Inc., New York.

Ewell, J. 1975. On sums of consecutive k-th powers, k = 1,2. Math. Mag. 48 (4): 203—
207.

Faulhaber, J. 1631. Academia Algebra, Darinnen die miraculosische Inventiones zu den
hochsten Cossen weiters continuirt und pro tiert werden, call number QA154.8

F3 1631a f MATH at Stanford University Libraries, Johann Ulrich Sché6nigs,

Augspurg [sic], 1631.

Farouki, R. T. 2012. The bernstein polynomials basis: a centennial retrospective. Com-

put. Aided Geom. Design, 29: 379-419.

Gamkrelidze, R. V. 1990. Analysis II: Convex Analysis and Approximation Theory.
Springer-Verlag, 255 p.

Good, I. J. 1975. The number of ordering of n candidates when ties are permitted. Fibo-

nacci Quarterly, 13 (1): 11-18.

Goldman, R. 2002. Pyramid algorithms, a dynamic programming approach to curves and
surfaces for geometric modeling, in: The Morgan Kaufmann Series in Computer

Graphics and Geometric Modeling, Elsevier Science, San Francisco.

Goldman, R. 2012. Generating Functions for Uniform B-Splines. In International Con-

ference on Mathematical Methods for Curves and Surfaces, pp.172—188.

Goldman, R. and Simeonov, P. 2012. Formulas and algorithms for quantum differenti-
ation of quantum Bernstein bases and quantum Bezier curves based on quantum

blossoming. Graph. Models, 74 (6): 326-334.

Goldman, R., Simeonov, P. and Simsek, Y. 2014. Generating functions for the ¢-

Bernstein bases. SIAM J. Discrete Math., 28 (3): 1009-1025.

Gun, D. and Simsek, Y. 2020a. Some new identities and inequalities for Bernoulli poly-

nomials and numbers of higher order related to the Stirling and Catalan numbers.

75



KAYNAKLAR D. GUN

RACSAM, Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat., Ser. A Mat., 114 (167):
https://doi.org/10.1007/s13398-020-00899-z.

Gun, D. and Simsek, Y. 2020b. Combinatorial sums involving Stirling, Fubini, Berno-
ulli numbers and approximate values of Catalan numbers. Adv. Stud. Contemp.

Math., 30 (4): 503-513.

Gun, D. and Simsek, Y. 2020c. Formulas associated with combinatorial polynomials and
two parametric Apostol-type polynomials. AIP Conference Proceedings 2293(1):
180007, 180007-1-180007-4.

Graham, R. L., Knuth, D. E. and Patashnik, O. 1994. Concrete Mathematics: A Fo-
undation for Computer Science. 2nd ed. Addison-Wesley Publishing Company,
Reading, Massachusetts, 657 p.

He, T.-X. 2011. Generalized exponential Euler polynomials and exponential splines.

Open Journal of Discrete Mathematics, 1: 35-42.

He, T.-X. 2012. Eulerian polynomials and B-spline. J. Comput. Appl. Math., 236 (15):
3763-3773.

Hollig, K. 2003. Finite Element Methods with B-splines. Society Industrial and Applied
Mathematics, Philadelphia, 145 p.

Jacobi, C. G. J. 1834. De usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae. J. Reine

Angew. Math. 12: 263-272.

Jordan, C. 1950. Calculus of Finite Differences. Chelsea Publishing Company, New
York, 652 p.

Kilar, N. 2017. Fubini Tipli Sayilar ve Bunlarin Urete¢ Fonksiyonlar1. Yiiksek Lisans

Tezi, Akdeniz Universitesi, Antalya, 39 s.

Kilar, N. and Simsek Y. 2017. A new family of Fubini numbers and polynomials associ-
ated with Apostol-Bernoulli numbers and polynomials. J. Korean Math. Soc., 54

(5): 1605-1621.

76



KAYNAKLAR D. GUN

Kilar, N. and Simsek, Y. 2020. Formulas involving sums of powers, special numbers and
polynomials arising from p-adic integrals, trigonometric and generating functi-

ons. Publ. Inst. Math., Nouv. S., 108 (122): 103-120.

Kim, T. 1999. On a g-analogue of the p-adic log gamma functions and related integrals.

J. Number Theory 76 (2): 320-329.

Kim, T. 2004. Sums of powers of consecutive g-integers. Adv. Stud. Contemp. Math.
(Kyungshang), 9 (1): 15-18.

Kim, D. S. and Kim, T. 2012. Some new identities of Frobenius—Euler numbers and

polynomials. J. Inequal. Appl., 2012 (307): 1-10.

Kim, T., Kim, D. S. and Kwon, J. 2021. Analogues of Faulhaber’s formula for poly-
Bernoulli and type 2 poly-Bernoulli polynomials. Montes Taurus J. Pure Appl.
Math., Article ID: MTJPAM-D-20-00033, 3(1): 1-6.

Kim, T. Rim, S.-H. and Simsek, Y. 2006. A note on the alternating sums of powers of
consecutive g-integers. Adv. Stud. Contemp. Math. (Kyungshang), 13(2): 159-
164.

Kim, T., Rim, S.-H., Simsek, Y. and Kim, D. 2008. On the analogs of Bernoulli and
Euler numbers, related identities and zeta and L-functions. J. Korean Math. Soc.,

45: 435-453.

Koshy, T. 2009. Catalan numbers with applications. Oxford University Press, New York,
NY, USA 422 p.

Kucukoglu, I. and Simsek, Y. 2016. A note on generating functions for the unification of

the Bernstein type basis functions. Filomat, 30 (4): 985-992 .

Kucukoglu, I. and Simsek, Y. 2017. Combinatorial identities associated with new fa-
milies of the numbers and polynomials and their approximation values, ar-

Xiv:1711.00850.

77



KAYNAKLAR D. GUN

Kucukoglu, I. and Simsek, Y. 2019. Identities and relations on the g-Apostol type
Frobenius-Euler numbers and polynomials. J. Korean Math. Soc. 56(1): 265—
284.

Kucukoglu, I., Simsek, B. and Simsek, Y. 2019. Multidimensional Bernstein polynomi-
als and Bezier curves: Analysis of machine learning algorithm for facial expres-

sion recognition based on curvature. Appl. Math. Comput. 344-345: 150-162.

Kurt, B. and Simsek, Y. 2013. On the generalized Apostol-type Frobenius—Euler poly-
nomials. Adv. Differ. Equ., 2013 (1): 1-9.

Knuth, D. E. 1993. Johann Faulhaber and sums of powers. Math. Comput., 61(203):
277-294.

Lin, M.-1. 1976. A Note on spline functions & indeterminate best quadrature formulae.

The Journal of National Chiao Tung University, 1: 175-184.

Lipschutz, S. 1991. Schaum’s outline of Theory and Problems of Linear Algebra.
McGraw-Hill, New York, 453 p.

Lorentz, G. G. 1986. Bernstein Polynomials, Chelsea Publishing Company, New York.

Luo, Q.-M. and Srivastava, H. M. 2005. Some generalizations of the Apostol-Bernoulli
and Apostol-Euler polynomials. J. Math. Anal. Appl., 308: 290-302.

Luo, Q.-M. and Srivastava, H. M. 2011. Some generalizations of the Apostol-Genocchi
polynomials and the Stirling numbers of the second kind. Appl. Math. Comput.,
217 (12): 5702-5728.

Mann, S. 2006. A blossoming development of splines. Synthesis Lectures on Computer

Graphics, 1(1): 1-108. doi:10.2200/s00041ed1v01200607¢cgr001

Micula, G. and Micula, S. 1999. Handbook of Splines. Mathematics and Its Applicati-
ons, Springer Netherlands, 621 p.

Milne-Thomson, L. M. 1980. Calculus of Finite Fifferences. American Mathematical

Society, 558 p.

78



KAYNAKLAR D. GUN

Milovanovié, G. V. and Simsek, Y. 2020. Dedekind and Hardy Type Sums and Trigono-
metric Sums Induced by Quadrature Formulas. In Trigonometric Sums and Their

Applications pp 183-228.
Penner, A. 2019. Fitting Spline to a Parametric Function. Springer, 79 p.
Petersen, T. K. 2015. Eulerian Numbers. Birkhéduser Basel, 456 p.

Putzer, P. L. and Hauss, M. 1993. Eulerian numbers with fractional order parameters.

Aequationes Math. 46: 119-142.

Rademacher, H. 1973. Topics in Analytic Number Theory. Grundlehren Math. Wiss.
169, Springer-Verlag, Berlin, 320 p.

Rainville, E. D. 1960. Special Functions. The Macmillan Company, New York, 365 p.

Riordan, J. 1958. An Introduction to Combinatorial Analysis. John Wiley Sons Inc., New
York, 244 p.

Roman, S. 1984. The Umbral Calculus. Academic Press, Inc., New York, 193 p.
Roman, S. 2015. An Introduction to Catalan Numbers. Birkhauser, 121 p.
Royden, H. L. 1988. Real Analysis. The Macmillan Company, London, 349 p.
Salomon, D. 2006. Curves and Surfaces for Computer Graphics. Springer, 460 p.

Schoenberg, 1. J. 1946. Contributions to the problem of approximation of equidistant

data by analytic functions. Quart. Appl. Math., 4: 45-99 and 112-141.

Schoenberg, I. J. 1987. Cardinal Spline Interpolation. Society for Industrial Mathema-
tics, 125 p.

Schoenberg, 1. J. 1988. Selected Papers, Volume 2 Edited by Carl de Boor, Springer

Science+Business Media, New York, Birkhiuser, Boston, 441 p.

Simsek, B. 2016. Bezier Egrileri ile Deforme El Modelinin Gelistirilmesi. Yiiksek Li-

sans Tezi, Akdeniz Universitesi, Antalya, 44 s.

79



KAYNAKLAR D. GUN

Simsek, B. and Yardimci, A. 2016. Using Bezier curves in medical applications. Filomat

30 (4): 937-943.

Simsek, Y. 2010. Special functions related to Dedekind-type DC-sums and their appli-
cations. Russ. J. Math. Phys., 17 (4): 495-508.

Simsek, Y. 2011. Construction a new generating functions of Bernstein type polynomi-

als. Appl. Math. Comput., 218: 1072-1076.

Simsek, Y. 2012a. Generating functions for g-Apostol type Frobenius—Euler numbers

and polynomials. Axioms, 1: 395-403.

Simsek, Y. 2012b. On ¢-deformed Stirling numbers. Int. J. Math. Comput. ISNN:0974-
570X. 15 (2): 1-11.

Simsek, Y. 2012c¢. Deriving novel formulas and identities for the Bernstein basis func-
tions and their generating functions. In: Proceedings of the International Con-
ference on Mathematical Methods for Curves and Surfaces MMCS 2012. In:
Lecture Notes in Computer Science (LNCS) 8177, pp. 471-490.

Simsek, Y. 2013a. Generating functions for generalized Stirling type numbers, Array
type polynomials, Eulerian type polynomials and their applications. Fixed Point

Theory Appl., 87: 1-28.

Simsek, Y. 2013b. Unification of the Bernstein-type polynomials and their applications.
Bound. Value Probl., 2013 (56): 1-15.

Simsek, Y. 2013c. Functional equations from generating functions: a novel approach to
deriving identities for the Bernstein basis functions. Fixed Point Theory Appl.,

2013 (80): 1-13..

Simsek, Y. 2014. Generating functions for the Bernstein type polynomials: a new app-
roach to deriving identities and applications for the polynomials. Hacet. J. Math.

Stat., 43 (1): 1-14 .

80



KAYNAKLAR D. GUN

Simsek, Y. 2015. Analysis of the Bernstein basis functions: An approach to combinato-
rial sums involving binomial coefficients and Catalan numbers. Math. Method.

Appl. Sci., 38, 3007-3021.

Simsek, Y. and Acikgoz, M. 2010. A new generating function of (g-) Bernstein-type
polynomials and their interpolation function. Abstr. Appl. Anal. 1-12, 769095.

Srivastava, H. M. 2011. Some generalizations and basic (or ¢-) extensions of the Berno-

ulli, Euler and Genocchi Polynomials. Appl. Math. Inf. Sci., 5 (3): 390-444.

Srivastava, H. M. and Choi, J. 2012. Zeta and ¢-Zeta Functions and Associated Series

and Integrals. Elsevier, Amsterdam, 657 p.

Srivastava, H. M. and Pinter, A. 2004. Remarks on some relationships between the Ber-

noulli and Euler polynomials. Appl. Math. Lett., 17: 375-380.
Stanley, R. P. 2015. Catalan Numbers. Cambridge University Press, New York, 215 p.

Qi, F. 2017. Parametric integrals, the Catalan numbers, and the beta function. Elemente

der Math. 72 (3): 103-110.

Wang, R.-H., Xu, Y. and Xu, Z.-Q. 2010. Eulerian numbers: A spline perspective. J.
Math. Anal. Appl., 370: 486—490.

Wikipedia,a, https://en.wikipedia.org/wiki/Bézier_curve, Erisim Tarihi: 7 Aralik 2020.
Wikipedia,b, https://en.wikipedia.org/wiki/B-spline, Erisim Tarihi: 7 Aralik 2020.

Wikipedia,c, https://en.wikipedia.org/wiki/Spline_(mathematics), Erisim Tarihi: 7 Ara-
ik 2020.

Wolfram Research Inc., Mathematica Online (Wolfram Cloud), Champaign, IL, 2020,

https://www.wolframcloud.com.

81



OZGECMIS

Damla GUN
damlagun @akdeniz.edu.tr
OGRENIM BILGILERI
Lisans: Kirikkale Universitesi
2003-2007 Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Kirikkale
Yiiksek Lisans: Akdeniz Universitesi
2019-2020 Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Antalya

MESLEKI VE IDARI GOREVLER

Arastirma Gorevlisi:  Akdeniz Universitesi

ESERLER:

Uluslararasi hakemli dergilerde yayimlanan makaleler

I- Gun, D. and Simsek, Y. (2020). Some new identities and inequalities for Bernoulli
polynomials and numbers of higher order related to the Stirling and Catalan numbers.
Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat., Ser. A Mat., RACSAM, 114 (167):
https://doi.org/10.1007/s13398-020-00899-z.

2- Gun, D. and Simsek, Y. (2020). Combinatorial sums involving Stirling, Fubini, Berno-
ulli numbers and approximate values of Catalan numbers. Adv. Stud. Contemp. Math., 30

(4): 503-513.



KAYNAKLAR D. GUN

3- Gun, D. and Simsek, Y. (2020). Formulas associated with combinatorial polynomials
and two parametric Apostol-type polynomials. American Institute of Physics (AIP) Con-
ference Proceedings, 2293(1): 180007, 180007-1-180007-4.

Ulusal bilimsel toplantilarda sunulan ve bildiri kitaplarinda basilan bildiriler

1- Gun, D. and Simsek, Y. (2019). Formulas associated with combinatorial polynomi-
als and two parametric Apostol-type polynomials II. The 8th symposium on generating
functions of special numbers and polynomials and their applications (GFSNP2019) wit-
hin The 17th International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics

(ICNAAM 2019), September 23-28, 2019, Rodos, GREECE, pp. 36-38.

83



	content
	DamlaGÜN.Tez30.12.2020

