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OZET
SCHUBERT POLINOMLARI
Ece CELIKOGLU

Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Do¢.Dr. Nesrin TUTAS

Mart 2021; 80 sayfa

Bu tez calismasinda Schubert Hesabinin (Calculus) temel araci olan Schubert poli-
nomlar1 ve cesitleri incelenmigtir. Klasik Schubert, 2-kat Schubert, rasyonel Schubert,
quantum Schubert polinomlarinin dzellikleri Lascoux(2013), Macdonald(1991), Billey
ve Haiman(1994) calismalarindan faydalanilarak derlenmis ve drneklendirilmistir.

Ayrica, rasyonel Schubert polinomlari ile elementer simetrik polinomlar arasinda elde
ettigimiz bagintilara yer verilmig, quantum Schubert polinomlar i¢in énemli yeri olan
quantum elementer simetrik fonksiyonlar icin kapali formiil verilmistir. Bu formiil saye-
sinde maksimum permiitasyon wq € S,, i¢in Y,, (x;y) 2-kat Schubert polinomunun quan-
tum carpanm1 Y, (1, - - . , ¢n—2) tanimlanmgtir ve kombinatorik yorumu verilmistir.Burada
Gy - -+, qn_o degiskenler ve x = {z1,...,2,}, ¥y = {v1,...,Yn} Ve u, wo’m kodudur.
2-kat quantum Schubert polinomunun 2-kat Schubert polinomu Y,, (x;y) ile quantum
carpaninin ¢arpimi oldugu ispatlanmustir. Y,%"* (x;y) quantum-rasyonel Schubert poli-
nomunun tanimi verilmigtir. Bu tanim yardimiyla K% (x) quantum-rasyonel Key ve

G4 (x;y) quantum-rasyonel Grothendieck polinomlari ifade edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Simetrik fonksiyonlar, Parcalanislar, Quantum elementer si-
metrik fonksiyonlar, Schubert polinomlari, Double Schubert polinomlari, Rasyonel Schu-
bert polinomlar1, Quantum Schubert polinomlari, Quantum double Schubert polinomlari,

Quantum-rasyonel Schubert polinomlari.

JURI: Dog.Dr. Nesrin TUTAS
Prof.Dr. Mustafa ALKAN
Doc.Dr. Hakan SIMSEK



ABSTRACT
SCHUBERT POLYNOMIALS
Ece CELIKOGLU

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc. Dr. Nesrin TUTAS
March 2021; 80 pages

In this thesis, Schubert polynomials and their types, which are the basic tools of the
Schubert Calculus (Calculus), are studied. The properties of classical Schubert, double
Schubert, rational Schubert, quantum Schubert polynomials are compiled and exemplified
using Lascoux (2013), Macdonald(1991), and Billey and Haiman(1994) studies.

In addition, the relations we have obtained between rational Schubert polynomials and
elementary symmetric polynomials are given, and a closed formula is given for quantum
elementary symmetric functions that have an important place for quantum Schubert poly-
nomials. With this formula, the quantum multiplier Y, (q1, . . ., ¢,—2) of the double Schu-
bert polynomial Y, (x;y) for the maximum permutation wy € S, is defined and its com-
binatorial interpretation is given. Where ¢, . . ., ¢,_o are variables and x = {1, ..., 2,},
y = {v1,...,yn} and u is the code of wy. It is proved that the double quantum Schubert
polynomial is the product of the double Schubert polynomial Y, (x;y) and the quantum
multiplier. The definition of the ¥,2"* (x;y) quantum-rational Schubert polynomial is gi-
ven. With the help of this definition, K%"% (x) quantum-rational Key and G%" (x;y)

quantum-rational Grothendieck polynomials are expressed.

KEYWORDS: Symmetric functions, Partitions, Quantum elementary symmetric functi-
ons, Schubert polynomials, Double Schubert polynomials, Rational Schubert polynomi-
als, Quantum Schubert polynomials, Quantum double Schubert polynomials, Quantum-

rational Schubert polynomials.
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ONSOZ

Schubert polinomlari, Lascoux ve Schiitzenberger tarafindan, C"’deki tam flag ma-
nifoldunun kohomoloji halkasindaki Schubert dongiilerinin(cycles) polinom temsilcileri
olarak tanitilmistir. Bernstein-Gelfand-Gelfand ve Demazure, Schubert cevrimlerinin tem-
silcilerini hesaplamak icin algoritmalar vermislerdir. Macdonald, Schubert polinomlarinin
cebirsel yapisini incelerken, Fulton ve Manivel daha ¢ok geometrik ozellikleri ile ilgilen-
mislerdir.

Bu calismada esasen Schubert polinomlarin bir permiitasyonunun indirgenmis ayri-
simlar1 cinsinden kombinatorik 6zellikleri ele alinmaktadir. Rasyonel Schubert, quantum
Schubert polinomlarini incelenerek elde edilen sonuclar verilmektedir.

Yiiksek lisans ders doneminin en bagindan bu yana bilgi ve tecriibesini benimle payla-
san ve tez ¢calismamin hazirlanmasi siiresince gosterdigi her tiirlii destek ve yardimindan
dolay1 ¢ok degerli danisman hocam Dog. Dr. Nesrin TUTAS a ve ders aldigim matematik
boliimii 6gretim tiyelerine en i¢ten dileklerimle tesekkiir ederim. Bu tez calismasi boyunca

desteklerini esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GiRiS

Schubert hesabi(calculus), projektif geometrinin bir dali olan sayim (enumerative)
geometrisindeki problemleri ¢cozmek icin kullanilan geometrik kosullari temsil eden sem-
bollerin bir hesaplama yontemlerini icerir. Bu yontemler 1864 yillarinda M. Chasles’in
konikler iizerindeki ¢caligmalariyla baslamis ve sistematik hale getirilmis ve Hermann Sc-
hubert tarafindan tezinde kullanilmistir. Schubert’in sayim hesabinin yorumlamasi ve elde
ettigi sayilarin dogrulanmasi Hilbert’in 15. problemi olarak bilinir. Schubert’in sayim he-
sabin1 dogrulamak, 20. yiizy1l cebirsel geometrisinin ana temasi olmustur.

Schubert hesab1 ayrica asagidaki sayimsal geometrik problem sinifindan kaynakla-
nan matematige de deginir: "Projektif uzayin baz1 dogrusal alt uzaylarin getirdigi 6zel
kosullarini saglayan dogrusal alt uzaylarinin sayisinin belirlenmesi" problemi ornek veri-
lebilir. Bagka bir 6rnek soru, "projektif 3-uzaydaki ka¢ dogru verilen 4 dogru ile kesisir?"
Bu problemler Grassmann varyetelerin hem geometrisi hem de kohomolojisi incelenerek
coziliir.

Schubert hesab1 alan1 sadece cebirsel geometriyle ve cebirsel topolojiyle onemli bag-
lantilara sahip degildir, ayn1 zamanda cebirsel kombinatorik, temsil teorisi, diferansiyel
geometri, lineer cebirsel gruplar ve sembolik hesaplamalar, lineer cebir ve sistem teori-
sinde de uygulama alan1 bulmustur.

Polinomlar cebirin baglangicindan beri ¢alisilmaktadir, tek degiskenli polinomlar kii-
mesinin bir ¢cok tabani tanimlanmigtir. Monomlar, Lagrange polinomlari, Newton tabani
ornek verilebilir. Hatta ortogonal polinomlar teorisi 19. yiizy1l boyunca gelismistir. New-
ton simetrik polinomlarin elemanter simetrik polinomlarin polinomlar1 olarak yazilabile-
cegini gostermis, 18. ylizyllda monomialler ve elemanter simetrik fonksiyonlar arasindaki
gecisleri Vandermonde belirlemis, Chavalier, Cayley, Koska farkli tabanlar iizerinde ¢alig-
miglardir. Simetrik fonksiyonlarin elemanter, kuvvet, monomial, tam simetrik fonksiyon
tabanlari ile temel taban schur fonksiyonlar: ortogonal tabanlardir, bir ¢ok kombinatorik
problem bu tabanlar kullanilarak ¢oziiliir. Son 50 yilda Schubert hesab1 ve temsil kura-
muyla iligkisi nedeniyle polinomlarin lineer tabanlari yeni ilgi alan1 olmustur.

Schubert polinomlari, Lascoux ve Schiitzenberger tarafindan, C"’deki tam flag ma-

nifoldunun kohomoloji halkasindaki Schubert dongiilerinin(cycles) polinom temsilcileri
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olarak tanitilmistir. Bernstein-Gelfand-Gelfand ve Demazure, Schubert cevrimlerinin tem-
silcilerini hesaplamak i¢in algoritmalar vermislerdir. Macdonald, Schubert polinomlarinin
cebirsel yapisini incelerken, Fulton ve Manivel daha ¢ok geometrik 6zellikleri ile ilgilen-
mislerdir.

Bu calismada esasen Schubert polinomlarin bir permiitasyonunun indirgenmis ayri-
simlar1 cinsinden kombinatorik 6zellikleri ele alinmaktadir. Rasyonel Schubert, quantum
Schubert polinomlarini inceliyoruz ve elde ettigimiz 6zel sonuglari veriyoruz.

2. Boliimde permiitasyon tanimi verilmis, permiitasyon ¢arpimlarindan bahsedilmis-
tir. Verilen bir permiitasyonun s; operatorleri ile tek tiirlii indirgenmis yazilisinin nasil
elde edildigi ve bu sayede bu permiitasyonun uzunlugunun nasil bulundugundan, Simet-
rik fonksiyonlardan bahsedilmigtir. Monomial simetrik fonksiyon ve elementer simet-
rik fonksiyon tanimlart verilmis ve bunlarin sagladigi ozelliklerden bahsedilmistir. Si-
metrik fonksiyonlarin temel teoremi ifade edilmistir. Newton boliinmiis fark operatorii
ve Demazure operatoril tanitilmis, bu operatorlerin braid-relation 6zelliklerini sagladigi,
Z|xy,. .., x| de verilen iki polinomun toplamlarina, ¢arpimlarina ve boliimlerine nasil
etki ettikleri gosterilmistir. w € S,, olmak iizere, w permiitasyonunun &, (x) klasik Schu-
bert polinomu tanimi ve sagladigi ozellikler verilmistir. Klasik Schubert polinomlari i¢in
Monk kuralindan bahsedilmis ve kanitt verilmistir. w € S,, olmak iizere, w permiitasyo-
nunun &, (x;y) 2-kat Schubert polinomu tanimi ve sagladig1 6zellikler verilmistir. 2-kat
Schubert polinomlari icin, Cauchy formiiliinden, Monk kuralindan ve Newton Interpo-
lasyon formiiliinden bahsedilmistir. w € S,, olmak iizere, w permiitasyonunun &, (x;y)
2-kat Grothendieck polinomu tanim1 ve sagladig1 6zellikler verilmistir. Baskin 2-kat Grot-
hendieck ve baskin Key polinomu tanitilmagtir.

3. Boliimde Aker ve Tutas (2015) makalesinde tamitilan rasyonel Schubert, rasyonel
Grothendieck ve rasyonel Key polinomlarindan bahsedilmistir. u kesin baskin parcalanis
oldugunda bu polinomlarin nasil hesaplandiklar1 gosterilmistir. © kesin baskin parcala-
nig olmadiginda,uygun kesin baskin parcalanig bulunup 0; (veya ;) operatorleri yardi-
miyla bu rasyonel polinomlarin nasil hesaplandiklar1 gosterilmistir. Rasyonel Schubert
polinomlari ile ilgili bir takim 6zellik ve 6nermeler verilmistir. Cauchy cekirdegi tanimi
verilmis ve sagladig1 6zelliklerden bahsedilmistir. E¥ quantum elementer polinomlarin-

dan bahsedilmis, E¥ quantum elementer polinomunun igerdigi monomiallerin sayisinin
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k-inc1 Fibonacci sayisina karsilik geldiinden bahsedilmistir. E¥ quantum elementer po-
linomlar1 yardimi ile quantum Schubert polinomlari, quantum 2-kat Schubert polinomlari
tanitilmistir.

4. Boliimde Rasyonel Schubert polinomlart ve Quantum Schubert polinomlarinin bir
takim yeni ozellikleri incelenmis ve elde edilen bulgular ifade edilmistir. Onerme 4.123’te
yrat (x; 0) rasyonel Schubert polinomunun elementer simetrik polinomlar cin-

0,0,...,0,1]
———

n—1defa 0
sinden (—1)'“") %’e esit oldugu kamtlanmistir. Y, (x;y) 0; rasyonel Schu-
bert polinomunun yine Y, (x; y) cinsinden ifade edilebilecegi goriilmiis ve Y, (x;y) 0;
= —-Y/"(x;y) % esitligi kamitlanmistir. {ej}, ~ tanim verilmis ve EF larin
verilen bu yeni nesneyle nasil ifade edilebilecegi n = 1,2, 3,4, 5 i¢cin orneklendirilmis-
tir. E¥ lar igin iteratif olmayan kapali bir formiil bulunup teorem olarak ifade edilmisg
ve kanitlanmigtir. Bu formiil yardimiyla, k& > 4 olmak iizere verilen herhangi bir EF
quantum elementer polinomunun icerdigi monomiallerin sayisinin nasil hesaplanacagini
veren kombinatorik bir hesaplama formiilii verilmis ve kanitlanmistir. Bu kombinatorik
hesaplama formiiliinde © = %k durumunun k-inc1 Fibonacci sayisina karsilik geldigi go-
rillmiistiir. wy € S,, maksimum permiitasyon ve u onun kodu olmak iizere Y, (x;y) 2-kat
Schubert polinomunun Y, (¢1, . . ., gn_2) ile gosterilen quantum ¢arpani tanimi verilmis-
tir. G?n(n—l)ml} (x;y) quantum 2-kat Schubert polinomunun Y, (x;y) Y, (¢1,---,Gn_2)
carpimina esit oldugu kanmitlanmigtir. Y, (¢4, - - ., ¢,—2) quantum ¢arpani i¢in de bir tablo

q

gosterimi verilmis ve 6[n(n71)---1]

(x;y) quantum 2-kat Schubert polinomunun bunlar yar-
dimiyla tablo gosterimi ifade edilmistir. Tanimlanan quantum ¢arpaninin her bir ¢carpani-
nin tablo gosterimi ile EF larn iligkisi ifade edilmistir. Bu tablo gosterimi ile formiil
kullanmadan G?n(nq).q] (x;¥) quantum 2-kat Schubert polinomunun nasil yazilabile-
cegi iligkilendirilmistir. an(n_l)m” (x;y) i¢in tanimlanan tablo gosterimine 0;’lerin nasil
(%)

quantum-rasyonel Schubert polinomu tanimi verilmistir. «’nun kesin baskin olmadig: du-

etki ettifinden bahsedilmistir. Verilen bir v € N" kesin baskin kodu i¢in Y2

rumda V2" (x; y) quantum-rasyonel Schubert polinomu i¢in uygun bir kesin baskin par-
calanig bulunup 04, ..., 0,1 operatorleri yardimiyla nasil hesaplanabilecegi soylenmis-

tir. Y,2" (x;y) quantum-rasyonel Schubert polinomu yardimiyla K% (x) quantum-

rat (

rasyonel Key ve G¢"% (x;y) quantum-rasyonel Grothendieck polinomlariin tanimi ve
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uw’nun kesin baskin olmadig1 durumda uygun bir kesin baskin parcalanig bulunup 74, .. .,
T,—1 operatorleri yardimiyla nasil hesaplanabildikleri soylenmistir. Y, 2" (x;y)|,_o =

Yt (xy) » K (x)]q_ = K™ (x) ve GE™ (x3y)]q_o = GI (x;y) esitlikleri is-

q=0
patlanmisgtir.
2. Boliim, 3. Boliim ve 4. Boliimde verilen 6rnekler ACE Maple programi ile tarafimca

programlanip hesaplanmustir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu béliimde, permiitasyonlar, simetrik fonksiyonlar, Schubert, Grothendieck ve Key

polinomlar tanitilicak ve sagladiklar1 birtakim 6zelliklerden bahsedilecektir.

2.1. Permiitasyonlar

Tanmm 2.1. Bos olmayan bir K kiimesi ve bir f : K — K fonksiyonu verilmis ol-
sun. Eger f fonksiyonu birebir ve orten ise, f’ye K iizerinde bir permiitasyon (devrisim,
dizilim) denir. K iizerindeki tiim permiitasyonlardan olusan kiime, S (K) ile gosterilir

(Karakas 2010).
S (K')’nin, fonksiyonlardaki bileske iglemi ile bir grup oldugu kolayca gériilebilir.

Tanim 2.2. Bos olmayan bir K kiimesi icin S (K') grubuna K 'nin permiitasyonlar grubu
denir. Ozel olarak, K, = {1,2,...,n} kiimesi icin K, nin permiitasyonlar grubu, S,, ile

gosterilir. S,,’ye n-inci simetrik grup denir (Karakas 2010).

Sy, n-inci simetrik grup ve o € S, olsun. Bu durumda o, K,, = {1,2,...,n} kiime-
sinin bir permiitasyonudur. Boyle bir eleman icin farkli gésterimler mevcuttur. Bu ¢alig-

mada o € S, i¢in,

gosterimi kullanilacaktir. Ornegin, o = [231] ,w = [312] € S; igin ¢arpim
ow = [231] [312] = [123]

bicimindedir ve birim permiitasyon elde edilir.

m > n > 0ise .S,, Sy, nin altgrubu olarak diistiniilebilir. Soyle ki, her 0 € §,, icin
1 < k < m —n olmak iizere o, n + k y1 degistirmeyen permiitasyon olarak diisiiniilebilir.
Dolayisiyla S, := U S, dir.

u = [ug,... ,u,:]>0€ Z"vei € {1,...,n — 1} olmak iizere, u vektoriinde u; ve u; 1
girdilerini yer degistiren ve digerlerini sabit birakan operatdr s; ile gosterilsin. Bu opera-

toriin u vektoriine etkisi,
[Ury ooy Uy Uit ey U] S 7= Uy ey Ui, Uiy oy Uy, L <G <m0

5
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seklindedir (Lascoux 2013). u vektoriinde u; ve u; girdilerini yer degistiren ve digerlerini

sabit birakan operator ¢;; ile gosterilsin. Bu operatdriin u vektoriine etkisi,

[Upy ey Uiy ey W e U g o= Uy Uy Uy, U] 1 <E<j <

seklindedir.
i€ {l,...,n— 1}igin s; operatorleri .S,, permiitasyon grubunun elemanlaridir. Birim

permiitasyonu [ ile gosterelim.

Onerme 2.3. Z" dei € {1,...,n — 1} olmak iizere, s; € S,, operatirleri
$i8; = S5 ,|Z—j‘7£1
$iSi+18i = Sit18iSit1 ,1 <1 <n—2

braid bagintilarini saglar. Burada I birim permiitasyondur (Lascoux 2013).

Ispat w=[uy,...,u,)| € Z"vei,j € {1,...,n—1} olsun.

(1) [ul,...,ui,uiﬂ,...,un] §iS; = [ulv...,uiﬂ,ui,...,un] Si
= [u17"'7ui>ui+1,"'aun]
= [ul,...,ui,uiﬂ,...,un]f

oldugundan s;s; = I dir.

(2) i< jveli—j|# 1olsun. Budurumda,

[ul,...,ui,qu,...7uj,uj+1...,un]sisj = [ul,...,uiﬂ,ui,...,uj,ujﬂ,...,un]sj
= [UL...,Ui+1,ui,...,Uj+1,Uj,...,U,n]
= [UL .,ui,ui+1,...,uj+1,uj,...,un] S;
= [ul, ceey Uiy Ujg1y o ooy Ugy Ujg1 - - - ,un] SjSi
oldugundan, |i — j| # 1igin s;s; = s;s; dir.
(3) [Uh coy Uiy Ui, Ui 2, - - ,Un] S;8i415; = [Ul, vy Ugg 1y gy Ujq2y - - - ,Un] Si+15;
= [UL cees Ui 1, Ujr 2, Uy - - ,Un] S;
= [UL .,ui+2,ui+1,ui,...,un]
= [ul, oy Ui, Ujy Uit 1y - - - ,Un] Si+1
= [Ul, oy Uy Wiy 2, Uit 1y - - >Un] SiSi+1
= [wn, o Wiy Wi 1, Wiga, -, Un] Sig18iSita
oldugundan 8;Si118; = Si4+15iSi+1 dir. O
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Her w € S, icin,
I(w):=A{(,j):1<i<j<n,w(i)>w(j)}
olarak tanimlansin. Ornegin, 7 ([25143]) = {(1,3),(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)} tir.

Onerme24. we S, vel <r<n-1 icin,

spT(w)U{(rr+1)}, w(r)<w(r+1)

I (ws,) =
el (W) \{(r,r+ 1)}, w(r)>w(r+1)

dir. Burada, ws, = [w (1)...w(r+1)w(r)...w(n)] ve s, ’nin I (w)’ya etkisi, I (w) nin
elemanlarvmin girdilerindeki r ve r + 1’i yer degistirmesidir (Macdonald 1991).
Ispat w=[w(1)...w(r)w(r+1)...w(n)] olsun.

(D) w(r)<w(r+1)ise (r,r+1) ¢ I (w) ve ws, (r) > ws, (r + 1)’dir. Bu durumda
(ryr+1) € I (ws,)olur. I (ws,) = s,.I (w) U {(r,r + 1)} esitliginin saglandigini
gorelim. I (ws,) D s.1 (w) U {(r,r + 1)} olmast agiktir. (i,5) € I (ws,) olsun.
i#Frr+1lvej=nrise(i,j) = (i,r) = s (i,r+1) € 5,1 (w)dir. i # r,r+1
vej=r+1lise(i,j) = (i,r+1) = s, (i,7) € 5,1 (w)dir. Buradan, [ (ws,) C
s I (w)U{(r,r + 1)} olur.

(2) w(r) > w(r+ 1) oldugu durumda (1)’de yapilanlarin benzerleri uygulandiginda
I (ws,) = s,;1 (w) \ {(r,7+ 1)} oldugu goriilebilir.

O

I (w)’nin elemanlarina inversiyonlar denir. w’nin uzunlugu ¢ (w) ile gosterilir ve inver-

siyonlar1 sayisidir. Yani / (w), w’nin inversiyonlar kiimesi olmak tizere ¢ (w) = |/ (w)|dur.

Sonu¢ 2.5. w e S, vel <r <n—1igin,

dir (Macdonald 1991).

ispat we S, vel <r <n-—1olsun.
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() w(r) <w(r+1)ise|l (ws,)| = |s-I (W) U{(r,r + 1)} = |srI (W)|+|{(r,r+ 1)}
= |I (w)| + [{(r,r + 1)}| dir. Buradan ¢ (ws,) = £ (w) + 1 elde edilir.

2) w(r)>w(r+1)ise |l (ws,)| = |s. L (W) \{(r,r + 1)} = [s,I (w)|—|{(r,7 + 1)}
= |I (w)| — [{(r,r + 1)}| dir. Buradan ¢ (ws,) = £ (w) — 1 elde edilir.

O

wo = [n(n—1)...1] € S, permiitasyonunun maksimum sayida inversiyonu var-
dir. Bu nedenle w(’a maksimum permiitasyon denir. Bundan sonra w ifadesi verilen .S,,

grubunun maksimum permiitasyonu olarak anlasilacaktir.

Onerme 2.6. w, € S, olmak iizere, her w € S, icin asagidaki ifadeler saglanir (Macdo-

nald 1991).
D) l(w)=0cw=1T
2)l(w=1lew=s (1<r<n-1)
(3) l(w™) =1(w)
(4) L{wow) = I (wo) — 1 (w)
Ispat (1) ve (2) icin ispatlayacak durum yoktur. Agiktir.

1

(3) w= sy, ---s;, indirgenmis yazilig olsun. [ (w) = r dir. w™' = s;,_...s;, yazilisi da

indirgenmis yazilistir. Bu durumda [ (w™!) = 7 olur.

(4) I (wp) kiimesi 1 < ¢ < j < n saglayan biitiin (7, j)’leri bulundurur. Boylece

[ (wo) = "(”T_l) olur. wow = [w(n),w(n—1),...,w(1)] dir. Boylece I (wow),

n(n—1) .

I (wo)’miginde I (w)’nin tamamlayicisi(tiimleyeni) olur. Buradan [ (wow) = =75

[ (w) olur. Yani, [ (wow) = [ (wg) — I (w) elde edilir.

Onerme 2.7. {s,5,,...,5,_1} kiimesi S,, grubunun bir iirete¢ kiimesidir (Macdonald

1991).
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Ispat ¢ (w) iizerinden tiimevarim yaparak, her bir w € S, permiitasyonunun s;’lerin
uygun bir ¢carpimi oldugunu gosterecegiz.

¢ (w) = 0 ise w = i olur. Bu durum i¢in kanitlayacak birgey yoktur.

l(w) > 0ise ¢ (w) = |I (w)| oldugundan [ (w)’nin tanimi geregi, w (r) > w (r + 1)
olacak gekilde uygun bir » vardir ve bundan dolay1, Sonug¢ 2.5’ten ¢ (ws,) = ¢ (w) — 1

dir. Bu uygun p i¢in ws, = s;, - - - s;, seklinde oldugunu soyler ve bundan dolay1 ws,s, =

w
84, +* i, S, olur. ]

w’nin iireteclerin ¢arpimi olarak yazilisina, w’nin ayrisimi denir. Eger bu ¢arpim en
kiictik uzunluga sahip ise, indirgenmis ayrigim olarak adlandirilir.

Tamm 2.8. w = [w(1)w (2)...w(n)] € S, permiitasyonu verilsin. Her 0 < i < n igin
w (1) nin saginda kalan ve w (i) den kiigiik olan terimlerin sayist \; olsun. Bu durumda w

permiitasyonunun kodu \ := [y, ..., \,| olarak tamimlamir (Lascoux 2013).
Ornek 2.9. [35241] € Ss permiitasyonunun kodu A = [2,3,1,1,0] dir.

Sirastyla karsilikli olarak,

n—1

n—2|n-—1

m—1n-2....)(n=1,n—2,...,2)---(n—1) <

1 2 e fn—1

eslemesi yapalim. 1 < 4; < n — 1 olmak iizere w’nin indirgenmis ayrigimi bir (i1, . .., i)
dizisidir ki w = s;,5;, - -+ s, ve £ (w) = p dir. Aynigim ardigik bloklarda, bloklarin iist
kismindan alt kismina dogru okunarak elde edilebilir. Bu ayrisim indirgenmistir (Lascoux
2013).

Ornek 2.9’daki w permiitasyonunun ayrigimini bulahm. w’ninkodu A = [2,3,1,1,0] y1

o | 4

2 13| e

112314

A
A= [2, 3, 1, 1, 0]
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bloklari ile temsil edelim. Sirasiyla soldan saga dogru bloklara bakildiginda, bloklarin her
birinde yukaridan agagiya dogru okuma yapilirsa, w = [35241] = $951 5453525354 olur ve

bu yazilis indirgenmis yazilistir.

2.2. Simetrik Fonksiyonlar
2.2.1. Genel Simetrik Fonksiyonlar

Tanmm 2.10. x = {1, xs, ...} bir dediskenler kiimesi ve n € N olsun. R birimli ve de-
gismeli bir halka olmak iizere,

(1) a = [y, g, - - -], n’nin tiim zayif kompozisyonlarini tarar. n’nin bir zayif kompozis-
yonu, toplami n’ye esit olan negatif olmayan tam sayilardan olusan bir dizidir.

(2)ca €R,

(3

x* =x{tay? -,

)
(4) P pozitif tamsayilar kiimesi ve w, P nin bir permiitasyonu olmak iizere,
/ (xw(l Liy(2)s ) = f(x1,22,...) kosullarin saglayan

F) =) cax”

formal kuvvet serisine, R ilizerinde derecesi n olan bir homojen simetrik fonksiyon denir

(Stanley 1999).

"Simetrik Fonksiyon" isimlendirmesi tarihsel nedenlerle kullanilir. Ifade edilen f, bir
fonksiyon degil formal bir kuvvet serisidir.

R iizerinde derecesi n olan biitiin homojen simetrik fonksiyonlarin kiimesi A%, ile
gosterilir. A%, bir R-modiildiir. Soyle ki, f,g € A}, ve a,b € Ri¢in af 4+ bg € A%, dir.
R = Q alinirsa, A bir Q-vektor uzayidir.

fe A vege Ajise fg € AG™™ dir. Boylece,

olur ve Ag bir Q-cebir yapisina sahiptir. Ay ya simetrik fonksiyonlar cebri denir. Ag
cebri degismelidir ve birim eleman: 1 € A?Q dir. Ag nun ayrigimi aslinda Ag ya dereceli

bir cebir yapisi verir. Yani, f € Af ve g € A ise fg € Ag‘*” dir.

10
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Bundan sonra Ag ve Aq sirasi ile A™ ve A ile gosterilecektir. Simetrik fonksiyonlar
teorisinin ana ¢aligmalarindan biri olan A™ vektor uzayinin ¢esitli tabanlarini ve bu taban

ciftleri arasindaki gecis matrisleri tizerindeki 2 basit tabani inceleyecegiz.

2.2.2. Parcalanislar ve Onlarin Siralamalar:

Negatif olmayan bir n tamsayisinin bir \ pargalanist bir [\;, ..., \;] € NF dizisidir
k

oyleki Ay > -+ > A, ve Y_\; = n dir. n’nin biitiin pargalamslarinin kiimesi Par (n) ile
i=1

gosterilsin. Tiim parcalanislar,

Par = UPCLT’ (n)

n>0

kiimesini olusturur. Bos parcalanigin kiimesi Par (0) dir.

Ornek 2.11. n € {1,2,3,4,5} icin Par (n) parcalanis kiimeleri,

Par (1) = {1} Par(2) = {2,11}
Par(3) = {3,21,111} Par(4) = {4,31,22,211,1111}
Par(5) = {5,41,32,311,221,2111, 11111}
seklindedir.
A = [A1, ..., \] € N* bir pargalams olmak iizere, k satir ve her bir i-inci satirda \;

kadar hiicresi olan tabloya Young tablosu denir. Ornergin, A = [4, 2,2, 1] parcalaniginin

Young tablosu asagidaki gibidir.

Tamim 2.12. A € Par (n) ise, A = n (yada |\ = n) ile gosterilir. A\ mn par¢alarinin
sayust (stfirdan farkly \; lerin sayist), X\ mn uzunlugudur ve | (\) ile gosterilir. i ye egit
olan, X\ min parcalarimin sayist m; = m; (\) ise, A\ = 1"2™2 . .. olarak ifade edilebilir. A
min Young diyagraminin transpozesine karsilik gelen parcalanis \' = (N, X}, .. .) ise, X'
ye \ min eslenigi denir. Buradan m; (\') = \j — \ip1, Ny = 1(\), Ay = 1 (X)) dir (Stanley
1999).

11



KAYNAK TARAMASI E. CELIKOGLU

Parcalanislar iizerindeki ii¢ kismi siralama, simetrik fonksiyonlar teorisinde énemli
bir rol oynamaktadir. Tk kismi siralamada, her i igin p; < ); ise herhangi bir u, A\ €
Par igin i C X olarak tanimlamr. Ornegin, u = [3,1,1] ve A = [5,2,1] ise u C A
dir. Bir parcalanis kendi diyagramiyla tanimlanirsa, "C" kismi siralama bagintis1 basitce
diyagramlarin kapsamasiyla verilir.

Kismi sirali Par kiimesi i¢indeki bir A parcalaniginin parcalarinin toplamina A nin
ranki denir ve || ile gosterilir.

Her n € Nigin Par (n) tizerinde taniml ikinci kismi siralama baskin siralamadir ve

"<"ile gosterilir. A, u € Par (n) olsun.
B A= [ = N

ve her ¢ > 1 icin,
pyg FHy o S A At A
dir.
Son kismi siralama i¢in, Par (n) de, baskin siralama ile uyumlu herhangi bir lineer
siralama almak yeterlidir. En kullaniglisi olan ters lexicographic siralamadir, "2" ile gos-

terilir. A\, u € Par (n) ve |A\| = |p| olsun. Bu durumda,
R
p< A& yap=Ayadauygunbircicin puy = Ay, ..., = N, pi < Aipa
dir.
.. R
Ornek 2.13. Par (6) iizerindeki "<" siralamast,
R R R R R R R R __R
111111 <2111 €222 <3111 €321 <33 <411 <€42<51 <6

ile verilir.

2.2.3. Monomial Simetrik Fonksiyonlar

Tanmm 2.14. x = {21, x9, ...} olmak iizere, bir A = [\, \g, .. .| F n igin,

my = Zxa e A"
fonksiyonuna monomial simetrik fonksiyon denir. Burada, toplam, A\ = [\, \a, . . .| vekto-
riiniin girdilerinin biitiin farkli o« = [y, as, . . .| permiitasyonlart iizerinde degisir (Stan-
ley 1999).

12
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Ornek 2.15. \ =[], A = [1], A = [2], A = [1, 1] parcalamslarimin monomial simetrik
fonksiyonlart asagidaki gibidir.

mg = 1 , oMy = Yy x?
7
my o= >.x; o, M = Tl
i i<j

Goriilebilir ki, f = Y c,x® € A"ise f = Y cyx* dir. Boylece, {m, : A - n} kiimesi
a AFn
A™ i¢in bir tabandir. Dolayisiyla,

dim A" = p(n)

dir. Yani, A" nin boyutunun n’nin parcalaniglarinin sayist oldugu sonucuna varilir. Uste-

lik, {m, : A\ € Par} kiimesi, A igin bir tabandur.

2.2.4. Elementer Simetrik Fonksiyonlar

Tanim 2.16. eg = my = 1 olmak iizere,

€n, = M = oo oxyx, , n>1
1< <in

ex = exeén-r , A = [A,A\,...] € Par
ile tanimlanan fonksiyona elementer simetrik fonksiyon denir (Stanley 1999).
Tamm 2.17. A = (ay;), ;», matrisi
o= Xay . G o= Ya
j i

strastyla, satir ve siitun toplamlarvyla birlikte sifirdan farkl sonlu girdileri olan bir tam-

sayr matrisi olsun. Satir toplam vektorii row (A) ve siitun toplam vektorii col (A),
row (A) : =[ry,ro,.. ]
col (A) : =e1,09,.. ]
ile tamimlidir (Stanley 1999).

Bir (0, 1)-matrisi, biitiin girdileri 0 veya 1 olan bir matris olarak tamimlanir. Ornegin,

1 101

0001
A=

0100

1 011

13
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matrisi bir (0, 1)-matrisidir.

Onerme 2.18. \ - nve oo = (a1, aa, .. .), n’in bir zayif kompozisyonu olsun. ey icindeki

x*’min katsayist M, olsun. My, 'nin degeri,

ex= > Mym,, (2.2)

ukEn
row (A) = Ave col (A) = a saglanan A = (a;;), ;-, (0,1)-matrislerinin sayisina eittir

(Stanley 1999).
Ispat Girdileri asagidaki gibi olusturulmus bir matrisi dikkate alalim.

Xy T2 X3

Ty T2 T3

e, nin bir terimini elde etmek i¢in, ilk satirdan \; girdileri, ikinci satirdan A\, girdileri
secilsin. Secilen girdilerin ¢carpimlar1 x“ olsun. Secilen girdiler 1’e diger girdiler 0’a do-
niistiiriiliirse, row (A) = X ve col (A) = « olan bir A matrisi elde edilir. Tersine, bu tiir

herhangi bir matris, e, nin bir terimine karsilik gelir ve kanit asagidaki gibidir. U

Sonug 2.19. M), Denklem (2.2)’deki gibi verilsin. My, = M, dir. Yani, {my : A - n}

ve {ey : A b n} tabanlari arasindaki gecis matrisi simetrik matristir (Stanley 1999).

Ispat row (A) = A ve col (A) = pyi saglayan bir A (0, 1)-matrisinde, row (A”) = p ve
col (AT) = ) oldugundan tanimlanan A matrisi simetrik bir matristir (A matrisi tabanlar

arasinda gecis matrisidir.). U

Onerme 2.20. )\ ve n Par iizerinde degismek iizere,

[T+ 2w ZM,\Mm,\ m,, (y) (2.3)
2%

[T+ ZmA (24)
0,J

dir (Stanley 1999).

14
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Ispat |\| = || almak yeterlidir. Aksi takdirde My, = 0 dir.

[T (1 + z;y;) nin agithminda goriinen bir 7 x5 - - - ylyhe ... = x*y# monomu, sonlu

2¥)
sayida 1 ile bir A = (a;;), (0, 1)-matrisi segilerek elde edilir ve

[ @) =y’

/L"j
saglanir. Fakat,

H (i)™ = xrovAyel(4)
1,]

dir. Yani, [ (1 + z;y;) carpimindaki x*y” nin katsayisi, row (A) = « ve col (4) = 3

0,3
y1 saglayan (0, 1)-matrislerinin sayisini ifade eder. Dolayisiyla, Denklem (2.3) saglanr.
Denklem (2.4), Denklem (2.2)’den elde edilir. ]

Teorem 2.21. (Simetrik Fonksiyonlarin Temel Teoremi) )\, ;. = n olsun. Bu durumda
pw < XN degil ise My, = 0ve Myy = 1dir. Dolayisiyla, {ey : A\t n} kiimesi A" icin
bir tabandur. (Yani {ey : A\ € Par} kiimesi A i¢in bir tabandir.) Denk olarak, {ey, es, ...}
kiimesi cebirsel bagimsizdir ve A y1 Q-cebiri olarak iiretirler. A = Q|ey, e, . . .| olarak

vazilabilir (Stanley 1999).

Ispat M,, # 0 olsun. Onerme 2.18’den, row (A) = A ve col (A) = p olan bir (0, 1)-
matrisi A vardir. A’ matrisi, row (A’) = X olan ve 1’lerin sola yaslanmig oldugu matris
olsun. Yani tam olarak 1 < 5 < ), icin Agj = 1 olsun. Herhangi bir 7 i¢cin A’ nin ilk ¢
stitunundaki 1 lerin sayis1 A nin ilk ¢ siitunundaki 1 lerin sayisindan daha az degildir. Bu
yiizden, baskin siralamanin tanimindan, col (A’) > col (A) = pdir. col (4’) = X diyelim.
Boylece beklendigi gibi \' > p dir. Ustelik, A’ nin row (A’) = X ve col (4’) = X' ye sahip
tek (0, 1)-matrisi oldugunu gérmek kolaydir. Bu nedenle, My, = 1 dir.

Par (n) nin bir siralamast A, A\, ..., A baskin siralama ile uyumludur. Oyleki bu
[)\1, N )\p(”)] parcalaniginin egleniginin ters siralamig hali ()\p(")>/ ey ()\2)I , (/\1)/
da baskin siralama ile uyumludur. ()/,,,) matrisi, satir siralamast ile AL A2 ve siitun
siralamast ile (A')", (A?),. .., ana kogegende 1’ler olacak sekilde iist iiggensel matris-
tir. Bu (M),) nin tersinir oldugu anlamma gelir. Dolayisiyla {e) : A - n}, A™ i¢in bir

tabandir.

15
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{ex : A € Par} kimesi, a; € N ve > a; < oo olmak iizere e{'e5? - - - monomlarin-
dan olusur. Boylece, {e) : A € Par} nin dogrusal bagimsizlig1 ey, e, ... lerin cebirsel
bagimsizligina denktir. U

2.3. Schubert, Grothendieck ve Key Polinomlar:

Tanmm 2.22. f € Z[xy,...,x,], {i €1,...,n— 1} ve fs;, f'de x; ve x;41’i yer dedis-
tirmek iizere,
fo I Is
T — Tit1
ifadesine Newton béliinmiis fark operatorii 0;’nin f polinomuna etkisi denir (Fomin, Gel-

fand ve Postnikov 1997).

Ornek 2.23. f = 23x3 + 2iwowd € Z[zy, . .., x5) olsun.
fa _ (17?13"‘33%121451)_(m?$3+$%x2$§)51 o x%a:g-i—z%xzxé—xgzg—xlx%zg
L= Tr1—T2 - Tr1—I2
_ (w1—m2)(edzstmimomstades )+ (21 —22)z1w2]
- T1—To

(x1—22) (x§x3+x1:t213 +adzz+zy x2x4)

5

T1—x2

= 2213 + T 12973 + T35 + T1ToTE

Benzer sekilde hesaplamalar yapildiginda f0,, fO3 ve O, asagidaki gibi olur.

fO2 = — (x1 — 25) 2]

f05 = i

[0, = — (23 + x42? + 2ix5 + 23) 2379

Onerme 2.24. Z [z, ..., x,] dei € {1,...,n — 1} olmak iizere, O; operatirleri
0;,0; = 0;0; Ji—gl #1

0:0;110; = 010,011
braid bagintilarini saglar (Fomin, Gelfand ve Postnikov 1997).

Ispat f € Z[xy,...,x,)] sabitten farkli bir polinom ve i € {1,...,n — 1} olsun.

f—Ffs; _( f—Ffs;i )Si
. f—1fsi ) o mimmig \@i—mig
(1) f0:0; <Ii—9€i+1 Z Ti—Tit1
f—fsi _ _fsi—f
— FT4l ma1E
Ti—Tiy1

16
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oldugundan 0;0; = 0 dir.
(2) |i — j| # 1 olmak tizere,

f—fs; 7( f—rs; )S‘ f—rs; 7fsj_f5isj
f&@ _ f—fsi O Tyl \Ti—i41 /)T Bl %%y
(i} Ti—Tit1 J Tj—Tji1 Tj—Tj41
f—fs;  Fsi—fss; F=7s; ( f—fs;
— - S;
_ _f-fsi—fsjtfsjsi N e e N R e _ T4\ %%+
(i—zip1)(zj—Tj41) Ti—Ti41 Ti—Tit1
_ ( _f=1si _
- ("’”J—%H O = 10;0;

oldugundan, |i — j| # 1 i¢in 0,;0; = 0;0; dir.

Benzer islemlerle 0,0;,10; = 0;110;0;11 oldugu gozlemlenebilir. ]

Onerme 2.25. f,.g € Z|[xy,...,x,) vei € {1,...,n — 1} olmak iizere, Newton boliin-
miis fark operatorii 0;'nin asagidaki ézellikleri sagladigi kolayca goriilebilir.

(1) (f+g)0i = fO; + g0; dir.

(2) f, (i,i+ 1)’e gore simetrik ise fO; = 0 dir.

Ispat (1) (f+9)0; = (ft9)=(ftg)si _ frg—fsi—gsi _ (f=fsi)+(9=gsi)

Ti—Tit1 Ti—Tit1 Ti—Tit1
— _f—fsi 9=95i  — £§. O
Ti—Tit1 - Ti—Tit1 fOi+ 90

(2) f, (i,i+ 1)’e gore simetrik ise f = fs; dir. Buradan,

f0; = I=fsi =

Ti—Tit1 Ti—Tit1

elde edilir. [l

Benzer sekilde 7; Demazure operatorii, f € Z [x] i¢in,

_ Tif — (ﬂfzf) S

Ty — Ti+1

fﬂ'i :

seklinde tanimlidir (Fomin, Gelfand ve Postnikov 1997).

Buradan 0; = ——=%— ve m; = x;0; = O;x;41 + 1 oldugu goriiliir. Bu operatorler

Ti—Ti+1

{1, x;41} kiimesine asagidaki sekilde etki eder.

si | O Uy

1 110 1

Tiv1 | T4 —110

f,9 € Zlxy,...,x,) ve i € {1,...,n— 1} olmak iizere, Demazure operatorii 7,
asagidaki ozellikleri saglar.
() (f+g)m = fm; + gm; dir.

17
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(2) f, (i,i+ 1)’e gore simetrik ise fm; = f ve (fg) m; = f (gm;) dir.
(3) 72 = m; dir.

i =

(4) TG4 1 T = T 1T T4 dir.

Onerme 2.26. Boliinmiis fark operatorleri 0; ve m; asagidaki esitlikleri saglar (Lascoux

2013).

(f9)0i = [f(90:)+ (f0)(gsi) = g (fO) + (90;) (fs:)
(fg)mi = [f(gms) + (fmi) (gs:) — (gsi) [ =g (fma) + (9mi) (fs:) — (fsi) g

ispat
o fg—=(fsi)(gsi) _ fg—f(gsi)+f(gsi)—(fsi)(gs:)
(f9)0; = Ti—Tit1 o Ti—Tiy1
= [EEe El(gs) = f(99) + (D) (9s0)
ve benzer sekilde,
o fg=(fsi)(gsi) _ f9=(fsi)g+(fsi)g—(fsi)(gsq)
<fg) 0 = Ti—Tit1 - Ti—Tit1
= %9 + (fs1) 7285 = g(f0) + (90:) (fs:)
olur. 7; i¢in olan esitlikler m; = J;z;,1 + 1 esitligi kullanilarak elde edilebilir. U

Onerme 2.26 ile verilen formiillere 9; ve ; i¢in Leibnitz formiilleri denir.
f simetrik ise (fg)9; = f(g0;) dir. Bu nedenle, 0; simetrik polinomlar iizerinde

dogrusal operatordiir.

Sonug 2.27. f, g € Z [x] i¢in,
(i) 0, (f0i) (gsi) — (fs:) (90)

9 g9(gsi)

dir (Winkel 1995).

Ornek 2.28. f = 23z5 — z11014 ve g = 12923 olsun.

f 5 — (23 + mwy + a}) a5
! T12Tox3

7 N

T3T5 + TIT3T5 + ToTiws — X1 ToTy + TIT5 — T1T3Ty

g
! 0y = 2.2
g L1X5T3
/ 5. — 1172 — Tir4Ts + 112374 — TIT3T5 + 11T
g 3 Ty x3a?
(f) 9, — T3+ 1
Lo, = —
g T123
p
T
(o - 2
g L1273

18
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Tamm 2.29. w € S, permiitasyonu verilsin. w = S;,S;, - - - S;,. ise

0, =0

i, 0y 0;
dir (Kirillov ve Maeno 1996).

Onerme 2.30. w € S, olmak iizere w = Siy -+ Si, yazilist indirgenmis yazilis degilse

Oiy...i, = 0 dir (Macdonald 1991).

Ispat r iizerinden tiimevarim yapalim.
(1) o =s;, -+ s, indirgenmis degilse 0;,..;, , = 0 dir. Buradan,

0;,.0,

T 7;1""5'1”—1

0

olur.

(2) a = s; -+ s;,_, yazilisinin indirgenmis oldugunu varsayalim. 8 = s;, ---s;,_, ve
0 = s, ---s.olsun. [ (B) = r —1vel(f) < r —1dir. Buradan, Sonug 2.5’ten
dolay1 ! (f) = r —2 dir. Boylece | (3) = [ (fs,) = [ (f)+ 1 elde edilir. Sonug olarak
dp = 0;,09 olur. Boylece 9;,...;, = 0;,05 = 97.0p = 0 dur.

Onerme 2.31. v ve w iki permiitasyon olsun.

dir (Fomin, Gelfand ve Postnikov 1997).

Ispat v = s;,5,, -5 Ve w = 8;,5j, - - - 5, indirgenmis haldeki yaziliglar olsun. [ (v) =
rvel(w) =t dir. Budurumda 0, = 0;, - - - 0,,0;, ve 0,, = 0, - - - 0,0, dir.
(1) I (wv) =1 (w) + 1 (v)ise [ (wv) = t + r dir. Bu durumda wv’nin indirgenmis hali-

nin uzunlugu ¢ + r dir. O halde indirgenmis yazilis wv = s;, S, - - 55, 5i,Sip - = * S

r

seklindedir. Buradan,
D0y = 0y, -+ 03,04, 05, - - - 03,05, = O
olur.
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(2) I (wv) # I (w)+! (v) durumu wo’nin indirgenmis yaziliginin S;, 5, - - - S5, 54, Siy * * * Si

T

seklinde olmadig1 anlamina gelir. Onerme 2.30’dan

N A\
-~

Oy aw

air s 8i28i10jt T 8j28j1 =0

ve 0,0, = 0 olur.

O

Onerme 2.32. f = 3" oy, ise
(f9) 00 = (90.) (fw)+ > (o — ;) (90ur,,)
i<j
l(wtij):l(w)—l

dir. Burada t;;, x; ve x; degiskenlerini yer degistiren operatordiir (Macdonald 1991).
ispat Macdonald (1991) da (2.13)’{in ispatina bakiniz. ]
Tanim 2.33. (Klasik Schubert Polinomu) x := {x1,...,x,} ve wg € S, maksimum

permiitasyon olmak iizere verilen bir w € S,, permiitasyonunun klasik Schubert polinomu,

S, (x) = (H mf‘z> O—1u0g
i=1
dir (Macdonald 1991 ).

Ornek 2.34. w € S5 icin &, (x) Schubert polinomlart asagidaki gibidir.

= zimy

= 71 = S (x) 02

= 21272 = Gp3] (x) 04

= 1= 6y (x) 010,

= 11+ T2 = G31) () 0204

= 1= 6321 (x) 010201 = Syz01] (X) 020102

G, (x) = (H x?‘i> 0yt = <H a:;‘_i) O = H 27" oldugundan deg &, (x) =

=1 i=1
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Teorem 2.35. v,w € S, ve x = {x1,...,x,} olmak iizere,

S, (X) 8, = G-t (X) ) l(wvil) =1 (w) —1 (U)

dir (Macdonald 1991).

Ispat 2.31’den

aw—lwoav =
0 ., Il(vwtwy) #1(v) +1(w twy)
dir.
2.37°den
[(v) + 1 (wwo) =1 (v) + 1 (wo) — I (w)
ve
I (vw™ wp) = 1(wo) — 1 (vw™)
dir.

[(vw™) =1(w) —1(v)ise
L(wo) +1(vw™) = I(wo)+1(w)—1(v)

L(wo) +1(v) —l(w) = I(wo)—1(vw™)

olur. Bu I (v) + [ (w™lwg) = [ (vw 'wy) oldugu anlamina gelir. Buradan Onerme 2.31
geregi,

aw—lwoa’v = avw—lwo

olur. Dolayisiyla,

Sup (X) 0100000 = Gug (X) Forom100g
G, (X)0, = Gyt (X)

dir. [ (vw™') # l(w) — I (v) durumunda [ (v) + [ (w'wg) # [ (vw™'wp) olacagindan
Oy~1,0y = 0 olur. Bundan dolay1 &, (x) 9, = 0 olur. O
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Sonug 2.36. w € S,,i € {1,...,n— 1} vex = {z1,...,x,} olmak iizere,

Sy (x)0; =
0, w(l)<w(@+1)
dir (Macdonald 1991).
Onerme 2.37. w, € S, maksimum permiitasyon ve x = {x1,...,x,} olmak iizere, her

w € S, icin asagidakiler ifadeler saglanir.

(1) deg S, (x) =1 (w), (w#1)

(2) &, (x)’nin z; ve x;11’in yer degistirmesine gore simetrik olmasi icin gerek ve yeter

kosul w (i) < w (i + 1) olmasidr.

(3) wmnkodu X = [\, ..., \,] baskin parcalanis ise S, (x) = ' - - - 2 dr.

(4) a e N L acC[n—1,...,1,0] ve |a| = I (w) olmak iizere, w’nin klasik Schubert

polinomu

S, (x) = Z CoX”

«

formunda sifirdan farkli bir homojen polinomdur (Macdonald 1991 ).
Ispat w, € S, maksimum permiitasyon ve w € S, olsun.

(I) O,-1,, operatorii &, (x) polinomunun derecesini | (wwg) = I (wo) — [ (w™!) =
@—l (w) kadar dusiiriir. Boylece deg &, (x) = deg &, (x)— (@ — 1 (w)
= "(”2*1) — ("(”271) —1 (w)) = [ (w) olur.

(2) 6, (x) polinomu z; ve z;1’e gore simetrik ise S, (x)s; = &, (x) dir. Bu du-

rumda S, (x) 9; = 0 dir. Sonug 2.36’dan dolay1 w (i) < w (i + 1) dir.

(3) [ (w) tizerinden timevarim yapalim. wy’m kodu [n — 1,7 — 2, ..., 0] baskin ve
S, (x) =2} tay 2. 2, 1 oldugundan w = wy i¢in saglanur.
w # wp ve w’nin kodunun baskin oldugunu varsayalm. A C [n —1,n —2,... 0]
ve A # [n—1,n—2,...,0] dir. » > 0 sayisi, )\; =n—1ivel < i < rolacak
sekilde en biiyiik tam say1 ve a = )\; 41+ 1< n—r—1olsun. ws, mn uzunlugu

[ (w) 4+ 1 ve baskindir. A (ws,) = A + ¢, dir. Burada €,, a-inc1 bileseni 1 ve diger
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bilesenleri 0 olan bir vektordiir. Boylece, S, (x) = S5, (X) 0, = (:Eax’\) 0, = x*
dir. Ciinkii A\, = A\, dir.

4 6, (x) = (27" 2-_;) Ou-1u, polinomu derecesi [ (w) olan homojen polinom-
dur. Homojen oldugunu gérmek i¢in herhangi bir 9;’nin &, (x)’e etkisine bakmak
yeterlidir. « C [n—1,...,1,0] ve 8 C [n—1,...,1,0] olmak iizere , i # r,r + 1
icin, 8, = «; ve max (ﬁi,ﬁiﬂ) < max (o, jp1) < n — i — 1 olsun. x%9,, x”
monomlarinin bir lineer kombinasyonudur. Bu durumda her w € S, i¢in, x“0,,

polinomu da uygun £ ler i¢in x? lerin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.

U
Teorem 2.38. o C [n—1,...,1,0] olmak iizere H,, x* monomlar: tarafindan iiretilen
Z |y, ...,y nin toplamsal alt grubu olsun. Bu durumda, {S,, (x)} g kiimesi H, nin

bir Z-modiil tabanmidir (Macdonald 1991).

Ispat Onerme 2.37°den dolay1 her &, (x) polinomu H,,’de bulunur.

Z a,S, (x) =0 (a, €7Z)

UJESn

n(n 1)

bir lineer bagimli bagint1 ise, her 0 < p < icin,

> a6, (x) =0 (1)
l(w)=p
dir. (1) izerinde 0,, operatériiniin etkisine bakilirsa a,, = 0 oldugu goriiliir. Bundan dolay1

S, (x)’ler lineer bagimsizdir. Her o C [n — 1,...,1,0] i¢in, z* monomunun

Z b S, (2)

Hw)=lal

formunda yazilabildigini gorelim. Burada b,,’lar rasyonel katsayilardir. (2) iizerinde 0,

operatorii uygulanirsa b,, = x“0,, olur ve bundan dolay1 b,,’lar tamsayilardir. U

Teorem 2.39. w € S, olmak iizere S, (x) Schubert polinomlart Z [z, xs, . . .| icin bir

tabandir (Macdonald 1991).

23



KAYNAK TARAMASI E. CELIKOGLU

Ispat x® € Z[x), 2, .. .] verilsin. Yeterince biiyiik bir n i¢in o C [n —1,...,1,0] dir.
Teorem 2.38°den, x%, &, (x)’lerin bir lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir. Dolayi-
styla Z [x1, x9, . . .]’deki her eleman S, (x)’lerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

0

Ornek 2.40. [ = 23w3 + 1125 — 2214 Olsun.
[ = —6uug (%) + Guizy (X) + Spa13465) (X) — Sa143) (X) + Spizag (%)
+61423) (X) — Spisasg (X)

Teorem 2.41. Her n > 1 icin S™ kiimesi w (n+1) < w(n+2) < ... saglayan bii-

tiin w permiitasyonlarumin kiimesi olsun. {&,, (X)}, cgm) kiimesi Z [z, . .., xy) nin bir Z-
tabanidir (Macdonald 1991).
Ispat Onerme 2.37’nin ikinci dnciiliinden,
S, (x) € Z|xy,...,z,] <= Herm > nig¢in 0,6, (x) =0
= we s (2.5)
dir. w € S™ olmak tizere, A, C Z[x1,...,x,] kilmesi &, (x)’lerin Z iizerinde iirettigi
kiime olsun. A,, # Z[xy,...,x,] ise bir f € Z[xy,...,x,]\A, polinomunu segelim.

Teorem 2.39°dan dolay1, f’yi klasik Schubert polinomlarinin bir lineer kombinasyonu

olarak,

=Y a.6,(x) )

seklinde yazabiliriz. Burada a,, # 0 ve w ¢ S olan en az bir terim vardir. Bundan dolay1
uygun m > n i¢in &, (x) 0, = G, (x) dir. f0,, = 0 oldugundan, (1)’den, klasik

Schubert polinomlarinin lineer bagimli oldugunu goriiriiz. Bu Teorem 2.39 ile ¢elisir.

Bundan dolay1 A,, = Z [z, . . ., ] dir. Bu ispati tamamlar. O
Teorem 242. ¢ : Z|xy,...,x,| — Zve 1 < i < n olmak iizere v (x;) = 0 olarak
tanumlanan homomorfizm olsun. Bagka bir deyisle, f € Z [z, ..., x,] olmak iizere © (f),

f’nin sabit terimi olsun. f’nin klasik Schubert polinomlart cinsinden ifadesi,

[ = Z‘P(faw)gw(x)

wES),

olur (Macdonald 1991 ).
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Ispat Teorem 2.41 ve lineerlikten, bu formiilii £’yi bir &, (x) Schubert polinomu alarak
dogrulamak yeterlidir. Teorem 2.35 ve Onerme 2.37’den w = v ise ¢ (S, (x) d,,) = 1 dir.
w#rvise ¢ (6, (x)d,) =0dr O

Onerme 2.43. f = > a,x; bir homojen lineer polinom olsun. tij, x; ve x; degiskenlerini
ver degistiren operator ve w bir permiitasyon olmak iizere,

wa (X) = Z (ai - aj) GUJti]’ (X)

1<J
l(wtij):l(w)-kl

dir (Macdonald 1991 ).

Ispat G, (x) polinomu derecesi [ (w)+1 olan homojen bir polinomdur. Teorem 2.42’den,

[6.(x) =) (6, (x) 0,6, (x)

v

dir. Buradaki toplam uzunlugu [ (w) + 1 olan v permiitasyonlari iizerindendir. Onerme
2.32°den,

(f6. (%) 0, = (fv) (6 (x) 8y) + > (i — ) (Su (%) Do, )

i<j
l(uti]'):l(u)flzl(w)

dir. Buna devam edildiinde, w = t;; ise (f&, (x))0, = «; — «a; dir. w # t;; ise

(f6, (x))0, =0 dir. O

Sonuc 2.44. t;;, x; ve x; degiskenlerini yer degistiren operator, i < r icin o (t;,) = —1
ve i > ricin o (t;) = +1 olmak iizere,
2,6, (x) = o (tir) Sy, (X)
Hwtir)=l(w)+1

dir (Macdonald 1991 ).

1 < r < n olmak iizere s, € S, operatoriiniin klasik Schubert polinomu &, (x) :=
x1 + T2 + - - - + z, seklinde tanimlidir.

Teorem 2.42, Onerme 2.43 ve Sonug 2.44 asagidaki teoremi kanitlar.
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Teorem 2.45. (Klasik Schubert igin Monk Kurah)w € S,, 6, (x) =x1+z2+-- -+,
ve t;;, x; ve x; yi yer degistiren operator olmak iizere,

S, (X) S, (X) = Z GWtij <X>

1<r<j
l(wtij):l(w)+1

dir (Macdonald 1991).

Ornek 2.46. w = [41325] ve r = 3 olsun.
S, (X) Guizes) (x) = (21 + 22 + x3) (zix5 + 23w))
= 137} + Tow] + 2wow37} + 2323 + 2373
= (2327 + Tox]) + Tow37} + (Tow37? + 2373 + 2323)
= Gps1324] (X) + Saa315) (X) + Spars2g) (%)
= Gu1325)ot15 (X) + Su1325]0tas (X) + Spu1325]0ts5 (X)
Ornek 2.47. w = [24135] ve r = 2 olsun.
., (x) Spuzs) (x) = (21 + 22) (21725 + ix2)
= 22322 + 2319 + 1173
~ ot + (a3 + at + )
= Gza125) (X) + Spa5134) (%)
= Spa135)0t14 (X) + S24135]0ts5 (X)

Tamm 2.48. ¢ = ¢; (v1, ..., 1) i-inci elementer simetrik polinom olsun. Bu durumda,

1<r <-<r;i<k

dir. k > 0icin e§ = 1 dir. i > k icin €¥ = 0 dir (Fomin, Gelfand ve Postnikov 1997).
Ornek 2.49. i = 2ve k = 4 icin,
e;l = X1 + T1X3 + T1XT4 + T2y + ToXy + T3Ty
dir.
Onerme 2.50. e¥ = e; (x1,...,xy) i-inci elementer simetrik polinom olmak iizere,

k_ k-1 k—1
e, =e;,  +Ipe_4

recurrence(tekrarlanma) bagintist vardir (Fomin, Gelfand ve Postnikov 1997 ).
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Ispat e nin tanimindan,

%

1<r <--<ri<k

dir. Bu tanimi diizenlersek,

k
e; = ( g xm---xn) + Ty ( E xr1-~~xri_1)
1<r < <ri<k—1

1<r << <k—1

_ k=1 k—1
= e T+ xpe;,_y

<

olur.

Onerme 2.51. k,1,i € N olmak iizere, asagidaki ifadeler saglamr (Fomin, Gelfand ve

Postnikov 1997).
(1) k # Ligin €k, = 0 dur.
(2) €kOy = e} duir
Ispat (1)i0 <[ < kvel > k icin ayr ayr inceleyelim.

(I) 0 <1 < k olsun. e¥’y1 diizenleyelim.

k _ E
e’L = x'f‘l“.x’rl‘

1<r;<--<r; <k

E Tpy o Tpy | T Tig1 E Lpy ot Tryy
1<ry<--<ry_1 <k 1<rp < <rj_ <k
Vre#ll+1 Vrs£lLl4+1

-+ E Ty, v+ Ty,

1<ry<--<r;<k
Vrs £l l+1

= (xl + xl+1) E Tpy oo Ty |+ § , Lyy = Ty
1<ry<--<r;_1<k 1§€l1<¥l.7£i1§k
Ts7Fl,

Vrs#£ll+1

I
8

olur. Esitligin her iki tarafinin 0;"ye gore Newton boliinmiis farkini alirsak,
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efal = (xl + xl+l) ( Z Lpy v .xrifl) + ( Z Ly e 'mri) 81

1<ry<--<r; 1<k 1<ry<--<r;<k
Vrs#lL 41 Vrs#lLlI+1

= (ZL‘[ + ZE1+1) ( Z Lry " .Iri—l) O +

1<ry<-<r;_1<k
Vrs#LL+1

1<ry << <k

Vrs#ll+1
~ VvV
0
= (214 2111) O, E Ly o Tpyy
————
0 1<ry<--<r;_1<k
Vrs#£L 141

olur. | > k oldugu durumda e¥’nin iginde hig z;’li terim olmadig1 igin efd; = 0 dur.

(2) Onerme 2.50’den,

ek = ekl 4 Tre

k—1
7 7 i—

1

esitligini kullanalim. Esitligin her iki tarafinin 0y’ ye gore Newton boliinmiis farkini

alirsak,
k k—1 k—1 k—1 k-1
e;O = (ei + 931:6171) O = e; Ok + xre;i; Ok
——
0
k—1 k—1
= wpOkeiy = €
olur.

O

Onerme 2.52. i, j, k > 1 icin, asagidaki esitlikler saglanir (Fomin, Gelfand ve Postnikov

1997).
() (= ed) e = (- ed) el
(2) € (e — efﬂ) = (€§:16?+l - 6?—162?111)
1>1
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Ispat (1) Onerme 2.50’deki 6zellikten faydalanirsak,

k

(e“l — ek) e; '

k
% % J

k k k
1 = (ei + Tpt1€_1 — ei) e
ko _k
= Tk+16,1651
= (e’?Jrl — e’?) e

J J

olur.

(2) Az once ispatladigimiz (7)’den,

k( k E+1\ k ( k+1 k
€j (i —eii) = —¢ (€j+1 - €j+1)
kK41 k_k E+1 k  _k+1k
= eiej+1+eiej+1—|—ei €it1— 6 €
. _k+1_k E+1 _k k k k+1
= € ej+1—<2j+1<2i—i-6j+1 (ei—ei )

olur. Aym sekilde,

€§+1 (ef —ei™) = —eiy (efizl - €§+2)

ko okl kK k1 k1
= TG 1€l T € 1€ T € 1€~ € 1€y

k+1 K k+1 K k k k+1
= €_1€j42 — €061 T €5 (6171 - 6z‘—1)

dir. Bu durumda,

k( k k+1\  _ _k+1 k  _k+1 k k+1_k k41 k
€j (€i+1—€i+1) = € Cjp1 T €16 T E €540 T €06
k k k+1
+€5 10 (eifl - ei—l)
2
_ k+1 _k  _k+1_k k E o k41
= E:(em—zem effieii) + ey (e —ett)
=1

olur. Bu sekilde seri acmaya devam edildiginde,

ko k k1) _ k+1 k k41 k
€j (€i+1 - ei—l—l) = Z (€i+1—lej+l — €y ei+1fl)

1>1
oldugu goriiliir. Bu esitlikte ¢ yerine ¢ — 1 yazildiginda istenen esitlik elde edilir.

O

Onerme 2.53. w, € S,, maksimum permiitasyon olmak iizere,
Gy (x) = €1 (v1) €2 (T1,72) -+~ €1 (T1, ..., Tno1)
dir.
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Ispat Klasik Schubert tanimindan yararlanalim.

GWO (X) = (ﬁ m?l) awglwo
i=1

_ n—i
- I»

=1

Bu esitligi diizenlersek,
G, (x) = ar iz,
= (z1) (T122) -+ (172 -+ 2y 1)

= ey (x1)ea (1, 22) - €1 (T1,. .., Tn_1)

olur. O

Teorem 2.54. u, v permiitasyon ve c, ’ler negatif olmayan katsayilar olmak iizere,

6, (x)6, (x) = Z Con©uw (X)

OJESOO

dir (Billey ve Haiman 1994).

Ispat Yeterince biiyiik bir pozitif n tamsayisi icin, &, (x) &, (x) € Z[zy,...,x,] dir.
S, (x) ve S, (x) polinomlart homojen polinomlar oldugundan ¢arpimlari da homojen-
dir.

o Lxy,...,xn) — Z,1 <i<nvef€Zlr,...,x,] olmak iizere ¢ (f), f'nin

sabit terimi olsun. Teorem 2.42°den,

UJGSn
dir. ¢ homomorfizminin tanimindan, ¢ ((&, (x) 8, (x)) d,,) ifadesi bir tamsayidir. Bu

durumda ¢, = ¢ ((6, (x) &, (x)) J,,) olur. O

Ornek 2.55. u = [3142] ve v = [52413] olsun.

6[3142] (X) 6[52413] (X) = (1'337% + I'Ql'%) (l‘gl'zl'éll + ilfg.ngiCéll)

3,6 2,..6,.2 3,6
= T3X,T9 + 2x57\75 + x5T)T3

_ 2,62 3,6 2,.6,.2 3.6

= X3T%5 + (:p3x1m2 + x31775 + a72x1x3)
= 6[7341256] (X) +6[7251346} (X)
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Ornek 2.56. u = [312] ve v = [425631] olsun.

2 (3, 2.2 3,2, .2 32,2
6[312] (X) 6[425631] (X) = I (ZEIJI2[E3J]4ZL’5 + T1ToX3T 4T + I1ZE2JI3ZE4CL’5)
5. 2.2 5.2, .2 52,2
= X{XoX3T3T5 + T]X3X3X,T5 + T{LL304T5

= 6[624531] (X)

Tanim 2.57. f. g € Z[z1,...,x,] ve wy € S,, maksimum permiitasyon olmak iizere f ve

g’nin i¢ carpumi asagidaki sekilde tanimlidir (Macdonald 1991).
<f7 g> = (fg) awo
Ornek 2.58. w, = [4321], f = 2323 ve g = 2175 olsun.

<x§x3,x1m2> = ($g$3$1$2) a[4321]

= —mf:cg — T1X9x3 — w:% + azg
Onerme 2.59. w € S, ve f,g € Z [x1, ..., x,] olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
(1) <faw7 g> = <f7 gaw71>

) (f%9) =e@) (f.g°7)
Burada ¢ (w) = (—1)") w’nin isaretidir (Macdonald 1991).

Ispat (1) (f0i,g) = (f,99;), (1 <i < n — 1) oldugunu gostermek yeterlidir.

<falv g> = ((fal) g) awo = ((f&) g) aiawosi = ((f&) (gal>> aw()si

olur. Ciinkii, f0; polinomu z; ve x; 1 e gore simetriktir. Egitlikteki son ifade f

ve g’ye gore simetriktir. Bundan dolayi,

(f0i,9) = (90i, f) = ([, 90i)

olur.

(2) (fsi,9) = — {f, gs;) oldugunu gostermek yeterlidir.

<f5i79> = ((fsi)g) Oy = (f (gsi)) 5100,

ve 5;0; = —0; oldugundan,

- (f (gsi)) aiawosz‘ - - (f (gsi)) awo - - <f7 gsi>

olur. U
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Tanim 2.60. (2-Kat Schubert Polinomu) x := {x1,...,x,} vey = {vy1,...,yn} olsun.

wo € S, maksimum permiitasyon olmak iizere,

6, (x3y) = < H (i +yj)> Qo1

i+j<n
polinomuna w € S,, permiitasyonunun 2-kat Schubert polinomu denir (Kirillov ve Maeno

1996).

Teorem 2.61. x = {x1,...,z,} vey = {y1,. .., y, tolmak iizere,
n—1 k
i+j<n k=1 \i=0
n—1 k
= (Z AR (T >yk)>
k=1 \i=0
dir (Postnikov 2004).

Ispat Timevarim yapalim. n = 2 icin,

H (zi +y;) = (z1 +y1) = yieo (21) + yler (z1) = H (Zf:o Y i€ (T1, .. ,iﬂk))
i+j<2 k=1
olur. n icin dogru olsun.

IT @+wv)= 1 @+v) ] @i+w) D
i+7<n+1 i+j<n i+j=n+1
esitliginde esitligin sag tarafim diizenleyelim.

0 @iw) Tt = 1 G+ T (s

i+j<n i+j=n+1 i+ji<n
n—1 ) n—1
= [T (o vk mhes (w1, -y 1)) TT (w1 + Yo
k=1 k=0
n—1 )
= (1 4+ yn) kH (Thrs + Yn) Sor gy hes (1, .-, 7))
=1

Elde ettigimiz esitligin sag tarafindaki bir £ sayisi i¢in, carpimin i¢indeki

k )
(Tht1 + Yn—k) <Z ys:};ei (21, ... Jk))
i=0

carpanina bakalim.

k ) k )
(Trg1 + Yn—r) | D yﬁizez (@1, m) ) = 2 yﬁ:zxmei (21,...,21)
s :

=0

k )
+(S et )
~
k41 Z Lo
=y xper (w1, xk) Yt e (T, .., @) <Z Y ke (T, .. ,xk)>
i=0
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k )
+ (Z yrlj:?_lei (xla SR axk)
i=1

k—1 A
= yf:ieo (T1,me) + 20 yfz:;c (Tpqr6i (T1, .. Tk) + €1 (1, - . Jk:)))
i=0
+ 40 _pxper (1, ..., Ty)
k—1 ,
= yf:;lgeo (331, e ,$k+1)+ (Z yqli:;cxk—i-l@i-i-l (331’ e ,$k+1)) +?/2_k€k+l (3?1, . ,$k+1)
i=0
k+1 1 '
= Z ynikilei (512'1, Ce ,.fL'k)
i=0
Buradan,

k ) k+1 .
(Tps1 + Ynk) (Z ys:zei (@1, ... ,xk)) => yZJ_FIIC_ZGi (z1,...,7x)
i=0 i=0

olur. Bunu (1)’de yerine yazalim.

I @+y) = ] @+y) [] @+y)

i+7<n+1 i+ji<n i+j=n+1
n—1 k )
- wtw)] (mﬂ o) 3 sk (o ,m)
=1 i=
n—1 /k+1 A
— (1’1 +yn)k (Z{)yﬁ+,1€_’ei ((L’1,.. ,$k))
=1 \i=

elde edilir. Benzer iglemlerle H (xi +y;) = H (Z ah e (yn, . ,yk)) oldugu

i+j<n+1 k=1 =0
da goriilebilir. O

Ornek 2.62. n = 4 olsun.

H (Ti+y;) = (v1+ys) (@1 +y2) (@2 +1y2) (1 +y1) (22 +y1) (w3 + y1)
itj<d
= (ys+a1) (yg + 2 (21 + 22) + 3711'2) (v +yi (x1 + 22 + 23)
+y1 (2122 + T123 + T2x3) + T10273)
= (y§€0 (z1) + Y€1 (%)) (y5€0 (w1, 22) + yze1 (1, T2)

+y362 (x1, xz))(yf’eo (w1, 22, 73) + 9%61 (w1, 22, T3)

+yres (21, 2, T3) + yes (x1, T2, T3))

= Z ys e (1’1)> (Z ys 'e; (21, 952)) (Z yi e (21, ma, 373))

1=0 =0 1=0
3 k

_ k—1

T s >)
k=1 7=0
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3
dir. Benzer iglemlerle H (i +y;) H ( Tt iei (v, ,yk)) oldugu goriilebi-

i+5<4 k=1
lir.

Teorem 2.61 bize, H (x; + y;) nin katsayilart Z [y, . . ., y,,| 'de olan x*’larin lineer

i+j<n

kombinasyonu seklinde yazilabildigini ifade eder. Ya da ayni1 sekilde H (x; + y;) nin
i+j<n

katsayilart Z [x1, . .., x,]’de olan y*’larin lineer kombinasyonu seklinde yazilabildigini

de ifade eder. Buradao C [n —1,...,1,0] dur.

Teorem 2.63. (2-Kat Schubert Icin Cauchy Formiili)) x = {x,,...,2,} ve y =
{Y1,. .., yn} degiskenler kiimesi olsun. wg = [n(n—1)...1] € S, maksimum permii-

tasyon olmak iizere,

H xz+yj Z 6 wwo )

i+j<n w€eSh

dir (Postnikov 2004).

Ispat Ispati icin Macdonald (1991)’da sayfa 77-78 e bakiniz. U

Ornek 2.64. n = 3 olsun.

H (@i +y;) = (z1+y1) (@1 +y2)(z2+y1)
i+j<3

= 2{wy +Yiys +a1xs (1 + yo) + (21 + 22) Yiye + iy + T1y;

= Gy (%) Gpuaz) (¥) + Spiag) (%) Spzan (¥)
+6231) (X) Sizz) () + Spizz (%) Spaayy (v)
6319 (%) Sp213) (v) + Sp13) (%) Sz (v)

= 6[321] (X) 6[321]0[321] (Y> + 6[123] (X) 6[123]0[321] (Y)
+6231] (%) Spa31jofz21) (¥) + Spuzz) (X) Spiszofzan (¥)

(

+6312) (X) S31200(321] (V) + S213) (X) Sp213)0[321] (¥)

Onerme 2.65. x := {2,,...,2,} vey = {y1,...,yn} olmak iizere w € S,, icin,

S, (X§ Y) = Z S, <X> S, (Y)

1(w)=U(u)+1(v)

dir (Macdonald 1991).
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Ispat Teorem 2.63’ten
[T @ity) =3 6w (x)6.(y)
i+j<n vESy
dir. Bu egitlikte her iki tarafa J,,-1,,, uygulayalim.

< H (zi + y])) Oty = (Z S (%) G, (Y)> Qo1

l“r] Sn ’UESn

G, (xy) = Z Sy (X) 014060 (y)

vESH
Eger,
[ (vw) = (vwowow) =1 (vwo) — I (w™wo) =1 (w) — L (v)
ise Teorem 2.35’ten,

Suwy (X) 014y = Gy (X)

dir. [ (vw) # [ (w) — 1 (v) ise Gy (X) O-14, = 0 dir. Burada u = vw dersek,

Gu(xy)= Y  6.(x)6,(y)

U=vw

l(w)=l(u)+1(v)

olur. O

Ornek 2.66. w = [21354] olsun.

Gpussy (X5y) = @104 + 2ays + T1ys + Y1ya + D103 + T3y1 + T1Y3 + Y1ys + 1102
+oay1 + 20191 + 2]+ YL+ 11y + Y192
= ($1$4+!E1$3+$1$2+$%) + (21 4+ 22 + 23+ 24) 1
+x1 (Y1 + y2 +ys + ya) + (y1y4 + Y1Ys + Y1y + yf)
= B3z (%) Spasus) (¥) + Spiassy) (X) Spa13a5) (¥)

+6[21345] (X) 6[12354] (Y) + 6[12345] (X) C‘5[21354} (Y)

Onerme 2.67. w, € S, maksimum permiitasyon, x = {x1,..., .} vey = {y1, ..., Yn}

olmak iizere her w € S,, icin asagidaki ifadeler saglanir (Macdonald 1991).

(1) &4, (5y) = [[ @i+u)

i+j<n
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(2) Gw (X; y) - Gw—l (YQ X)

(3) y1 ==y, =0icin 6, (x;0) =S, (x) dir.
Ispat w, € S, maksimum permiitasyon, x = {z1,...,2,} vey = {y1,..., ¥, } olsun.

(1) 2-kat Schubert polinomu tanimindan yararlanirsak,

S (x3y) = ( IT +3/j)) D=ty = ( IT +3/j)) o= 1] @+w)

i+j<n i+j<n i+j<n

olur.

(2) 2.65’ten yararlanacagiz.

So(xy)= Y, GG ()= Y G, (y)6.(x)=6,1(y:x)

U=VW 1
v=uw

L(w)=1(u)+1(v) L(w)=1(v)+1(u)

dir.

(3) 2-kat Schubert polinomu ve klasik Schubert polinomu tanimindan yararlanalim.

S, (x;0) = ( H (@i + 0)) Q1o = (1:[ H (@i + 0)) D1

i+j<n i=1 j<n—i

n—1
— (Hx?_’) D1y = G4 (%)
i=1

dir.

Bu durumda 2-kat Schubert polinomu,
6w (X; Y) = Gwo (X; Y) awflwo

seklinde de ifade edilebilir.
S, (x;¥) 0; = S, (x;y) 0Y_, dir. Ayrica 2-kat Schubert polinomlari braid-relation

ozelliklerini saglar.
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Teorem 2.68. (2-Kat Schubert I¢in Monk Formiilii) w € S,, x = {x1,...,1,} ve
y =A{v1,...,Yn} olmak iizere,

(177’ + yw(r)) Gw (X; Y> - Z Gldtrj (X; y) - Z GWtrj (X; Y)

i>r j<r
l(wtrj):l(w)-kl l(wtrj):l(u)-{—l
dir (Kohnert ve Veigneau 1997).
Ispat Kohnert ve Veigneau (1997), Onerme 4.1’e bakiniz. U

Ornek 2.69. w = [1324] ve r = 2 olsun.

(w2 +y3) Gpsoq (X57) = (w24 y3) (T1 + Y1 + 22 + 1)
= (za+ys3) (v1 +y1 + 22+ y2) + (71 +y1) (21 + o)
— (z1+ 1) (@1 + 32)
= Oy (x;y) — Sz124] (x;y)
= 6[1324]01524 (X§ Y) - 6[1324]ot21 (XS Y)

Ornek 2.70. w = [2134] ve r = 3 olsun.

(73 +y3) sy (X3y) = (w3 +y3) (1 + 1)
= (z123 + 2351 + T1y3 + Y1y3) + (122 + T2y1 + 2710
—|—yf + :L‘f + 2192 + Y1y2) — (2122 + zoys + 221y1 + yf
+27 + 1y + Y19)
= Gy (x;y) — S3124] (x5y) — S2314] (x;y)
= Gpisots (x;y) — Sp134)0t15 (x;y) — S2134]0t3 (x;y)

Onerme 2.71. x := {x1, ..., 2, vey := {1, ..., yn} degiskenler kiimesi olsun. w € S,

icin,
G, (xy)= Y 6,(0,y)6,(x0)
L(w)=1(u) H(v)
dir (Macdonald 1991 ).
Ispat x:= {z1,...,2,},y :={y1,...,¥n} Ve wo € S,, maksimum permiitasyon olsun.

w € S, i¢cin Onerme 2.65’ten

G, (X; Y) - Z S, (X) S, (Y)

w)=1(0) ()
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dir. Bu esitlige Onerme 2.67 deki 6zellikleri uyguladigimizda

G,(xy)= Y, 6,(x0)6,1(0y)

w=o v

1
l(w)=l(v)+1 (0'7 1 )

1

elde edilir. 07" = w dersek,

G, (x;y) = Z S, (0;y) &, (x;0)

l(w)=l(u)+1(v)

olur.

Ornek 2.72. w = [3142] olsun.

Spuy (Xy) = TiT3 + T1T3Y1 + T1T3Y2 + T3y1Ye + T1Y2 + 2215192 + T1Y5

+yly§ + 175%352 + 120y + T1T2Y2 + ToY1Y2 + 35291 + $1y% + y%?ﬁ

= (y1y§ + y%yz) + 1Yo (1 + 22 + x3) + (y1y2 + yf + yS) T

+ (zim3 + zi22) + (Y1 + v2) (z125 + 2122 + 27)

= Gi3142) (0;y) Gpi234) (x:0) + Sp3124 (05 ) Spr2ag) (x;0)

+6 1342 (0;Y) 2134 (X5 0) + Spr234) (0;y) Sp3142) (X3 0)

+6 1324 0;y) Si2143) (x;0)

Ornek 2.73. w = [321] olsun.

Sy (x57) = (21 + 1) (21 +2) (22 + 1)

= 23Ty + Y1T1Te + YaT1Ta + Y1YaTa + Y175 + Ui + Y1YeT1 + YiYe

= x%xz + yle + (1 + y2) ;122 + y%xl + Y1y (21 + 22) + y%yz

= 6[123] (05 Y) 6[321} (X; 0) + 6[213] (0§ Y) 6[312] (X; 0)

+6[132] (0;y) G[231} (x;0) + 6[312] (0;y) 6[213] (x;0)

+6[231] (03 Y) 6[132} (X; 0) + 6[321] (0§ Y) 6[123] (X; 0)

Teorem 2.74. (2-Kat Schubert icin Permiitasyon Tiiriinden Newton Interpolation For-

miilii) Her f € Z[xq, ..., x| igin,

F=Y ()6, (x—y)

WGSTL

dir (Kirillov ve Maeno 1996).
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Ispat Ispati icin Macdonald (1991)’a bakiniz. U

Ornek 2.75. f =%+ z125 olsun.

fo= 1) 05yCma (x;—y) + [ (¥) 015 O3 (X =)
+/(y) 3[3;23]6[123] (x;—y) + f (¥) 8[};31]6[231] (x;—y)
I () Oy Sisz) (x5 =)
= Gy (X5 —y) + (11 + y2) Spa1g (x5 —y) + (yf + ylyz) Spio3 (X5 -y)

+6p231) (X5 —y) + 11839 (X5 —Y)

Teorem 2.76. x = {z1,...,2,} vey = {y1,...,Yn} olmak iizere {&,, (X;y)}, g, Kii-

mesi 7. [x;y| /I, uzaymn bir 7 [y|-tabamidir. Burada I,, = (e; (X) , ..., e, (X)) sabitten

farkli elementer simetrik fonksiyonlarin iirettigi idealdir (Lam ve Shimozona 2013).

Ispat Ispati icin Lam ve Shimozona (2013)’e bakiniz. O

Teorem 2.77. (Permiitasyonun Baskin 2-kat Schubert Polinomu) x = {x1,... x,} ve

y = {V1,...,yn} degiskenler olsun. w € S,, permiitasyonunun kodu \ baskin (\y >

o2 Ay 2 0) ise,
S, (xy)i= [ (=i+w)
dir (Macdonald 1991 ).
Ispat Ispati icin Macdonald (1991)’a bakiniz. U

Ornek 2.78. w = [53214] olsun.\ = [4,2,1,0,0] dir: X baskin parcalans oldugundan

w’nin 2-kat Schubert polinomu asagidaki gibidir.

Gpsanig) (X3y) = H (i + ;)

1<i<5
1<5<0

= (w1 +y1) (@1 +12) (21 + ys) (21 + ya) (21 + y5) (22 + 1)

(22 + y2) (z3 + 1)
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Tanim 2.79. (Kodun Baskin 2-Kat Schubert Polinomu)x = {xy,...,x,}vey = {y1,...,Yn}
degiskenler kiimesi ve A € N bir baskin parcalanis (A > --- > X\, > 0) olsun.

Vxy) = [[ (@+y)

1<i<n
1<G<Ag

polinomuna \ kodunun baskin 2-kat Schubert polinomu denir. 2-kat Schubert polinomlart,
0;’lerin carpinu altindaki baskin 2-kat Schubert polinomlarimin sifir olmayan goriintiileri

olarak tamimlanir (Lascoux 2013).

Verilen bir w € S, permiitasyonunun kodu A = [Aq,...\,] olsun. w permiitasyo-
nuna s; € S, etki ettifinde bunun \ koduna etkisi \' = A1, A A — 1 A
seklindedir. Bu durumda Y), (x;y) 0; =Y. 5,1 -1, (X;y) dir.

Yi (x;y)0) =Y (x;y) vei # kigin Yy (x;y) 0 = 0 dir.

Ornek 2.80. \ = [5,3,2] ve u = [3,4,2] kodlarimin Schubert polinomlarim hesaplaya-

lim.

Yisao (%) = (w1 +u1) (w1 +y2) (01 +y3) (01 + ya) (01 + ys) (22 + 1) (02 + 12)
(22 +y3) (x3 +y1) (T3 + y2)

Visag (1Y) = (214 y1) (@1 +y2) (21 + ys) (w2 + y1) (22 + 12) (22 + y3) (23 + 1)
(x3 4+ y2) (21 + T2+ ys + y5)

Teorem 2.81. (2-Kat Schubert Icin Kod Tiiriinden Newton Interpolasyon Formiilii)
o (v), verilen bir v koduna karsilik gelen permiitasyon olmak iizere, her f € 7 [x1, . .., x,]
icin,

F=Y ),V (x—y)
veEN™?

dir (Lascoux 2013).

Ispat Ispati icin Lascoux (2013)’a bakiniz. 0

Ornek 2.82. f = 213 + 22 olsun.

f= 7 a3’([1,0,1,0])}/[1 01,0 (X =y) + f(y) ), ([0,1,1,0)) Y [0.1,1,0] (x; —y)
+f(y) 9y o ((0.0.1,0) Y0010 (%5 =Y) + f (y )0, (11,0,0,0) Y 11.0.0.0] (X5 =)
+f(¥) % 0.00,0p Y0000 (X5 =¥) + f (¥) 011 1.0.0 Yi10.0] (5 =)
+F(¥) 002,00 Yiozo0 (% =Y) + f(¥) 001,00 Y0100 (%5 —Y)
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= —Yno10 (X —=Y)+ Yo1,1,0 (X —y) + v2Y001,0 (X5 —Y)
— (1 Y2+ y3) Y0 (X5 —y) + (y2fy3 + yg) Y(0,0,0,0 (X =)
—Y[1,1,0,0] (X§ —Y) + Y[O,z,o,o] (X; —Y) + (y2 + y3) Y[o,1,0,0] (X; —Y)

Newton Interpolasyon formiiliinde f yerine 2-kat Schubert polinomlarini koydugu-

muzda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.83. w € S,, permiitasyonunun kodu w olsun. Bu durumda,

Yoxy)= Y Yi(zy)Y,(x;—2)
w=0(u)o(v)
dir (Lascoux 2013).

Ispat Ispati icin Lascoux (2013)’a bakiniz. O

Ornek 2.84. w = [3142] olsun. w’nin kodu w = [2,0,1,0] dir:
Y[2,0,1,0] (X§ Y> = Y[2,0,1,0} (Z; Y) Y[o,o,o,o] (X; —Z) + Y[z,o,o,o} (Z§ Y) Y[o,o,l,o] (X; —Z)
+Y[o,1,1,0} (Z; Y) Y[l,o,o,o] (X; —Z) + Y[o,o,o,o} (Z§ Y) Y[Q,o,l,o] (X; —Z)
+Y0,1,0,0] (z;y) Y1010 (x;—2)

Tanmm 2.85. x = {z1,...,2,}, ¥y = {v1,.-.,Yn} ve wo € S,, maksimum permiitasyon

olmak iizere bir w € S,, permiitasyonunun 2-kat Grothendieck polinomu

&, (x3y) = < H (1 + %)) 1wy
i+j<n v

seklinde tanmimlidr (Kirillov 1996).

Ornek 2.86. w € S5 permiitasyonlart icin 2-kat Grothendieck polinomlar: asagidaki
gibidir.

(’5[321} (X; Y) =

(

Gy (X3y) = (H%) (H%)
(
1

Bz (x5y) = (1+ 2) (1 + ﬂ)
X1 X2
Bpig (x5y) = 1+ A
X1
Y1Y2
& : = 1-
[132] (X7 Y) L1

95[123} (xy) = 1
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KAYNAK TARAMASI E. CELIKOGLU

Onerme 2.87. x = {z1,...,2,}, y = {1, ..., Yn} ve wo € S,, maksimum permiitasyon
olmak iizere asagidakiler saglanir (Lascoux 2013).

(1) &, ay) = [T (1+2)

i+j<n
(2) &, (x1y) = By (5 i)

ispat (1) 2-kat Grothendieck polinomunun tanimini kullanalim.

Yj Yj
sto (x;y) = ( H (1+j>)ﬂw01wO: ( H (1—|—x—])>ﬂ'l
i+ji<n g i+j<n t

1)

i+j<n

(2) Ispatiigin Lascoux (2013)’a bakinz.

Tanmim 2.88. (Baskin 2-Kat Grothendieck ve Baskin Key Polinomlart)
x ={x1,..., .} vey ={uy1,...,yn} degiskenler kiimesi ve \ € N" bir baskin parcala-
nis (A > -+ >\, > 0) olsun.

Gr(xy) =[] (1 + %)

1<i<n
1<5<X;

polinomuna \ kodunun baskin 2-kat Grothendieck polinomu ve

polinomuna \ kodunun baskin Key polinomu denir (Lascoux 