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ONSOZ

Elastik zemine oturan géli geometrilerdeki kirg, plak ve kabuklarin lineer ve lineer
olmayan analizi gecen yuUzyilin sonlarindan berstaraacilarin ve teorisyenlerin en
fazla ilgisini ¢ceken konulardan biri olrstur. Elastik zemine oturan yapilar 6zellikle
ikinci diinya sav@indan sonra pek cok sektorde 6zellikle; flize verompalari olarak
askeri alanlarda ve ucak-uzay sanayisinde, tekindogaitli uygulamalarda, igaat ve
makine muhendishi alaninda, endustride g#i fabrika kren ve makinalarin zemine
sabitlenmesinde, ¢i hekimligi ve biyomekanikte, kiyi-liman yapilarinda, sivi ve
gazlarin iletim hatlarinda, temel ve zemin muihdnglisde, nikleer eneriji
santrallerinde, ucak hangarlarinda, 6zel amacliahalani igasinda ve demiryolu
uygulamalarinda kandasilir. Daha c¢ok yuksek maliyet gerektiren blyuk lkaps
islerde ve stratejik yapilarda kullanilan elastik m@gnoturan plak ve kabuklarin her
turll dis etkiye kagl yeter guvenlikte igasi buyik dnem kazanmaktadir. Bu gakda
zemin modeli olarak lineer olmayan Winkler-Past&rkallaniimis ve lineer olmayan
analiz yapilmgtir. Bu calgma suresince tezin alumuna yardim eden daman hocam
Dog. Dr. Omer QVALEK’e, yaptigi katkilardan dolayi Yrd. Dog.Dr. Hakan ERSOYa,
ve son olarak yiksek lisans gatam suresinde ve hayatimin heamasinda bana

maddi — manevi her tirli degtereren aileme tgekkir ederim.
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1.GIRIS

Yapi-zemin etkilgimini iceren muhendislik uygulamalari, yeni malzertpglerinin

Uretiminin mimkin olmasi ile surekli gindemde okanaratirma alanidir. Ozellikle,
kati- sivi ve kati-zemin etkigamini iceren problemler, uygulamada en fazla kulkam

model tipleridir.

Kati-zemin uygulamasinin blyik @mlugunu olgturan elastik zemine oturan s
geometrilerdeki kig, plak ve kabuklarin lineer ve lineer olmayan anaecen yizyilin
son 40 yilinda agairmacilarin ve teorisyenlerin en fazla ilgisinke@a konulardan biri
olmustur. Ozellikle 1950’ li yillardan sonra ucak-uzagingyindeki hizli gejimeler,
sava sonrasindaki sanayi hamleleri ve kompozitlerind@eale kullaniimasi ile farkh tip
ve amaglar icin geftirilen yapilar ile birlikte elastik zemine oturampi turlerinde ve
ihtiyaclarinda da bir agiolmustur.

Bilindigi gibi, elastik zemine oturan plak ve kabuklar dikld ikinci diinya saveindan
sonra pek ¢ok sektorde Ozellikle; fize ve roketpalar olarak askeri alanlarda ve
ucak-uzay sanayisinde, teknoloji de sitte uygulamalarda, igaat ve makine
muhendisigi alaninda, endustride g#i fabrika kren ve makinalarin zemine
sabitlenmesinde, ¢i hekimligi ve biyomekanikte, kiyi-liman yapilarinda, sivi ve
gazlarin iletim hatlarinda, temel ve zemin muhdnglisde, nikleer eneriji
santrallerinde, ucak hangarlarinda, 6zel amaglelligle agir kargo ucaklari ve
supersonik ugaklarin inebilegig hava alani igasinda ve demiryolu uygulamalarinda
karsilasilir. Daha c¢ok yuksek maliyet gerektiren blylk lkaps islerde ve stratejik
yapilarda kullanilan elastik zemine oturan plakkaduklarin her tirli gietkiye kasi
yeter guvenlikte igasiI buyik 6nem kazanmaktadir. Dolayisi ile, gerekaut yukler ve
kendi a&irliklar altindaki gerilme, deformasyon.gibne ve c¢aitli noktalarindaki
deplasmanlarinin hesaplagdistatik hesap ve gerekse deprem gibi dinamik yikle

altindaki dinamik analizleri yeter hassasiyete gatarak yapiimalidir.

Geng bir perspektifden bakincdarih boyunca toplumlar uygasi@a ve refah dizeyine

ulasma hedefiyle her alanda olglm gibi teknolojik ilerlemelerde kaydetgher ve



boylece yeni ihtiyaclar digmustur. Bu ihtiyaglarin kaglanmasi amaciyla teorik ve
pratik calgmalar yuriten muhendisler de farkh teknikler tmda ygunlasmiglardir
(Civalek ve Catal 2004).

intiyaclarin farkhi alanlara kaymasi ginimiz yapi hevidislginin - buyik bir
cogunlugunu yuzeysel tayici sistemlere yoneltrstir. Teknolojinin gelsmesine paralel
olarak bu tur sistemlerin gkil edilmesinin mimkin olmasi nedeniyle, ginimuipiya
mihendislgi daha cok ylzeysel ¢gyicilar veya bu tir sistemlerden gdun yapilarla
ilgilenmektedir. Artik ginimuzde kalin plak, kakabuk veya bunlarin bienesinden

olusan konstruksiyonlar gepiuygulama alani bulmaktadir.

Kalin bir plak veya kalin bir silindirik kal@un gerilme analizi veya dinamik analizi
onemli matematiksel guglikler ortaya cikarmakta@mesin kalin yapilar icin dénel
simetrik durumda bile ginumize kadar uygun bir kagézim bilinmemektedir.
Kalinhigin, diger boyutlar yaninda ihmal edilemeyecek mertebeda &emer barajlar,
siginak ortusl tonozlar ve basing odalari, nikleerjesantralleri gibi yapilarda ince

kabuk teorisi ile yapilan hesaplar mihendislik alaraqcin yeterli olmamaktadir.

Yaygin olarak bilinmektedir ki, muhendisliktee vdiger uygulamali bilimlerde
karsilasilan gercek fiziksel sistemleri tanimlayacak matgknanodeller biyuk bir
cogunlukla adi veya kismi turevli bir diferansiyel déem olmaktadir. Analizi yapan
mihendis; uygun sinir ve/veya stengic kagullari altinda elde edilen bu turevsel
denklemlerin ¢ozamd ile ilgilenir. Kapali matenkaiozim yani analitik ¢6zim ga
uygulamali bilim dalinda ve mihendislik problemtele ulailmak istenen ideal
cb6zimdur. Ancak analitik ¢c6zim, problemlerinsige karakteristikleri nedeniyle g
kez imkansiz olur. Bazen mevcut malzeme seiderinin dgrusal olmayan biinye
denklemleri, bazen problemin gl@angicinda problemi gerceklmesi gereken B&angic
degerlerinin karmaikligi veya 6zdg denklemlere gotiirmesi yada temas yani dokunma
(sivi-yapi, zemin-yapi etkiggn problemlerinde oldgu gibi) problemlerinde oldgu
gibi sinir kaularinin lineer olmamasi gibi nedenlerle kapalienadtik ¢ozim imkansiz
olup, tek ¢c6ziim sayisal yaklen kurmaktir. Mevcut bu sayisal ¢ozimlerin biril@ime

ve problem tiplerine gore bazi Ustunlukleri veyaibalumsuzluklari olabilir. Yeter



dogrulukta ¢cézumler elde etmek igcin giinimuize kadar gak sayisal analiz yontemi
onerilmistir. Ozellikle 1960 yillarindan sonra bilgisayarkmelojisinde ortaya cikan
gelismeler sayisal yaktam yontemlerinin gelimesine katki ggamistir. Bunlar
arasinda; sonlu farklar, sonlu elemanlar, sinimaldar, Galerkin vb. yontemler genel

olarak bilinen ve kullanilan metotlardir.

Genel olarak sayisal yakim yontemleri zaman veya uzay bdlgesinin belirli
araliklara bolunerek ¢6zume birkac adimdasmiayl veya ¢gu durumda ardik
iterasyon c¢Oziumlerini gerektirir. Bu nedenle g#llen sayisal yontemler;
gerektirdikleri hesaplayici ihtiyacl, ¢ozum icinrbana zaman veya CPU(Merkegdem
birimi) suresi, denklemlerin stabilitesi, kullaam grid (digiim) noktasi sayisi, problem
¢6zUmu icin 6nglemler ve en 6nemlisi bu ¢6zim icin harcanan para gkonomi gibi
kistaslar acisindan g#i avantajlara veya dezavantajlara sahip oluragslan tabiidir
ki; daha kisa surede daha hassas sonuclar elgsktet Daha hassas sonuclarin daha
az sayida dgiim noktasi kullanilarak elde edilebilmesi ve bdklel daha az bilgisayar
ihtiyaci, sonuclarin daha kisa stirede elde editedsl yani daha ekonomik ¢ozumler
elde edilebilme imkaninin agtarilmasi calgmalari yeni yontemlerin galiriimesine yol

agmstir.

Muhendislik sistemlerini analizi, ¢6zillecektsmi tanimlayan matematik modelin
olusturulmasi ve sistemi tanimlayan matematik denklemlanalitik ya da cgtli
sayisal yaklgmlarla ¢Ozilmesi olarak iki anasamada gercekje. Birinci asama
tecrtbe, farkli boyutta modelleme yetgnee ilgili matematik altyapiyi; ikinci gama

ise gavenilir, hizli ve gejimis bir hesaplayiciyi gerektirir (Civalek 2004).

Olwturulan sayisal modelin, ana modele gore guvengitishyisal modelin belirli
kosullar altindaki ¢oziimuyle elde edilen sonuclarinjagosullar altinda gercekien
fiziksel olayin sonuclari ile uyumluguna bglidir. Modellerin buydk ¢gunlugu sinir
deser formundaki diferansiyel denklemlerdir (CivaleB(2). Bu denklemler varyasyon
problemleriyle fiziksel modele en uyguyekilde uyarlanabilir.Varyasyonel problemler
sinir dger problemlerinde gore daha gerkullanim alanlarina sahiptir.Bunun en

onemli nedeni modelin giyi verileri Uzerindeki sureklilik ve tirevlienebilikli



kosullarinin  varyasyonel problemlerde daha uygulamabiblusudur.Matematik
modelleme gleminin sonraki gamasi problemin ayrik model olarak kullanilacakapes
yontemine tanitiimasidir. GUnumuizde, diferansiyenidemlerle ilgili matematik
modellerin ayrik benzlerinin olusturulmasi ve elde edilen ayrik problemin
bilgisayarda ¢ozumlenmesi agisindan en kapsambilreen yontem sonlu elemanlar
yontemidir (Civalek ve Catal 2004). Bu yontem kkasonlu farklar yonteminden daha
farkl bir yapiya sahip olup,en 6nemli ayirt edidelligi sonlu farklar yontemi sinir

deger problemini esas alirken,sonlu elemanlar yonteanyasyonel problemi esas alir.

Muhendislik problemlerini “surekli ve sireksartam problemleri” olarak iki ana
baslik altinda siniflandirabiliriz. Serbestlik derecesnsuz blyuk olan sirekli ortam
problemlerinin ¢6zima bir diferansiyel veya intdgdeenklem sisteminin ¢ézumini
gerektirdgi halde; serbestlik derecesi sonlu olan surekganomproblemlerinin ¢6zimu
lineer denklem takiminin ¢ozimdiyle elde edilebilieek (Civalek ve Catal 2004).
Surekli ortam problemlerinin ¢6ziminde denklemesishin olgturulmasi gamasinda
cesitli matematiksel gucliklerle katasilabilir. Bununla birlikte slreksiz ortam

problemlerinin ¢6zimunde hesaplayici kapasite$iesap suresi geskenlik gosterir.

Bunlardan bgka muhendislik problemleri evrensel bir yaktala; kararli durum
problemlerini iceren denge problemleri, kararli whar problemlerindeki bazi
parametrelerin kritik dgerlerinin bulunmasini gerektiren 0Z@e problemleri ve
baslangic dger formundaki problemleri iceren propagasyon pnoidei olarak Uc¢
temel gruba da ayirmak mumkuindidr (Crandall 1968).t&8z bir siniflandirmada da
elde edilen denklem; kapali yada acik sinir ve/\ggkangic dgerine sahip kismi veya
adi tarevli bir diferansiyel denklem yada lineer denklem takimi olarak elde edilir
(Civalek ve Catal 2004).

Lineer bir diferansiyel denklem takiminigkeyan fonksiyonlarin bir bdlgedeki
degerleri tayin edilirken, bazi matematik gucliklettersilasilir (Civalek 2004). Bu
zorluklart  gabilmek icin ©ncelikle diferansiyel denklem takiminsgilayan
fonksiyonlarin belirli uzunluktaki deerleri hesaplanir. Bu derler siginda belirsiz

uzunluktaki dger istenen deerlere ulailabilir. Bu yontemle “strekli” bir ortam



yerine,cebirsel denklem takimiyla ¢6zUmi mamkinbitga “ayrik” bir ortam
kullaniimis olur. Hizh yuksek kapasiteli hesaplayicilarinigmlesi ve kullaniminin
yayginlamasi nedeniyle sirekli ortam yerine streksiz ortapdeli Gzerindenslem
yapmaya elvegli yontemler artmgtir. Sonlu farklar, sonlu elemanlar ve sinir elefaan
bu yontemler icerisinden en yaygin kullanilanlarlarak g6ze carpmaktadir.
Karakteristik buyukliklerin ortam igerisinde gigmesini ifade edebilmesi ve kargia
sinir sartlarinin ¢6zime katilabilmesine olanak vermesdarmandan sonlu elemanlar
daha yaygindir (Civalek ve Catal 2004).

Matematik model okturulurken genellikle ¢ézimi istenen sistemi ifadden
“integral denklem” ya da “diferansiyel denklem” kaftarinden olgur. Karmaik sinir
kosullarindan dolayr ukalan kismi ya da adi turevli diferansiyel denklernesinin
analitik ¢cozimui oldukga zordur. Bu durumdssitfe uygulanabilir analiz teknikleri
ortaya kullanilir. Denklemlerin matris formda ifadedilebilmesi ve busekilde
cozllebilmesi geyen teknolojiye paralel olarak bilgisayar teginin de gelsmesiyle
birlikte sayisal analiz yontemlerine blyuk katkglsanis; dolayisiyla analizlerin daha
pratik ve guvenilir olmalari yontnde ilerlemelerineden olmgtur. Sonlu farklar, sonlu
elemanlar,sinir elemanlar,varyasyoneffgdien) hesap,Rayleigh-Ritz ginimuizde en
etkin kullanilan yaklgk analiz yontemleri olarak géze carpmaktadir.gCsayisal
hesap yonteminde sirekli denge problemi sonlu sagetbestlik dereceli bir sisteme

indirgenerek ¢ozime wdir (Crandall 1968).

Gerek lineer ve gerekse lineer olmayan sisgtamlanalizinde sayisal hesap
yontemleri geni bir kullanim sahasi bulmgtur. Bununla birlikte lineer olmayan
sistemlerin analizinde ya ¢ozumi basiiléci bazi kabuller yaparak gili parametreler
ihmal edilmekte veya dgudan lineer kabul ile ¢ozimlere gillanaktadir. (Civalek ve
Catal,2004). Sistemlerin lineer davrgan uzaklatikca lineer kabulin hesap

sonugclarina getire@gehata oraninin artagakacinilmaz bir gercektir.

Yukarida bahsedilen sayisal ¢ozim yontemlesmkidiferansiyel denklemlerinin
¢6zUmu i¢in kullaniimy olup, ginimuzde farkh alanlardaki birgok problan(itresim,



stabilite, akgkanlar mekargi, surekli ortam mekagi, sivi veya termal etkiler maruz

yapilarin analizi) ¢ozimuinde gaaiyla uygulanntir.

Sonlu elemanlar ve sonlu farklar metodundgiidii noktalarinin artmasi daha hassas
sonuclara ulglmasini sglar. Ayrica yuksek hassasiyet icin g@lim noktalarinin
arttinlmasi; ¢cozumde faydalanilacak bilgisayardsafesini ve ¢ozim suresini de paralel
olarak arttiracaktir. Fakat pek ¢cok problemde tutar gercek dgerine yakin sonuclara

ulasabilmek birka¢ 6zel dtiim noktasinda mimkin olabilmektedir.

Bilgisayarin gunimuizde daha da efektif kullaasiyla birlikte denklemlerin
matrislerle ifade edilebilmesi ve bilgisayar ortameskiye gére daha kolay aktariimasi
sonucunda kullanilan hesap yontemleri sayisal arlahine gekmeler gosternstir.
Hesap tekniklerindeki bu gemeler nedeniyle lineer kabul yerine parca parca
lineerlestirerek adim adim hesaplama, arkli yaklssim veya bu tir sistemlerde
superposizyon metodu gecerli olmaddan arduik yik artim metotlari gibi lineer

olmayan sayisal analiz yontemleri cok yaygin oldmalkaniimaya bganmstir

Sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlari @kdytk artim metotlari icerisinde
kullanim alani dier analiz tekniklerine gore en yaygin olanlari@onlu elemanlar
metodu kullanilarak ¢6zim yapilacaksa yaikabir fonksiyon secilerek ¢dzime
baslanir. Ancak sonlu elemanlar metodunda secilenrpatasyon fonksiyonlari lokal
dizeyde olup elemanlar icin gecerlidir (Ak6z 198%ponlu elemanlar metodunda
istenilen hassasiyette ve daha tutarli sonuclae edebilmek igin ¢6zim bolgesini
birden fazla elemana ayirmak muimkindur. Ozelliklakpveya kabuk elemanlarin
hassas c¢cozumleri ancak yuksek sayida elemana békisglanir (Civalek 1998).
Co6zum bolgesinin ¢ok sayida elamana ayriimasiyaigara ulailmasi ayni zamanda
gerekli olan hesaplayici kapasitesini ve zamamractktir. Ayrica istenilen hasiyetteki
yani gercek dgerine en yakin sonuclar mihendislik problemlerigdaellikle bir veya

birka¢ 6zel noktada istenir.



Daha az grid nokta sayisi kullanilarak yeter heigette sonuclar verebilecek bir metot
olan Diferansiyel Quadrature Metodu (DQM) RichareliBan tarafindan galirilerek
lineer ve lineer olmayan kismi tdrevli diferansiyalenklemlerin ¢dzimine
uygulanmgtir (Belmann ve Casti 1971). Diferansiyel quadratumetodu; koordinat
dogrultusuna gore bir fonksiyonun turevi, cepecevreasabir ¢6zim bolgesindeki
yuksek dereceden bir polinom yardimiyla yakia kurabilen strekli bir fonksiyon ve o
dogrultu boyunca butlin ga noktalarindaki) fonksiyon gerlerinin timadnin lineer

toplami olarak ifade edilebilegeprensibine dayanir (Civalek ve Catal 2004).

Diferansiyel Quadrature metodu ile Sonlu Elelmametodu arasinda gerek yakia
ve gerekse uygulama acisindanitfiefarkliliklar mevcuttur. Buna gére DQ metodu
genel cerceveli yani global bir yaklen metodu olup yiksek dereceden polinomlar
kullanilir, sonlu elemanlar metodunda ise fonkslgordistik dereceden olup sadece
eleman bazinda yani lokal dizeydedir.Bunun yanimd@ metodu herhangi bir
noktadaki fonksiyonun tirevine direk yakliam getirir,sonlu elemanlar metodunda

yaklasim lokal elemanlar tGizerinde olup, turev ifadeleklggtm metodundan elde edilir.

Diferansiyel quadrature metodu daha ¢ok soatuldr ile benzerlik gosterir. Sonlu
farklar metodu dgilk dereceden polinom yaklanlari Utzerine kurulan lokal bir
yaklasim metodudur (Civalek ve Catal 2004). Buna gore m&odu ¢ézime polinom
fonksiyonlar yardimiyla ukarken, sonlu farklar metodu seri yakilalar ile sonuca

gider.

Diferansiyel Quadrature metodundastiuulan matris formlar “band matris” olup
simetrik yapiya sahip g@édir. Bununla beraber bu metotta lineer denkleskimi
olusturmak icin benzer sayisal yakim metotlarinda oldgu gibi mevcut tirev
denklemi, ¢6zim bolgesinde Onceden segcilergudu noktalarindaki bilinmeyen
fonksiyon dgerleri cinsinden ifade edilir ve ilgili singartlari DQ metoduna uygun
bicimde ifade edilir. Sinigartlarinin farkli formlarda (Dirichlet ve/veya Neam yada

karisik) olmasi ¢6zimde herhangi bir sorugkieetmez.



2. KURAMSAL BIiLGILER

Muhendislik uygulamalarinda kati-sivi veya kati-aermetkilesimi blyuk bir uygulama
alanina sahiptir. Ginimuze kadar zemin ve yapi teydde ilgili pek ¢ok kabul ve
hesap yontemi galiriimistir. Cesitli O0zellikteki zeminler ile temas halinde olan
mihendislik yapilarinin  hesaplart ginimizde de @menkorumaktadir. Bu
calismalarda cgitli tiplerde zemin modelleri kullanilgh gibi, kullanilan analiz
yontemleri de ¢gtli olabilmektedir. Bu tez kapsaminda; elastik neeler ile temas
halinde olan tabakali plak yapilarin lineer olmayaalizleri incelennsi bu analizlerde
zemin modeli olarak lineer ve lineer olmayan ikigraetreli (Winkler-Pasternak) zemin
modeli kullaniimgtir. Temel denklemlerin c¢ikartiimasi ¢cok fazla ietenems ve

literatrdeki mevcut plak teorilerinden faydalangtm.
Elastik zemine oturan yapilar veya daha teknik efdile kati-zemin etkikgmi
problemi bilimde ve muhendislikte pek cok uygulamasan bir calgma alanidir.

Disiplinler arasi ¢capmayi gerektiren bu alamsagidaki calsma alanlarinda ve problem
tiplerinde sikca karlasilir:

+ Insaat Muhendisfii uygulamalari (Demiryolu raylarinin modellenmesi,

iletim hatlari, yapi temelleri vb., s6nimlu sistenl

* Makine miuhendisfii alanina (Makine temelleri, yatak ve rulman sid&n

* Biyomekanik (Kafatasi modelleri, dhekimligi ve bazi hiicre modelleri)

» Elektronik ve bilgisayar muhendigliuygulamalari (mikro elektro mekanik

sistemler, mikro plaklar, mikro devre tasarimi,Uaitor vb.)

« Malzeme ve nano teknoloji ( karbon nanottplerin amek modelleri, atomik

kuvvet mikroskobu vb.)



* Petro-Kimya endustrisi ve gaz iletim borulari

» Ucak-Uzay sanayi (Havaalani pistleri, roket ve fiem@palari vb.)
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Sekil 2.1. Winkler elastik zemine oturan Gniformikir
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Sekil 2.2. Winkler elastik zemine oturan dikdortgaak
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Sekil 2.3. Winkler elastik zemine oturan ¢itrdikli basik kabuk (Civalek, 2004)
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Sekil 2.4. Ucak pisti (Elastik zemine oturan sureditis veya plak modeli)

12



Sekil 2.5. Dk hekimliginde elastik zemine oturan kirmodeli
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Sekil 2.6. Biyomekanik (elastik zemine gomullu kabaellemesi)

Sekil 2.7. Demiryolu uygulamasi (elastik zemineratusurekli kirg)
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Sekil 2.8. Elastik zemine oturan kabuk modelleri
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Sekil 2.9. Elastik zemine oturan kirve plak modelleri

(MEMS uygulamalari; Atomik kuvvet mikroskobu, miketpler ve mikro plaklar)
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3. MATERYAL METOD

Bu tez kapsaminda modellenen sisteme ait mevcutlgnmo ¢ozmek igin diferansiyel
quadrature ve ayrik tekil konvolisyon yontemlerill&onlmistir. Her iki yontemde
surekli bir sisteme ait tirev denklemi ayrgtlearak ¢c6zime ukar. Bu bolumde bu iki
yontem temel olarak tanitilacaktir. Bu bélumun jraasinda Civalek (2004) ve Gurses,
2008) tarafindan yapilan cghalardan buyik olcude yararlanikt, bazi kisimlar
aynen alinmgtir ve atif yapilmgtir.

3.1 Diferansiyel Quadrature (DQ) Metodu

Diferansiyel quadrature yonteminin pek colsi kiarafindan kabul gorngitanimi
hemen her yayinda mevcuttur. Metodun tanimi gelzbkstyle yapilabilir (Civalek
2004): herhangi bir fonksiyonun verilen bir ayniktadaki bir uzay dgskenine gore
kismi tirevi, o dgisken bolgesinin bitiin ayrik noktalarindaki fonksiydegerlerinin
agirhkh bir lineer toplami ile ifade edilirseklinde tanimlanan diinceye dayanir
(Belmann vd 1972). Az sayida grid kullanarak guirenitelikteki sonuclara ulgnayi
hedefleyen DQ metodu; fizik ve muhendislikte diagilan baglangic dger ve sinir
degser problemlerini farkli bir baki acisindan ele alabilen bir yontem olarak goze

carpmaktadir. Buna gore tek boyutlu bir f(x) fonksiyonun birinci tdrevini

xj (I=1,2,...,N) noktalarindaN ayrik nokta igin goz 6nlne alirsaknci ayrik nokta igin

birinci turev ;
_of _ XN _ o
fx(xi)—& e T AT i=1,2,...N (3.1)

=1

olacaktir. Yukaridaki ifadeye goreitikteki degerler:

(%) = Desisken bolgesindeki ayrik noktalari
(u(x)) = Ayrik noktalardaki fonksiyon gerlerini
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4j) = Birinci dereceden tiurev icin bu gkrleri fonksiyon dgerlerine
baglayan &irlik katsayilari olarak adlandirilir.

Agirlik katsayilarinin hesabl, kalik gelen koordinat yonlerinde “test fonksiyonu”
yada “yaklgaim fonksiyonu” olarak ta bilinen fonksiyonel yakialar ile gerceklgtirilir
ve hesap icin belirtilen fonksiyonlarda, sonlu etamar yontemindeki enterpolasyon
fonksiyonlarinda da oldiw gibi, “sureklilik sarti” gozetilir. Ancak DQ metodunda
“sinir sarti” n1 sglamasi zorunlu dgldir. Yaklasim fonksiyonlari, alan dgskenlerinin
olasi kararli yani Uniform durumlarini ifade edei®li ve fonksiyonlarin diferansiyel
denklemdeki yada sinigartlarindaki miumkin olabilecek en yuksek mertebedek
diferansiyele kadar tirevinin alinabilmesi gerekifani sureklilik sarti icin, bir
koordinat yonundeki diiim sayisi, diferansiyel denklemdeki gak gelen b&msiz

degiskene gore en yuksek dereceli tirevin bir fazlasgitaolmalidir (Civalek 2004).
Bellman ve arkagéari tarafindan @irlik katsayilarinin hesaplanmasi igin ¢ metot
onerilmistir: Agirhk katsayilarinin hesaplanmasinda kuvvet polittwmve Legendre

polinomlarinin kullaniimasi bilinen ilk yontemdireviNs 20 old@gu durumda kuvvet

polinomlari uygun olup ger durumlarda Legendre polinomlari kullanilir.
3.1.1. Kuvvet Polinomlari ile Agirlik Matrislerinin hesabi

Denklem (3.1) tam olarak alifiinda, test fonksiyonu olarak (N-1) veya daha kigik
dereceden secilen polinom fonksiyonu igin;

) =X, k=1,2,....... N (3.2)

verilen denklem (3.1)de yerine yazilirsga@da belirtildigi formda bir lineer

denklem takimi verir

N
(k-1)xk-2= 3 Ajxk-? (3.3)
ji=1
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1=1,2,.......y N ve k=1.2,........, N icin

Yukarida ifade edilen denklem sisteminin tékil cozimi vardir ¢iinkl  katsayilar
matrisinin determinanti Vandermonde formundadiridem girlik katsayilari icin
analitik olarak Hamming'in 6nergh metotla (Hamming 1973) yada Vandermonde
denklemleri icin Bjorck ve Pareyra'nin 6negdgibi bilinen bazi 6zel algoritmalar ile
sayisal olarak (Bjorck ve Pareyra 1970) ¢ozulebBu tekilligi gidermek icin, &irlik
katsayilari, dgisik grid nokta sayilan ile (3.3) denklemisie grid dezerleri icin
hesaplanmalidir (Civalek 2004).

W1 W2 W3 Wn
t—t v
i=1 i=2 i=3 =N

Sekil 3.1.Tek boyutlu sistem i¢in tanimlanan grid gdiin) noktalari

Denklem (3.3) matris formdaagidaki gibi tanimlanabilir:

{ow(x)/ 0% =AW} J_ (3.4)

Benzerglemler iki ve daha fazla derecen tiurev ifadelein ige uygulanarak, her bir
dereceden turev icin farklgalik ifadeleri elde edilir.Buna gore ikinci deretan tirev

Icin metot:

2 N ]
o) =2 =% By wix); i=1,2,N (3.5)
0 x21*= X j=1
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(Bj) =Ilkinci dereceden tirev icirgalik katsayisi

olarak ifade edilir. Denklem (3.5) birinci dereceadsgirlik katsayilari cinsinden:

9% N N _
lpxx(xi)z_z X = 5 = Z Aij Z Ajk SU(Xk) ; 1= 1,2, ........ ,N (36)
ol I N

Denklem (3.2) ile verilen polinom fonksiyon uygodaak ikinci dereceden tirev

ifadesi:

N
(k—l)(k—Z)Xik_Sz > Bij Xl?_l (37)
j=1

esitli gi olarak bulunmstur.

Ikinci dereceden tirev ifadesi denklem (3.3) tekilgamla ¢ozulirse ikinci, tglinci ve

dordincu derecedegialik katsayilari B;, Cjj, Djj) asagidaki formda hesaplanir.

N
Bij = X A Ay (3.8)
k=1
N
Cij= 2 AkBy (3.9)
k=1
N
Djj = 2 Ak Cy (3.10)
k=1
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Ornek noktalarin sayisi hesap performansiristgedek acisindan énemlidir, buna
karsin agirlik katsayilarinin hesabinda 6nemligddir. Nokta araliklarinin gt olmasi
gerek slemlerin basit ve kolay uygulanabilmesine ve dahasshs sonuclara
Onerilen metot her iki dgultuda yani her bir koordinat yoninde (tek boyutlu

problemler icin bir yonde)sét aralikli secilen

=t =120 (3.11)
N,—1
j-1 . :
= : =12,..c....... 3.12
yJ Ny_l J N ( )
olarak verilir.

Bazi durumlardasé aralikli olmayan noktalarin seciminin daha iginsic verdgi
bilinmektedir. Yine iki boyutlu problemler icinsg olmayan grid noktalari Chebyshev-

Gauss-Lobatto noktalari igin:

Xi :%{1—00{;‘_}1nj:| , i=12,.... N (3.13)

_1. j—-1 L _
y;= 2{1 co{Ny_lnH , ]=1,2,....... N (3.14)

sekkinde secilir. Bununla birlikte diferansiyel quatlre ¢cdztimlerinde farkl koordinat

yonlerindeki grid noktalari sayisi ve tipi bakimamdfarkl secilebilec@ gibi, farkh
koordinat yonlerinde farkli test fonksiyonlari degcgebilir (Civalek 2004).

3.1.2. D{um grid noktalarinin sayisi ve secimi

Diferansiyel quadrature metodunda ¢6zumun Isasgabazi problem turlerinde sinir
kosullarina bl olsa da (sinir dger problemlerinde) genelde bu hassasiyeildii
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(grid) noktalarinin secimine ve sayisinaglodir. DUgum noktalart sonlu farklar
metodunda kil edilen sebeke (network) secimi, veya sonlu elemanlar metddu
secilen sonlu elemangatipi ile hemen hemen benzerdir. Bu benzerlik yalpisir
benzerlik olmayip fiziksel sistemi temsil eden nmmaéik model icin ¢cozimin
bulunacg@! temel noktalar bazindadir. Daha 6nce yapilarsrmpalarda gosterilngtir ki;
lineer tirden denklemler ve homojen sinigtarina sahip problemlerdesiearalikh
secilen dguim noktalari ¢ozim hassasiyeti acisindan yeterlidir

Bazi durumlarda ise 06rnek noktalarin sayesilen b&intilarin performansinda
yani girlik katsayilarinin hesabinda etkili gielir. Hesap performansini ggirmek
acisindan 6nemlidir. Bundangbka, bazi durumlarda bu noktalar ¢6zimugrdtugunu
etkileyebilmektedir. Orngin esit aralikli noktalar ile glem kismen daha kolay ve
uygulamasi daha basittir, ancagite@lmayan nokta aragll icin az da olsa sonuclarin
hassasfii bazi tur problemlerde azalip bazilarinda artard Goktalarinin secimi ile
ilgili ayrintili bilgi Striz ve arkadglari , Bert ve Malik, Jang ve arkagi@r ve Du ve

arkadalar’nin calsmalarinda bulunabilir.

Dusum noktalarinin seciminde sikga kullanilan ve deerimetotlar bu kisimda
sirasiyla takdim edilecektir:

a) Her dgrultuda yani her bir koordinat yoninde (tek boyytheblemler icin bir
yonde) it aralikli secilen grid dalimi.

= ty = 3.15a,3.15b
Xj Nx_l yJ Ny_l :( )
i=1,2,....N: j:1,2,...,N;
olarak verilir.

b) Sinira yakin noktalar igin yani ik noktalar icin bilinen ¢ok kuguk ckerler
atanarak slem yapilabilir. Orngin esit ve ait olmayan aralikli J bitisik (adjacent)

noktali drnekleme modelsagida tanimlanngtir.
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i) esit aralikli bitisik-0 nokta dgilimi

x1=0, X2=0, X.1=1-0 ve X =1 3.16a)

y:1=0, Y2=0, yi-1=1-0 ve yi=1 .X8b)

olmak Uzere d#er noktalar icin yani sinira yakin olmayan noktadam

=L ; y,= -1 (3a13.17b)

seklinde olur. Buradad deseri ¢ok kuguk bir dger olup sinirin hemen hjtk
komsulugundadir. Pek cok uygulamada genel oladk 10° alinir. Bu teknik kir ve
plak problemlerinde ankastre mesnet ve basit megii®t cift sinir kaulu olan
uygulamalarda iyi sonug¢ verir. Yani her bir mesaeki sinir kgulu olup toplam dort
denklem elde edilir. Bu sinir kollarinin esas yonetici denklem ile dikkate alinmas
sirasinda teknik uygundur. Ornek olarakgutaiki boyutu icin bu tarz gosterirfiekil

3.2'de verilmitir.

23



5
’ /
A/
—> L— - I‘: °
Ny S U U ) U Y AU Y RS T
i i A
Ny-1 ; ]
IS & I
s i b
i ! * !
ISE & Ce ) ?
> | :
[N NS VUSSR NSNS VU AU AU AU I S ;L___¢_
j=1 - I T " X
i=1 2 3 i-1 i i+1 Nx -1 Nx 5
le N
N a "

Sekil 3.2. iki boyutlu boélge icind bitisik noktall quadrature diiim noktalari
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3.2. AYRIK TEK iL KONVOLUSYON (ATK) METODU

Ayrik tekil konvolisyon (ATK) yontemi ilk olarak Wg1999) tarafindan ortaya
atilmistir. Wei'nin de belirtégi gibi (Wei 2000) cgitli fen bilimleri ve miuhendislik
problemlerinde gorulen tekil konvolusyonlar (TK)lbert, Abel and Radon
donigimleri gibi, matematik donimlerinin 6zel bir sinifini okturur. Gergcektende
gelisme gosteren matemgith yeni dali Wavelet (dalgacik) bu metodun esatagkil
eder (Wei 2002).

Wei ve arkadgar Ayrik Tekil Konvolisyon algoritmasini ilk olak kati ve
akiskanlar mekargi problemlerinin ¢6zimunde uyguladi (Wei 2001, Zi28892). ATK
algoritmasini kullanarak yiksek frekansli gtree sahip plaklari ve dizensiz i¢ destekli
plak titresimlerini analiz etti. Yakin zamanda, Ayrik Tekil Keollisyon algoritmasinin
ve Genellgtiriimis Diferansiyel Quadrature yonteminin dikdortgen pdain titresim
hesabinda kadastirilmasi Ng ve dierleri tarafindan (Ng vd 2004), tabakali konik
kabuklarin ve elastik temel Uzerindeki plaklarinbgst titrgimlerinin sayisal ¢ézimleri
ise Civalek (Civalek 2006) tarafindan sunugtou. Bu calsmalar ATK algoritmasinin
Ozellikle dikdortgen plaklarin yiuksek frekanslirédimleri olmak Uzere plaklarin
titresim analizde son derecegei yaradgini acgikca belirtmektedir. Bundandia, ATK
algoritmasinin mekanikte uygulanan tirevsgtliglerin ¢c6zimunde esneklik gkayan
evrensel yontemlere sahip ofglu ortaya c¢ikmaktadir. Yakinlarda, ATK-Ritz
yontemiyle Mindlin plaklar and kalin basik kabuktaserbest titrgm analizi Hou ve
digerleri (2005) ve Lim ve derleri (2005) tarafindan sunulstur.

Diger sayisalyontemlerde oldgu ayrik tekil konvolisyon yontemi (ATK) de
mevcut bir tirev denklemi yani surekli bir sisterag¢ denklemi yaklam veya test
fonksiyonu (sonlu elemanlardakil fonksiyonu) olarak kerneller kullanarak aymir.
Kernel olarak Shannon kernel, Shannon delta kemgichlet kernel, de la Vallee

kernel vb. kullanilir. Ktlikteki T and #(t) test fonksiyonundaki elaman gkxleridir.
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Tekil konvolisyon

FO) =T OO = T(t-x(xdx, (3.18)

olarak ifade edilebilir (Wei 2001).(t — x) tekil kernel olarak ifade edilir.
Ornegin:
TX)=6M(x); (n=0,1,2,..,). (3.19)

Buradaki ayrik kernel of delta tiptir. Kerndl(x) =d(x) ssitligi yuzeysel ve grisel

interpolasyon icin énemlidir, v& (x) =M (X) esitligi n>1 icin turevsel sitliklerin
sayisal ¢ozumiinde gereklidir. Yeterli dizgin yakida, ayrik tekil konvollisyon

yonteminin dikkate alinmasi son derece etkili gWiiei 2001).

F,()=2XT,(t=x)f(x0), (3.20)
k
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3.2.1. Shannon’un delta (RSD) kerneli

Yakin gecmgte, bazi yeni kernellerin kullanimi (Wei 2002) meikave uygulamall

matematik problemlerinin ¢éziminde Oneriftini Shannon kernel:

o sinf@/A)(x- x| (x=x)? |,
On,(X—x) = D)X~ x) ex{ -~ },0’>0. (3.21)

seklinde duzenlenmgiir (Wei 2001). BuradaA=17(N-1) her bir diguim arasi aralik v&l

digim nokta sayisi. Burada parametresi Gauss zarfi (Gaussian envelope)klggni
olarak bilinir ve g = rh ile hesaplanir. Burada hesaplamanin kmda secilecek bir
parametredir. Denklem (3.60) tekil konvollsyon laderinin (delta type) ayrik
yaklasimlar s&lamasi icin kullanilabilir (Zhao 2005). Orgie bir fonksiyon igin
herhangi bir mertebeden tirev

FO)= Y 5,00 x) f(x0) (3.22)
k =-M

oa(X—x)=As,(Xx—x,) olarak belirtiimitir ve (n) turevin mertebesini
gostermektedir. (2+1) x cevresinde konumlanan ve genellikle toplangedanden daha

kiguk toplam hesap gatigidir. ATK yonteminde herhangi bif (xX) fonksiyonunun
X noktasli icinx koordinat yonundeki tirevisagidaki toplam ile verilir.

d"f(x) = OV (x) = % SO(x —x) f(x); (=0,1,2,...,). (3.23)
dx" k=-M

X:Xi

Denklemden . x degiskenine goren. mertebeden tirev olarak tanimlar@rnesin

ATK kernellerininx=x; deki ikinci mertebeden tureviasidaki gibidir.
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2
o8 (X=x;) =d—[ 5A,g(x—xj)]‘ . (3.24)
d x? X = x|

Ayrik formda denklem (3.24) deki bu tirev,

d2f M
f@(x) == = X 52(KAxy) f.

2 itk i’
d x k=-M

(3.25)

X =y

olarak formule edilebilir.

Birinci, ikinci, tguinct ve dordinclt mertebeden Wikatsayilarinin hesabsagidaki

formuller ile hesaplanir.

cos/A)(X — xy)
(X=xy)

expl- (X - x)%/257]

57(%}A,t7 (Xm B Xk) =

_sin(@/A)(X = xy)

expl-(x—x,)?/252)]
T(X— xk)Z/A

_sin@/A)(X = xy)
(ro21D)

expl-(x - x,) %/ 252)] (3.26)

(@D Sin@lB)(X ~ x,)

(v 2
oy ePE (X x0?/ 207

52%()(_ X,) =

_5 cos@/A)(X — x)

(X= %)

expl-(x - x)?/252)]

_o cos@/A)(X = x) expl- (X - xk)z 125242 sin@/A) (X — xy)

expl-(x = x,) %/ 25)]
o2 (X - xk)3/A
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N sin@@/A)(X — x,)
m(X- Xk)az/A

eXp[— (X - Xk)2/20'2]

N sin@@/D)(X = xy)
7[0'4/A

(X x,) €XPE(X = x) 21 252)] (3.27)

_(x?1 A cos@D)(x — x) exol (X - x)2
(X = x) 252

]

57(3)&(7 (Xm - Xk) =

i 2
+3 (/D) sin(@/D) (X — Xk) exp[_ (x- Xk)
(x= Xk)2 252

]

N 3(n/A)sin(n/ZA)(x =% o X xk)Z] 46 COSEx) (X Xi)°

]

_ v )2 _ _ I VENRY.
+30036T/A)(X Xk) expl (X = x) ]+3(X Xk) COSE/D)(X = xy) expl (X=xy)
(X—xk)a2 2452 ot 2452

]

_6 sin@/A)(X = x) exp[_ (x- Xk)z] _3 sin(@/A)(X = x,) exp[_ (x- >2<k)2]

2 2
77:(X_Xk)4/A 2g 77:(X_Xk) 0'2/A 20

_ (x=x}) ?sin@A)(x - x,) exol (X - x0)2

] (3.28)
7T0'2/A 20_2

(z21 A2) cos@D)(X — xy) exol (X - x0)2
' 2

]

5(4 (Xm~ Xk) =4
7[)A,0' m (X_ Xk)2 20_
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N (231 A3)sin(@/A) (X — xy) exol” (X - x0)
(X=x) 242

]

4 4 @21 DAcosEB)(X—x) o~ xk)z] _1pHRISIN@RYX = xi) o = (X x>

o2 20 (X—xk)3 242

]

_ ) Sin@)(x-x) = (x= X%, 5 D)X= x,) Sin@lB)(x - x,) exol (X =%

Pt ] §
(X—xk)o'2 242 ot 242

]

_ —(y— 2 _ v 2
_24003@/A)(X Xk) expl (X=xy) ]_1ZCOS@/A)(X Xk) expl (X=xy)
(x=x0" 25 (X=x) 202 242

]

—v.)2 _ oy —v. )2 : _ (v —u\2
_4(x X) “COSE/A)(X = xy) expl (X=xy) ]+24sm(7r/A)(x Xk) expl (X=xy)
o® 242 n(X—xk)s/A 242

]

) sin(@/A) (X — x) expl (x = xi) 2

l N 3sin(n/A)(x = Xk) exol (x— Xk)2
158 (x-x )3/

] Pt ]

242 n(x—xk)a4/A 242

+1

_9 (X = x ) sin@/A) (X — x) exol (x—- Xk)2

]
(755 10) 242

L (- %) >sin(r/A) (X = x,) exol (X— %)

]. (3.29)
7[0'8/A 20‘2

X=x,, icin bu tlrev katsayilar farkli olup, o6rgia ikinci mertebeden tdrev igin

diyagonel elemanlar
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_3+(7r2/A2)02:_ 2

1
5%h )= =
’ 352 o2 302

Asagidaki Lagrange kernel kullaniiginda

5A,O'(X): |_| _ :
i=-Mk=i Xk~ X

Birinci ve ikinci dereceden tirev icin sirasiylatiwev katsayilari

o0, (¥) = > ( 1) R

i=-M:izk \ Xk~ Xi ) j=_-mkziXk™ X

0= 5 ( 1 j X

im=-M;i#Kk (X= %) (X~ Xp) i=-MkziXk ™ X

m#Kk,i#zm
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(3.31)

(3.32a)

(3.32b)



3.2.2. Sinir kgullar

Calsmada iki tip sinir keulu dikkate alinmgtir. Bu sinir kgullarinin yukarida
verilen temel denklemlere dahil edilmesiyle probletresim ve burkulma probleminde
bir 6zdeger problemine, @lme hesabi igin ise bir lineer denklem takimindiigenir.
Bu kosullar icin genel denklemlersagida verilmgtir. Ancak ileriki ggamalarda bu sinir
kosullari her bir problem icin kullanilan plak teoridikkate alinarak 6zel durum igin

ayrica yazilacaktir.

1) Sabit mesnet (S)

0°W 9 W
+v
on? 0s?

W =0, - D( ) =0. (3.33)

i) Ankastre mesnet (C)

w=o, W_yg (3.34)
on

Sinir kgullarinin dahil edilmesiyle ilgili literatirde 6némsayida kaynak vardir
(Wei 2002, Zhao 2002, Civalek 2007)
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4. ELASTIK ZEM INE OTURAN TABAKALI PLAK PROBLEM i

Elastik zemine oturan plak problemi tzerine pek ¢caksma bulmak mimkindir. Bu
calismalarin buyuk c¢gunlugu, Winkler zemine oturan plaklarin lineer analizier
icermektedir. Bu analizler daha c¢ok statik ve ssrbetresim analizlerini igerir.
Burkulma analizleri ise kismen daha az ghhistir. Daha sonraki caimalar iki
parametreli zemin modellerini icermektedir. WinkRaisternak zemin modeli olarak
bilinen bu model kayma deformasyonlarini da icen®@k. Bazi ¢caimalarda Vlasov

zemin modeli kullanilarak plak-zemin etlgleni modellenmitir.

Lineer olmayan analiz icinde benzer zemin modelkedianiimi ve plaklarin lineer
olmayan statik (buyluk deformasyon) ve gtre analizleri yapilmgtir. Gegen 10 yil
icinde ise zemin icin U¢ parametreli ve lineer oyma modeller kullaniimaya
baslanmstir. Winkler-Pasternak modelindeki iki (k ky) parametreye ek olarak bir
Ucunci parametre dahil edilerek deformasyon parasiatn cgitli kuvveti ile carpilip
modele ilave edilmgti. Bu calsmada da zemin icin lineer olmayan model
kullanilacaktir ve tabakali plaklar icin lineer dgan statik, ve titggm analizleri
yapilacaktir.

4.1. Yonetici denklemlerin ¢ikartilmasi

Boyutlaria, b, ve kalinlgi h olan bir tabakal ve dikdortgen plak gbz oninémlaPlak
iki parametreli (Winkler-Pasternak) ve lineer olraaybir zemine yayili olarak oturmu
olsun§ekil 4.1.) Birinci mertebe plak teorisi kullanil&radeplasman alan ifadeleri
asagldakisekilde yazilir (Reddy, 1997)
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uX, ¥,2) =us (X, y) + 2w, (X, y),
V(X %,2) = Vo (X y) + 217, (X, Y),
W(X, ¥, 2) = W, (X, Y). (4.1)
Buradau, v ve w (X, y, z), noktalarindaki deplasman hi@nleri veu,,v,ve w,ise plak

orta noktalarindaki deplasman lg@leridir. Denklemlerdekiy, ve y, degiskenleri ise

plagin yz ve xz duzlemleri boyunca donmeleri gosterir.

von Karman tarafindan Onerilen lineer olmayan ptekrisine gore plan sekil

degistirme bantilari(Nath ve di. 2006)

ou, +1 ow, . ,

x 2t oy,
& M, 1 (%)2 aax
&y 0 aya 2 gy 0 .
Vit = Uo , No , OWo Wo | aya (4.2)
dy ox ox dy oy, vy
Vi aWo N ox ay
Yy, 1) X 0
GWO + 0
oy Y

olarak ifade edilir.
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Sekil 4.1. Lineer olmayan elastik zemine oturan kalbiekompozit plak
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Tabakali plak icin i¢ kuvvet (normal kuvvet ve mamtebilesenleri

N TA,
Ny | LA
Noy | _| As
M X Bll
M y BlZ
M Xy L BlG

Seklinde yazilir

Buradaki rijitlik

% + 1 (%) 2
gx 2 aax
- Vo . 1 ,0W,,,
A, As By B, By a_y + 2 (a_y)
An As B Byp By|ldu,  dv,  ow, ow,
+—2 4
As A By By Bg|| oy ox ox ay
B, B Dy Dy, Dy %
B, By D, Dy Dy 6?;(
B, B, D, D, D —L
26 Dgs 16 26 66 _| X
Oy , Oy
dy  0x

. Kesme kuvveti bijenleri ise

{Qy} :|:A44 A45:Hyyz}
Qx A45 A55 yxz

terimleri (A, , B;, D; ) her bir katman igin

!

(A.8,.0,)=Y [ 022)@,),dz (i=126),

k=1z_,

(A) =Y Kk [ @)z (i=45),

k-1
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Olarak ifade edilir. Denklemlerdeki kayma dizeltfa&tori k? = 5/6 (i=4,5). Lineer

olmayan elastik zemine oturan tabakali kompozit @&in lineer olmayan hareket

denklemleri (Shukla ve Nath, 2000)

aN 2 2
6NX+ Xy_PG u_Ra Vi =g, 4.7)

ox oy ot® ot®

N, N, o 9
v,y _plV RSV (4.8)

ox oy ot? ot?

0Q, . 0Q, AN, ow  d*w ON,, ow 9w
+ + —+ N, + —+—N,
0x 9y Ox Ox Ox° dy ox oaxay

ON,, ow = 9w ON, ow 92w 92w
+ vy 0 4 ot y W 4 > Ny+q(x,y,t)—P > =0, (4.9)
ox 0y oxoy dy oy oy ot
oM 2 2
M r T g -rIY-1% e =g (4.10)
0X oy ot ot
oM oM azv 2[//
F+—2-Q, R -1—2r=0, 4.11
gy  Ox & o> ot? (4.11)

buradaR, P vel terimleri ¢ift normal donme, normal dénme ve donatalet ifadeleri

olup
h/2
(P,R )= j_m 1z z%)pdz, (4.12)
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Bagintisi ile hesaplanir. Denklem (4.1) den (4.6) kadlanlar (4.7-4.11) de yazilirsa
lineer olmayan denklenmsagidaki formda yazilabilir (Baltacighu ve dig. 2010)

L,U)+L,V)+L,W)=0 (4.13a)
L,U)+L,(V)+LsW)=0 (4.13b)
L, (U)+L,(V)+ L, (W)=0 (4.13c)
L(Wy )+ L, (W) +L,(W)=0 (4.13d)
L, (V) + L (Wy ) + L, (W) + L (W)=0 (4.13e)

Bu denklemdeki tlrev operatérleri ile ilgili katsky asagida verilmitir:

2

+ A 4.14
=Ai——> axz Aae 2AA IXGY (4.14)
02
+A 4.15
Aieaxz Azanz (A, + Aee)aan (4.15)
63 3 63
L,=2 +2)A. ——
15 al{Aﬂ ax® A A gyzax T M axzav}
0° 0°
a2|:A16 6X0Y2 Aze +A(A, + Ag) IXaY 2 } (4.16)
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= Ao g2 ax2 A% aY?

T e T

3 5 63
L,s = 2a1|:A16 EVE + A" Ay

+A(A, + Age)

aY 20X

a 2
)G

2

0XaY

+M%+%Fi—}

0X 20y

+20,| A 6_3+/12A2 0° 2, FE
2| 7% ax 2oy 29y? 5 aXaY?
0 0
L31 = &[Lél]-'-W[Lél]
w pE azw A 0W
A“ 0X 2 Yehe Ty B aY? ey B OXaY
2 9w
L§1_|:AA16 A%B ﬂ aan
9 0
32 [L ] [L ]
9°W 9°W
= Ao gx 0X 2 AZ*‘ aY2 * s OXaY
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4. 21)

(4. 22)

(4. 23)
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02 W 0°W

+A 4. 25
X2 AZZ 6Y2 A XY ( )

L§2 AAIZ

2

0XaY

Ly =k* A55 A%k A44 + 22K Ay —

2% [ 2 9., 2", d,,
+6X2{FA11(&) + ,32 Aiz(aY) }

62
OY2

[ AL )+A2A22(%)2}

a 2
6X6Y

) o , a 92
{ Azs(_) 2/1A26(6_Y 2 Ais 6X2 +A A26 Y% Ass GXGY}

32 92
+gal /4h—A2{K1W KW+ G+ ) (4. 26)
_ 02 (ﬁkh)
L= o7 + 4D, 0 o . 27)
L, = A(D,, +Dy) -0 (BN, (4. 28)
44 12 66 aXaY 4 51y '
h LB 9
L = ([’kz) Ao+ BT A2 (4. 29)
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62

Ls, = Dgsh ax 2 (4. 30)
L= A(D, +Dy)-0 + BN, (4.31)

53 12 66 aan 4 57 x .

_n 9 0*  (Bh’
Lss = Dgg X2 + A2 ay? + 5 ALY, (4. 32)
B(kh)? 0 AB(kh)? 0
L. =-—22 A — -2 p— 4.33
55 2 A25 ax 2 22 aY ( )
Bu denklemlerdesagidaki boyutsuz buyukltkler kullanilstir.
U=u/h,V=v/h, W=w/h, ¥ =y, ¥ =y X=2x/a,
Y =2yl/b, A=alb, p=alh, a, =hl/a, a, =h/b,

K, =ka'/Dy, K, =k,a*h?/D,;, G=k,a*/Dy (4.34)

4.13 denklemlerine ayrik tekil konvolisyon uyguleataayrikigtirilirsa, bu denklemler

asagldaki formda yazilir

D,,(U) + Dy, (V) + Dys(W) =0 (4.35a)

Dy (U) +Dyy(V)+Dys(W) =0 (4.36Db)
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D;,(U) + Dy, (V) + Dys(W) =0 (4.37¢)

D,;(U) +D,,(V) +D,s(W) =0 (4.38d)

D5, (V) + Dgs(Wy ) + D, (Wy) + D (W) =0 (4.39%)

Bu denklemlerdeki ATK ile ayrikkduriimis katsayilar

Dll = Ailljf( + AZAYS%SDi + 2/1A16D E(Y (440)

D12 = 'A‘J.Gljf( + A2A26D$ + A(A‘].Z + A66)|:| f(Y (441)

Dys = 20‘1|.A11D§< +/12A66|:|$|:|1X + 2/1A16D§<DH

+ 20, | A D502 + B ALD3 + A(A, + Ay)0L 02 (4.42)
D, = Ag02 + A 0% + A(A, + Ag)0%, (4.43)
D22 = A%st?( +/12A22|:|\2( + ZAAZGD f(Y (444)

D, = 20, | AgD3 + A2 A, 020% +A(A, + Ag) 020} |

+ 20, | A% 0% + 22A,0% +24A,0% 02| (4.45)
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a [D 1+ [D;] (4.46)

Dl = 3 AMDZ + 2A12 5 D2 +4ﬂ A 0%, (4.47)
2

D§1 = AA16D : + 4AV56 ,B D ?(Y (448)

-9 [D + 9 [D | (4.49)

D3, = A 0% + A7 + A%, (4.50)

D3, = AAL 0% +AA,07 + AA, 0%, (4.51)

Dys = K* A5 + A°K* A0 + 22K*Ag05,

9% | 2 2, 2 2
+W|:FA11(DX) +F/1 Aiz(DY) }

+ 2 a0+, 0,7]

a 2
+
oxoY

{UA%(DX) +20A(0y)° +,B A% +A° A} + 2AA, xy}
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+qa? /4h = A, [KW - KW +G(02 +02)] (4.52)

D,; = 0% +A°Dg 02 + (ﬁkh) (4.53)

D,, =A(D,, + D)%, + (ﬁkh) (4.54)

D, = ([’kh) 0L + A8 (kh) A0 (4.55)

D,, = D, ,h002 (4.56)

D, = ('Bl;rh)z W, (4.57)

D,, = D02 + F02 + (ﬁkh) (4.58)

D, = ’B(kh) A0 - A’B(;h)z D,,0% (4.59)

Elde edilen denklemler toparlanarafe@adaki matris formda yazilabilir

{ K]+ [ pix}={F} (4.60)
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Bu denklemdeki lineer ve lineer olmayan matris &ptisri “K ve ““K sirasiyla

asagidaki gibi verilir

NLK = K31 K32 K33 K34 K35

Deplasman ve kuvvet vektdrleri bignleri

X}={u v v, w,owy

{F}=fo 0 @ 0 0o

ve ATK tlrev operattr katsayilari

(n)
0= = zw (KAX)(), o,
ny 00 _
l:|Y()_ OY(“) = Z (n) (kAY)()I j+k
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(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)



0" ()

oy0ea0 =200 Z(sm (X)) Za<“-l>(kAY)(>.k+, (4.67)
0ot () =-200_ 2 S sengax)(),.0. 25<1> (KAY)(),., (4.68)

oxX Mgy &

Elde edilen niyahi denklem Newton-Rapson yontemvd@k, 2004; Civalek, 2006;

Baltaci@lu, 2010) ile ¢cozulmgtur.
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5. SAYISAL SONUCLAR

Bu bdlimde lineer olmayan elastik zemine oturarakab kompozit plaklarin lineer
olmayan statik hesabini iceren sonuclar sunulacdkiolarak elastik zemin etkisinin
dikkate alinmady tabakali plaklar icin lineer olmayan yuk-deplasmagrileri
verilecektir. Daha sonra lineer olmayan (U¢ paraeh¢t elastik zemine oturan
(Winkler-Pasternak) tabakali kompozit plaklarin eien (d@rusal) olmayan statik
analizlerini iceren sonuclar verilecektir. Sonuclarilirken, malzeme ve geometrinin

lineer olmayan deplasman Uzerine etkisi inceleneeetyni zamanda goz 6nine alinan

zemin modelindeki parametrelerin etkisi incelendicek

5.1. Tabakall Kompozit Plak

Bu boélimde zemin etkisi dikkate alinmadan sadesakia plaklar icin lineer olmayan
analiz sonuclar verilecektir. Kayma diizeltme kgitsia5/6 olarak alinngtir. Asagidaki

Uc¢ malzeme tipi ¢cozimlerde kullaniktr:

Malzeme-I

E,/E, =3, G,/E, =05, G,,/E, = 033, G,, =G,,, v, = 025

Malzeme -II

E,/E, =25, G,/E, =05, G,/E, =02, G, =G,,, v, =025

Malzeme -lII

E,/E, =40, G,/E, =06, G,,/E, = 02, G, =G,,, v,, = 025
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iki farkli yik ¢ézimlerde dikkate alingtir:

Yik 1: Uniform yik: q(x,y) =q,

Yiik 2: Siniizoidal d§ey yik: q(x, y) = g, sin%xsin%

IIk olarak dort kenari basit mesnetli tabakali katak (0/90/90/0) icin deplasman
degerinin kasllastirlimasi  (Malzeme-Il) yapilmngtir. Lineer analiz yapilngi olup
sunizoidal yuk kullanilngtir. Yani gelstirilen yontem test edilngtir. Dort farkh digiim
nokta sayisi kullanilarak orta nokta deplasmagiedenesaplanmgtir. Karsilastirma
amaclyla Putcha ve Reddy (1986) tarafindan verenlu elemanlar ¢6zimine ait
sonuclar ve analitik derler (Putcha ve Reddy, 1986)gaeler kullaniimsgtir. Farkl
kalinlik deserleri icin yapilan bu analizde, tablodan gorif@dezere ATK yontemi 13
digim noktasi kullanilarak yeter gaulukta sonuclar verngiir.

Cizelge 5.1. Dort kenari basit mesnetli tabakate kdak (0/90/90/0) igin deplasman
degerinin kasllastiriimasi (Malzeme-II)

a/h Putcha ve Analitik’ ATK sonuglari (farkh dgim sayilari icin)
Reddy N=9 N=11 N=13 N=15
(1986)

10 0.6627 0.6627 0.6702 0.6643 0.6629 0.6630

20 0.4912 0.4912 0.5007 0.4928 0.4925 0.4925

100 0.4437 0.4437 0.4491 0.4442 0.4438 0.4439

"Bu deserler Putcha ve Reddy(1986)den aligtmi
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ikinci olarak kagilastirma amaciyla yiike Izh deplasman dgerleri hesaplanngive
yine literatirde ki guvenilir sonuglar ile kadastinimistir. N=15 digum noktasi
kullanilarak hesaplanan sonuclar literatirdekgetkere yakindir. Bu dgrden sonra
digim nokta sayisinin artmasi sonuclari ¢ok fazfastiememistir. Tablo 5.1 ve Tablo
5.2'de elde edilen sonuclar izotrop plak icin yapstir. Sonug olarak lineer analiz igin
13*13, ve lineer olmayana analiz igin 15*15gdin yeterli gbzikmektedir. Bu amacla
bundan sonraki analizde 15 adegdin ve git aralik kullanilacaktir.

Cizelge 5. 2. Dort kenarinda ankastre tutuimplak icin Gniform yuk etkisindeki lineer

olmayan deplasman gerleri

Putcha ve ATK sonuglari
Q Reddy  Analitik” N=9 N=11 N=13 N=15
(1986)
17.8 0.2392 0.2370 0.2401 0.2397 0.2396 0.2394
38.3 0.4738 0.4710 0.4803 0.4742 0.4741 0.4740
63.4 0.6965 0.6950 0.6970 0.6968 0.6967 0.6966
95.0 0.9087 0.9120 0.9100 0.9092 0.9090 0.9089
134.9 1.1300 1.2210 1.1316 1.1311 1.1311 1.1310
184.0 1.3080 1.3230 1.3099 1.3093 1.3080 1.3088

"Bu deserler Putcha ve Reddy(1986)den aligtmi

Tablo 3 ve Tablo 4'de tabakali kompozit plaklanmekr olmayan analizlerine
ait sonuclar verilngtir. Malzeme tipi olarak: Malzeme-Ill kullanilgiolup, mesnet

kosulu dort tarafindan ankastredir. Tabaka sayisikgetdeplasman azalmaktadir.
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Cizelge 5. 3. Dort kenarindan ankastre tutytabbakal plak icin lineer olmayan

deplasman deerleri (Malzeme-I11)

Q (45/-45) (0/90)

10 0.0440 0.0550
20 0.0861 0.1096
30 0.0995 0.1378
50 0.1658 0.2086
75 0.2331 0.2903
100 0.2926 0.3540
150 0.3934 0.4563
200 0.4768 0.5356
250 0.5487 0.6003

Cizelge 5. 4. Dort kenarindan ankastre tutytabakall plak icin farkh tabaka ve aci

durumu icin lineer olmayan deplasmargeeeri (Malzeme-III)

Q (+45) jayer (£45) layer (0/90) jayer (0/90) ayer
15 0.0365 0.0432 0.0412 0.0489
30 0.0711 0.0801 0.1256 0.1305
60 0.1506 0.1613 0.1559 0.1443
90 0.2408 0.2588 0.2376 0.2208
120 0.3017 0.3194 0.2908 0.2785
150 0.3534 0.3776 0.3411 0.4003
200 0.4402 0.4659 0.4208 0.4937

Sekil 5.2-Sekil 5.6’ de tabakali kompozit plaklarin yuk-depte iliskisi ¢esitli
geometrik ve malzeme parametreleri icin sunykonu Sekil 5.2'den gorulecs Uzere
15 digum noktasindan sonra sonuglar artik galaktadir. Yukarida tablodan elde

edilen sonuclara paralel olarak N=15 icin yeterlogmlukta sonuclar elde
degerleri, dort kenari ankastre plak icin hesaplanwve Sekil 5.3'de sunulmgtur.

Goruldigu gibi lineer olmayan analiz icin Shannon kernéheér analiz icin ise

Lagrange kernel daha uygund@ekil 5.4Sekil 5.6’'dan sdylenebilir ki: Kalinhk ve
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kenar boyutlarinin orani deplasman Uzerinde 6netklye sahiptir. Tabaka sayisli ise
kismen dnemli olup, belirli bir sayidan sonra sodagsmemektedir.

---x--- DSC (N=7)

—8—Ref.20

—a—DSC (N=11)
X DSC (N=15)
e DSC(N=17)

0.8

0 60 120 180 240 300 360

Sekil 5. 2. CCSS tabakali kare plak i¢in (0/90/0/&0kI digim nokta sayisina pa
deplasman deeri (a/h=10)
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2.7
DSC(RSD)-Nonlinear
0O DSC(LDS)-Nonlinear
0O DSC(RSD)-Linear
— DSC(LDS)-Linear
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0 al & ]
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Sekil 5. 3. Kullanilan iki farkli kernel icin ditim nokta sayisina gl hata

degerleri (Dort kenari ankastre plak icin lineer olraayanaliz )
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Sekil 5.4. Doért kenarindan ankastre tabakali (0f88k icin kalinlga bal lineer

olmayan deplasman gerleri (a/b=1; Malzeme-Ill)
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w/h

0 70 140 210 280 350 420

Sekil 5.5. Dort kenarindan ankastre tabakali (O/@@Pplak icin kenarlar oranina ga
lineer olmayan yuk-deplasmangdei (a/h=10; Malzeme-II)
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---%--- 2 Layers
—8—4 Layers

— —o0— — 8 Layers

—e— 16 Layers

w/h

0 40 80 120 160 200 240

Sekil 5.6. Dort kenarindan ankastre tabakali (0/90/kare plak icin katman sayisina
bagl yuk-deplasman dgri (a/h=10; Malzeme-I1)
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5.2. Elastik Zemine Oturan Tabakali Kompozit Plak

Bu bélimde tabakali kompozit plaklarin lineer olrmayanalizinde zemin etkisi dikkate
alinacaktir ve tezin asil amaci da budur. Zemin etioolarak ¢ parametreli lineer
olmayan Winkler-Pasternak modeli kullaniytm. K1 Winkler model i¢in parametreyi,
K2 Winkler model icgin lineer olmayan parametreyi,i€® Pasternak zemin icin ilgili

parametreyi gostermektedir. Boylece zemin etkiggiaaki bainti ile verilir:

KIW + K 2W® + GO?(W) =0

Karsilastirma amaciyla dort kenarindan ankastre tutglrtabakali (0/90) plak icin
uniform yuk etkisindeki merkezi deplasman hesaplanwe sonuclar Tablo 5.5'de
listelenmitir. Elde edilen sonuclar Nath vegdrleri (2006) tarafindan verilen analitik
sonuclar ve Malekzadeh ve Setoodeh (2007) tarafindderansiyel quadrature
yontemiyle hesaplanan sonuglara yakindir. Eldeeadier sonuclarSekil 5.7-Sekil

5.12'de Ozetlenngtir. Bu grafiklerde zemin etkisi g#li parametrelere k#h olarak

verilmistir. Onemle vurgulanmasi gereken durumlar bir skintzblimde sonugclar

kisminda 6zetlenecektir.
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Cizelge 5.5. dort kenarindan ankastre tutyltabakali (0/90) plak icin merkezi
deplasman dgeri(Malzeme-I; Gniform yayili yuk)

Zemin parametreleri Nath ve DQ- ATK
digerleri Malekzadeh ve
(2006) Setoodeh
(2007)
K1=25; G=10 ; K2=100 0.71 0.715 0.7204
(Q=400)
K1=50; G=10 ; K2=100 0.65 0.649 0.6568
(Q=400)
K1=50; G=10 ; K2=-100 0.63 0.644 0.6471
(Q=300)

0.5 1

w/h

---x--- K1=0; G=0
— 8 K1=100; G=0
—aA—K1=100; G=10

0 60 120 180 240 300 360

Sekil 5.7. Dort kenarindan basit mesnetli tabakamkozit plgin farkli zemin
parametreleri icin ylk-deplasmagrisi (45/-45/45/-45; a/h=10)
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0.75
- -x--- G=0; K2=0 —8— G=15; K2=0

—A— G=15; K2=150 —¢— G=15; K2=250
---0--- G=15; K2=350

0.45 1

Wi/h

0.15

a/h

Sekil 5.8. Doért kenarindan basit mesnetli tabakamkozit pl&in (0/90/90/0) farkl
kalinlk deserleri icin deplasman gerleri(K1=100; b/a=1.0)
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0 5 10 15 20 25 30 35

a/h

Sekil 5.9. CSCS tabakali kompozit pla (0/90/90/0) farkh kalinlik dgerleri icin
deplasman deerleri(K1=100; b/a=1.0)
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X
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Sekil 5.10. Doért kenarindan ankastre mesnetli tabdkenpozit plain (0/90/90/0)
farkli kalinlik deserleri igin deplasman @erleri(K1=100; b/a=1.0)
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w/h

0 60 120 180 240 300 360 420

Sekil 5.11. Dért kenarindan basit mesnetli tabaf@B0/90/0) plak icin yuk-deplasman
(K1=50; a/h=100) grisi
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w/h
X
X
X

0.2

Sekil 5.12. SCSC tabakali(0/90/0/90) kare plak fairkli Winkler (K2=100; a/h=10;

Q=320) ve Pasternak parametreleri icin deplasmgerbhei
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6. SONUC ve TARTISMA

COzum icin literatirde hentiz birkac yildir kullaaml ve yaklsim fonksiyonu olarak
kernelleri kullanan ayrik tekil konvoltisyon (ATKgailmis ve sonuclar ggu durum igin
kargilastiriimistir. ATK yontemi her durumda (gerek zemin etkisidikkate alindgl ve
gerekse alinma@gh) yeter dg@rulukta sonuclari daha az glim nokta sayisi ile
Uretmekte ancak hassasiyet ATK yontemiyle ilgilarol parametrelere pl olarak
degismektedir. Ayrik tekil konvollisyon igin daha o©ncekalsmalardan cikarilan
deneyimlerden (Gurses 2008; Kuzu, 2007) faydaleakldarkli 6 kernel parametresi
(r=0.8; r=1.21; r=2.64; r=2.92; r=3.1; r=4) seqdkrperformanslari irdelengtir. En
nokta sayisinin yakinsamaya olan etkisi vurgulanancak, hassasiyet icin AYT
yonteminde kullanilanr parametresinin daha o6nemli ofgu goralmitir. ATK
yonteminde ise @ aralikli digiim nokta dailimi kullaniimstir. Parametrik ¢cagma

neticesinde elde edilen sonuclar §égle 6zetlenebilir:

* Plagin deformasyonuna etki eden parametreler daha calkeme tipi, plak
geometrisi, yik, ve zemin parametreleridir.

e Belirli bir katmandan sonra tabaka sayisinin lineémayan deformasyon
uzerinde etkisi ¢cok azdir.

* Plak kenar boyutlarinin orani ve kalinhk deforn@syizerine her iki durumda
da (zemine oturan veya oturmayan plak durumundaneir. Ancak kalinlk
plak boyutlarinin oranina gore daha az etkiye sahigalinhigin artmasi
deformasyonu azaltmaktadir. Plak kenar oranlanikget deformasyon artmakta
ancak belirli bir dgerden sonra bu agtonemsiz olmaktadir.

» Pasternak zemin parametresi (G)getti zemin tipine goére, yani Winkler
(K1)zemine gore sonuglar Uzerinde daha efektiftiAncak lineer olmayan
Winkler parametresinin (K2) geimi en fazla etkiye sahiptir.
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