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ONSOZ

Teorik Matematikte tizerinde oldukca fazla galisilmasina ragmen bulanik ben-
zerlik bagintilarina dayali kavramlar ve bunlar arasindaki iligkiler konusunda halen
onemli bogluklar bulunmaktadir. Bu ¢aligmada bu bosluklarin kiigiiciik bir kismini
olsun doldurmaya caligmakla birlikte yeni ilerlemelere de kaynak ve fikir saglamig

olabilmeyi umut ediyorum.
(aligmama onciiliik eden ve sikigtigim anlardaki yonlendirme ve fikirleriyle bana

biiytik destek olan danigmanim sayin Prof. Dr. Mustafa Demirci’ye gtikranlarimi bu

firsatla sunmaktan da ayrica mutluluk duyuyorum.
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1. GIRIS

Giinliik hayatlarinda insanlar olaylar1 veya diigtincelerini ¢ogu zaman net ol-
mayan kavramlarla aciklarlar. Ornegin haberlerde ekonomi iyiye gidiyor veya para
piyasalari durgun gibi kesinlik tagimayan ifadeleri sik sik duyariz. Daha onemlisi
ise hayatimizi etkileyen bir karar verirken bir ¢ok zaman kesinlik tagimayan bilgileri
degerlendirir, birgok bilgiyi sinirli kapasitemiz nedeniyle géz ardi eder ve sorunun
oziine konsantre oluruz. Trafikte araba kullanmak gibi siradan bir is buna 6rnek
gosterilebilir. Bu duruma zt olarak insanoglu, uzun yillar boyunca bilimsel model-
lemenin kesin verilere dayanmasi gerektigi inancini tagimig, verinin kalitesini kesinligi
ve detayliligr ile Olgmiigtiir. Oysa her ne kadar git gide daha hizli ve daha fazla
islem yapabilen hesaplayicilara sahip olsak da teknolojik geligmeler beraberinde daha
karmagik ve daha biiyiik gercek hayat sistemleri dogurmustur. Ust diizey teknolo-
jiye sahip ucaklar yapiyor ama ucurmak i¢in pilotlar kullaniyoruz, bir ¢ok tiretim
sahasinda kontrol devrelerinin baginda insanlar duruyor, ¢iinkii belirsiz veya eksik
veriyle kargilagtiginda bir uzman dogru veya dogruya yakin bir karar verebiliyor iken
kapali dongiilii kontrol devresi hi¢ tepki verememektedir. Gilinliik hayat problem-
lerini veya karmasgik sistemleri kesinliklerle yani sadece sifir ve birlerle modellemenin

git gide imkansizlagtigl bir ¢agda yasiyoruz.

Bir yandan giderek biiyiiyen ve karmasiklasan sistemleri diger yandan, insan-
larin bu karmasgik sistemleri anlama ve etkilesime girebilme yeteneklerinin goreceli
istlinliigiinii gozleyen bir miihendis olan Lotfi Zadeh bu noktada modelleme ve
hesaplama konusunda yeni bir yaklagim ortaya koydu ve adina bulanik kiimeler dedi
(Zadeh 1965). Bu yaklagim kisa stirede énemli dl¢iide kabul gordii ve tiptan hukuka,
iiretim mithendisliginden bilgisayar programciligina kadar bir ¢ok alanda kendine
bagariyla uygulama sahasi buldu. Bilginin daha az yer kaplayacak sekilde daha
yumusak sinirlarla ifade edilmesine olanak veren en iyi araglardan birisi de bulanik
denklik bagimtilar1 adi altinda yine Zadeh tarafindan ortaya atildi (Zadeh 1971). Bu-
lanik denklik bagintilar1t matematik diinyasinda tizerinde ¢ok caligilan ve gelistirilen
bir konu oldu (Bodenhofer ve Klawonn 2007, Boixader vd 2000a,b, Cerruti ve Hohle
1986, Demirci 2003c,d, Hohle 1988,1998, Klawonn 1994, 2000, Klawonn ve Castro
1995, Trillas ve Valverde 1984, Valverde 1985). Bu kavrama dayal olarak ortaya

¢ikan en 6nemli bulanik araglar da bulanik siralama bagintilar: (Héhle ve Blanchard
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1985) olmus ve yine tizerinde bir ¢ok galigma yapilmigtir (Bodenhofer 2000, Boden-
hofer 2003, Demirci 2005, Fodor ve Roubens 1994, Ovchinnikov ve Roubens 1991,
Ovchinnikov 1991).

Bu tez calismasinda reel eksen tizerindeki bazi temel kavramlarin bulanik denk-
lik bagintilarina dayali olarak genellestirilmesi, aralarindaki iligkilerin klasik teoriye
paralel olarak korunmasi hedeflenmigtir. Bu amagla gerekli 6n bilgiler verildikten
sonra bulanik pozitif siniftan yola ¢ikilmig sonra sirasiyla bulanik mutlak deger, bu-
lanik metrik, bulanik limit konulari tanitilmig, ozellikleri incelenmis, birbirleriyle
olan iligkileri ve klasik teoriyle olan iligkileri ortaya konmus, orneklerle konular

genigletilmigtir.



2. T-NORMLAR

[0, 1] kapali birim aralig1 tizerindeki {iggensel normlar bu tezde énemli bir rol oyna-

maktadir. Bu boliimde, tiggensel normlar ile ilgili ayrintili bilgiler sunulacaktir:

Tanim 2.1 (Belohlavek 2002, Hajek 1998, Héhle 1995, Klement vd 2000, Lowen
1996, Novak vd 1999) Asaqidaki ézellikleri saglayan bir * : [0,1]* — [0,1] dkils

1slemine tucgensel norm ya da kisaca t-norm denir.
(T1) degisme ézelligi: xxy=yx*x, Yo,y € [0, 1],
(T2) birlesme dzelligi: x* (y*z) = (x *xy) * z, Vo,y,z € [0,1],
(T3) monotonluk dzelligi: x <y=xxz<yxz Yr,y,z€|0,1],
(T4) birim eleman: 1%z =x, Yz € [0, 1].

Her % t-normu, Yz € [0,1] i¢in © 0 = 0 ézelligini saglar. En dnemli t-normlar,

asagida tanamlary verilen, %y minimum, xp carpim ve x;, Lukasiewicz t-normlaridur:

rxxyy=min{x,y}, vxpy=x-y, v*x,y=maks{r+y—1,0}, Yo,y € [0,1].

T-normlar arasinda (x; < %9 < 2%y < x 9y, Va,y € [0,1]) seklinde bir siralama
yaparsak, bu siralama bir kismi siralama bagintisidir ve buna gore en biiyiik t-norm
minimum t-normu *,;, en kii¢iik t-norm agagida tanimi verilen xy, drastik ¢arpim

t-normudur:

_ [ min{z,y}, maks{z,y} =1
T A Y = { 0. diger , Yo,y €10, 1].

Sonug olarak, her * t-normu i¢in *y < * < %7 gecerlidir. Yukarida adi gecen carpim

ve Lukasiewicz t-normlar1 da agsagidaki gibi siralanirlar:
kyy Sokp <okp <ok

Bir % t-normunun siirekliligi, iki degiskenli reel degerli bir fonksiyon olarak,
% : [0,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonunun siirekliligi ile ayni anlamdadir. Bir * t-
normunun sol-siirekli olmasi, her z € [0, 1] i¢in - * x fonksiyonunun soldan siirekli

olmas1 demektir.



Onerme 2.2 (Belohlavek 2002, Klement vd 2000, Novak vd 1999)

(i) Bir x t-normunun sirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, - x x (x x -)

fonksiyonunun her x € [0,1] i¢in strekli olmasidar.

(7i) Bir x t-normunun sol-strekli olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul, her z € [0, 1]

ve her {x;|i € I} C[0,1] i¢in

xxsup{z;|i € I} =sup{x*z;|i € I}
ya da esdeger olarak

sup {x;|i € I} xx =sup{x; xx|i € I}

esitliginin saglanmasidar.

Ornek 2.3 (Belohlavek 2002, Hohle 1995, Klement vd 2000, Novak vd 1999) Mini-
mum, carpim ve Lukasiewicz t-normlary surekli, dolayisiyla sol-strekli t-normlardr.
Drastik ¢arpim t-normu sy ise sol-strekli degildir. Bu t-normlara temel t-normlar

denir. Bunun sebebi her strekli t-normun bu ¢ t-normdan elde edilebilmesidir.

Tanmim 2.4 (Belohlavek 2002, Hajek 1998, Hdéhle 1995, Klement vd 2000, Lowen
1996, Novak vd 1999)

(i) Her z,y € (0,1) igin, 27 = g*xx*..xx < y olacak sekilde bir n € N

n tane
bulunabiliyorsa, * t-normuna Archimedean denir.

(i) Her x,y,z € (0,1) i¢in, (r <y = x* 2z < y* z) saglanwyorsa, * t-normuna
kesin (strict) monoton denir. * t-normu kesin monoton ve sirekli ise, kesin t-norm

olarak adlandirilir

Ornek 2.5 (Klement vd 2000, Lowen 1996, Novak vd 1999) Carpim, Lukasiewicz
ve drastik carpim t-normlary Archimedeandirlar. Ancak minimum t-normu Archi-

medean degildir. Carpim t-normu kesin t-normdur.



Onerme 2.6 (De Baets ve Mesiar 2002, Klement vd 2000, Lowen 1996) Bir x -
normunun Archimedean olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Vx € (0,1) igin xxx < x

olmasaidar.

Onerme 2.7 (Klement vd 2000, Lowen 1996) Bir * t-normu kesin ise, Archimede-

andar.

Onerme 2.8 (Klement vd 2000) Archimedean bir x t-normu i¢in asagidakiler denk-

tar.
(i) x sol-stireklidir,

(ii) * streklidir.

Tanim 2.9 (Klement vd 2000, Novak 1989, Novak vd 1999, Valverde 1985) f :
[0,1] — [0,00], f(1) = 0 olacak sekilde sirekli ve kesin azalan bir fonksiyon ol-
sun. Asagida tammlanan f&V : [0,00] — [0,1] fonksiyonuna f’nin tersimsisi

(pseudoinverse) denir.

R

Tanim 2.10 (Klement vd 2000, Novak 1989, Novak vd 1999, Valverde 1985)
f:10,1] — [0, 00] fonksiyonu, f(1) = 0 olacak sekilde siirekli ve kesin azalan bir

fonksiyon ve x bir t-norm olsun. Her z,y € [0,1] i¢in

zxy = fV(f(2) + f(y))

saglamyorsa, f’ye x t-normunun bir toplamsal ureteci denir. Toplamsal tretecler

pozitif bir sabitle ¢carpmaya gore tek tirli olarak belirlidir.

Ornek 2.11 (Belohlavek 2002, De Baets ve Mesiar 2002, Klement vd 2000, Lowen

1996, Novak vd 1999) Carpim t-normunun bir toplamsal treteci ve tersimsisi,

b}



fr(z) = —In(x) ve fl(fl)(x) = e~ *, Lukasiewicz t-normunun bir toplamsal treteci ve
tersimsisi, fr(x) =1 —z ve fCY(z) = maks{1l — x,0}, drastik ¢carpim t-normunun

bir toplamsal tureteci,

f(:c)z{o, el },vxe[o,u,

olarak verilebilir. Minimum t-normunun toplamsal ureteci yoktur.

Onerme 2.12 (Belohlavek 2002, De Baets ve Mesiar 2002, Klement vd 2000, Lowen
1996, Novak vd 1999) Bir x : [0,1]> — [0, 1] fonksiyonunun siirekli Archimedean t-

norm olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, x 1n bir toplamsal tretecinin bulunmasidar.

Onerme 2.13 (Klement vd 2000) Bir x t-normu ve onun bir toplamsal treteci f

[0,1] — [0, 00| i¢in asagudakiler denktir.
(i) % sireklidir,
(ii) * (1,1) noktasinda sol-siireklidir,
(iii) f sireklidir,

(iv) f 17°de soldan stireklidir.

Onerme 2.14 (Klement vd 2000) Bir % t-normunun kesin monoton olmast i¢in

gerekli ve yeterli kosul f(0) = oo olmasidar.

Onerme 2.15 (Klement vd 2000) Sirekli, Archimedean bir * t-normunun, sirekli
bir toplamsal idireteci f : [0,1] — [0, 00] olsun. Bu durumda * t-normunun kesin
olmasu igin gerekli ve yeterli kosul f(0) = oo olmasidur. f(0) < 0o ise, * t-normuna

kesin olmayan (non-strict) veya nilpotent t-norm denir.

Onerme 2.16 (Klement vd 2000) (i) Bir % t-normu kesin ise, toplamsal bir tireteci

vardar.



Tamim 2.17 (Klement vd 2000) %, ve *q iki t-norm olsun.
(I)(ZL’ *1 y) = (I)<x> *2 (I)(y)avxa y e [07 1]7

kosulunu saglayan, birebir, orten bir ® : [0,1] — [0,1] donigimi varsa, *jve *q

t-normlarina esyapily (izomorfik) t-normlar denir.

Onerme 2.18 (Klement vd 2000)  bir t-norm, ® : [0,1] — [0,1] kesin artan,

birebir, orten bir donisim olsun.
v*ey =07 (O(x) * B(y)), Va,y € [0,1],

seklinde tanimlanan g : [0,1]*> — [0, 1], * t-normuna esyapile bir t-normdur.

Onerme 2.19 (Klement vd 2000)

(1) Bir x : [0,1]> — [0, 1] t-normunun bir kesin t-norm olmasu igin gerekli ve

yeterli kosul x t-normunun xp carpim t-normuna esyapile olmasidar.

(1i) Bir % : [0,1]*> — [0, 1] t-normunun bir nilpotent t-norm olmas i¢in gerekli

ve yeterli kosul x t-normunun *; Lukasiewicz t-normuna esyapily olmasidar.

Tanmim 2.20 (Klement vd 2000, Novak vd 1999) Bir = t-normuna gore kalan ve ikili

kalan islemleri —: [0,1]2 — [0,1], <, : [0, 1]> — [0,1] asagidaki gibi tanwmlanar.

v = w=\{zel0laxz<y},

r — = (x =,y Ay —.x), Yo,y €[0,1].

Eger x t-normunun, strekl bir f toplamsal tireteci varsa, kalan ve ikili kalan islemler:

asagidaki gibi verilir:

z — wy=fC(maks {0, f(y) - f(2)}),
v e = f(2) - f)]), Yo,y € [0,1].



Ornek 2.21 (Klement vd 2000, Novak vd 1999) Minimum, ¢arpim ve Lukasiewicz

t-normlarina karsilik gelen kalan islemleri asagqida sirasiyla verilmaistir:

- _ 1, z<y o 1L <y
MYy = y, diger [’ PY= 4. diger [’
r—rY = mln{1_$+y71}7 vxaye [071]

Bu t-normlara gore ikili kalan islemleri siraswyla asagidaki gibidir:

MY min {x,y}, diger [’ Py —nfzgifxy;}, diger [’

rT<=oLYy = 1—|l’—y|, vxaye[oal]

Tanim 2.22 (Klement vd 2000, Novak vd 1999)

(i) (0) =1, (1) = 0 olacak sekilde artmayan bir 7 : [0,1] — [0,1] islemine

degilleme (negation) denir.

(ii) Her x € [0,1] i¢in '((x)) = x dzelligini saglayan degilleme islemine tersine-
bilir (involutif ) denir.

(iii) Strekli ve kesin azalan degilleme islemi, kesin degilleme olarak adlandirilr.

(iv) Tersinebilir kesin degilleme islemi, kuvvetli (giigli) degilleme olarak ad-

landrilar.

Ornek 2.23 (Klement vd 2000, Novak vd 1999) — islemi, bir * sirekli t-normuna
karsiik gelen kalan iglemi olmak dizere, (x) = x —, 0, Vo € [0,1], islemi bir

degilleme islemadar.

Buna gore en 1wy bilinen giglu degilleme islemi, x; Lukasiewicz t-normuna karsilik
gelen — 1 kalan islemi kullamilarak, 7 (z) =z —p 0 =1 —x, Vo € [0, 1], seklinde

elde edilir. 1, degilleme isleminin kesin oldugu agiktir.

sy minimum t-normuna karsilik gelen —y; kalan islemi kullaniarak, 7y (x) =
x —y 0, Vo € [0,1], seklinde elde edilen degilleme tersinebilir degildir, ¢tnkii
T (0) =1, "y(x) =0, Vo € (0,1], gegerlidir, dolayswyla "y islemi, gligli olmayan

bir degilleme islemadar.



3. BULANIK BAGINTILAR ve FONKSIYONLAR

I =10, 1] birim araligin1 gostermek iizere, bog kiimeden farkh bir X kiimesi igin, bir

i X — I fonksiyonuna X’in bir bulanik alt kiimesi denir. X’in biitiin bulanik

alt kiimelerinin ailesi I ile gosterilir. X’in klasik bir A altkiimesinin karakteristik

fonksiyonu 1 4, agsagidaki sekilde verilir ve X’in 6zel bir bulanik alt kiimesidir:
1A(x):{(1): i;ﬁ},VxeA.

Bog olmayan X ve Y kiimeleri icin, X x Y'nin bir bulanik alt kiimesine, yani bir

p € IV elemanma, X’ten Y'ye bir bulamk bagmti denir. X = Y ise bu bulanik

bagint1, X tizerinde bulanik bagint1 adini alir.

Bir x4 € I* bulanik kiimesi ve bir p € 1Y bulanik bagintisi icin,
supp(n) = {z € X : p(z) > 0},
ker(u) = {w € X : p(z) = 1},
supp(p) = {(z,y) € X x Y : p(x,y) > 0} ve
ker(p) = {(x,y) € X x Y : play) = 1},
seklinde tanimh kiimelere sirasiyla p’niin destegi, p'niin ¢ekirdegi p'nun destegi ve
p'nun cekirdegi denilir.
s o € IX igin (py A pe)(x) = min{uy (z), pa(z)}, Vo € X olarak,
p1 < po < pi(x) < po(z), Vo € X olarak ve herhangi bir K damga kiimesi igin,
Vi € K igin p; € I olmak iizere, < \4{;@- (x) = su}gui(x),Va: € X olarak tanimlanir.
ic ic
Tanim 3.1 X dzerinde bir p bulamik bagintisi, X x X dzerindeky bir o ikili iglema

ile birlikte asaqidaki 6zelligi saghyorsa, o’a gére degismezdir (invariant) denir:

(INV) p(z,y) = pla o 2,y 0 2), Va,y, 2 € X.

3.1. Bulanik Denklik (Benzerlik) Bagintilar:

Tanmim 3.2 Asaqidaki 6zellikleri saglayan, bir X kimesi tzerindeki bir,
E : X x X — I bulamik bagintisina bir x-bulanik denklik (benzerlik) bagintisy denir
(De Baets ve Mesiar 1997, De Baets ve Mesiar 2002):

9



(E.1) E(x,x) =1,Vx € X, (Yansima)
(E.2) E(x,y) = E(y,x), Yx,y € X,  (Simetri)
(E.3) E(z,y) *x E(y,2) < E(z,2), Ve,y,z € X.  (Gegiglilik)

Bir E x-bulamik denklik bagintisi, asagidaki ayirma kosulunu saglyorsa, *-bulanik

egitlik bagintise veya ayrik x-bulanik denklik (benzerlik) bagintist adiny alor :

(E.1') E(x,y)=1=z=y, Vo,y € X.

Bir X kiimesi tizerindeki klasik ~ denklik ve = egitlik bagintilar1 sirasiyla,

~ _J L r=y = _J L o=y
EX(xay)_{O’ x¢y }7EX($ay)_{07 x#y },V:E,yGX,
seklinde tanimh ES, EX : X xX — {0,1} *-bulanik denklik bagintilari ile karakterize

edilirler.

Ornek 3.3 (Belohlavek 2002, Valverde 1985) S C IX bir X kiimesinin bulanik

kumelerinin bir ailesi ve x bir sol sturekli t-norm olsun. X uzerinde,

E(z,y) = )\ (A(x) < A(y)), Vz,y € X,

seklinde tanwymlanan bulanik bagints, bir x-bulanik bulanik denklik bagintisidir. E nin
bir x-bulamik egitlik bagintisy olmasy icin gerekli ve yeterli kosul, x # y olmak tzere,

her z,y € X i¢in A(z) # A(y) olacak sekilde en az bir tane A € S bulunabilmesidir.

Ornek 3.4 (Belohlavek 2002) Bir X kiimesi ve bir x sol sirekli t-normu i¢in, I~
tzerinde,
EQ(A,B) = /\ (A(x) & B(x)), VA, B € IX,

zeX

seklinde tanimlanan bulanik baginty, bir x-bulanik esitlik bagintisidr.
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Onerme 3.5 (Valverde 1985) Bir X kiimesi tizerindeki bir  t-normu i¢in, *-bulanik

denklik bagintilarimn bir ailesi {E;|li € J} ise,

(/\EZ>(xay) = /\(Ez<x7y))7 Vl’,y S X7

el i€l

seklinde tanimlanan \ E; : X x X — I dondisimii de bir x-bulanik denklik bagintisidar.
iel

Ornek 3.6 (Demirci 2000, Demirci 2002) x bir t-norm, E ve F siraswyla X ve Y

uzerinde iki *-bulamik denklik (x-bulanik esitlik) bagintisy olsun.

G(E, F)((z1,91), (12,92)) = E(w1,22) * F(y1,v2),
E x F((z1,11), (z2,92)) = E(x1,22) A F(y1,y2), Yoy, 20 € X,Vy1,y2 €Y,

seklinde tanmimlanan G(E, F),ExX F : (X xY) x (X xY) — I déniigimleri X XY

tzerinde birer x-bulanik denklik (x-bulanik egitlik) bagintisidirlar.

* siirekli, Archimedean bir t-norm olmak iizere, *-bulanik denklik (*-bulanik esitlik)

bagintilarl, metrikimsiler (metrikler) tarafindan birebir olarak temsil edilebilir:

Onerme 3.7 (De Baets ve Mesiar 1997, De Baets ve Mesiar 2002) f toplamsal
tretecine sahip, strekli, Archimedean bir t-norm * olsun. E, X tzerinde bir x-

bulanik denklik (x-bulanik egitlik) bagintist ise,

de(z,y) = (fo E)(z,y) = f(E(z,y)), Va,y € X, (3.1)

seklinde tanasmlanan dg : X x X — [0, 00] ddnisimi, X tzerinde bir metrikimsi
(metrik) verir. Tersine, d : X x X — [0, 00] dontisimi, X dzerinde bir metrikimsi

(metrik) ise,

Eq(z,y) = (fTV o d)(z,y) = fCV(d(z,y)), Yo,y € X, (3.2)

seklinde tanaimlanan Eq : X x X — [0, 1] donisimi bir x-bulanik denklik (x-bulanik

egitlik) bagintisy verir.
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Tamm 3.8 p € IX ve p € I"*Y siraswyla birer bulanik kiime ve bulanik bagintr ve

E, X uzerinde bir x-bulanik denklik bagintisy olsun.
(i) p(z) x E(x,y) < u(y),Vo,y € X, kosulu saglanwyorsa p’ye E-genisletilebilir,

(i) p(x,y)xE(z,2") < p(a’,y), Ve, y, 2" € X, kosulu saglanwyorsa p 'ya ilk argiimanina
gore E-genisletilebilir,

(iii) p(x,y) * E(y,y') < p(z,y), Vo, y,y € X, kosulu saglanwyorsa p’ya ikinci

argumanina gore E-genisletilebilir,

(iv) p(a,y) * B(y,y') % Ew,2') < p(a’, ), ¥, 2/, y,y' € X, kosulu saglanyorsa

p’ya her iki argiimanina gore E-genisletilebilir denar.

Not 3.9 Yukaridaki tanaimda [(ii) ve (iii) < (iv)] denkligi vardar.

Tanim 3.10 (Demirci 2000, Demirci 2002, Demirci 2003a, Demirci 2003b) E ve F
siraswyla X ve Y dzerinde iki x-bulanik denklik bagintisy olsun. Asagidaki iki kosulu
saglayan bir p € IV x-bulamik bagintisina, X ten'Y ye E ve F ye gére bir kuvvetli

bulanik fonksiyon denir.
(F.1) Her v € X i¢in p(z,y) = 1 olacak sekilde en az bir tane y € Y vardr,
(F.2) p(x,y) * p(a',y) x E(x,2") < F(y,y), Ya,2' € X,Vy,y €Y,

X =Y, E = F durumunda, p’ya X uzerinde E "ye gore bir kuvvetli bulanik fonksiyon

denir.

Onerme 3.11 (Demirci 2003a) E ve F siraswyla X ve Y dzerinde iki x-bulanik
denklik bagintisy olsun. E ve Fye gore genisletilebilir bir f : X — Y fonksiyonunu
(yani her x,y € X ic¢in, E(x,y) < F(f(z), f(y)) esitsizligini saglayan f: X — Y

fonksiyonunu) géz dniine alalim,
plz, f(x)) =1 ve p(z,y) < F(f(x)y), Vo e X,Vy €Y, (3.3)
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kosulunu saglayan bir p € LX*Y x-bulanik bagintisi, E ve Fye gére bir kuvvetli
bulanik fonksiyondur. Tersine, verilen bir p € LX*Y E ve F ’ye gore kuvvetli bulanik
fonksiyonu igin, (3.3) kosulunu saglayan, en az bir E ve F’ye gore genisletilebilir

f: X —Y fonksiyonu vardur.

Tanim 3.12 (Demirci 2003a) E ve F siraswyla X ve'Y idizerinde iki x-bulanik denk-
lik bagintisy olsun.

Bir p € IY E ve Fye gore kuvvetli bulanak fonksiyonu igin, (3.3) kosulunu
saglayan, E ve F’ye gore genigletilebilir bir f : X — Y fonksiyonu p’nun bir
klasik tanymlamast olarak adlandirilir. p’nun butin klasik tanimlamalarimin kimesi,
ORD(p) ile gosterilir. Bir p € IY E wve F’ye gore kuvvetli bulamk fonksiyo-
nunun, bir tek klasik tanimlamasy varsa, ord(p) ile géosterilir. Yani, bu durumda

ORD(p) = {ord(p)} olur.

Not 3.13 (Demirci 2003a) Bir p € L**Y E ve F’ye gore kuvvetli bulanik fonk-
siyonu i¢in, F' bir x-bulanik egitlik bagintisy ise, p’nun bir tek klasik tanimlamas:

vardr.

3.2. Bulanik Siralama Bagintilar:

Tanim 3.14 (Bodenhofer 2003, Demirci 2005, Héohle ve Blanchard 1985)E, X -

zerinde bir x-bulanmik denklik bagintisy olsun.
(i) Asaqdaki ti¢ kosulu saglayan R € I**X x-bulanik bagintisina, X tizerinde

Eye gore bir bulanik kismi siralama bagintisy, ya da kisaca, X tzerinde bir E-kismi

swralama bagintisy denir:

(VP.1) E(z,y) < R (x,y), Vz,y € X, (E-yansima)

(VP.2) R (z,y) * R (y,z) < E(x,y), Vx,y € X,  (E-antisimetri)

(VP.3) R (z,y) * R (y,2) < R (x,2),Va,y,z € X.  (Gegislilik)
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(ii) X dizerindeki bir R € I**X x-bulamk bagintisi, sadece (VP.1) ve (VP.3)

kosullarine saglwyorsa, X uzerinde bir E-onsiralama bagintisy olarak adlandirilur.

(iii) X dizerindeki bir R € IX*X E-kismi siralama bagintisina, asagidaki kosulu
saglworsa, X tzerinde Eye gore bir bulanik tam siralama bagintisi, ya da kisaca X

tuzerinde bir E-tam siralama bagintise olarak adlandurilur:
(VP.4) R (z,y) =1 veya R (y,x) =1,Vx,y € X.  (Tamhk)

(iv) X dzerinde bir R E-kismi (tam) siralamast varsa, (X, R) ikilisine bir E-

kismi (tam) swraly kiime denir.

I ={0,1} durumunda (VP.1-VP.4) aksiyomlar sirasiyla, agagidaki sartlara doniistir:
ry=cr<xvy, Vr,y € X,

<yvey < x):>x~y, Vr,y € X,

Kyveyxz)=>r=z Vry,z€ X,

(P.3-P.4) kosullar: sirasiyla, bir bagintinin gegislilik ve tamlik ézellikleridir. (P.1-P.2)
ise, yansima ve antisimetri 6zelliklerinin, X iizerindeki = klasik esitlik bagintisinin,
~ denklik bagintisi ile degistirilmesi ile elde edilen genellestirilmis versiyonlaridir.
(P.1) ve (P.3) ((P.1-P.3) ve (P.1-P.4)) kogullarmn: saglayan X {izerindeki bir < ikili
bagintisi, X tizerinde bir ~-6nsiralama bagintisi (=-kismi siralama bagintisi ve ~-

tam siralama bagintisi) olarak adlandirilir.

X tizerindeki bir = denklik bagintisi ve bir < ikili bagintisi igin, (P.1) kogulu ve <’nin
antisimetri 6zelligi sirasiyla, <'nin yansima 6zelligini ve (P.2) kogulunu gerektirir.
Ama ters gerektirme ancak ve ancak ~’nin = olmasi durumunda gecerlidir. Bun-
dan dolay1, ='nin = oldugu durumda, bir ~-6nsiralama bagintis1 (=-kismi siralama
bagintisi ve =-tam siralama bagintisi), klasik bir 6nsiralama bagintisi (kismi siralama

bagintist ve tam siralama bagitisi) olur.

Ornek 3.15 * bir sol siirekli t-norm olmak tizere, I* tzerinde,
EQ(A,B) = A (A(z) < B(z)), YA, B € I*X seklinde tanamlanan EQ € 17 1™

zeX
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s-bulanik bagintisy bir *-bulanik esitlik bagimtisidir (Hohle ve Sostak 1999). I1X
iizerinde, INC(A,B) = A (A(z) — B(z)), VA, B € I¥ scklinde tanimlanan

zeX
INC e I bulanik bagintisy bir EQ- kismi siralama bagintisidir (Bodenhofer

2003). INC ve EQ, swraswyla, IX iizerindeki,
A< B (Alr) < B(x), Vo € X), VA, B € IX, (3.4)

A=B&e A< BuveB<A, VA, BeI¥,

seklinde tanwmly olan, < kismi siralama bagintisinin ve = egitlik bagintisinin, bulanik
birer versiyonu olarak disiinilebilir. A, B € I* olmak iizere, INC(A, B) € I wve
EQ(A, B) € I siraswyla, A bulanik kiimesinin, B bulanik kiimesinin altkiimesi olma

derecesini ve bu iki bulanik kumenin esit olma derecesini vermektedir.

Tanmim 3.16 (Bodenhofer 2000, Bodenhofer 2003, Demirci 2005) (i) X tzerinde bir
E sx-bulamik denklik bagintisy ve bir = kismi siralama bagintisy verildiginde, asagidaki

gerektirme saglanwyorsa, E, = ile uyumludur:

(CP)z 3y 3 z= Ex,z) < E(x,y) ANE(y, 2), Va,y,z € X.

(ii) X dzerindeki bir = kismi siralama bagintisina gore > karsilastirilamazlk

bagintisy asagidaki gibi tanimlanar:

(IC) x <y <= xFyvey 2z, Yo,y e X.

Teorem 3.17 (Bodenhofer 2000) X kiimesi tizerindeki bir R E-kismi siralama ba-
gintist i¢in,

xﬁRy©R<x7y) = 17 VinZ/EXy

seklinde tanimlanan R 'nin cekirdek bagintist g, X tzerinde bir onsiralama bagintist
(yansimali, gegisli bir ikili baginti) verir. <g’'nin X dzerinde bir kismi siralama
bagintisy olmasy icin gerekli ve yeterli kosul E 'nin bir x-bulanik esitlik bagintisy ol-
masidir. E bir x-bulamik esitlik bagintise ise, <g’'nin X tuzerinde bir tam siralama
bagintist olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul R’nin X tzerinde bir E-tam siwralama

bagintisy olmasidir.
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Teorem 3.17’de, R, bir E-onsiralama bagintisi olarak alinirsa, gekirdek bagintisi
g, yine bir onsiralama bagintisidir. Ancak bu durumda teoremin kalan kisminda-
kiler gecerli degildir. Yine Teorem 3.17’de, R, bir ~-kismi siralama bagintisi olarak
alimirsa, c¢ekirdek bagintist kendisi ile ¢akigir ve onun bir kismi siralama bagintisi

olmasi icin gerekli ve yeterli kogsul ~'nin = klasik esitlik bagintisi olmasidir.

Teorem 3.18 (Bodenhofer 2000) X ‘zerindeki bir R E-kismi siralama bagintis:
icin, E ile uyumlu ve ZC<g olacak sekilde, X dizerinde bir = kismi siralama
bagintisy vardir. R, X dzerinde bir E-tam siralama bagintisy ise, =, X dizerinde

) o~

bir tam siralama bagintisy olarak secilebilir. Ayrica, = maksimaldir, yani 3'C<lp

)~

ve 2CZ olacak sekilde X dzerinde baska bir 3 kismi siralama bagintisy yoktur.

Teorem 3.18'de, R bir E-Onsiralama olarak alinirsa, yine <C<golacak gekilde bir
kismi siralama bagintisi elde edilebilir. Ancak bu durumda, E’nin = ile uyumlu
olmasi genelde saglanmaz. Teorem 3.18 ile, X ftizerindeki bir R E-kismi siralama
bagintisi i¢in, SC<g olacak sekilde, F ile uyumlu olan, X iizerinde bir = kismi
siralama bagimtisinin varligr garanti edildi. Elde edilen bu klasik anlamdaki =
kismi siralama bagintisi, R'nin bir klasik kismi olarak adlandirilir. R’nin tium klasik

kisimlarmin olugturdugu kiime daha énce de tammlandig tizere, ker(R) ile gosterilir.

Not 3.19 (Demirci 2005) Teorem 3.18°den, < bir ~-kismi suralama bagintist ise,
2Cx ve = 3 ile uyumlu olacak sekilde, bir = kismi siralama bagintise bulunabildigi
cikar.  Ayrica, < bir =-tam siralama bagintisy ise, =3 bir tam siralama bagintis

olarak secilebilir.

Teorem 3.20 (Bodenhofer 2003) 2 X iizerinde bir kismi siralama bagintisy ve E

X dzerinde 3 ile uyumlu bir x-bulanik denklik bagintisi olsun. F,
[(z = 2) = (E(z,y) V E(y, 2) < E(z,2))], V2,9,2 € X, (3.5)
gerektirmesini saghyorsa,

_ L T3y
R(l’,y) - { E(l’,y), dig@?" } ’ v'rvy S Xu (36)

seklinde tamwmlanan R € I**X E-bagintisi, X dizerinde bir E-kismi siralama bagin-

tisadar.
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Not 3.21 (Demirci 2005) (i) E, X izerinde bir x-bulanik egitlik ve R, X iizerinde
bir E-kismi siralama bagintisy olsun. Teorem 3.18°deki = kismi siralama bagintis,

R'nin g c¢ekirdek bagintisy ile cakigir.

(i1) (3.5) gerektirmesinde, y = x veya y = z segilirse,
[z = E(x,2) =1], Vz,z € X (3.7)

gerektirmesi ¢ikar. (3.7)nin (3.5)7t gerektirdigi agiktvr. Buradan (3.5) ve (3.7) nin

denk oldugu sonucu elde edilir.

Not 3.21 (ii)’den hareketle, Teorem 3.20'nin daha giiclii bir versiyonu agagidaki

teoremle verilebilir:

Teorem 3.22 (Demirci 2005) 3, X dizerinde bir kismi siralama bagintise ve E, X

tzerinde = ile uyumlu bir x-bulanik denklik bagintisi olsun. FE’nin,
[((z>a2) ve (z Ty veyay Z x)) = (E(y, 2) < E(x,2))], Vo,y,2€ X, (3.8)

kosulunu saglamas i¢in gerekli ve yeterli kosul, Teorem 3.20°de, (3.6) ile tanimlanan

R € I’ bulamik bagintisinan, X tizerinde bir E-kismi siralama bagintisy olmasidar.

(3.6) ile tamimlanan R € LX*¥ bulanik bagntisi, X iizerinde verilen bir < kismi
siralama bagmtisinin X tizerindeki £ x-bulanik denklik bagintisi vasitasiyla bu-
laniklagtirilmasi olarak goriilebilir. Teorem 3.22, X iizerinde verilen bir = kismi
siralama bagintist ve F x-bulanik denklik bagintisindan hangi gerekli ve yeterli
kogullar altinda X iizerinde bir R E-kismi siralama bagintisi elde edilebilecegini
verir. Ancak, X iizerindeki bir R E- kismi siralama bagintisinin, hangi gerekli ve
yeterli kogullar altinda (3.6) formiiliiyle ifade edilebilecegini vermez. Asagidaki teo-

rem buna ¢oziim getirir:

Teorem 3.23 (Demirci 2005) R, X fdzerinde bir E-kismi siralama bagintist ve
2€ ker(R) olsun. R'nin (3.6) formunda yazlabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

asaqrdaki iki ozelligin saglanmasidur:
max{R(z,y), R(y,z)} < 1] = [(R(z,y) V R(y,z) < E(z,y))], Yo,y € X, (3.9)

(x<y) = [(R(z,y) = R(y,x))], Vz,y € X. (3.10)
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R’nin (3.6) formunda yazilabilmesi durumuyla ilgili diger bazi teorem ve 6rnekler

asagida verilmigtir:

Teorem 3.24 (Bodenhofer 2000, Bodenhofer 2003) E, X fizerinde bir x-bulanik
denklik bagintisy ve R € I°*X X dizerinde bir bulamk bagint olsun. Asagidaki iki
ifade denktir:

(i) R, X fdizerinde bir E-tam siralama bagintisidor.

(i) E’nin uyumlu oldugu bir 3 tam swralama bagintist vardir ve R (3.6) for-

mundadir.

Tanim 3.25 (Jacas ve Recasens 1993)

(1) R'nin bir p bulamik altkimesi i¢in, u(a) = 1, ve u, (—oo, a] arahginda azal-
mayan, [a,00) araliginda artmayan fonksiyon olacak sekilde bir a € R varsa, u'’ye

bir bulanik sayr denir.

(ii) R dzerinde bir E x-bulanik denklik bagintisy verilsin. Her x € R ig¢in
[z]p(y) = E(z,y), Yy € R, seklinde tanimlanan x’in E’ye gire denklik sifi [x]p

bir bulanik sayr ise, E ye kabul edilebilir denir.

Not 3.26 (Demirci 2005) Tanvm 3.16 (i) ve Tanwm 3.25 géz dniine alinirsa, kolayca
gorulebilir ki, R dzerindeki bir E x-bulanik denklik bagintisinin < ile uyumlu olmas:

wein gerekli ve yeterli kosul, E 'nin kabul edilebilir olmasidir.

Ornek 3.27 (Demirci 2005) T-norm olarak, asagidaki gibi tansml g, Lukasiewicz

t-normu olarak secilsin:
g,y =maks{z+y—1,0}, Vo,y € [0,1].
® : R — R monoton bir dontisim olsun.
Ey(z,y) =1 —min{[®(z) — ©(y)|, 1}, Vz,y € R,
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seklinde tanimlanan Eg : R x R — [0, 1] bulanik bagints, R dzerinde kabul edilebilir
bir =y -denklik bagintisidir (Jacas ve Recasens 1993). Not 3.26’ya gore, Ep, R iize-

rindeks bilinen < siralamast ile uyumludur. Teorem 3.24’°e gore,

_J L r<y
Ri’(xay)_{ E<I><5U,y), dz-gver }7 vxuyeRa

R dizerinde bir Eg-tam siralama bagintisidar.

Ornek 3.28 (Demirci ve Eken 2007)
rT*plYy =Y, v"L‘7y€ [071}7

seklinde tanvmlanan carpim t-normu g6z oniine alinsin. Bir ® : Rt — RY monoton

dontsumauyle,

Eg(x,y) = min {%, %} . Vz,y € RT,

seklinde tanvmlanan Eg bulanik bagintisy, RT dizerinde kabul edilebilir bir p-denklik

bagintisidur (Jacas ve Recasens 1993). Not 3.26’ya gore, Eg, R dizerindeki bilinen

< swralamast ile uyumludur. Teorem 3.24’e gore,

_ 17 x S Yy +
R@@’y)—{ Eo(a,y), diger } ey € R

R* dizerinde bir Eg-tam siralama bagintisidar.

Onerme 3.29 (Bodenhofer 2003) f, siirekli, Archimedean bir x t-normunun bir

toplamsal tireteci ve 3, X tizerinde bir kismi siralama bagintisy olsun.

(i) X dzerindeki bir d metrikimsisi, 3 ile uyumlu ise, yani,

v 3y 3 z=d(x,z) > maks{d(r,y),d(y,2)}, Vo, y,z € X,

gerektirmesini saglyorsa, (3.2) seklinde tanmvmlanan E4 x-bulamk denklik bagintisy

= ile uyumludur.

(ii) X dizerindeki bir E x-bulamik denklik bagintisi, = ile uyumlu ise, (3.1)

)~

seklinde tanimlanan dg metrikimsisi, 3 ile uyumludur.

) o~
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Onerme 3.30 (Bodenhofer 2003) X iizerindeki bir 3 tam siralama bagintisy ile
uyumlu olan bir d : X x X — [0,00) metrikimsisi ve ® : X — X azalmayan

fonksiyonu goz oniine alinsin.
d'(z,y) = d(®(z),®(y)), Vz,y € X,
seklinde tanimlanan d', X dzerinde 3 ile uyumlu baska bir metrikimsidir.
= ile

)~

Teorem 3.31 (Bodenhofer 2003) X fiizerinde bir = tam swralama bagintis
uyumlu bir d metrikimsisi, bir f toplamsal tiretecine sahip, strekli, Archimedean bir

x t-normu ve azalmayan bir ® : X — X fonksiyonu verilsin. Bu durumda,
E@,d('ra y) = f(il)(d((D(x)? (I)(y)))7 vxa y e Xa

X uzerinde bir x-bulanik denklik bagintisidir ve

Roa(z,y) = {

X dzerinde bir Eg g-tam siralama bagintisidar.

1 x 3y

E@d(l‘,@/), diger }’ vx’y < X’

Ornek 3.32 (Bodenhofer 2003) R ’deki bilinen < tam siralama bagintisy ile uyumlu
olan d(z,y) = |v —y|, Vo,y € R, metrigi goz onine alinsin (Bodenhofer 2000). i,
Lukasiewicz t-normunun bir toplamsal tretecinin ve onun tersimsisinin f(x) = 1—x
ve fCV(x) = maks {1 — 2,0}, *xp carpim t-normunun bir toplamsal diretecinin ve
onun tersimsisinin f(z) = —In(z) ve fV(x) = e oldugu bilinmektedir (Klement
vd 2000). Onerme 3.29 ve Onerme 3.30a gore herhangt bir ® : R — R azalmayan

fonksiyonu i¢in,

Eg(z,y) = fOU(d(@(2), () = FV(2(2) - 2(y)])
= maks{l — |®(x) — P(y)|,0}, Vz,y € R,

Eg(e,y) = fOVA@(),®(y) = fV((x) — 2(y)))
= @) vy e R,

seklinde tanimlanan EX xp-denklik bagintis ve EX xp-denklik bagintist < ile uyum-

ludur. Bu durumda, Teorem 3.31°e gore

L _ 17 X S ) P _ ]-7 X S ()
R@(xay) - { Eé(f,y), dig“er ’ R@(xay> - Eg(ﬁ,y), dig“er ) Va:,y € Ra

siraswyla birer EL-tam siralama bagintist ve EX-tam siralama bagintisidar.
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Diger taraftan kesin siralama bagintilarinin bulanik versiyonu asagidaki gibi ve-

rilmigtir:

Tamim 3.33 (Bodenhofer ve Demirci 2005) E bir x-bulanik denklik bagintise olmak
tizere < € I**™X bulamk bagintisi asaqdaki kosullar saghyorsa E-kesin swralama

bagintisy adiny alir:

(FSO.1) <(z,7) =0, Vo € X,

(FSO.2) <(z,y) * <(y,2) < <(z,2), Vz,y,2 € X,

(FSO.3) < birinci ve ikinci argiimaniyla E-genisletilebilirdir.
Tlave olarak =,

(FSO.4)E(x,y) — 0 < <(2,y) V <(y,x), Vz,y € X,

kosulunu saglhyorsa tam (lineer) E-kesin siralama bagintisy adine aler.

Klasik teoride kesin siralama bagintisiyla kismi siralama bagintisi arasinda bire
bir bir iligki vardir,
r<ly&sr<yveyar =y, ve
r<ysr<yvexr#y,
ikinci denklik agagidaki gibi de ifade edilebilir,
r<ysr<yveyLur,
Benzer iligkiyi bulanik durumda veren ingaalar agagida gosterilmistir (Bodenhofer
ve Demirci 2008):

Teorem 3.34 (Bodenhofer ve Demirci 2008) < € 1X*X bir (tam) E-siralama ba-
gintisy olmak tuzere asagidaki gibi taniml 2% € I**X bulanik bagintisy bir (tam)
E-kesin siralama bagintisidr:

Z2(r,y) = Kz, 9)A (K(y, ) — 0),Ya,y € X,

S
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Tersine < € IX*X bir E-kesin siralama bagintisy olmak tizere asaqidaki gibi tanyml

%Q € I**X bulanik bagintisy bir E-siralama bagintisidar:

<z(z,y) = <(z,y) V E(x,y),Vz,y € X.

Burada elde edilen E-siralama bagintisinin tam olmasi i¢in yola ¢ikilan E-kesin sira-
lama bagintisinin tam olmast kosuluna ek olarak = ’dan elde edilen degillemenin gicli

olmast gerekmektedur.

Not 3.35 Yukaridaki teoremdeki ilk esitlikte yer alan < ’nin (8.6) formunda yazla-

bilmesi durumunda —~<% bulamik bagintisinin,

=<z(r,y) = (y,z) — 0,Vo,y € X.

sekling alacagr kolayca gorilebilir.
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4. BULANIK UST SINIR ve BULANIK SUPREMUM

Buradan itibaren tezin biitiin boliimlerinde bir * t-normu ile aksi belirtilmedikge sol

stirekli bir t-norm kastedilecektir.

Bostan farkli bir X kiimesini géz ontine alalim. E bu kiime tizerinde bir -

bulanik denklik bagintis1 ve < bir E-siralama bagintisi olsun. X'in alt kiimeleri
tizerindeki iist sinir kavrami gok degerli dogruluk tabani I = [0, 1]’de agagidaki gibi

genellestirilebilir (Demirci 2005, Belohavlek 2002).

Tanim 4.1 Bir A € IX bulanik kiimesi icin,

UBaw)= _ (A = 3(.2)) Vo€ X,

seklinde tanimin UB 4 € I* bulamk kiimesine A bulanik kiimesinin bulanik st sinir

denair.

Tamim 4.2 Bir A € I* bulamk kiimesinin E\EA € I bulanik 1ist siary icin

ke’r’(ﬁé 4) # D ise A bulanik kiimesinin bulanik st siniry varder diyecegiz.

Tamm (4.1)’1 kullanarak aym A bulanik kiimesinin bulanik supremumu kavra-

mini agagidaki gibi tanimlayabiliriz (Demirci 2005, Belohavlek 2002).

Tamm 4.3 s5up,(z) = UBa(z) A { N (ﬁEA(y) — g(m,y))} ,Vr e X,
Y

seklinde tanyml sup, € I bulank kiimesine A bulanik kiimesinin bulanik supre-

mumu denir.

Tanim 4.4 Bir A € I* bulamk kiimesinin sup, € I bulank supremumu igin

ker(supy) # @ ise A bulanik kiimesinin bulanik supremumu vardur diyecegiz.
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Klasik teoride, kisaca, reel sayilar kiimesinde bostan farkli herhangi bir alt kiime
i¢in iist sinir1 var ise supremumunun da var oldugunu gosteren teorem (konuyla ilgili
birgok kaynak arasindan (Bartle 1976)’ya bakilabilir) herkesce bilinir. Amacimiz bu
teoremin tanimladigimiz bulanik kavramlarla da dogru olacagini gormek, boylece
verdigimiz tanimlarin iyi birer genellegtirme oldugunu gostermek. Bunun i¢in once-

likle baz1 onermeler ispatlayacagiz.

Bu boliimiin bundan sonraki kisminda X kiimesi ile R reel sayilar kiimesini, A
ile reel sayilarin bogtan farkli bir alt kiimesini, UB, ile A kiimesinin iist sinirlari
kiimesini gostercegiz. /{:er((/]\é 4), A kiimesinin bulanik {ist sinirlar1 kiimesinin ¢ekirdegini,
E, R tizerinde bir *-bulanik denklik bagintisini ve %, R tizerindeki bilindik siralama
bagintist < ile birlikte (3.6) formunda yazilabilen bir E-siralama bagintisim belirte-

cek.
Onerme 4.5 UB, C ker(ﬁ\éA).

Kanit. A C Rolsun. U By4 bog kiime ise istenilen kapsama elde edilir bu nedenle
x € UBy4 olsun, bu durumda,
Vy € A igin y < x esitsizligi vardir bu da,
Yy € A, g(y, x) = 1 anlamina gelir. Son esitligi UB 4'nin tamiminda kullanarak,
UBa@) = _ (1aly) = <(w.2))
= (1a0) = =@ 2)) A on (1a0) = S )

- (-1 (0 =ww)
L= (0=
=1A1=1

=z € ker(UB 4) elde edilir ve bu da ispat1 bitirir. m

R tizerinde bulanik siralama bagintimizi ingaa etmek i¢in kullandigimiz bulanik
benzerlik bagintis1 E 6zel olarak x-bulanik esitlik alinirsa ters kapsamanin dolayisiyla

esitligin s6z konusu oldugunu asagidaki onermede goriiyoruz.

Onerme 4.6 E x-bulanik esitlikse ker(UB4) C UB,4 kapsamas: vardar,
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Kanit. z € k‘er(ﬁéA) olsun, bu durumda
Yy € R igin (1 aly) — %(y, x)) = 1 esitligi vardir, buradan A kiimesinin elemanlari
icin,
ye A= g(y, x) = 1, olur, simdi E’nin ayrik olmasindan yararlanarak,
y € A = y < x yazabiliriz ki bu da,

x € UB4 anlamina gelir ve istenilen kapsamay1 verir. m

Daha genel durumda, yani E’nin ayrik olmadigi durumda, yukaridaki iki kiime
arasinda bir egitlik elde etmek yerine U B4 kiimesinin bostan farkli olmasini gerek-
tirecek sekilde E tizerinde bir kosul bulunabilir mi sorusunun cevabini siradaki 6-

nermede buluyoruz.

Onerme 4.7 E. kisaca bir z reel saysimn E'ye gore denklik sinafo [z]g bulanik
kiimesini belirtmek tizere, reel sayilar kumesinden sececegimiz her z saiyist i¢in

ker(E,) dstten sinurly bir kiime ise,

k‘er(ﬁ\éA) # () = UB4 # 0 gerektirmesi vardur.

Kanit. Vz € R i¢in ker(FE,) tstten sinirh ve ker(ﬁ\éA) # () olsun,
z € ker(f]\é 4) secelim, bu durumda,
N <1A(x) — %(m,z)) = 1 olur bu ise,
re

Vax € Ricin 14(z) < <(z,z) olmasimi gerektirmektedir. Bu esitsizlikten yararla-
narak,

Vo € A, <(x,2) = 1 oldugu kolayca goriiliir. Simdi,

Vr € A igin z < z oluyorsa z € U B4 olur ve ispat biter. Bunun aksini varsayarsak,
agagida olugturdugumuz kiime bogtan farkhidir,

C={acA:z<a}.

A/C kiimesinin iistten siirli oldugu agiktir (z bir {ist siirdir). C' kiimesinin de
iistten sinirli oldugunu gosterirsek A kiimesinin tistten siirl oldugunu séyleyebilecegiz.
Va € C igin <(a,z) =1 ve a > z oldugundan,

Va € C i¢in E(a, z) = 1 oldugunu soyleyebiliriz bu da bize,

C C ker(E,) oldugunu verir, varsayimimizda ker(E,)nin {istten siirli bir kiime
oldugunu goz oniinde bulundurursak C' kiimesinin de tistten sinirli oldugunu gortiriiz

ve A = A/CUC olarak iki tistten sinirh kiimenin bilegimi geklinde yazilabileceginden
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A’'min tstten sl bir kiime oldugunu dolayisiyla UB4 # () oldugunu ispatlamig

oluruz. m

Ana teoreme ge¢meden Once son olarak asagidaki onermeyi ispatlayacagiz.

Onerme 4.8 £ : Rx R —J fonksiyonu strekli olmak “izere bir x-bulanik denklik
bagintisy olsun, bu durumda, bostan farkly A C R kiimesi i¢cin,

{sup(A)} C ker(supy) kapsamasi vardar.

Kamt. {sup(A4)} = 0 ise kapsama saglamir, {sup(A)} bostan farkh ise sup(A)
tektir, sup(A) = k olsun. Amacimiz k € ker(sup,) oldugunu gostermek. Supremu-

mun tanimindan, k € UB4 ve Vo € UB4 i¢in k < x olur

sip (k) = UBA(K) A LER (ﬁ'éA(y) . (k,y))} ilk nermemizden UBA(k) = 1

oldugunu gortiriiz.

= supy(k) = [yeR (Z/]\EA(y) —= (k,y))} . Tanimdan yararlanip [/]\EA(y)’yi agarak,

540 = | (| A La0) == @] = (k) )] vasar ve Ryt 4 ve 4
ye Tz€ER
seklinde iki kiimeye ayirarak,

—_—

sup (k) =

[ (([ A (ate) =< (z.)| A [/\ (1a(x) = <x,y>>]) < (k,y))]  olarak

x€A J ¢ A
ifade edersek, asagidaki egitligi elde ederiz,

supy (k) = [ . <[/\ < (z,y)| =< (k,y))] . R’yi k’dan biiyiik esitler ve k’dan
ye T€EA
kiigiikler olmak tizere iki kiimeye ayirarak,

—— L<k (L/G\A - (:r,y)} Ny (k,y))} A Léy (L/E\A < (:c,y)} —= (k,y))l :

olarak yeniden diizenlersek kolayca,
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Sk =, ([ A < @)

TEA

— E(k, y)) (4.1)

oldugunu gozleyebiliriz.

Supremum kiimeye aitse (k € A), A < (z,y) << (k,y) = E(k,y) oldugundan
z€A
sup4(k) = 1 oldugunu goriir ve ispati bitirebiliriz. Bu yiizden k ¢ A varsayalim.

y < k olacak gekilde keyfi sabit bir y reel sayisin1 goz oniine alalim.

Bu durumda k noktast A kiimesinin supremumu oldugundan A kiimesinde Vn € N
icin y < z, < k ve lim(z,) = k olacak sekilde bir (z,) dizisi vardir. E’yi siirekli

varsaydigimiz icin bu son diziyi kullanarak,

lim E((z,),y) = E(k,y) dolaywsiyla A\ E((x,),y) < E(k,y) oldugunu séyleyebiliriz,
neN
diger taraftan, (x,) C A oldugundan,

A =< (@y) < A =(zn),y) = N\ E((x,),y) < E(k,y), esitsizligini elde ederiz.
z€A neN neN

Bu esitsizligin her y < k sayisi igin dogru oldugunu géz 6niinde bulundurarak (4.1)

esitliginde kullanirsak,
sup, (k) =1 yani k € ker(sup,) oldugunu goérmiig ve ispati bitirmig oluruz. m

Bu son 6nermeden sonra ana teroemi ifade edip ispatlamaya haziriz:

Teorem 4.9 F : R x R —1 fonksiyonu strekli ve her x € R i¢in E, sinirl ¢ekirdege
sahip olmak tizere bir x-bulamik denklik bagintisy olsun, bostan farkl

A C R kumesinin bulanik st sinir varsa bulamik supremumu vardar.

Kanit. F kabul edilebilir ve her x € R i¢in E, sinirh gekirdege sahip ve A C R
kiimesinin bulanik iist sinir1 var olsun.
ker(ﬁ? 4) # 0 6nerme 4.7’den U B4 kiimesinin bog olmadigimi dolayisiyla A kiime-
sinin tstten smmirh oldugunu soyeyebiliriz. Bu durumda klasik teoriden bildigimiz
supremum ozelliginden dolay1 A kiimesinin supremumu vardir. Onerme 4.8 geregi

ise A kiimesinin ayni zamanda bir bulanik supremumu vardir.m
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5. E-BULANIK POZITIF SINIF

Bu boliimde oncelikle bir kiime tizerindeki ¢ok-degerli pozitif sinifi tanimlayacagiz.
Daha sonra, klasik teoride kesin siralama bagintilar: ile pozitif simiflar arasinda yer
alan bire bir iliskinin ¢ok degerli teorideki karsiligini inceleyecegiz. Bunun icin

oncelikle klasik tanimi hatirlayalim.

Tamim 5.1 (Bartle 1976) F = (X, ®,®) klasik bir cisim olsun. x € X i¢in 0, ve

—x, swraswyla “ @7 islemine gore cismin sifir elemanine ve x "in tersini gostersin.

(i) X'in bir P alt kiimesi asaqidaki ozellikleri saglwyorsa P ’ye pozitif simaf denir.

(PC.1)0 ¢ P,

(PC.2) (x #0) = (x € Pveya —x € P) Vx € X,

(PC.3)x,ye P=xdye€ P, Vr,y € X,

(PC4)z,ye P=z0ye P, Vr,yc X.

(ii) Eger P, F’nin égelerinin bir pozitif sinifiysa Fye P tarafindan siralanmas

swraly cisim denir.

Yukaridaki tanimin ¢ok degerli karsiligini agagidaki gibi tanimlamak miimkiindiir:

Tanim 5.2 F = (X, ®,®) klasik bir cisim ve E, X dzerinde bir x-bulanik denklik
bagintise olmak vzere; X in bir P bulanik alt kimesi asaqidaki ozellikleri saglyorsa

Pye F'nin ogelerinin bir E-pozitif sinify denir.

(VPC.1) P(0) = 0,

(VPC.2) E(0,z) — 0 < P(z) V P(—z),Vz € X,
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(VPC.3) P(z) * P(y) < P(x ®y),Vz,y € X,

(VPC.4) z,y € Supp(P) = x @y € Supp(P),Vx,y € X.

(Bartle 1976) Klasik bir F' = (X, ®, ®) cismi iizerinde bir P pozitif sinifi varsa,
P, F'nin ogeleri lizerine agagida gibi tanimlanan dogal bir <p tam kesin siralama
bagintisi verir.

r<py&ey—x € P Veyye X

Ustelik bu lineer kesin siralama bagintis1 < p asagidaki ozelliklere sahiptir:
(OF1) 2 <p0& 0<p —x, Vo € X,
(OF.2) (0 <pzvel<py)= (0<paxdy),Vz,ye X,
(OF.3) (0 <pzvel<py)= (0<pz0Oy), Yo,y € X.
Tersine X iizerinde (OF.1-OF.3) kogullarini saglayan bir < tam kesin siralama
bagintis1 araciligiyla F' = (X, ®,®) cismi tlizerinde bir P pozitif simifi tanimla-
nabilir.
P.={re X |0=<uz}.
Son olarak da P, = P ve <p_ =< esitlikleri vardir. Asagida bu olgularin bulanik

olarak nasil genellegtirilebilecegini gorecegiz.

Teorem 5.3 F = (X, ®,®) bir cisim ve E, X dzerinde bir x-bulanik denklik bagintis

olsun. X tizerinde bir <, tam E-kesin siralama bagintis,
(VOF.1) <(x,0) = <(0, —x), Vo € X,
(VOF.2) <(0,z) * <(0,y) < (0,2 ®y)), Va,y € X,

(VOF.3) x,y € Supp(<5) = = ®y € Supp(<5),Vz,y € X, (burada <5, X'in
<g(w) = <(0,w), Yw € X, seklinde tanwml bir bulanik alt kimesidir),

ozelliklering saghyorsa X ’in
P(z) = <(0,z), Vx € X,

seklinde tanwmly P~ bulanik alt kumesi F''nin ogelerinin bir E-pozitif sinifidur tustelik

P-, E’ye gore genisletilebilirdir.
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Kanit. <, X {izerinde bir tam E-lineer kesin siralama bagintisi olsun ve P~ (z) =
<(0, ) olarak tamimlayalim.
(VPC.1): P5(0) = <(0,0) = 0 <’'nin yansimasizlik ozelliginden elde edilir.
(VPC.2): Py(z)V Py(—z) = <(0,z) V <(0, —z) dir ve
bu esitligin sag tarafi VOF.1 ozelliginden dolayr <(0,z) V <(z,0)’ye esittir.
<’min tam olmasim kullanarak da <(0,z) V <(z,0) > E(z,y) — 0 elde edilir.
(VPC.3): Px(z) * P(y) = <(0,2) * <(0,y), (VOF.2) 6zelligini kullanarak,
=<(0,z) * <(0,y) < <(0,z @ y) esitsizligi elde edilir ve bu esitsizligin sag tarafi
P~(x @ y)’ye esittir.
(VPC.4): z,y € Supp(Px), olsun, bu durumda,
P~(xz) >0 ve Px(y) > 0 olur ki bu da,
[<(0,2) A <(0,y)] > 0, olmasim gerektirir. (VOF.3) 6zelligini devreye sokarak
=<(0,z ®y) > 0 elde ederiz. Bu esitsizlik tanim geregi,
P~(x®y) > 0 olmasi anlamina gelir ve bu da istedigimiz x ©®y € Supp(Pz) sonucunu
verir.
Son olarak P-’nin E genigletilebilirligini gorelim:
< 2. argumamyla F genisletilebilir oldugu icin,
<(0,7) * E(z,y) < <(0,y), Vz,y € X esitsizligini yazabilir ve P=’nin tanimin
kullanarak,
P~ (z) x E(z,y) < P3(y), Yo,y € X esitsizligini elde ederiz ki bu da Pz'nin E’ye

gore genisletilebilir olmasi demektir. m

Bir tam E-kesin siralama bagintisiyla yola ¢ikip E-pozitif sinifinin ingaasina dair
formiilii elde ettikten sonra akla iki 6nemli soru gelmektedir. Bunlardan birincisi bir
E-pozitif siniftan yola ¢ikarak bir tam E-kesin siralama bagintisini nasil ingaa ede-
bilecegimiz sorusu, ikincisi ise bu ingaalarin bire bir olup olmadiklaridir. Asagidaki

teorem bu sorulara 11k tutmaktadir.

Teorem 5.4 Verilen bir P, E-pozitif sinifi icin ejer E, & islemine gore degismez

ve P, FE-genisletilebilir ise,
%P(x7y) = P(y - iC), vxay € Xa

seklinde tanimlanan <pbagintist X dzerinde (VOF.1-VOF.3) ozelliklerini saglayan
bir tam E-kesin siralama bagintisidar.

Ustelik P, = P ve ejer <, ®©, isemine gore degismez ise <p, = < olur.
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Kanit. Teoremin ilk kismini kanitlamak i¢in P bir E-pozitif sinif olmak iizere
Zp(z,y) = P(y — z), olarak alahm. Oncelikle <pnm (FSO.1-FSO.4) kogullarim
sagladigimi gorelim:

(FSO.1): <p(z,x) = P(x — z) = P(0) = 0 burada son esitlik (VPC.1) ozelliginden
elde edilir.

(FSO.2):<p'nin tammindan <p(z,y)*<p(y, z) = P(y—z)* P(z—y), diger taraftan
P (VPC.3) ozelligini sagladig: i¢in,

Ply—x)*xP(z—y) < P((y — ) ® (2 — y)) esitsizligi vardir, X’in cisim yapisim
kullanarak,

Ply—x)«P(z—y) < P((ly—x)® (2 —y)) = P(z — z) elde ederiz ve yine <p'nin
tanimini kullarak

P(z —x) = <p(z, 2), oldugunu goriir ve istenilen esitsizligi elde etmis oluruz.
(FSO.3) <p’nin her iki argiimaniyla da E-genisletilebilir oldugunu gormek i¢in P’nin
E-genigletilebilir olmasindan faydalanacagiz:

i) Ilk argiimana gore E-genigletilebilirlik:

<p(z,y) * E(x,2) = P(y — x) * E(x,2), E toplamaya gore degismez oldugu igin
esitsizligin sag tarafini,
E(r,z)=E@x®y—z—2),20y—r—-2))=Ey—zy—2)=Ely—zy-—2)
olmasindan yararlanarak,

Py —z) % E(x,z) = Ply — z) * E(y — xz,y — 2), olarak yazabilir ve gimdi P’nin
E-genigletilebilir olmasini1 devreye sokarak,

Ply—z)xE(z,z) = Ply—z)* E(y —x,y — z) < P(y — z) esitsizligini elde deriz ki
sag taral <p(z,y)ye esittir.

ii) Ikinci argiimana gore E-genisletilebilirlik:

<p(z,y) x E(y,z) = P(y — x) * E(y, z), yukardakine benzer sekilde F toplamaya
gore degismez oldugu icin esitsizligin sag tarafini,

P(y —z) * E(y — x,z — x), olarak yazabilir ve P'nin E-genigletilebilir olmasi,
Ply—z)x E(y —z,2 —x) < P(z — z) esitsizligini gerektirir ki bu egitsizligin sag
tarafi da <p(x, z)’ye esittir.

(FSO.4): <p(x,y) V <p(y,x) = P(y — x) V P(x —y) (VPC.2) ozelliginde dolay
biliyoruz ki,

Ply—x)VP(x—y) < E(0,z—y) — 0, E’nin ®-degismezligini kullanarak esitsizli-
gin sag tarafinin E(y,x) — 0’a esit oldugunu gorebiliriz, bu da istenilen esitsizligi

verir.
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Simdi <p'nin (VOF.1-VOF.3) ozelliklerini sagladigimi gorelim:

(VOF.1): <p’nin tanimimi ve 0 in cismin toplamsal etkisiz elemam oldugunu kul-
lanarak:

<p(z,0) = P(0 — ) = P(—2) = P(—x — 0) = <p(0, —2) yazabiliriz.

(VOF.2): Yukarida sozii gegen Ozellikleri kullanarak,

<p(0,2) * <p(0,y) = P(x — 0) * P(y — 0)

= P(z) x P(y) elde ederiz. P, (VPC.3) 6zelligine sahip oldugu i¢in de,

P(z) x P(y) < P(x @ y) oldugunu ve buna denk olarak,

P(x)* P(y) < P(x ®y — 0) oldugunu gorebiliriz. Esitsizligin sag tarafi ise

=<p(0,2 @ y)’ye esittir.

—~

VOF.3): z,y € Supp(<p) olsun, bu durumda,

[<p(0,2) A <p(0,y)] > 0 olur bu da,

P(z) A P(y) > 0 olmasim gerektirir. Bu egitsizlik x,y € Supp(P) anlamina gelir ve
(VPC.4) 6zelliginden dolayi,

z,y € Supp(P) = = ®y € Supp(P) olur, boylece,

<p(0,z0y) > 0=z Oy € Supp(<p) elde edilir.

Teoremin ikinci kismi icin asagidaki gozlemleri yapabiliriz:

i) Tamm geregi P~ (x) = <p(0,2), (Vz € X) esitligi yazilir ve bu sefer <p'nin
tanimi kullanilirsa,

P~ (z) = <p(0,2) = P(z — 0), (Vz € X), elde edilir. 0'in cismin toplamsal etkisiz
eleman1 olmasindan dolay1 da,

P~ (z) = <p(0,2) = P(x — 0) = P(x), (Vz € X), oldugu goriiliir.

ii) Tammdan <p. (z,y) = Pz(y — z), (Vo,y € X) esitligi yazihr ve P=’'nin tanim
kullanilirsa,

<p.(z,y) = Px(y —x) = <0,y — z), (Vz,y € X) oldugu goriiliir, bu noktada
<nim ¢-degismez olmasindan ve 0'm cismin toplamsal etkisiz elemani olmasimdan
yararlanarak,

<py(z,y) = Px(y —2) = =0,y —2) = (0@ 2, (y —2) D2) = <(2,9), (V2,9 € X)

oldugu gortliir. m

Not 5.5 Eger <, E’nin @ ’ya gore degismeyen oldugu bir E-pozitif simftan yola

cikilarak insaa edilirse < kendisi de @ ya gore degismeyen olur.
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Bir F = (X,®,®) cismi = tarafindan tam olarak siralanmig ve E, X iize-
rinde = ile uyumlu bir x-bulanik denklik bagintisi oldugunda karsilik gelen tam
x- F-siralamasinin agagidaki gibi basitce ifade edilebilecegini teorem 3.24 yardimiyla

biliyoruz:
1 T2y

S(@y) = { E(z,y) , aksi halde iy e X

Diger taraftan yukaridaki formda yazilabilen bir < ile ingaa edilen tam *- F-kesin
siralama bagintisinin aslinda agagidaki benzer basit formiille ifade edilebilecegini de

biliyoruz:
0 Yy @

XY=\ By =0 . aksibhalde "BV EX

Bu formiiller < ve =< nesnelerinin benzerlik tabanl oldugunu gosteriyor. Bu-
lanik pozitif siif i¢in de bunlar gibi benzerlik tabanli bir formiil elde edebilmek
icin <’'nin saglamasi gereken VOF1-VOF3 ozelliklerinin yerine <'nin gerekliligini
ortadan kaldiracak yeni kosullara ihtiyag olacaktir. Asagidaki teorem bu ingaanin

nasil olcagini gostermektedir.

Teorem 5.6 F = (X, ®,®) bir cisim, <X , X dzerinde bir tam siralama bagintis

ve B, X tzerinde = ile uyumlu ve & islemine gore degismeyen bir x-bulanik denklik

bagintise olsun. Eger x wn kalanl degillemesi guclii ise P asagidakt gibi insa edilebilir:
0 ,x =0

Plx) = { E(x,0) — 0 , aksi halde VT € X.

Kamt. Teoremde tanimlanan P bulanik kiimesinin (VPC1-VPC4) kosullarim
sagladigini gostermemiz gerekiyor.
P(0) = 0, oldugu tamimdan agiktir (VPC1). Diger yandan 0’dan farkh sececegimiz
her z € X icin,
x = 0 veya x < 0 olacagindan dolay1
P(r) = E(x,0) — 0 veya P(—z) = FE(—z,0) — 0 = E(x,0) — 0, olacaktir
(E’nin & iglemine gore degigsmez olmasim goéz éniinde bulundurarak).
Bu ise,
E(x,0) — 0 < P(x) V P(—x) olmasim gerektirir ve eger x = 0 olarak secilecek

olursa bu esitsizligin sol tarafi 0 olacagindan esitsizlik yine dogru olacaktir. Boylece
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P’nin (VPC2) dzelligini sagladigimi gordiik.

(VPC3) 6zelligini gérmek i¢in z,y € X alalim.

Eger x < 0 veya y < 0 ise P(x) * P(y) = 0 olacagindan istenilen esitsizlik saglanir
bu yiizden x ve y’nin her ikisinin de 0’dan kesin biiyiik oldugunu kabul edelim. Cis-
mimizin ozellikleri geregi,

0 <z < 2@y ve benzer olarak, 0 < y < x @ y, oldugu gozlenir ve E’'nin =<
uyumlulugu (E’nin < uyumluluguna denktir), devreye sokulursa

E(0,z®y) < E(0,z) ve E(0,x ®y) < E(0,y) esitsizliklerini elde ederiz. Bu ise,
E(0,z) - 0 < E(0,z®y) — 0ve E(0,y) —» 0 < E(0,z®y) — 0 esitsizliklerini
gerektirir.

P’nin tanim ve sozkonusu egitsizliklerin,

P(z) < P(x®y) ve P(y) < P(x @ y) esitsizliklerini dogurdugunu goéz oniine alirsak
bu egitsizlikler,

P(x) * P(y) < P(x @ y) olmasim gerektirir.

Son olarak P’nin VPC4 ozelligini sagladigini gorelim.

z,y € Supp(P) olsun, bu z = 0 ve y = 0 anlamina gelir {istelik,

E(x,0) — 0 > 0 ve E(y,0) — 0 > 0 olur. Ayrica cismin 6zelliklerinden x ®y > 0
oldugunu biliyoruz. Kalanhi degillememiz giiclii oldugundan dolay1

E(x ®y,0) — 0 > 0, olacaktir ve bu x ® y € Supp(P) olmasim gerektirir. m

Ornek 5.7 Cismimiz F = (R, +,-), ve x Lukasiewicz t-normu olsun. x’a karsilik
gelen benzerlik bagintisinin E(x,y) = max(1—|x — y|,0) oldugu iyi bilinmektedir (De
Baets ve Mesiar 1997, Trillas ve Valverde 1984). Bu durumda = kalan islemine
gore degilleme de N,(x) = 1 — x olmakta ve agiktur ki bu giicli bir degillemedir.

Basit hesaplar sonucunda teorem 5.6°daki P, E-pozitif sinifin asagidaki gibi olacagu

gorulebilir:
0 ,z<0

Plx)=¢ =z ,0<x<1 ,VxeR.
1 1<z

(VOF1-VOF3) kogullar veya denk olarak *’a kargilik gelen kalan iglemine gore
degillemenin giiclii olmasi oldukga kisitlayict kosullar oldugu icin akla gelen soru
kalan iglemine gore degillemesi giiglii olmayan bir x-bulanik denklik bagintisiyla
donatilmig bir cisimde bir bulanik pozitif sinifin olusturulup olusturulamayacagidir.

Asagidaki teorem bu soruya cevap vermektedir.
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Teorem 5.8 F = (X, ®,®) bir cisim, <, X dzerinde bir tam siralama bagintisi ve
E, X dzerinde = ile uyumlu ve & 'ya gore degismeyen bir x-bulamik denklik bagintis

olsun. Eger N asagqidaki ozelligi saglayan herhangi bir gicli degillemeyse,

E(x,0) — 0 < N(E(z,0)), her x € X,
P bulamik pozitif sinife asaqrdaki gibi insaa edilebilir:

,x =0

0
Plx) = { N(E(z,0)) ,aksi halde VT € X, (5-1)

Kanit. Teoremde tanimlanan P bulank kiimesinin (VPC1-VPC4) kosullarim
sagladigin gostermemiz gerekiyor.
P(0) = 0, oldugu tamimdan agiktir (VPC1). Diger yandan 0’dan farkl sececegimiz
her z € X icin,
x = 0 veya o < 0. olacagindan dolay1
P(z) = N(E(z,0)) veya P(—z) = N(E(—z,0)) = N(E(z,0)), olacaktir (E’nin &
islemine gore degismez olmasin g6z 6niinde bulundurarak). Bu ise,
N(E(z,0)) < P(x)V P(—x) olmasimi gerektirir ve eger x = 0 olarak secilecek olursa
bu esitsizligin sol tarafi 0 olacagindan esitsizlik yine dogru olacaktir. Teoremin
varsaymmindaki F(x,0) — 0 < N(E(x,0)), her z € X, esitsizligini de goz oniine
alirsak P’'nin VPC2 ozelligini sagladigini goriiriiz.
(VPC3) 6zelligini gérmek i¢in z,y € X alalim.
Eger x < 0 veya y < 0 ise P(z) * P(y) = 0 olacagindan istenilen esitsizlik saglanir
bu yiizden x ve y'nin her ikisinin de 0’dan kesin biiyiik oldugunu kabul edelim. Cis-
mimizin ozellikleri geregi,
0 <z <2 ®y ve benzer olarak, 0 < y < x ® y, oldugu gozlenir ve E’nin < uyum-
lulugu (E’'nin < uyumluluguna denktir), devreye sokulursa
E(0,z®y) < E(0,z) ve E(0,x ®y) < E(0,y) esitsizliklerini elde ederiz. Bu ise,
N(E(0,z)) < N(E(0,z & y)) ve N(E(0,y)) < N(E(0,z ®y)) esitsizliklerini gerek-
tirir. Bu ise,
N(E(0,z))* N(E(0,y)) < N(E(0,z @ y)) esitsizligini gerektirir ve bu son esitsizlik
P’nin tanimi geregi,

P(z)* P(y) < P(x ®y), Vr,y € X esitsizligini verir.
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Son olarak P’'nin (VPC4) dzelligini sagladigim gorelim.
x,y € Supp(P) olsun, buz = 0 vey = 0 anlamina gelir iistelik, cismin 6zelliklerinden
r ®y = 0 oldugunu biliyoruz. Kalanl degillememiz giiclii oldugundan dolay:

N(E(x ®y,0)) > 0, olacaktir ve bu x ® y € Supp(P) olmasim gerektirir. m

Ornek 5.9 Cismimiz F = (R, +, "), ve x ¢arpum t-normu olsun.

E(x,y) = exp(— |z — y|)

bulanik bagintisinin bir x-bulanik denklik bagintis oldugu bilinmektedir, tstelik E'nin
toplamaya gore degismez ve R tzerindek: siralama ile uyumlu oldugu kolayca gori-
lebilir. Carpim t-normunun trettigi kalan islemi,

1 yy=1

y/x , aksi halde
1 ,E(z,0)=0
0 , aksi halde

Bu noktada eger gigli degillememiz olarak N(x) = 1 — z segilecek olursa,

E(z,0) — 0 < N(E(z,0)), her x € R egitsizligi kolayca gérilebilir ve teorem 5.8,

r—y= , Var,y € X olarak hesaplanabilmektedir, boylece,

E(z,0) — 0= { , Vo € X esitligi elde edilebilir.

geregi P asaqidaki gibi ifade edilebilir:

0 ,x <0
Pla) = 1 — (E(z,0)) ,aksi halde Ve € R,
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6. BULANIK MUTLAK DEGER

6.1. Tanim ve Temel Teoremler

Klasik bir F' = (X,®,®) cismi lizerinde bir P pozitif smifi varsa, P'nin, F’nin

ogeleri tizerinde,

r<py&sy—x € P Vr,ye X,

seklinde tanimlanan dogal bir <p tam kesin siralama bagintisi verdigini ve yine bir
kesin siralama bagintisiyla kismi siralama bagintisi arasinda agagidaki gibi bire bir
bir iligki oldugunu,

r<y&sSax<yveyaxr =1y, ve

r<ysr<yvexr#y

onceki boliimlerde gormiigtiik.

Diger taraftan yine klasik teoride bir F' = (X, ®,®) cismi iizerinde, z € X icin 0,
ve —z, sirasiyla “ @7 islemine gore cismin sifir elemanini ve z’in tersini gostermek
tizere, bir P pozitif sinifi varsa bu sinif vasitasiyla X kiimesinin tizerinde agagidaki

sekilde mutlak deger ad1 verilen bir fonksiyon tanimlanmaktadir:

0 a=0
la| = a a€P NaeX.
—a —a€P

Bu bolimde amacimiz bu tanimdan yola ¢ikarak mutlak deger kavraminin bulanik

versiyonunu tanimlamak ve klasik teoridekine benzer ozelliklerini incelemektir.

Tanim 6.1 F = (X,®,0) < ile tam swralanmas klasik bir cisim olsun. z € X
icin 0, ve —x, swraswyla “ @® 7 islemine gore cismin sifir elemaniny ve x’in tersini
gostersin E, X dzerinde bir x-bulanik denklik bagintisy ve P, X kiimesi uzerinde,
bir E-pozitif sinif olsun. X ten X'e bir ¢ E’ye gore kuvvetly bulanik fonksiyonu
eger asaqudaki ozellikleri saglarsa ¢ bulanik fonksiyonuna “P’ye gore bulanik mutlak
deger” fonksiyonu denir:

BMD1: ©(0,0) =1,

BMD2: x ¢ SAG = o(z,y) * P(z) < E(z,y),Vz,y € X,

BMD3: x € SAG = o(x,y) < E(z,y),Vz,y € X,
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BMDj: —x ¢ SAG = o(x,y) * P(—z) < E(—xz,y),Vo,y € X,
BMD5: —z € SAG = o(x,y) < E(—z,y),Vz,y € X,

Buradaki tansmda SAG kimesi, SAG = ([0]g\{Supp(P)}°)U{0} olarak tanvmlanan

sifirin sag benzerleri kiimesidir.

Teorem 6.2 F = (X,®, ) =< ile tam siralanmas klasik bir cisim olsun. x € X i¢in
0, ve —xz, swraswyla “®” islemine gore cismin sifir elemanina ve x 'in tersini gostersin
E, X uzerinde & islemine gore degismez olan bir x-bulamk denklik bagintisi, P, X
kiimesi dizerinde, N gicli degillemesiyle, (5.1) formunda yazlabilen bir E-pozitif
siaf, |.|, X kimesi tzerinde bu kimedeki < bagintisinin mutlak deger fonksiyonu
olsun. 0 € I bulamk bagintise 0(z,|z|) = 1 ve 0(z,y) < E(|z|,y),Vo,y € X

kosullarine saglyorsa 8 P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonudur.

Kamt. Oncelikle @'nin X'ten X'e E’ye gore kuvvetli bir bulanik fonksiyon oldu-
gunu gostermeliyiz, bunun igin |.| fonksiyonunun E’ye gore genigletilebilir oldugunu
gostermek ve boylece 6nerme 3.11’i devreye sokmak yeterli olacaktir:

i) 0 <z ve 0 =<y olsun,

E(le]. lyl) = E(x,y) olur,

ii) z < 0 ve y < 0 olsun,

E(lz|,|y) = E(-z,—y) = E(~z ® (z +y), —y & (z +y)) = E(y,z) = E(z,y) olur.
iii) 0 < ve y < 0 olsun, iki durum s6z konusudur:

a) —y < x, ki bu durumda,

y = —y = z oldugundan E’nin < ile uyumlulugunu goz ontine alarak,

E(z,y) < E(x,—y) = E(|z|,|y|) oldugunu gozleriz.

b) z < —y, ki bu durumda,

y < —x ve dolayisiyla y < —x < x < —y esitsizligi gegerli oldugundan yine E'nin =<
ile uyumlulugunu goz oniine alarak,

E(z,y) < E(y, —z) = E(y®(xr—y), —2®(x—y)) = E(z, —y) = E(|z|, [y[) oldugunu
goruriz.

iv)0 <y ve x < 0 olmas1 durumu iii)’e benzer olarak incelenebilir.

i, ii, iii ve iv'lin sonucu olarak,

E(z,y) < E(|z|,|y]),Vz,y € X esitsizligini elde ederiz ki bu [.| fonksiyonunun
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E’ye gore genisletilebilir olmas1 demektir. Boylece onerme 3.11°in tim kosullar:
saglandigindan @’nin X'ten X'e E’ye gore kuvvetli bir bulanik fonksiyon oldugunu
gozlemlemis olduk.

Simdi 6'nin 6(z,y) < E(|z|,y) ve §(z, |z|) =1 (Va,y € X) Ozelliklerini géz oniinde
bulundurarak (BMD1-BMD5) kosullarimi sagladigini gorelim:
i)x=0=6(0,0)=0(0 )

i) 2 ¢ SAG olsun.

z=0= P(x)=1ve0(x,y) < E(|z|,y) = E(z,y)

= 0(x,y) * P(x) < E(z,y).

r=0= P(z)=0

= 0(z,y)*x P(x) =0(z,y) *x0=0 < E(z,y).(BMD2)

i) x € SAG = |z| = z ve 0(x,y) < E(|z|,y) = E(z,y). (BMD3)

iv) z ¢ SAG olsun.

—1>=0= P(—z)=1ve §(z,y) < E(|z|,y) = E(-,y)

= 0(z,y) *x P(—x) < E(—=x,y).

—r=0= P(-2)=0

= 0(z,y) * P(—z) =0(x,y) x0 =0 < E(—z,y).(BMD4)

v) z € SAG = |z| = —x ve 0(z,y) < E(|z|,y) = E(~z,y). (BMD5)m

Teorem 6.3 F' = (X,®,®) = ile tam swralanmus bir klasik bir cisim olsun. v € X
icin 0, ve —x, swraswyla “ @7 islemine gore cismin sifir elemanini ve x’in tersini
gostersin E, X tzerinde bir x-bulamik esitlik bagintist ve P, X kumest tzerinde N
gucli degillemesiyle, -

Plx) = ?V(E(x,o)) ikfz hatde 70 € X,

formunda yazlabilen bir E-pozitif sinif olsun. @ bulamik fonksiyonu X kimesi tze-
rinde P’ye gore bir bulanik mutlak deger fonksiyonu olsun. Bu durumda ker(yp), X

kiimesi tizerinde = bagintisina karsilik gelen klasik mutlak deger fonksiyonudur.

BMDl)

Kamt. i) 2 =0 ¢(0,0)=1=1[0| =0.
BMDS) .

ii) z = 0 ve z € SAG o(
olx,y)=1= E(r,y)=1=>z=y= || =2.
iii) 2 > 0 ve 2 ¢ SAG (PUD2) o(x,y) * P(x) < E(z,y) ve P(x) = 1 oldugundan,
o,y =1=Exy =1=>r=y=|z| ==

=
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iv) z < 0 ve —z ¢ SAG (BLUPY

oldugundan,

p(z,y) * P(—z) < E(-wz,y) ve P(—z) =1

olr,y)=1=FE(-z,y) =1= —x=y=|z| = —=x.
- < (BMD5)
v)x <0ve —z € SAG = ¢(x,y) < E(—=z,y). Buradan,

o,y =1=E(-z,y)=1=—arv=y=|r|=—z. =

6.2. Bulanik Mutlak Degerin Ozellikleri

Bu boliimde mutlak deger fonksiyonunun klasik teorideki ozelliklerinden bazilarini
bulanik dilde yazarak bulanik mutlak deger fonksiyonunun bunlari nasil sagladigini
inceleyecegiz. Onceki bolitmde verilen Bulanik Mutlak Deger fonksiyonu tammindaki
kogullarda x’leri —z’lerle degistirecek olursak fonksiyonun sagladigi denk ozellikleri

asagidaki gibi siralayabiliriz:

Sonug 6.4 F = (X,®,0) =< ile tam siralanmas klasik bir cisim olsun. x € X ig¢in
0, ve —z, swraswyla “®” islemine gore cismin sifir elemanina ve x 'in tersini gostersin
E, X dzerinde bir x-bulanik denklik bagintist ve P, X kiimesi tizerinde, bir E-pozitif
sinaf olsun. X 'ten X'e bir ¢ E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyonu eger asagidak:
ozellikleri saglarsa ¢ bulamik fonksiyonu P ye gore bulamik mutlak deger fonksiyonu-
dur:

BMD1 : ¢(0,0) =1,

BMDZ: —x ¢ SAG = ¢o(—z,y) * P(—z) < E(—z,y),Vz,y € X,

BMD3: —z € SAG = o(—z,y) < E(—x,y),Vx,y € X,

BMDJ': z ¢ SAG = o(—x,y) * P(z) < E(z,y),Vz,y € X,

BMD3 : © € SAG = o(—z,y) < E(z,y),Vz,y € X.

Klasik Teoride bir F' = (X,®,®) cismi tizerindeki mutlak deger fonksiyonu
|z| = |—z|,Vx € X, ozelligine sahiptir. Bu 6zellik ¢, F' = (X, @, ®) cismi tizerinde

bir bulanik mutlak deger fonksiyonu olmak tizere agagidaki gibi genellegtirilebilir:
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Teorem 6.5 F = (X, @, @) = ile tam swralanmag bir klasik bir cisim olsun. x € X

113 2

icin 0, ve —z, swaswla islemine gore cismin sifir elemanine ve x’in tersini
gostersin E, X dzerinde bir x-bulanik denklik bagintisy ve P, X kiimesi uzerinde,
N gii¢li degillemesiyle, (5.1) formunda yazilabilen bir E-pozitif sinif olsun. ¢, X
kiimesi tizerinde P ’ye gore bir bulanik mutlak deger fonksiyonu olsun. Bu durumda

o, o(x,y) * p(—x,2) < E(y,2),Ya,y € X dzelligini saglar.

Kamt. i) 2 = 0 durumunda —z = 0 olacagmdan ve 0 € SAG oldugundan,
0,y) < E(0,y) ve ¢(0,2) < E(0, 2) esitsizliklerine taraf tarafa * uygulayarak,
0,y)* (0,2) < E(0,y) * E(0,2) < E(y, 2) elde edilir.
T

~0vexc SAG olsun,

@
o
if)

[l

(—z,y) < E(z,y) (BM DY) ve

o(x,z) < E(x,z) (BMD3) esitsizliklerine taraf tarafa « uygulayarak,

o(x,y) * p(—x,z) < E(y, z) elde edilir.

i) 2 = 0 ve ¢ SAG olsun, bu durumda P(z) = 1’dir. Bunu gézéniinde bulun-

“6

durarak;

p(z,y) * Plr) < E(z,y) (BMD2) ve

o(—x,z)x P(x) < E(z,z) (BM DY) esitsizliklerinden,

i

iv) < 0 ve 2 € SAG olsun,

(—z,2) < E(—z,2z) (BMD3) ve

o(x, ) E(—z,y) (BM D5) esitsizliklerine taraf tarafa * uygulayarak,
(

T y) x p(—x,2) < E(y, 2) esitsizligi kolayca elde edilir.

—

ﬁ

o(x,y) * o(—x,2) < E(y, 2) elde edilir.

v) Son olarak da z < 0 ve 2 ¢ SAG olsun, bu durumda P(—z) = 1I’dir. Bunu
gozontinde bulundurarak;

o(x,y) * P(—x) < E(—z,y) (BMD2) ve

o(—z,2) % P(—z) < E(—z,2) (BMD4') esitsizliklerinden,

o(x,y) * o(—x,z) < E(y, z) esitsizligi kolayca elde edilir. Béylece tiim durumlarda

esitsizligin dogru oldugu goriiliir. m

Tanim 6.6 F = (X, ®,®) klasik bir cisim, P bu cisimde bir bulanik pozitif sinaf
olsun. © € X icin 0, ve —x, swraswyla “® " islemine gore cismin sifir elemanin ve
xin tersini gostersin. X tzerindeki bir ¢ P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonu
asaqidakt ozelligi saghyorsa ¢ simetriktir diyecegiz:

o(x,y) = p(—z,y), Y,y € X.
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Ornek 6.7 F = (X,®,0) = ile tam swralanmas klasik bir cisim olsun. x € X
icin 0, ve —x, swraswyla “ @7 islemine gore cismin sifir elemaniny ve x’in tersini
gostersin B, X tzerinde bir x-bulanik denklik bagintist ve P, X kumesi uzerinde, N

gucli degillemesiyle,

0 =0
Plz) = N(E(x,0)) ,aksi halde ’ vz € X,
formunda yazilabilen bir E-pozitif sinif olsun. |.| X tzerindeki klasik mutlak deger

olmak tzere, k € (0,1] igin,

{ k-B(lel.y) s Elz],y) # 1 }Vas,y € X seklinde tanvmlanirsa, ¢ P ye

x,y) =
S B(ja],y) =1
gore bir bulanik mutlak degerdir ve,

o(x,y) = p(—z,y), Vr,y € X olur.

Bundan boyle 1<(z, y) ile agagidaki gibi tanimlanan iki degerli fonksiyonu goste-
recegiz:

_ )1 a2y
1«(z,y) = 0 , aksi halde VLY € X,

Bu fonksiyon aslinda < bagintisinin karakteristik fonksiyonunun ifadesidir.

Tanim 6.8 F = (X,®,0) = ile tam siralanmas klasik bir cisim, P bu cisimde bir
bulanik pozitif simaf ve |.| X tzerindeki klasik mutlak deger olsun. o, X kiimesi tize-
rinde taniml bir P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonu olmak tzere asagida
tamamlanan ¢ fonksiyonuna sag tip P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonu
diyecegiz:

¢ (2, y) = o(z,y)\ 1<(|z|,y), Yo,y € X.

Tanim 6.9 F = (X, ®,0) =X ile tam siralanmas klasik bir cisim, P bu cisimde bir
bulanik pozitif sinaf ve |.| X tzerindeki klasik mutlak deger olsun. ¢, X kiimesi tize-
rinde tanymly bir bulanik P’ye gore mutlak deger fonksiyonu olmak tizere asagida
tamamlanan ¢ fonksiyonuna sol tip P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonu
diyecegiz:

©"(x,y) = o(x,y)A 1<(y, |z]), Yo,y € X.

Teorem 6.10 Yukaridaki sekilde tanimlanan ¢ ve ©" fonksiyonlary birer bulanik

mutlak deger fonksiyonudur.
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Kanit. ¢'(z,y) < p(z,y),Vr,y € X ve ¢"(z,y) < p(z,y),Vx,y € X oldugundan
¢ ve ¢"’niin E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugunu gostermek yeterlidir.
¢ bir kuvvetli bulanik fonksiyon oldugundan dolay1 Vz € X i¢in ¢(z,y) = 1 olacak
sekilde y € X vardir. Teorem (6.3)’lin ispatindan goriilecegi gibi p(z,y) =1 =y =
atir. Bu durmda 1<(al,y) = 1<(al[2l) = 1 ve 1<(y, o) = 1<(lal Ja]) = 1
elde edilir. Boylece,

Vee X,y e X 3¢ (x,y) = o(x,y)AN 1z(Jz|,y) =1A1=1ve

Vee X,Jy € X 3 ¢"(x,y) = o(x,y)A 1<(y, |z|) = 1 A1 =1 olur ki bu da ¢ ve ¢”
icin kuvvetli bulanik fonksiyon olmanin ilk koguludur.

Giiglii bulanik fonksiyonlarin ikinci kogulu ic¢in ¢ bir E’ye gore kuvvetli bulanik
fonksiyon oldugundan dolayn,

o(z,y) * (', y) x E(z,2") < E(y,y),Vr,y,z',y € X esitsizligini saglar bunu
Oz,y) < plz,y),Vr,y € X ve ¢"(z,y) < p(z,y),Vo,y € X esitsizlikleri ile

birlegtirirsek,
¢'(@,y) * (¢ y) x E(z,2") < E(y,y),Vo,y, 2",y € X ve
Oz, y) x Q" (2, y) x E(x,2") < E(y,y),Vr,y, 2,y € X elde edilir ve ispat biter m

Onerme 6.11 F = (X, ®,0) =< ile tam swalanms klasik bir cisim ve |.| X ize-
rindeky klasik mutlak deger olsun. o, X kimesi uzerinde tanimiy bir bulanik mutlak
deger fonksiyonu olmak tizere @ simetrikse sag tip bulanik mutlak deger fonksiyonu

' simetriktir.

o' (x,y) = o(—x,y)A 1<(|z|,y), (¢'nin simetrikligini kullanarak),
P'(2,y) = p(=2,y)
(p/

(—z,y) (tamimdan). m

Kamit. ¢'(z,y) = o(z, y)A 1s(|z],y), Yo,y € X
T 1
1

A
A

<(]—2|,y) (].'nin 6zelliginden yararlanarak),

Not 6.12 Ayni ozelligin sol tip bulanik mutlak deger fonksiyonu icin de gecerli

oldugu spatta @' yerine ©" yazilarak gorilebilir.
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6.3. Bulanik ﬂ'ggen Esitsizligi

Klasik teoride mutlak deger fonksiyonunun sagladigi en énemli 6zelliklerden birisi de

iggen esitsizligidir. Bu esitsizlik bulanik anlamda asagidaki gibi genellestirilebilir:

Tanim 6.13 F = (X, ®,®) =X ile tam swralanmus klasik bir cisim, FE, X 1zerinde -
bulamik denklik bagintisi olsun < bir E-siralama bagintisi, p, X uzerinde bir bulanik
mutlak deger fonksiyonu olsun. @ fonksiyonu asaqidaki esitsizligi saglyorsa, bulanik
ticgen esitsizligini sagar denir:

o(z,a) * p(y,b) * p(z @y, c) < <(c,a®b),Va,bc,z,y € X.

Teorem 6.14 F = (X,®,0) < ile tam swralanmas klasik bir cisim ve |.| X dzerin-
deki klasik mutlak deger olsun. E, X tzerinde = ile uyumlu ve & 'ya gore degismeyen

bir s-bulanak denklik bagintisi, <,
2@ =1

SV Y) = E(x,y) , aksi halde
ve P, X kiimesi tizerinde, N gli¢li degillemesiyle, (5.1) formunda yazlabilen bir E-

Va,y € X seklinde tamwmly E-siralama bagintis

pozitif sinaf olsun.
v, X dzerinde P’ye gore bir bulanik mutlak deger fonksiyonu olmak tizere, @', @ ’den
tiretilen sag tip P’ye gore bulanmik mutlak deger fonksiyonu ise ¢ bulanik tcgen

esitsizliging saglar.

Kanit. ¢'(z,a)* ¢ (y,b) x @' (z &y, c) < %(c, a®b),Va,b,c,x,y € X esitsizligini
gormek igin,
lz] < a, |yl 20, |r®y|l = cveadb < ¢ durumunu incelemek yeterlidir, diger
durumlarda ya egitsizligin sol tarafi sifir ya da sag tarafi bir degerini alacaktir.
|z| < a ve |y| < b oldugundan,
lt Byl 2 |z| @ |y 2adb < cdir.
r®y=0=|rdy| =2®y ve (BMD2 veya BM D3 saglanacagindan)
O(r®dy,c) < E(x®y,c)olur, F 'nin < uyumlulugundan,
E(x ®y,c) < E(c,a ®b) yazabiliriz. Diger taraftan,
<(c,a®b) = E (¢,a ® b) oldugundan,
Pdady,c)<Elx®y.c) <E(a®b) =<(c,adb) elde edilir.
r®y=<0=lrdy| =—(r®y) ve (BMD4 veya BM D5 saglanacagindan)
P(rdy,c) < E(—(r®vy),c) olur, E 'nin < uyumlulugundan,
Pr®y c) <E(—(x®y),c) < E(c,a®b) = <(c,a ®b) elde edilir. m
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Teorem 6.15 F = (X,®,0) < ile tam siwralanmas klasik bir cisim ve |.| X zerin-
deki klasik mutlak deger olsun. E, X tuzerinde < ile uyumlu ve @ ya gore degismeyen

bir x-bulamik denklik bagintis, %,
<(z,y) = { ! =y

o E(z,y) , aksi halde
ve P, X kiimesi tizerinde, N giicli degillemesiyle, (5.1) formunda yazilabilen bir E-

Va,y e X seklinde tamwmly E-siralama bagintis:

pozitif simif olsun.
v, X tzerinde bir P’ye gire bulanik mutlak deger fonksiyonu olmak tizere, ¢", @’ den
tiretilen sol tip P’ye gore bulanik mutlak deger fonksiyonu ise ¢" bulanik tig¢gen

esitsizliging saglar.

Kamt. ¢"(x,a)*¢"(y,0)*¢" (xPy, c) < g(c,a@b),Va,b, c,z,y € X esitsizligini
gormek igin,
a=lz], b= |yl,c 2|yl ve a®b < ¢ durumunu incelemek yeterlidir, diger
durumlarda ya egitsizligin sol tarafi sifir ya da sag tarafi bir degerini alacaktir.
Bu durumda elimizde,
a®b<c=2lxrdyl X |z| D |y| esitsizligi vardir. Diger taraftan (BMDI1-BMDS5)
kosullar1 geregi ¢ (z,y) < E(|z|,y) 6zelligini de géz 6ntinde bulundurarak agagidaki
gibi devam edebiliriz:
o (,0) % " (y, )+ (. © y,¢) < BJe] )  E(ly] ,b) x Bz @], 0
< E(|z|,a) *x E(|y|,b), E'nin ®-degigmezligini ve *-gegisliligini devreye sokarak,
E(|al a) % B(ly] ,b) = B2l & |l ,a & — |z]) » E(Jy| & —b,b& —b)
= E(0,a® —[z]) x E(Jy| © =b,0) < E(a & — |z], [y| © —b)
=FEa®—|z|® (|z|®b), |y & —b® (|z| &) = E(a @b, |y| & |z|), oldugunu goriir
ve son olarak E’nin =< ile uyumlu olmasindan faydalanarak,

E(a®b, |yl @ |z]) < E(c,a®b) = <(c,a ® b), oldugunu gézler ve ispat1 bitiririz. m
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7. BULANIK METRIK

Bulanik metrik yaklagimlar: icerisinde literatiirde iizerinde en ¢ok c¢aligilmig olan

tanimi1 George ve Veeramani tarafindan asagidaki gibi verilmig olandir:

Tanim 7.1 (George ve Veeramani 1994) X bir kiime, * siirekli bir t-norm olmak
tizere M : X? x (0,00) — [0,1] fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa (George-
Veeramani anlaminda) bulanik metrik adiny alur:

GVI1: M(z,y,t) >0,

GV2: M(z,y,t) =1 x=y,

GV8: M(z,y,t) = M(y,x,t),

GV4: M(z,y,t)*« M(y,z,8) < M(x,z,t+s),

GV5: M(z,y,-): (0,00) — [0,1] sireklidir, Vz,y,z € X ve Vt,s > 0.

Bu tamim aslinda 6nceden verilmig bir tanimim (Kramosil ve Michalek 1975)
kiigiik bir modifikasyonudur. Soyle ki sozii gecen ilk tanimda M ’nin tanim kiimesi
X? x [0,00) olarak alinmig ve (GV1) kosulu yerine M(z,y,0) = 0,Vz,y € X
kogulu se¢ilmigtir. Bu tamimlarin gikig noktas: istatistiksel metriklerdir (Scweizer
ve Sklar 1960) dolayisiyla bir M (z,y,t) degerini x ile y arasindaki uzakhgm t ol-
masinin dogruluk degeri olarak yorumlamak mimkiin degildir. Klasik metrigin bir
genellemesi goziiyle bakilacak olursa (GV2) kogulu anlam tagimamaktadir, ayrica
(GV4) kogulu da klasik ti¢gen esitsizliginin bir genellemesi degildir. Diger taraftan
konuyla ilgili yapilan caligmalar incelenecek olursa George-Veeramani anlaminda
bulanik metrikten yola g¢ikilarak klasik topolojiler elde edilmis ve ¢aligilmigtir. Bu
caligmalarin en 6nemli sonuglarmdan biri de sudur (Gregori ve Romaguera 2000):
George-Veeramani anlamindaki her bulanik metrikten yola cikilarak elde edilen

klasik topoloji metriklenebilirdir ve bu metrikten My(x,y,t) = formiiliiyle

elde edilen ve George-Veeramani anlaminda standart bulanik metrik adi verilen bu-
lanik metrik araciligiyla tekrar elde edilen klasik topoloji ilk topoloji ile aynidir.
Bu ise George-Veeramani anlaminda her bulanik metrigin aslinda bir metrikle elde
edilecek bir George-Veeramani anlaminda standart bulanik metrik ile denk oldugunu

gostermekte ve teoriyi topolojik anlamda fakirlestirmektedir.
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Bizim bu boliimdeki amacimiz yukarida tanittigimiz yaklasimdan farkli olarak
¢ikig noktasi klasik metrik olan bir ¢ok-degerli metrik tanimlayip bunu kullanarak
bulanik limit kavramini 6ne siirmek ve bulanik topoloji ile olan iligkisini incelemektir.

Bunun i¢in agagidaki tanimi oneriyoruz:

Tanim 7.2 F, R duzerinde < ile uyumlu bir x-bulanik esitlik, < R dzerinde E-
siralama bagintisy, F, X x X dzerinde bir x-bulanik denklik bagintist olsun. 0,
X x X '’ten R’ye tamwmb bir F ve Eye gore kuvvetli bulanik fonksiyon olmak tizere

asagidakt ozelliklert saglwyorsa bir bulanik metriktir:
BMI1: r < 0= 6(x,y,r) <1, Vo,y € X,
BM2: §(x,y,r) =0(y,x,r), Vo,y € X, Vr € R,
BM3: §(x,y,0) =1 <=z =y, Vx,y € X,

BMj4: §(x,y,a) *6(y, z,b) * §(x, z,¢) < %(c,a +b),Vz,y,z € X,Va,b,c € R.
(X,0,E,F, %) beslisine bulanik metrik uzay denir.

Teorem 7.3 E, R dzerinde < ile uyumlu bir x-bulamik esitlik, E', X x X dzerinde

bir x-bulamik denklik bagintis ve < R dzerinde

~ _ 1 , e <y . ‘

<(z,y) = { Elz,y) . aksi halde YV ox,y € R formuliyle verilen E-siralama
bagintisy olsun. &, X kiimesi tzerinde bir bulamk metrikse ker(d) X tzerinde bir

metriktir.

Kanit. §(z,y,r) =1 < d(z,y) = r, Vx,y € X seklinde tanimhi d fonksiyonunun
metrik oldugunu gostermeliyiz.
0 E’ ve E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugundan Vz,y € X i¢in §(z,y,7) = 1
olacak sekilde bir 7 € R vardir. Ustelik E ayrik oldugundan bu r sayist tektir.
z,y € X i¢in d(x,y) = r olsun.
(i) BM1 kosulundan r > 0 oldugu agiktur.
(ii) BM2 kogulundan d(y, z) = r oldugu da kolayca goriilebilir.
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(iii) BM3 kogulu ise basitge d(z,y) = 0 <= = = y denkligini verir.
(iv) Ucgen esitszligini gérmek icin d(z,y) = a, d(y, z) = b ve d(z, z) = ¢ olsun, BM4
kogulundan —g(c, a+b) =1 elde edilir ki bu da ¢ < a + b anlamina gelir bu da ispat

bitirir. m

Asagidaki teoremde klasik bir metrik uzaydan yola ¢ikilarak bir bulanik metrigin

nasil insaa edilebilecegi goriilmektedir.

Teorem 7.4 (X, d) bir metrik uzay, E, R dzerinde < ile uyumlu bir x-bulanik egitlik

bagintist ve <X R dzerinde

= _ )1 ;TS Y
S(@y) = E(x,y) , aksi halde
bagintisy, F, X x X tzerinde

F((z,y),(«",y)) = E(d(z,y),d(«",y)),Vr,y, 2",y € X, seklinde tanimly *-bulanik
denklik bagintisy olsun.
3 x,y,r) = E(d(z,y),r) N 1<(d(z,y),r),Yr,y € X,Vr € R formiliyle verilen ¢'

fonksiyonu bir bulanik metriktir.

Vox,y € R formuliyle verilen E-siralama

Kanit. Oncelikle 6”’nin bir E ve F’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugunu
gostermeliyiz:
(F.1): z,y € X ved(z,y) = molsun. §nin tammindan ¢'(x,y,m) = E(d(z,y), m) =
E(m,m) =1 olacag: goriiliir.
(F.2): §(z,y,r)« 0" (2, ¢, 7") « F((x,y), (z',y)) < E(r,r") oldugunu gérmeliyiz.
[E(d(z,y),r) ANl<(d(z,y),r)]* [E(d(, ), 7") A< (d(2, ), ")« E(d(z, y), d(z', y))
d(z,y),r) * E(d(z’,y'),r') « E(d(z,y),d(", )
rd(@,y')) « E(d(«,y'), ')
< E(r,r")
Geriye 0"’'nin BM1-BM4 kogullarini sagladigini gostermek kalir:
BMI: r < 0 olsun. 1<(d(z,y),r) =0 (Vx,y € X) olacagindan ¢'(z,y,r) = 0 olur.
BM2: ¢'(z,y,r) = E(d(z,y),r) N 1<(d(z,y),7) = E(d(y,z),7) AN 1<(d(y, z),7) =
0 (y,x,r), & tammmimindan ve d’'nin simetrikliginden elde edilir.
BM3: §(z,y,0) =1 g E(d(z,y),0) A 1<(d(z,y),0) = 1 & E(d(x,y),0) =
e d(z,y) =0 ik =y,
BM4: 0'(x,y,a)xd (y, z,b)x0" (x, z,¢) < <(c, a+b),Vz,y,z € X,Va,b, c € R oldugunu

< B(
< E(
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gormek i¢in d(z,y) < a, d(y,z) < b, d(z,z) < ¢ ve a + b < ¢ durumuna bakmamiz
yeterli olacaktir, aksi hallerde ya egitsizligin sol tarafi sifira ya da sag tarafi bire egit
olacaktur.

Bu durumda {i¢gen esitsizligi <’
E(d(z,y),a)*E(d(y, z),b)*E(d(x, ), c) < E(c,a+b) seklini alacagindan bu egitsizligin

saglandigini gorelim:

nin tanimini da goz ontine alarak,

z,y,z € X,ve a,b,c € R, d(x,y) < a, d(y,z) <b,d(z,z) < cvea+b< coldugunu
hatirlayalim. d metriginin tiggen esitsizligini sagladigin1 goz ontine alirsak,

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) oldugundan,

d(z,z) < a+ b < c egitsizligini elde ederiz. E’nin < ile uyumlulugunu devreye
sokarsak

E(d(z, z),c) < E(c,a+b) esitsizligini elde ederiz ki buradan,

E(d(z,y),a) x E(d(y, z),b) * E(d(z, z),c) < E(d(x,z2),c) < E(c,a + b) esitsizligini

elde ederiz. m

Reel sayilar kiimesi tizerinde dyq;(z,y) = |r —y|, Vr,y € R seklinde tanimh
fonksiyon ile mutlak degerden bir metrik elde edilebilmektedir. Bir bulanik mutlak
deger fonksiyonundan hangi sartlar altinda bir bulanik metrik elde edilebilecegini de

agagidaki teoremde goriiyoruz.

Teorem 7.5 E, R idzerinde bir x-bulanik esitlik bagintist E', R x R dzerinde,
E'((x,y), (@,y)) = E((xr —y), (@ =), Vo,y, 2",y € R seklinde tanimle *-bulanik
1 TSy
E(x,y) , aksi halde
formuliyle verilen E-siralama bagintisy olsun. ¢, R kiimesi dzerinde |.| = ker(p)

denklik bagintiss ve < R iizerinde, %(w,y) = NVarxyeR
ozelligini saglayan bir bulanik mutlak deger fonksiyonu ve ¢, o ’den tiretilen sag tip
bulanik mutlak deger fonksiyonu olmak tzere 6(x,y,r) = ¢'(v —y,r), Vo,y,7 € R
seklinde tanimly bulanik bagintinin bir bulantk metrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

w nin simetrik olmasidar.

Kanit. (<) : ¢’ fonksiyonunun E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugunu
teorem 6.10’dan biliyoruz. ¢’'nmin da E’ ve E’ye gore kuvvetli bulanmk fonksiyon
oldugunu gorelim:

(F.1): z,y € Rolsun, ¢’ fonksiyonu E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugundan
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¢'(r — y, k) = 1 olacak sekilde bir k£ € R vardir ve §(x,y, k) = 1 olur.

(F.2): 6(z,y,r)* (2", y',r") x E'((z,y), (2',9))

=¢(x—yr)x @ —y,r")« E((x —y), (¢’ —y')) nin ve E"nlin tanim geregi
yazilabilir diger taraftan ¢’ fonksiyonu E’ye gore kuvvetli bulanik fonksiyon oldugu
icin de agagidaki egitsizlik vardir:

'@ —y )« @ —y,r)«E((x—y), (@ —y)) < E(r,r)

Bundan sonra 6'nin (BM1-BM4) kosullarini sagladigini gostermek yetecektir.
(BM1): » < 0 olsun. ¢'(z —y,r) = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda

o(x—y,r) =1 olur ve ¢'nin ¢ekirdegi R iizerinde standart mutlak degeri verdiginden
|z —y| =7 < 0 olur bu da bir geligkidir. Bu durumda 6(z,y,7) = ¢'(x —y,r) < 1
esitsizligi dogrudur.

(BM2): §(z,y,r) = ¢'(x —y,r) = ¢'(y — x,7) = §(y,x,r) esitligi ¢'nin simetrik
olmas1 ve 6nerme 6.11 sayesinde elde edilir.

(BM3): ¢'nin kuvvetli bulanik fonksiyon ve ¢ekirdeginin standart mutlak deger ol-
masindan yararlanarak §(z,y,0) =1 < ¢'(z—y,0) =1 &S |z -y =0 2=y
denkligi yazilabilir.

(BM4): §(z,y,a) *(y, z,b) x 0(x, 2, ¢)

=¢(r—y,a)*x ¢ (y —2,b) x ¢ (r — z,¢) <X (¢,a + b)’dir ¢linkii ¢’ bulanik ticgen
esitsizligini saglar.

(=) 0(z,y,7r) = ¢ (x —y,r), Vz,y,r € R geklinde tanimh bulanik bagnt1 bir bu-
lanik metrik olsun. BM2 kosulundan

O —y,r) = 90(z,y,r) = 8y,x,r) = ¢y —z,r),Vo,y,r € R elde edilir bu da

¢ niin simetrik oldugu anlamina gelir ve bu ¢’nin simetrik olmasimi gerektirir. m

Not 7.6 Yukaridaki teorem sag tip bulanik mutlak deger fonksiyonu @' yerine sol-tip
bulamik mutlak deger fonksiyonu ¢ alindiginda da dogrudur. Ispat semasi dedisme-

mektedir.
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8. BULANIK LIMIT

8.1. Bulanik Limitin Tanimi ve Temel Teoremler

Tezin bu son kisminda R* ile R* = R U {—00,+0c0} seklinde taniml genigletilmig
reel ekseni gosterecegiz. Literatiire uygun olarak (Royden 1988), supl) = —oo ve

inf() = +oo yazacagiz.

Tanim 8.1 F, R uzerinde bir x-bulanik denklik bagintisy olmak tzere,

Yy € R, lim (E(x,y)) =0 oluyorsa E ye sonsuzda kaybolandir denir.

li
r—+o00

Tanim 8.2 F, R dzerinde bir x-bulanik denklik bagintise olmak tizere, E* ile goste-

recegimiz E nin R* tuzerine genislemesi asagidaki gibidir:

) _J E(z,y) z,y €R :
E(m,y)—{ 0 , x € {—00,+00} veya y € {—o0, +o0} vy € R

(X, d) bir metrik uzay ve (x,) C X bir dizi olsun, A?{Bn),m ile
{e:6>0,3In. e N>Vn > n.,d(x,, x) < e}, kiimesini belirtecegiz.
Boylelikle klasik analizde bir dizinin yakinsamasi tanimi agsagidaki gibi verilebilir:
(x,) — x < inf A?zn),x = 0. Bu tanimin ¢ok-degerli bir kargiligi agagidaki tanimda

verilmigtir:

Tanmim 8.3 (X, (Z E,F, %) bir bulanik metrik uzay olmak tzere,
hAI;l((xn),x) = E*(0,inf{e : £ > 0,3n. e N3 Vn = n., I, <& 3 d(xn,z,t,) = 1}),

seklinde tanimly bulanik kimeyi bulamik limit fonksiyonu olarak isimlendirecegiz.

Bu tanmm d = ker(d) olmak sartiyla ﬁHl((:U,J,LE) = E*(0,inf A‘é&n)’z) olarak da

ifade edilebilir. Bundan béyle kolaylik agisindan d = ker(d) oldugu veya bagka bir

metrikle karigma olasiligi olmadig: stirece A?xn) , yerine A, . yazacagz.
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Burada lim((z,,), z) € [0,1] reel sayis (z,,) dizisinin limitinin « olmasi derecesi
olarak yorumlanabilir. Tanimin gegerliligi ile ilgili onemli bir kriter sudur: Bir dizi
bir noktaya klasik anlamda yakinsiyorsa bulanik limit fonksiyonunun o noktada 1
degerini almasi1 ve tersine bulanik limit fonksiyonu bir noktada 1 degerini aliyorsa
dizinin o noktaya klasik anlamda yakinsamasi beklenir. Siradaki teorem bu kriterin

yerine getirildigini gostermektedir.

Teorem 8.4 (X, d, E.F, %) bulanik metrik uzayinda <,

4
- _ 1 , T = Y : N
<(z,y) = { Elz,y) . aksi halde ,V x,y € R seklinde taniml ve ker(d) = d
olsun. Bir (z,) C X dizisi i¢in,

~—

fi?n;((l’n),l’ =1 & limy(z,) = =.

Kanit. l?rﬁg((xn),x) =1« inf{e:e>0,In. e N> Vn > n.,3t, <ec>
dv(xn,x,tn) = 1} = 0, oldugu bulamk limit tanimindan ve E’nin ayrik olmasindan
goriilebilir. Diger taraftan <'nin tanmi geregi d X iizerinde bir metriktir. Buradan
hareketle,
inf{e:e>0,In. e N>Vn>n., 3, <e> c?(mn,x,tn) =1}=0
& Ve>0,dn. e N>Vn >n.,dt, <e> glv(mn,m,tn) =1
< Ve>0,In. e NoVn > n., d(z,,z) <e
< limgd((z,),z) =0

n—oo

< limg(z,) =z. =

Onerme 8.5 inf Ay, = 7 olsun, Au,y. = [1,00) veya Awy. = (r,00) esitligi

vardar.

Kanit. inf Ay, = r oldugundan A, C [r,00) oldugu aciktir. Istenen
sonucu elde etmek icin, (r,00) € A(;,), oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in; her
0 > 0 sayws1 igin r + 0 € A(,,). oldugunu gostermemiz yeterlidir. Olmayana ergi
yontemini kullanarak en az bir dp > 0 icin r + dy ¢ A(s,). varsayalim,
r+60 & Aw,a = |Vn €N, Ing, € N3 ng, 2 n, d(n, ,x) > 1+ 50]
= VEk € [r— 00,7 + o], d(xnsy, ) >k
= [r— 00,7+ 0] N Awye =0

52



Diger taraftan inf A,,), = r oldugundan (y,) — r olacak sekilde (y,) € A@,)«
dizisi vardir ancak bu
(r — 00,7 + 60) N A,y = 0 olmasiyla celigir, dolayisiyla her 6 > 0 sayis1 icin
r+0 € A, olur. m

Tezdeki amacimiz Reel ekseni bulanik araglarla donatmak oldugu icin bulanik

limit taniminin 6zel olarak X = R ve ker(d) = d,q durumunda verdigi sonug

asagidaki teoremde incelenmigtir.

Teorem 8.6 (R,czE,F, -:<) bulanik metrik uzayinda, E, R dzerinde +’ya gore de-
Gismeyen bir x-bulanik esitlik, ker(d) = duq;, olsun. Bir (z,) C R dizisi ve x € R
¢,

lim(z,) = = = lim((z,),y) = E(z,y), ¥y € R.

Kanit. lim(z,) = = oldugunu varsayahm. Iki durum s6z konusudur:
z=y
Bu durumda,
lim((z4),y) = lim((z,), 2)
i) 2 £y
Bu durumda tanim geregi,
lﬁ((xn),y) = E*(0,inf{e : ¢ > 0,3In. € N> Vn > n.,3t, < e3> J(:z:n,y,tn) =
1})’dir. Kolaylik agisindan,
{e:6>0,3In. e No>Vn >n., 3, <e>d(x,,y,t,) =1} = A yazarak,

teorem(8.4)

1 = E(z,y) olur.

inf{A} = |z — y| oldugunu gérelim:

0 > 0vee=|r—y|l+d olsun, lim(z,) = = oldugundan Ins € N > Vn > ny,
d(zp,x) < § oldugunu goz 6niinde bulunurarak,

n = ng icin t, = d(x,,y) olarak alindiginda,

d(xn,y) < d(zn,z) +d(x,y) < 6 + |x — y| esitsizliginden ¢,, < € oldugunu goriiriiz.
Diger taraftan t,, = d(z,,y) oldugundan,

c?(a:n, Y, tn) = N(xn, y,d(x,,y)) = 1 olur ve boylece € € A oldugu anlagilir. Bu ise,
Vo > 0, inf{A} < |z — y| + 0 olmasi demektir ve,

inf{A} < |z — y| esitsizligi boylece elde edilir.

Diger yondeki esitsizligi gérebilmek igin inf{ A} < |z — y| oldugunu varsayalim.
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inf{A} <r < |z — y| olacak sekilde r € R segildiginde énerme 8.5 geregi r € A’dir.
reA=39n,eN>3VYn>n, 3, <r> glv(xn,y,tn) = 1 olur bu ise,

Yn = n,, t, = d(x,,y) < r anlamma gelir ve,

lim[d((z,),y)] < r < |z —y| elde ederiz ancak lim[d((x,),y)] = lim|z, —y| =
|z — y|’dir, bu geligki

inf{A} > |z — y| olmasim gerektirir bu gekilde

|z —y| < inf{A} < |z —y| = inf{A} = |z —y| oldugu goriiliir. Bunun sonucu
olarak |z — y| < oo oldugundan,

hAn/n((a:n), y) = E(0, |x — y|) yazabilir ve E'nin toplamaya gore degismeyen olmasini
devreye sokarak, |z — y|'nin iki durumu igin,

a) lim((2,),y) = B0,z —y) = B0+ y,z — y +y) = E(y,x) = E(z,y),

b) im((z,),y) = E(0,—z +y) = E(0+ z, —x +y + z) = E(x,y) elde eder ve ispat1

bitiririz. m

Bu teorem bir x noktasina yakinsayan bir dizinin limitinin y olmasinin dogruluk
derecesinin y noktasinin x noktasina benzerlik derecesine egit olmasi seklindeki
beklentimizin tanim tarafindan karsilandigini gostermektedir. Siradaki iki sonug
klasik limitin sagladigi iki onemli 6zelligi cok-degerli olarak ifade edip saglandiklarini

gostermektedir.

Sonug 8.7 (R, cz EF, %) bulamik metrik uzayinda, E, R tzerinde + ya gore degis-
meyen bir x-bulamik esitlik, k;er(c?) = dagi, olsun. (x,) C R ve (y,) C R dizileri igin
lim(z,) = x ve lim(y,) = y olsun,

i ((2), @) * m((ya), ) < Tm((zn) + (yn), a + b).

Kanit. Teorem 8.6’y1 kullanarak
lim((2,), @)  lim((y,), ) = E(x, a) * E(y.b)
E(z+y,a+y)«Ely+a,b+a)
< E(x+y,a+b) =1lim((z,) + (yn),a+0b). m

Sonug 8.8 (R, cz E F, %) bulanik metrik uzaynda, E, R tzerinde +ya gore degis-

meyen bir x-bulanik egitlik, ker(d) = dgq;, olsun. (x,) C R dizisi igin,
lim(z,) =z = lim(k(z,),y) = E(kz,y),Vk € R.

Kanit. Teorem 8.6’y1 kullancagiz. k£ € R olsun,
lim(z,) =z = limkzx, = kz = lﬁ(k‘zn,y) = FE(kx,y). m
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8.2. Bulanik Limitin Bulanik Topolojik Altyapaisi

Tezin bu son kisminda bir (X, d) metrik uzayindan bahsettigimizde , E'nin, R {ize-

rinde < ile uyumlu bir *-bulanik esitlik oldugu ve <'nin,
S\Y) = E(z,y) , aksi halde

(X,d, E, F,<) bulamk metrik uzaymmdan hareket edilerek X iizerinde d = ker(d)

,V x,y € R seklinde tanimh oldugu bir

yoluyla tamimlanmig bir metrik uzay kastedilecektir.

Onceki kasimdaki bulanik limit tanimimda bir (X,d) metrik uzaymdan yola
gikarak noktalar arasi uzakligi olgen d metrigini bu uzakhig sifirla karsilagtiran E
benzerlik bagintisiyla degistirdik. Tanimladigimiz bulanik limitin bulanik topoloji
ile iligkisini kurabilmek icin ilerleyen kisimlarda bulanik limit tanimimizla Hohle ve
Sostak tarafindan tanimlanan limit fonksiyonlarmin (Hohle ve Sostak 1999) iligki-
sini inceleyecegiz. Daha sonra yaptigimiz tanimin Burgin tarafindan ortaya atilan
bulanik limit tanimim (Burgin 2000, Burgin ve Kalina 2005) bir 6zel hal olarak
kapsadigin1 gosterecegiz. Bunu yapabilmek icin ilk ig olarak benzerlik bagintimiz
X uzayina aktaracak bir araca ihtiyacimiz olacaktir. Asagida bu aktarmanin nasil

yapilabilecegini gorecegiz.

Onerme 8.9 (X,d) bir metrik uzay ve E, R dzerinde + ya gore degismeyen ve <
ile uyumlu ayrik bir x-bulamik esitlik bagintisy olsun. Fggq: X x X — [0,1],
FE,d($7 y) = E[07 d(l‘,y)],V(iﬂ, y) € X X Xa

seklinde tanimly bulanik bagintt X tzerinde bir x-bulanik esitlik bagintisidar.

Kanit. i) Fg /nin yansima 6zelligi:

Fga(z,z) = E[0,d(z,z)] = £(0,0) = 1.
ii) Fp 4 'nin simetri 6zelligi:
Fpa(z,y) = E[0,d(z,y)] = E[0,d(y, )] = Fra(y,2),¥(z,y) € X x X.
iii) Fq'nin *-gecigliligi:
Fra(z,y) * Fga(y, 2) = E[0,d(z,y)] * E[0,d(y, 2)]

= Fld(y, z),d(x,y)+d(y, )] * E[0,d(y, z)] (E'nin + iglemine gore degismezliginden)
< E[0,d(x,y) + d(y, 2)] (E'nin * gegisliliginden)
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< E[0,d(z, z)] (d'nin liggen esitsizligi 6zelligi ile E'nin < uyumlulugunun birlikte
kullanilmasimdan)

= Fpq(z, 2).

iv) Fpq'nin ayrik olma o6zelligi:

Fpa(z,y) =1 = E[0,d(z,y)] = E0,d(z,y)] =1 = d(z,y) = 0 (£ ayrik oldugu
icin)

=>r=y. B

Ihtivac duyacagimiz icin bu noktada bir tamm ve bir 6zellik hatirlatacagiz.

Tanim 8.10 (Royden, 1988) (x,) C R bir dizi olmak tzere, bu dizinin lim-inf’i

lim(x,,) sembolii ile gosterilir ve asagudaki gibi tanimlanar:

lim(x,) = sup ( inf xk) :

neN \k:k>n

Onerme 8.11 (Royden, 1988) (x,) C R bir dizi ve | € R olmak iizere,

lim z, = [ =lim(x,) = [ gerektirmesi vardar.

n—oo

Asagidaki Onermede bulanik egitlik bagintisinin iizerinde ilave bir varsayimla

bulanik limitin taniminin yeni bir ifadesini verecegiz:

Onerme 8.12 (X,d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve E, R dzerinde
sonsuzda kaybolan ve + iglemine gére degismeyen bir x-bulamk egitlik ve E(0,.)

fonksiyonu stirekli olsun,
lim(z,,{) = sup (k'l?zanEd(xk, l)>

neN :

Kanit. (X, d) bir metrik uzay, (z,) bu uzayda bir dizi ve E, R tizerinde sonsuzda
kaybolan + iglemine gore degismeyen bir x-bulanik esitlik, £(0,.) fonksiyonu siirekli
olsun ve Fg4(x,y) = E[0,d(z,y)],V(z,y) € X x X ve liAn/q((xn), ) = E*(0,inf A(;,)1)

tanimlarini goz oniinde bulunduralim.
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Tki durum s6z konusu olabilir:
i) d((z,),1) sl degildir ki bu durumda,
lim d(x,, 1) = oo tstelik £(0, .) fonksiyonu siirekli ve £ sonsuzda kaybolan oldugundan

n—oo

lim (E[0,d(z,,1)]) = E[0, lim d(z,,1)] = 0 oldugu goriiliir. Diger taraftan 6nerme

8.11 geregi,
ilég fkll?anEd<xk,l)> = ilég (klilan[O,d(l’k,l)]) = nll_{& (E[0,d(x,,1)]) = 0 elde
edilir.

Diger taraftan d((z,),l) smirh olmadigindan In. € N 3 Vn > n.,d(z,,l) < ¢
kogulunu saglayan bir ¢ sayis1 bulunamaz ve boylece,

Ayl = 0 ve inf A(g,), = +00 olur ve E*'m tanimi geregi,

lim(z,,,1) = E*(0,inf Ag,y,) = E*(0,+00) = 0 elde edilir.

ii) d((x,),!) sirhdir.

l € X veinf A,,); = r olsun.

a) r = 0 kabul edelim, bu durumda ﬂ\rﬁ((:cn), [) = ’dir.

Simdi sup <k1]£1>f Fg a(zg, 1) | =1 oldugunu gorelim; lim z,, = [ oldugunu goz éniinde
neN RZn n—00
bulundurarak,

lim (E[0,d(z,,1)]) = EJ0, lim d(z,,1)] = E(0,0) = 1 oldugu goriiliir. Diger taraftan
onerme 8.11 geregi,

sup ( manE,dm,Z)) - sup( 'gnE[o,d(xk,z)]) = lim (E[0,d(z,,1)]) = 1 elde

g(eili\iir. - e o

b) r > 0 olsun.

Onerme 8.5 geregi A,y = (r,+00) veya [r,+00) oldugunu goz 6niinde bulun-
duralim.

Her 0 > 0 i¢in (r 4 J) € A(g,),, olacaktir, bu nedenle,
dns € N, oyle ki, Vk > ng,d(x,l) < r+ 0, simdi E’nin R tizerindeki siralamayla
uyumlu olmasi nedeniyle son esitsizlik,

E[0,d(z,1)] > E(0,r 4 §), olmasini gerektirir. Bu esitsizlikten yararlanarak,
sup ( int Fraon,)) =sup (it £10.dCon, 0]) = sup ( jnt £10.d(ov. 1))

neN \kk2 neN \¥: ne
> inf E0,d(zg,l)] > inf E(0,7+6) = E(0,r +9).
k:k>ng k:k>ng
esitsizliklerini elde edebiliriz. Diger yandan 0 < ¢ < r olacak sekilde secilen her &
reel sayis1 i¢in (r — 0) ¢ A, olmasindan dolayi,
her n € N| i¢in n < k,, € N, olacak gekilde bir k,, dogal sayisi vardir oyle ki
d(xy,,l) > r — 6, ki bu da agsagidaki esitsizligi gerektirir,
E[0,d(xy,, )] < E(0,r —9)
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= inf E[0,d(zx, )] < E[0,d(z,,1)] < E(0,r —0), (Vn € N)

k:k>n

= sup ( inf [O,d(mk,l)]> = sup ( inf E[O,d(mk,x)]> < E(0,r — ), boylece,

neN neN \kk>n

ilég (klilanEd(:ck, )| < E0,r—0) elde edilir.
Simdi elde ettigimiz iki esitsizligi birlestirerek asagidaki gozlemleri yapabiliriz,
her 0 < 0 < r igin,

E(0,r+9) < sup (kllgf FE,d<xk7Z)> < E(0,r — ),

(E(0,.)n strekliliginden)
=

n

sup
neN

inf Fpq(z, l)) — E(0,r) = E*(0,inf Ag,),) = lim((,),1).

k:k>n

Bu noktadan sonra tamimladigimiz bulanik limit kavraminin topolojik temel-
lerini inceleyebilmek i¢in [0, 1]-degerli topolojiler (Hohle ve Sostak 1999) ile ilgili bazi
kavramlar1 hatirlayacagiz, hemen ardindan da bulanik limit kavramimizin Hohle ve
Sostak tarafindan tanimlanmig olan (Hohle ve Sostak 1999), [0, 1]-degerli toplojilerin

limit-fonksiyonlar: ile nasil ortiistiigiinii gosterecegiz.

X bir kiime olmak iizere, bir 7 C [0, 1]¥ kiimesi Chang (Chang 1968) tarafindan
belirlenen agagidaki kogullar1 sagliyorsa X iizerinde [0, 1]-degerli bir topolojidir.
FT1) 1x € T ve 1y € T,

FT2) fi,foet= fiNfaET,

FT3) K herhangi bir damga kiimesi olmak tizere, Vi € K, fy e 7= \/ f; € 7.

Bu yap1 (Hohle ve Sostak 1999) caligmasinda daha genel olarak, M llif bir integral,
degismeli cl-monoidin belirtildigi, M-degerli topolojiler adi altinda incelenmistir ve

yukaridaki tamim M = [0, 1] ve baglacin minimum olarak se¢ildigi 6zel durumu ifade

eder hale gelmistir.

Bir X kiimesinden ve X itizerinde bir £ *-bulanik denklik bagimitisindan hareket
ederek X iizerine bir [0, 1]-degerli toploji kondurmanin yolu klasik anlamda topolojik
uzaylar ile 6n-sirali kiimeler arasinda bilinen iligkilere (Johnstone 1982) dayandiri-
larak (Boixader vd 200b) ve (Demirci 2004) kaynaklarinda agagidaki sekilde goste-
rilmigtir:

X bir kiime ve E X ftizerinde bir *-bulanik denklik bagintisi ve f : X — [0, 1] olsun,
eger
f(x)* E(z,y) < f(y), Va,y € X,
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ise f’ye E-genisletilebilir denir.

['(X, E) ile gosterecegimiz tiim FE-genisletilebilir bulanik kiimesi X tizerinde bir
0, 1]-degerli toplojidir.

X tizerindeki bir 7 [0, 1]-degerli topolojisine gére bir [0, 1]-degerli kiimenin igi
agagidaki gibi verilmistir:

I(f)=V{geT:9 < f},Vf €[0,1]%.

I¢ operatorii her f,g € [0,1]X icin agagidaki 6zelliklere sahiptir:

101) f < g = 7(f) < Z(g),

102) Z(Z(f)) = Z(f),

103) I(lx) = 1X>

104) Z(f) < f,

105) Z(f) AZ(g) = Z(f A g).

f e 1 & I(f) = f, ozelligi ile i¢ dperatori verildiginde [0, 1]-degerli topoloji

tanimlanmig olur.

we(f) = [Z(F)](x),Vf € [0,1]¥ seklinde tamimli fonksiyon i¢ operatoriine bir x € X
noktasinda kargilik gelen komsuluk filtresidir.

Topolojiden bagimsiz olarak X iizerinde bir [0, 1]-degerli filtre agagidaki kogullar:
saglayan bir v : [0, 1] — [0, 1] fonksiyonudur.

FF1) v(1x) =1,

FF2) fi < fo = v(fi) Sv(fa), Vi, f2 € 0,17,

FE3) v(f1) Av(fa) Sv(fiA f2),Yfi, f2 € [0,1]F,

FF4) v(1y) = 0.

i bir x € X noktasi i¢in X iizerindeki bir 7 [0, 1]-degerli topolojisine kargilik gelen
bir komguluk filtresi ise ., X {izerinde bir [0, 1]-degerli filtredir.

Bir (z,) € X dizisine karsilik gelen [0, 1]-degerli vz Fréchet filtresi ise agagidaki

gibidir:
ve(f) = sup Qflg f(.rk)) Vfelo,1]%.
neN k>n
Son olarakE yukarida tanimlanan araclar yardimiyla Hohle ve Sostak’in limit fonksi-

yonlar1 agagidaki gibi verilmektedir (Hohle ve Sostak,1999):

lim(v)](x) = ; i[nf}X (e (f) — v(f)), bu tanim agagidaki gibi de ifade edilebilir,
elo,1

[lim(v)](z) = sup{a € [0,1] | Vf € [0, 1]% : po(f) * a < v(f)} (Hohle 2005).
[im(v)](z) reel sayist “z’in v [0, 1]-degerli filtresinin bir limit noktasi olmasinin

dogruluk derecesi ile u, komsuluk filtresinin v filtresi tarafindan kapsanmasimin

dogruluk derecesine egittir” geklinde yorumlanabilir.
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Asagidaki teorem limit fonksiyonu ile benzerlik tabanl bulanik limit fonksiyo-
nunun reel eksen iizerindeki x-bulanik denklik bagintisinin bazi kogullar1 saglamasi

durumunda c¢akigtigini ifade etmektedir.

Teorem 8.13 (X,d) bir metrik uzay, (r,) bu uzayda bir dizi ve E, R dzerinde
sonsuzda kaybolan ve + iglemine gére degismeyen bir x-bulamk egitlik ve E(0,.)
fonksiyonu strekli olsun. Bu durumda,

lim((,),1) = lim(ve)|(1),Vl € X esitligi vardar.

Burada lim(vg), X dzerindeki I'(X, Fg 4) [0,1]-degerli topolojisinde (x,,) dizisinin
vr, [0,1]-degerli Fréchet filtresine karsilik gelen limit fonksiyonudur.

Kanit. (z,) X uzaymda bir dizi olsun, 6nerme 8.12 sayesinde,

I/I\I/n((l'n), [) =sup | inf Fgq(xy, l)) oldugunu biliyoruz.
neN \k:k>n

Diger taraftan sup | i
neN \k:

sekilde Hohle tarafindan ispatlanmigtir (Héhle 2005).

]£1>f FE,d(xk,l)> = [lim(vx)](1) esitligi, akis1 asagida verildigi

X tizerindeki [0, 1]-degerli T'(X, Fg 4) topolojisini, bu topolojinin ig operatorii Zr ve
(x,,) dizisinin [0, 1]-degerli Fréchet filtresi v£'yi goz ontine alalim.
vz nin limit fonksiyonu asagidaki sekilde verilmisti:

lim(vF)](1) = sup{a € [0,1] [ Vf € [0, 1]%, mu(f) * o < v (f)}.
Bu tanim (Hohle 2005)’te asagidaki gibi yeniden yazilmigtir:

lim(v5)](1) = sup{a € [0,1]|Vg € I'(X, Fza), 9(1) ¥« < vr(g)}. (8.1)

g € I'(X, Fgq)'nin Fg4'ye gore genigletilebilir ve *'m sol siirekli olmasindan yarar-

lanarak,
o0 +s0p (Pt =g (i Fate0) 50

<sup | inf (Fgq(zg,l)* g(l))) < sup inf g(zx) = vr(g), esitsizligi elde edilir ki bu
neN \ k:k>n neNk:k>n

da, lim((x,),!) sayisin (8.1) esitligindeki kogulu sagladigin1 gosterir ve dolayisiyla,
Hm((2,), 1) < [lim(vz)](1) esitsizligini elde ederiz.

Ters yondeki esitsizlik igin yine (Hohle 2005)’te agsagidaki gibi devam edilmigtir:
Fra.(y) = Fga(z,y),Vy € X, seklinde tanimh Fg4,'in Fg ,'ye gore genisletilebilir

olmasini ve dolayisiyla I'(X, Fg 4) topolojisinin bir elemani oldugunu goz o6niine
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alalm. (8.1) esitliginde g = Frq; ve a = [lim(vg)](l) secilidiginde Fgq,(1) = 1
olmasindan da yararlanarak asagidaki gibi devam edebiliriz,
Hm(ve)|(l) = Frai(l) * lim(vg)|(l) < ve(Fgai) = sup (klgnFEdl(xk>)

neN :
= sup ( inf FEA(Z,:C]C)) = ﬁEld((q:n),l).

neN \kik>n
Iki egitsizligi birlegtirirsek ispat biter. m

Ornek 8.14 (X,d) = (R,|.]) olsun. Carpim t-normu xp(x,y) = x-y, i¢in E(z,y) =
exp(— |z — y|) 'min R dzerinde bir x p-egitlik oldugu bilinmektedir, tstelik bu bagintinin
+ ya gore degismeyen, < ile uyumlu ve sonsuzda kaybolan oldugu kolayca gorilebilir.
(x,) = # dizisini bir ¢ € R i¢in goz oniune alalim. Basit hesaplamalaria,
lim((z,),1) = min{exp(— 1= 1)), exp(— [l + 1|)}, VI € R oldugunu gorebiliriz.

c=2vel =0, segilirse formiilden elde edecegimiz deger 0,606 olur.

Ornek 8.15 (X,d) = (R,|.|), olsun, bu sefer Lukasiewiecz t-normu e, (z,y) =
max(x +y — 1,0), i¢in E(z,y) = max(l — |z —y|,0) nin R dzerinde bir bulanik
esitlik oldugu bilinmektedir. Diger yandan yine bu bagintimin + ya gore degismeyen,
< ile uyumlu ve sonsuzda kaybolan oldudu kolayca gorilebilir. Onceki drnekteki
() = # dizisini goz ontne alirsak bu sefer,

lim((2,), ) = min{max(1 — 1 —1],0), max(1— [l + 1] ,0)},VI € R oldugunu hesap-
layabiliriz.

c = 2 vel = 0, segilirse formulden elde edecegimiz deger 0,5 olur. Bu farkllik

Lukasiewiecz t-normunun reel sayilar:, daha ince ayirt etmesinden kaynaklanmak-

tadar.

Son olarak tanmimladigimiz bulanik limit kavraminin M.Burgin tarafindan 6ne
stiriilen bulanik limit kavramimdan (Burgin 2000) daha genel oldugunu gostermek
amaciyla Burgin’in ¢alismasinin ana hatlarini gozden gegirecegiz. Bunun i¢in bun-
dan sonra (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi, a € X, r negatif olmayan

bir reel say1 belirtecektir.

Tanim 8.16 (Burgin 2000)Vk > 0 i¢in In, € N 3 Vn > ny, d(a, x,) < r+k dzelligi

saglanwyorsa a, (x,,)’in bir r-limtidir denir ve a = r — lim(x,,) seklinde gdsterilir.
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Tanmim 8.17 (Burgin 2000) Bir (x,,) dizisinin limtinin a olmasinan st etkisi §(a =
lim(z,)) ile gosterilir ve asaqudaki gibi tanimlanar:

d(a =lim(z,)) =inf{r:a=r—1lim(z,)}.

Tanmim 8.18 (Burgin 2000) Bir (x,) dizisinin limtinin a olmasinin st é6l¢timi
p(a =lim(z,)) ile gasterilir ve asagidaki gibi tanvmlanar:

Iu(a = llm(ﬂﬁn)) = m

Yukaridaki sekilde tanimlanan p ile EI;I_;((.T”), ) = p(l = lim(z,)) seklinde
tanimlanan bulanik bagint1 (z,,) dizisinin yakinsaklhiginin tist él¢iimiidiir veya Burgin
anlaminda bulanik limittir (Burgin 2005). Diger taraftan Hohle Burgin’in tanimiyla
ilgili agagidaki gozlemleri yapmigtir:

Onerme 8.19 (Héhle 2005) « = =, olmak iizere Eq(x,y) = 1+da:y NVr,y € X
bulanik x-esitligi goz onune alindiginda,
h/I;l/B(((L'n),l) = sup ( inf Ed(l,ka Ve X.
neN \k:k>n
Onerme 8.20 (Héhle 2005) x = =, olmak izere Eq(x,y) = 1+dmy NVoy € X

bulanik x-egitligi, X tzerindeki [0, 1]-degerli T'(X, Ey) topolojisi, bu topolojide (xy,)
dizisinin [0, 1]-degerli Fréchet filtresi vy ve bu filtrenin limit fonksiyonu lim(vg)goz
oniune alindiginda,

sup (klnf Eq(l, xk)> = [lim(vg)](1), VI € X.

neN

Sonug 8.21 (X, d) bir metrik uzay (x,) bu uzayda bir dizi ve E, R tzerinde x =

xr, olmak tzere E(x,y) = Vr,y € R seklinde tanimly bir x-bulamk esitlik

1
I4[z—y|’
bagintise olsun bu durumda bulanik limit tanwma M. Burgin’in tanimladigr yakinsakligin

ust ol¢tima ile cakisur.

Kanit. E(z,y) = m,Va:, y € R, olsun, X ftizerine,

Fga(z,y) = E(0,d(z,y)) seklinde bir benzerlik ingaa edersek,
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Fga(z,y) = Hd;(x,y)’ elde ederiz ve bu benzerligin X iizerine kondurdugu [0, 1]-
degerli I'(X, E;) topolojisi, bu topolojide (z,,) dizisinin [0, 1]-degerli Fréchet filtresi
vz ve bu filtrenin limit fonksiyonu lim(vz)gdz oniine alindiginda 6nerme (8.20)
geregi,

lim(vz)](1) = ilelg (k:il£1>anE7d(l, xk)) , VIl € X elde edilir ki bu 6nerme (8.19) geregi,
lim(vz)](1) = m((xn), [),Vl € X anlamima gelir.

Diger taraftan E, R iizerinde < ile uyumlu, sonsuzda kaybolan ve + iglemine gore
degismeyen bir s-bulanik esitlik ve E(0,.) fonksiyonu siirekli oldugundan teorem
(8.13) geregi,

ﬁﬁl((xn), ) = [lim(vg)](1),Vl € X, esitligi vardir, sonug olarak,

lﬁ((xn), ) = En\lg((xn), [),Vl € X oldugunu goriiriiz. m
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9. SONUC

Bu tezde Reel eksen iizerindeki bazi temel kavramlarin bulanik versiyonlar: ¢aligilmis-
tir. Klasik teoriye paralel olarak hareket etmek amaciyla bulanik pozitif kavrami
tanimlanip incelendikten sonra bu kavram araciligiyla bulanik mutlak deger tanim-
lanmis, ozellikleri incelenmig, iiggen esitsizligi genellestirililerek bu egitsizligi sagla-
yan bulanik mutlak degerlerin varhigi arastirilmistir. Bu noktadan sonra bulanik
metrik kavrami tanitilmig ve klasik teoride oldugu gibi reel eksen tizerindeki bulanik
mutlak deger fonksiyonu ile bir bulanik metrik ingaa etmenin miimkiin oldugu gos-
terilmigtir. Son olarak bulanik metrik araciligiyla bulanik limit kavrami tanitilmg,
ozellikleri incelenmisg ve biitlinliigii ve baglantililigi saglayabilmek amaciyla bulanik
limit kavraminin bulanik topolojik limit kavramiyla ortiistiigii gosterilmistir. Neti-
cede ortaya atilan yeni kavramlarin bu alanda yapilmig hazirdaki ¢aligmalarla iligkili
olmas1 saglanarak teorideki biitiinliigii kaybetmeden teoriye katkilar yapilmasina

gayret edilmistir.

64



10. KAYNAKLAR

BARTLE, R.G. 1976. The Elements of Real Analysis, Second Edition, Wiley,
New York

BELOHLAVEK, R. 2002. Fuzzy Relational Systems: Foundations and Princi-
ples. Kluwer Academic/Plenum Press, 369 pp, New York.

BODENHOFER, U. 2000. Similarity-Based Generalization of Fuzzy Order-
ings Preserving the Classical Axioms. Int. J. Uncertainty, Fuzziness and

Knowledge-Based Systems, 8, (3), 593-610.

BODENHOFER, U. 2003. Representations and Constructions of Similarity-
Based Fuzzy Orderings. Fuzzy Sets and Systems, 137, 113-136.

BODENHOFER, U. and KLAWONN, F. 2007. A Formal Study of Linearity
Axioms for Fuzzy Orderings, Fuzzy Sets and Systems (In Press).

BODENHOFER, U. and DEMIRCI, M. 2005. Strict Fuzzy Orderings in
a Similarity-Based Setting, Joint jth EUSFLAT & 11th LFA Conference,7-9
September, 2005 - Barcelona, Spain.

BODENHOFER, U. and DEMIRCI, M. 2008. Strict Fuzzy Orderings with
a Given Context of Similarity, International Journal of Uncertainty, Fuzziness

and Knowledge-Based Systems, 16(2), 147-178.

BOIXADER, D., JACAS, J. and RECASENS, J. 2000a. Fuzzy Equiva-
lence Relations: Advanced Material. in: D. Dubois and H. Prade (Eds.), Fun-
damentals of Fuzzy Sets, The handbooks of fuzzy sets series, Vol. 7, Kluwer

Academic Publishers, Boston, 261-290.

BOIXADER, D., JACAS, J. and RECASENS, J. 2000b. Upper and Lower
Approximations of Fuzzy Sets. Int, J. General Systems, 29, 555-568.

BURGIN, M. 2000. Theory of fuzzy limits, Fuzzy Sets and Sysetms, 115, 433-
443.

BURGIN, M. and KALINA, M. 2005. Fuzzy conditional convergence and
nearness relations, Fuzzy Sets and Systems, 149, 383-398.

65



CHANG, C. L. 1968. Fuzzy topological spaces, J. Math. Anal. Appl. 24,
182-190.

DE BAETS, B. and MESIAR, R. 1997. Pseudo-Metrics and 7-Equivalences.
J. Fuzzy Math., 5, 471-481.

DE BAETS, B. and MESIAR, R. 2002. Metrics and 7-Equalities. J. Math.
Anal. Appl., 267, 531-547.

DEMiRCi, M. 2000. Fuzzy Functions and Their Applications. J. Math. Anal.
Appl., 252, 495-517.

DEMIRCI, M. 2002. Fundamentals of M-Vague Algebra and M-Vague Arith-
metic Operations. Int. J. Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Sys-

tems, 10, (1), 25-75.

DEMIRCI, M. 2003a. Foundations of Fuzzy Functions and Vague Algebra
Based on Many-Valued Equivalence Relations, Part I: Fuzzy Functions and

Their Applications. Int. J. General Systems, 32, (2), 123-155.

DEMiRCi, M. 2003b. Foundations of Fuzzy Functions and Vague Algebra
Based on Many-Valued Equivalence Relations, Part II: Vague Algebraic No-
tions. Int. J. General Systems 32 (2), 157-175.

DEMiRCi, M. 2003c. On Many-valued partitions and Many-valued Equivalence

Relations. Int. J. Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems, 11,
(2), 235-253.

DEMIRCI, M. 2003d. Representations of the Extensions of Many-valued Equiv-
alence Relations. Int. J. Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Sys-

tems, 11, (3), 319-341.

DEMiRCi, M. 2004. Topological Properties of the Class of Generators of an
Indistinguishibility Operator. Fuzzy Sets and Systems, 143, 413-426.

DEMIRCI, M. 2005. A Theory of Vague Lattices Based on Many-Valued Equiv-
alence Relations-1: General Representation Results. Fuzzy Sets and Systems,
151, (3), 437-472.

66



DEMiRCi, M. and EKEN, Z. 2007. An Introduction to Vague Complemented
Ordered Sets. Information Science 177, 150-160.

FODOR, J. and ROUBENS, M. 1994. Fuzzy Preference Modelling and Mul-

ticriteria Decision Support, Kluwer, Dordrecht.

GEORGE, A. and VEERAMANI, P. 1994. On some results in fuzzy metric
spaces, Fuzzy Sets and Systems, 64, 395-399.

HAJEK, P. 1998. Mathematics of Fuzzy Logic. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, Boston, London, pp 297.

HGHLE, U. and BLANCHARD, N. 1985. Partial Ordering in L-underdeter-

minate sets. Information Science, 35, 133-144.

HOHLE, U. 1988., Quotients with Respect to Similarity Relations, Fuzzy Sets
and Systems, 27, 31-44.

HOHLE, U. 1995. Commutative, Residuated l-monoids. in: U. Hohle and
E.P. Klement (Eds.), Non-Classical Logics and Their Applications to Fuzzy
Subsets. Kluwer Academic Publishers, Boston, Dordrecht, pp. 53-106.

HOHLE, U. 1998. Many-valued Equalities, Singletons and Fuzzy Partitions.
Soft Computing, 2,134-140.

H(")HLE, U. and SOSTAK, A.P. 1999. Axiomatic Foundations of Fixed-Basis
Fuzzy Topology. in: U. Hohle and S. E. Rodabaugh (Eds.), Mathematics of
Fuzzy Sets: Logic, Topology and Measure Theory, The hand books of fuzzy
sets series, Vol.3, Kluwer Academic Publishers, Boston, Dordrecht, pp. 123-
273.

H(")HLE, U. 2005. Topological aspects of non-convergent sequences—a comment
on Burgin’s concept of fuzzy limits, Fuzzy Sets and Systems, 149, 399-412.

JACAS, J. and RECASENS, J. 1993b. Fuzzy Numbers and Equality Rela-
tions. Proc. FUZZ’IEEFE 93, San Francisco, pp. 1298-1301.

JOHNSTONE, P.T. 1982. Stone Spaces, Cambridge University Press, Cam-
brdige.

67



KLAWONN, F. 1994. Fuzzy sets and vague environments. Fuzzy Sets and
Systems, 66, 207-221.

KLAWONN, F. and CASTRO, J. L. 1995. Similarity in Fuzzy Reasoning.
Mathware Soft Computing, 2, 197-228.

KLAWONN, F. 2000. Fuzzy Points, Fuzzy Relations and Fuzzy Functions.
in: V. Novak and I. Perfilieva (Eds.), Discovering World with Fuzzy Logic,
Physica-Verlag, Heidelberg, pp. 431-453.

KLEMENT, E.P., MESIAR, R. and PAP, E. 2000. Triangular Norms, pp
385.

KRAMOSIL, O. and MICHALEK, J. 1975. Fuzzy metric and statistical
metric spaces, Kybernetika, 11, 326-334.

LOWEN, R. 1996. Fuzzy Set Theory, Kluwer Academic Publishers, pp 428.

NOVAK, V. 1989. Fuzzy Sets and Their Applications. Adam Hilger, Bristol,
pp 247.

NOVAK, V., PERFILIEVA, I. and MOCKOR, J. 1999. Mathematical
Principles of Fuzzy Logic, pp 320.

OVCHINNIKOV, S. V. and ROUBENS, M. 1991. On Strict Preference
Relations, Fuzzy Sets and Systems, 43, 319-326.

OVCHINNIKOV, S. V. 1991. Similarity relations, fuzzy partitions and fuzzy
orderings, Fuzzy Sets and Systems, 40(1), 107-126.

ROYDEN, H.L. 1988. Real Analysis, Third Edition, Macmillan Publishing
Company, New York.

SCHWEIZER, B. and SKLAR, A. 1960. Statistical metric spaces, Pacific J.
Maths, 10, 314-334

TRILLAS, E. and VALVERDE, L. 1984. An inquiry into indistinguishabil-
ity operators. In H. J. Skala, S. Termini and E. Trillas, editors, Aspects of
Vagueness, pages 231-256, Reidel Dordrecht.

68



VALVERDE, L. 1985. On the Structure of F-Indistinguishability Operators.
Fuzzy Sets and Systems, 17, 313-328.

ZADEH, L. A. 1965. Fuzzy Sets, Inform. Control. 8, 338-353.

ZADEH, L. A. 1971. Similarity Relations and Fuzzy Orderings, Inform. Sci. 3,
177-200.

69



OZGECMIS

Giiltekin Soylu 1972 yilinda Almanya’da dogdu. Ilk &grenimini Almanya’da,
orta ve lise ogrenimini [zmir’de tamamladi. Istanbul Teknik Universitesi Endiistri
Miihendisligi Boliimii'nden 1999’da mezun oldu. Eyliil-2001’de Akdeniz Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisiit Matematik Anabilim Dali’'nda yiiksek lisansin1 tamamladi ve
doktora 6grenimine bagladi. Halen Akdeniz Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi'nde

Aragtirma Gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.



