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Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Abdilkadir Ceylan COKEN
Ocak 2019, 38 sayfa

Bu tezin amac1 timelike yiizeyler icin Bernstein Teoremi iizerine ¢alismaktir. Ik
boliimde Bernstein Teoremi, Bernstein Teoremi’nin yiiksek boyutlara taginmasi, Lorentz
uzaylar1 ve Bernstein Teoremi’nin Lorentz uzaylarina uyarlanmasinin tarihiyle ilgili bilgi-
ler yer almaktadir. ikinci boliimde ise yari-Riemann manifoldlarin geometrisi ve Lorentz
uzaylarla ilgili baz1 tanimlar, teoremler ve ispatlar bulunmaktadir.

Uciincii boliimde ise, timelike ve spacelike diizlemler iizerindeki graflarin sekil
operatorleri bulunarak minimal yiizey olmalari icin saglamalar1 gereken denklemler elde
edilmistir. Dérdiincii boliimde ise minimal ylizey bulma problemi E*’den H3’e izomet-
rik immersiyonlarin simiflandirilmasi problemine indirgenmistir. Sonra, E*’den S3’e izo-
metrik immersiyonlarin birinci ve ikinci temel formlarmin Oklidyen koordinat sistemi
{z,y} ye gore, E?’deki global asimptotik koordinatlar {u, v}’ye gore ifade edilisleri lize-
rine ¢aligtlmigtir. Daha sonra E*’den H; izometrik immersiyonlar siniflandirilmigtir. Ar-
dindan sifir ortalama egrilikli yiizey iiretmek icin teoremler verilmistir. Son olarak sifir
ortalama egrilikli boyle graflarin kesitsel egrilikleri farkli yollarla hesaplanmagtir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein Teoremi, minimal yiizey, spacelike yiizey, time-
like yiizey.
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ABSTRACT
THE BERNSTEIN PROBLEM FOR TIMELIKE SURFACES
Ecehan ER
MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Abdilkadir Ceylan COKEN
January 2019, 38 pages

The aim of this thesis is to study Bernstein’s Theorem for timelike surfaces. In the
first chapter, there is information about the history of Bernstein’s Theorem, the transfer
of the Bernstein’s Theorem to higher dimensions, the Lorentz spaces and the adaptation
of the Bernstein’s Theorem to the Lorentz spaces. In the second part, there are some
definitions, theorems and proofs about the geometry of semi-Riemannian manifolds and
Lorentz spaces.

In the third chapter, the graphs on the timelike and spacelike planes are found by
obtaining the shape operators and the equations that they need to provide to be minimal
surface. In the fourth chapter, minimal surface finding problem is reduced classification
problem of isometric immersions from E? to H; . Then, the first and second fundamental
forms of isometric immersions from [E2 to S® are studied according to the global asymp-
totic coordinates {u, v} in E? and according to the Euclidean coordinate system {z,y}
respectively. Then the isometric immersions are classified from E? to H?. After that,
theorems are given to produce the entire surface that has zero mean curvature. Finally,
sectional curvatures of such graphs with zero mean curvature are calculated in several
ways.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Timelike Yiizeyler Icin Bernstein Teoremi
Uzerine” adli bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundu-
gunu belirtir, bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagin1 gosterdigimi
beyan ederim.
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1. GIRIS
Minimal yiizeyler ilk olarak Lagrange (1761) tarafindan ¢alisilmaya baslanmistir.

[E3 Oklid uzayinda verilen sonlu sayida basit baglantili bir egri ailesi icin, bu egri
ailesinden gecen en kiiciik alana sahip yiizeyi bulma problemi Pleteu Problemi olarak ad-
landirilmugtir. |Plateau (1873))’nun sabun kopiikleriyle ilgili deneysel ¢alismasinda, veri-
len bir sinir egrisine karsilik minimal yiizey bulunabilecegi iddia edilmistir. Rado (1930)
ve Douglas (1931) birbirlerinden bagimsiz olarak, Pleteu’nun bu iddiasini ispatlamigtir
(Chopp|1991).

Daha sonra bu teori, 19. yiizy1l boyunca biiyiik gelisme gostermistir. Bu donem-
deki onemli gelismeler Darboux|(1894) ve Bianchi (1894) nin kitaplarinda yer almaktadir
(Osserman|2002).

Bernstein|(1914)’1n makalesinde, digerlerinden farkli olarak, minimal yiizey prob-
lemi bir kismi diferensiyel denklem problemine indirgenmistir. Bu yolla E3’deki tiim mi-
nimal yiizeylerin sadece diizlemler oldugu ispatlanmistir. Sonra problem daha yiiksek bo-
yutlara, Riemann uzaylarina, daha genis yiizey siniflarina genellestirilmistir. (Osserman
2002).

Fleming|(1962) E*’de minimal konilerin bulunmadigim kullanilarak Bernstein Te-
oremi’nin yeni bir ispat1 vermistir. De Giorgi (1965) Fleming’in argiimani iyilestirerek
E™ de Bernstein Teoremi’nin gecerli olmamasi i¢in E"~!’de minimal konilerin var olmas1
gerektigini gostermistir. Boylece Bernstein Teoremi [E* i¢cin ispatlanmis oldu. Daha sonra
Almgren| (1966) E*’de minimal konilerin olmadig1 géstermistir. |Simons (1968)) Bernstein
Teoremi’ni E”’ye kadar genellestirdi ve ayrica m > 4 i¢in E?™de lokal olarak stable ko-
nilerin varligim gosterdi. Bu sonug¢lardan sonra n < 8 i¢in Bernstein Teoremi ispatlanmis
oldu (Bombier1 vd.|[1969).

Bombieri vd.| (1969) ve Simons| (1968) stable konilerin minimal yiizeyler oldu-
gunu gostermistir. Boylece n > 8 i¢in Bernstein Teoremi’nin dogru olmadig1 gosterilmis
oldu.

Oklid geometrisi i¢ garpimli bir afin uzaydir. Metrik (—, +,. .., +) seklinde ali-
nirsa bu durumda Lorentz geometrisi denir. Bu geometri H. Lorentz tarafindan, Eins-
tein’dan Once, Lorentz doniistimleri ile baglamistir. Einstein’in 6zel gorelilik teorisinden
sonra H. Minkowski Lorentz Geometrisini gelistirmistir. 4 boyutlu Lorentz geometrisi
ozel gorelilik teorisine en uygun matematiksel yap1 olarak kabul edilir (Birman ve No-
mizu||1984).

[E7’deki spacelike hiperyiizeyler i¢in konformal Bernstein Teoremi n = 3,4,5
icin (Calabi| (1970) tarafindan, daha sonra n > 3 icin (Cheng ve Yau| (1976) tarafindan
ispatlanmisgtir.

Fakat timelike yiizeyler i¢in durum farklidir. Ornek olarak E3’de y = ztanhx

1
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yiizeyi, diizlem olmayan entire minimal timelike yiizeydir.

Kulkarni (1985) Lorentz konformal yapisinin ve Lorentz yiizeylerinin global ¢alis-
masina baslamistir. Daha 6nce lokal yap1 i¢in Jee (1984), Smith (1960) ve Burns (1977)’e
bakilabilir. T. Weinstein (T. K. Milnor) tarafindan, Lorentz yiizeyleri incelenmistir ve Lo-
rentz yiizeylerin sinirlarinin global davranigi lizerine ilging sonuglar bulunmustur. Smyth
(1996 [2002)) konformal sinirlarin tamlaniglarina calismistir. [Klarreich (2002)’de konfor-
mal sinirlarin diizgiinliigiinii ¢calistlmistir. Bu calismalarda Lorentz yiizeylerinin ii¢ bo-
yutlu Minkowski uzayinda timelike minimal olmas i¢in gerekli sartlar incelenmistir (Ino-
guchi ve Toda|2004).

Diger yandan, Luo ve Stong| (1997)’da Lorentz metrigine sahip bir diskin Minko-
wski diizlemine konformal embedingleri calisilmistir (Inoguchi ve Toda 2004)).

Milnor| (1987)’da timelike minimal yiizeyler i¢in Bernstein Teoremi’nin konfor-
mal anlamda ele aliabilecegi gosterildi. E3’deki konformal Bernstein Teoremi Milnor
(1987) ve Magid (1991) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak ¢oziilmiistiir. Lin ve We-
instein (2000)’da da daha ileri genellemeler yapilmistir. McNertney| (1980)’de timelike
minimal ylizeyler i¢in Weistrass formulii verilmis ve timelike minimal donel yiizeyleri ve
onlarla iligkili olan helikoidler siniflandirilmistir. Sonra de Woestijne| (1990)’de bu calis-
malardan bagimsiz olarak timelike minimal donme yiizeyleri i¢in benzer bir siniflandirma
verilmis. Ayrica bu calismada timelike minimal regle yiizeyler ve timelike minimal Gte-
leme yiizeyleri de siniflandirilmis (Inoguchi ve Toda2004)).

Chaohao| (1985)), Magid| (1989) ve [Weinstein (1996)’de Weierstrass formiillerinin
degisik versiyonlarini verilmistir. (Chaohao| (1985)’da timelike minimal yiizey teorisiyle
akigkan dinamigi arasindaki iligki incelenmistir (Inoguchi ve Toda 2004).

Dajczer ve Nomizu (1981)’da sabit kesitsel egrilikleri 1 ve -1 olan, Oklidiyen
diizlem E? ve Lorentziyen diizlem L?’den 3-boyutlu Lorentz manifoldlart S{ ve H}’e
izometrik immersiyonlar caligilmigtir.

Dey ve Singh (2017)’de Born-Infeld solitonunun timelike diizlem iizerinde ya spa-
celike minimal graf ya da timelike minimal graf veya bunlarin bir kombinasyonu oldugu
gosterilmigtir. Ayrica maksimal ylizey denkleminin bilinen ¢éziimleri kullanilarak Born-
Infeld denkleminin bazi tam ¢oziimleri elde edilmisgtir.

Akamine ve Singh (2017)’de 3-boyutlu Oklid uzayindaki minimal yiizey denk-
lemi, 3-boyutlu Lorentz uzayindaki sifir ortalama egrilik denklemi ve Wick doniistimii
altinda Born-Infeld denklemi arasindaki iligki incelenmistir.



KAYNAK TARAMASI E. ER

2. KAYNAK TARAMASI
Tanim 2.1. V bir reel vektor uzay1 olsun.
(,):VxV =R

doniistimii, her a,b € R ve her v, v, w € V i¢in

1) (u,v) = (v,u)
(i) (au+ bv,w) = a(u,w) + b (v, w)

(u,av + bw) = a (u,v) + b (u, w)

ozelliklerine sahip ise (, ) doniigiimiine V' vektor uzay: iizerinde bir simetrik bili-
neer form denir (O’ Neill|[1983)).

Tanmm 2.2. V' vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun.

(i) Yv € V vev # 0igin (v,v) > 0O ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif taniml,
(ii) Vv € V ve v # 0 igin (v,v) < Oise (,) simetrik bilineer formuna negatif tanimlt,
(iii) Vv € V igin (v,v) > Oise (,) ye pozitif yari-taniml,

iv) Yo € V igin (v,v) < Oise (,) ye negatif yari-tanimli,

v) Yw € V igin (v,w) = 0 dan v = 0 olmak zorunda ise (,)’ya non-dejenere,

non-dejenere degilse dejeneredir denir (O’ Neill|1983).

(%
(%

Tamim 2.3. V' bir vektor uzayt ve (,) : V' x V — R bir simetrik bilineer form olsun.
(,)w : W x W — R negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu 1/ altuzayinin
boyutuna (, ) simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill|1983).

Tanim 2.4. M bir C'*® manifold olsun.

(), T,M x T,M — R

(u7 7)) = <u7v>p = <up7vp>

seklinde tanimli, sabit indeksli, simetrik, bilineer, dejenere olmayan M iizerinde (0, 2)
tensor alanina M {izerinde bir metrik tensor denir (O’ Neill | 1983).

Tanmm 2.5. M bir C* manifold olsun. M bir (,) metrik tensorii ile donatilmigsa, M ye
bir semi-Riemann manifold denir (O’ Neill|[1983).

Tamim 2.6. Bir semi-Riemann M manifoldun iizerinde (, ) metrik tensoriiniin indeksine
semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve v ile gosterilir.

Eger v = 0 ise M bir Riemann manifold olur.
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Eger v = 1 ve n > 2 ise M bir Lorentz manifoldu olur (O’ Neill|1983).

Tamim 2.7. M bir C'*° semi-Riemann manifoldu ve (,) ise M iizerinde tanimlanmug bir
metrik tensor olsun. Vp € M ve v € T,,M igin,

(), T,M x T,M — R

olmak iizere,

(a) Eger (v,v) > 0 veya v = 0 ise v tanjant vektoriine spacelike,
(b) (v,v) < 0ise v tanjant vektoriine timelike,
(¢) (v,v) =0, v # 0 ise v tanjant vektoriine lightlike (null)

denir (O’Neill [1983).

Tanim 2.8. W; V Lorentz vektor uzaymin bir altuzay: ve V' deki skaler ¢arpim (, ) olsun.
W i¢in ii¢ durum vardir:

(a) (,),, pozitif taniml1 ise W ya spacelike uzay,
(b) (,), non-dejenere ve 1 indeksli ise W ya timelike uzay,
() (,), dejenere ise W ya lightlike uzay

denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.9. Her p € M igin dg, diferansiyel doniigtimii birebir ise ¢ : M — N diizgiin
doniistimiine bir immersiyon denir (O’ Neill|1983)).

Tanmm 2.10. ¢ : M — N diizgiin doniisiim olsun. s > 1 ve her v; € T,M, p € M igin
(¢*A) (v1,...,v5) = A(dguvy, ..., dov,) olmak iizere A € J° (N) ise ¢* A’ya A’nin ¢ ile
pullback doniistimii denir (O’ Neill|[1983)).

Tanim 2.11. M ve M, sirasiyla (,) ve (,) metrik tensorleriyle birlikte semi-Riemann
manifoldlari olsunlar. ¢* (W) = (, ) olacak sekildeki diizgiin immersiyona M den M’ye
bir izometrik immersiyon denir (O’ Neill||1983)).

Tanmim 2.12. M bir yiizey olsun. Eger tiim tanjant diizlemleri (TpM , ((, ) p)) icin

spacelike (timelike, lightlike) ise = : M — E? immersiyonu spacelike (timelike, lightlike)
olarak adlandirilir (L6pez 2008).

x, spacelike veya timelike immersiyon; X = X (u,v), x’in bir lokal parametri-
zasyonu; {X,, X,} ise X’in her noktasindaki tanjant diizlemlerinin lokal tabani olsun.
Birinci temel form 7}, M iizerindeki metriktir, dyle ki

(), T,M x T,M — R

(u,v) —> I, (u,v) =< u,v >,
4
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dir.
B = {X,, X, } tabanina gore I nin matris gosterimi,
E= <Xu7Xu> = <Xu7Xv> .G = <Xva XU>

olmak tizere, {? g} olur. M yiizeyi, EG — F? > 0 ise spacelike, EG — F? < 0 ise

timelike olur.

X, X X,

N=————
[ Xu x X5
seklinde verilen normal vektor alani alinsin.

p noktasindaki ikinci temel form su sekildedir:

I1,: T,M x T,M — R
(u,0) = Tl (1, 0) = = ((dN),, () ,v) = (4, (u) )

B tabanina goére /] nin matris gdsterimi [Jec g } seklindedir.

Burada,

€= - <Xu7Nu> = <N7 qu>
f - - <XU7NU> - - <Xv7Nu> - <N7 Xuv)
g=— <Xv;Nv> = <N, va>

dir. a,b € T,M ise

cle f ¢ | BEF
a {f g}b:a [F G]Ab

olur. Boylece sekil operatoriiniin matrisi A,

=N

dir (Lopez 2008).
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Tanim 2.13. Bir diizgiin M manifoldu iizerinde bir

D:x (M) xx (M) — x(M)
(V,W) — D(V,W)=DyW

konneksiyonu asagidaki sartlar1 saglayacak sekilde bir fonksiyondur.

D1) DyW, V iizerinde (V’ye gore) C* (M, R) lineerdir.
D2) Dy W, W’ya gore R-lineerdir.
D3) Her f € O (M,R) i¢in Dy (fW) = (V)W + fDyW

Dy W?ya, D konneksiyonu i¢in W’ nun V’ye gore kovaryant tiirevi denir (O’ Neill
1983).

Teorem 2.14. Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde asagidaki sartlart saglayacak
sekilde bir tek D konneksiyonu vardir. Her X, V., W € x (M) i¢in

D4) [V,W] = DyW — Dy V
D5) X (V,W) = (DxV,W) + (V, DxW)

ise, D ye M nin Levi-Civita konneksiyonu denir ve Kozsul formiiliiyle karakterize
edilir:

2(DyW, X) =
VAW, X)W X, V) =XV, W)=V, [W, XD (WL X V(X [V, W)

(O’ Neill| 1983)).
Tanim 2.15. M, D Levi-Civita konneksiyonuyla semi-Riemann manifoldu olsun.

R:x (M) — X (M)
RxyZ = Dixy|Z —[Dx,Dy|Z

seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1, 3) tensor alanidir ve M nin Riemann
egrilik tensorii olarak adlandirilir (O’ Neill||1983)).

Lemma 2.16. v, w tanjant vektérleri icin Q (v, w) = (v,v) (w, w) — (v, w)* tammlansin.
II, M ’nin p noktasindaki non-dejenere tanjant diizlemi olsun. Boylece,

K (v,w) = —<§”<1‘2’)U;UU;>

degeri taban seciminden bagimsizdir ve K (I1) degerine 11’nin kesitsel egriligi denir

(O’Neill|1983).
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Ispat. TI’nin herhangi iki baz1 arasindaki iliski asagidaki gibidir;

v = axr+by
w = cr—+dy

burada katsayilar determinant1 ad — be sifir degildir. Buradan

(Rypv,w) = (ad— bc)2 (Ryyx,y)
Q.w) = (ad—be)’ Q(z.y)

olur (O’Neill/|[1983)). ]

Teorem 2.17. E" nin kesitsel egriligi her noktada sifirdir.

Ispat. E", n-boyutlu Oklid uzaymin A acik alt kiimesi iizerinde tanimli X, Y ve Z vektor
alanlar1 C'*° sinifindan ise

R(X,Y)Z = Dx (DyZ) — Dy (DxZ) — Dixy|Z =0

oldugunu gosterilecektir. Z = (z1,. .., z,) olmak iizere,

Dx (DyZ) = Dx(Y[z],Y [2],...,Y [z.])
Dx ((Vz1,Y) ,(Vz2,Y) ..., (Vz,,Y))
= (X[(Vz, V)], X [(Vzo,Y)],..., X [(Vz,,Y)])

dir ve benzer sekilde
Dy (DxZ) = (Y [(Vz1,X)],Y [(Vz, X)],..., Y [(Vz,, X)])

olur. Diger taraftan

D[va]Z = ([X7 Y] [Zl] ) [Xa Y] [22] Y [Xa Y] [Zn])
X[(Vz,Y)] =Y [(Vz, X)]
oldugundan

Dixy1Z = ( X[(Va, V)] =Y [(Vz, X)],.. .. X [(Vz,, V)] = Y [(Vz,, X)] )

7



KAYNAK TARAMASI E. ER

elde edilir. Ohalde

DixyZ = (X [(Va, V)], X [(Va, V)], X [{Vz,, Y)))
— (Y [(Var, X)] Y [(Vz2, X)], ..., Y [(Vza, X))

bulunur. Bu degerler yerlerine yazilirsa VX, Y, Z € x (E") i¢in
R(X,)Y)Z=0
oldugu goriiliir (Hacisalihoglu, H. Hilm12012). [l

Teorem 2.18. n > 2 ve 0 < v < n olsun.

(a) S7 (r) pseudo-hiperkiiresi, sabit pozitif %2 kesitsel egrilikli bir tam yari-Riemann
manifoldudur.

(b) H (r) pseudo-hiperbolik uzayi, —= sabit negatif kesitsel egrilikli bir tam yari-
Riemann manifoldudur (O’Neill/[1983)).

Tamm 2.19. M, M manifoldunun altmanifoldu olsun. D : x (M) x x (M) — x (M)
Levi Civita konneksiyonuna M {iizerinde indirgenmis konneksiyon denir (O’ Neill|1983).

Sonuc 2.20. D, M C M iizerinde indirgenmis konneksiyon olsun. V, W € x (M) ve X,
Y e x (M) ise

(a) Dy X,V iizerinde (V’ye gore) C*° (M, R) lineerdir.
(b) Dy X, X’e gore R-lineerdir.

(c) feC®(M,R)icin Dy (fX)=(Vf) X+ fDyX.
(@ [V,W]=DyW — Dy/V.

) V(X,Y) = (DyX,Y) + (X, DyY) (O'Neill[1983).

Lemma 2.21. M, M manifoldunun altmanifoldu olsun. V, W € x (M) ve D, M 'nin
Levi Civita konneksiyonu olmak iizere,

DyW = tan Dy W

olarak ifade edilir (O’Neill|1953)).

Lemma 2.22. 11 : x (M) x x (M) — x (M)* olmak iizere
I (V,W) = norDyW

seklindeki 11 fonksiyonu C*° (M, R)-bilineer ve simetriktir. Burada 11 fonksiyonuna M
manifoldunun sekil tensorii (veya ikinci temel formu) denir (O’ Neill)|1983).
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Tamm 2.23. V, W € x (M) igin
DyW = DyW + 11 (V,W)
denklemine Gauss denklemi ad1 verilir (O’Neill/[1983)).

Tanim 2.24. M, M manifoldunun altmanifoldu; R ile R sirastyla M ve M’nin Riemann
egrilikleri; 71 sekil tensorii olsun. V', W, X, Y € x (M) i¢in

olur (O’Neill[1983).

Sonug 2.25. v ve w, M’nin nondejenere teget uzayiun bir tabani ise M ’nin kesitsel
egriligi K ve M ’nin kesitsel egriligi K arasindaki iligki,

(I1 (v,v), 1T (w,w)) — (II (v,w), 11 (v,w))

2

K (v,w) = K (v,w) + (v, 0) {w, w) — (v, w)

denklemi ile verilir. Ayrica bu denkleme Gauss denklemi denir (O’ Neill | 1983).
Tanim 2.26. M, M manifoldunun altmanifoldu olsun. M ’nin normal konneksiyonu,
D x (M) x x* (M) = x* (M)
fonksiyonudur 8yle ki V € x (M) ve Z € x* (M) igin,
Dy Z =nor Dy Z

dir. Burada D> Z, Z’nin V’ye gore normal kovaryant tiirevi olarak adlandirilir (O’ Neill
1983).

Tanmm 2.27. M, M manifoldunun altmanifoldu ve 77, M nin sekil tensorii olsun. V', X,
Y € x (M) ise,

(VvID)(X,Y) = D¢ (I1(X,Y)) = II(DyX,Y) — IT (X, DyY)

dir ve Vi I1 : x (M) x x (M) — x* (M) fonksiyonu simetrik, C* (M, R)-bilineerdir
(O’Neill| | 1983).

Tanim 2.28. M, yari-Riemann manifoldu ve M’nin altmanifoldu olsun. V, W, X €
X (M) ise,

norRyw X = (VyII) (W, X) — (VwII) (V,X)
olur ve bu denkleme Codazzi denklemi denir (O’Neill||1983)).

9
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Sonuc 2.29. M sabit kesitsel egrilige sahip olsun.

(a) M C M igin Codazzi denklemi, her V, W, X € x (M) olmak iizere
(VVIT) (W, X) = (Vo I1) (V, X)

bi¢imindedir.
(b) M, M de sekil operatorii S olan bir hiperyiizeyse, V, W € x (M) olmak iizere,

(DyS) (W) = (DwS) (V)
dir (O’Neill [1983)).

Teorem 2.30 (Yiizeylerin Temel Teoremi). Null koordinat sistemiyle bir basit baglantili
Lorentz yiizeyi verilsin, birinci ve ikinci temel form I ve 11 ile bir timelike immersiyonun

varligiicin gerek ve yeter sart I ve 11 birinci ve ikinci temel formunun Gauss ve Mainardi-
Codazzi denklemlerini saglamasidir (Lee|20006).

10
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3. MATERYAL VE METOT
Tanmm 3.1. E2’deki metrigin standart formu
((x,y, Z) ) (xaya Z)> = _xQ + y2 + 22

olarak kabul edilsin. f : E* — R bir fonksiyon olmak iizere, timelike bir diizlem iizerin-
deki bir graf

F(z,y) = (x,y, f (z,y)) (3.1)

seklinde ve h : E? — R bir fonksiyon olmak iizere spacelike bir diizlem iizerindeki bir
graf da

H(y,z) = (h(y,2),y,2) (3.2)

seklinde tanimlidir (Magid|1989).

[Denklem 3.1| ve|Denklem 3.2[den,

oOF OH

> —a T (hy,1
ax ( 707f3€) ay (h’y7 7O>
oOF OH

a_y - (07 Lfy) % - (hz707 1)

yazilabilir, Denklem 3.1 deki grafdan elde edilen metrigin determinant1 A olmak iizere,

(0F 0F\ (oF oF
A = det Oz’ Oz oz’ dy
9F OF 9F OF
<8y781> oy’ Oy
_ [OF OFN JOF OF\ _[OF OF\T (3.3a)
 \0dz’ Oz oy’ Oy ox’ Oy '

= <(17O7 fﬂ?)?(]‘707 fl)> <(0717fy)a(0717fy)>
_<(170a fx)’(()?l?fy))z
= (-P+0+ /) (-0°+ 12+ f7)
— (=1 0401+ fofy)”
= (-1 +1) -4
= —1-fi+ (3.3b)

ve deki grafdan elde edilen metrigin determinanti B olmak iizere,

oM oM <6_H8_H>

Oy’ Oy’ 9z
B = det oo Y

o w\ on ony

dy ' 0z 0z Oz

11



MATERYAL VE METOT E. ER

_(OH DR\ JOU OHN oA OH N 30
— \ 0y’ Oy 0z 0z Oy’ 0z '
= ((hy,1,0),(hy,1,0)) ((h,0,1), (h:,0,1))
- <(hy7 17 0) ) (hz7 07 1>>2
= (—hj + 17+ 0%) (—=h2 + 0% +1%)
—(=hyh. +1-0+0-1)
= (=h2+1)(=hZ+1)—n2h2
= 1—hl—h? (3.3d)

olarak elde edilir. Elde edilen metriklerin timelike olmasi i¢in [Denklem 3.3b| ve [Denk-|
fem 3.3d7deki determinantlar negatif olmali, yani

1+ fi—f2>0 (3.4a)
hy+h?—1>0 (3.4b)

esitsizlikleri saglanmalidir. F’nin birim normal vektorii

Fo X Fy
[ Fa % Fyll
—€1 €2 €3
det | 1 0 f,
0 1 f,
[Fz <y
_ (f:p; _fyvl)
\/|<(fx; _fyv 1) ) (f:va _fya 1)>|
— M (3.5)

ve H’nin birim normal vektori

§(w,y) =

Hy x H,
[Hy > H.||
—€1 €2 €3
det | h, 0 1
hy 1 0
[Hy > .||
(1, hy, hz)
VI y, ) (L Ry, he))
(1, hy, h2)

N/

§(y,2) =

12
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olarak elde edilir. Buradan /" nin gekil operatoriiniin matrisi A,

e=<£,fm>=<—<f“_fy’1> (o,o,fm>>= L

VI+Z-71% VI+ =12
f=( Foy) = <\>%2y7_1)f2; (anafxy)> = \/%
9 =& Fyy) = <\/(%+;27(0707fyy)> :\/%
E:<-Frafx> <(10fm)7(1707fx)>:f:3_1
F:<«Fx7Fy> <(1 0 fx)a(oalafy»:fxfy
G = (Fy, Fy) = (0,1, £,),(0,1, f,)) = f7 +1

olmak {iizere,

_ - facm f:cy
A 2=1 fufy [\/ny 12 \/1+f§f3}

i fuly f; +1) \/1+Z27f§ \/lfjj%*f%
_ - {fm fxy}
(2= ff 1 Jay  fyy

| fufy Y I T2
ek |:f2 ]- fxfy:| |:fz3: fxy:|

fofy P41 Ufe
o [ﬁ 1 J;yfy]xhﬂ%ﬁ—f%
ffy £

|:(f'3 ) _facfy:| -fx:p fmy:|

_ _fzfy (fa? - 1) _fxy fyy
=D+ -2+ -1

—_ 1 1 _(fi + 1) _facfy :| {fx:c fxy:|
ff—ff—l 1+fy2—f§ L _fzfy (fg_l) fa:y fyy

—1 |if:]c:]c (fy2+1>_fzfyfxy fxy (fy2+1)_fxfyfyy:|
(1_'_f; . fl%)% _fzfyfxx+ (fa? - 1) fwy _fmfyfxy+fyy (sz - 1)

seklinde elde edilir. A’nin izi

2 (4) = = (L4 2 = 1272 (14 1) Foo = 2o+ (2= 1) fi)
dir. F’nin sekil operatoriiniin izinin sifir olmasi i¢in
L+ 1)) foo = 2fafufoy + (fi = 1) foy =0 (3.6)

seklinde olmasi gerektigi goriiliir (Magid|1989). Benzer sekilde H nin sekil operatoriiniin
13
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matrisi A,
e= (&, Hyy) = (Lh—y’hZ) (hyy, 0,0) :&
WIS\ R R =1 NCE
(L, hy, h2) —hy.
= 7HZ =\ T s hZ7070 = T
(Lhy; hz) _hzz
=, H.e) = ) (h:2,0,0) ) = —F———=
9= (€M) < T (b 00) ) = —eey
E = (H, M,) = ((hy,1,0), (hy,1,0)) =1 —h
F={H,H.) = ((hy,1,0),(h,,0,1)) = —hyh,
olmak tizere,
- 9 —1 i _hyy _hyz
A 1 —hy, —hyh, VhE+h2—1  \/h2+h2—1
—hyh, 1— h? —yz —heg
= | V/hi+hI-1  \/h24+h2-1
1 __hyy _hyz
o 1-— h; hyhz __hyz _hzz
= 2
_hyh’z 1_hz \/hZ‘i‘hE—l
ok 1-— h; —hyh.| [—hy, —hy.
B —hyh, 1— h? —hy. —h..
dot 1-— hz —hyh, «/hi +h?-1
hyh, 1— h?
1—h? hyh., —hyy —hy.
B hyh, 1— h; —hy., —h..
C(1=n2) (1 —h2)— 22 /A2 +RZ—1
_ 1 1 {1 — I } { w }
(R 4+h2—1) /RZRZ—1 | hyhe 1—h hy. —h..
B -1 { hyy (1 — h%) — hyh.hy, —hy. (1— h? ) ha.hyh, }
(2 +h2—1) [P e =Ry (V= h3) hyohyb ~ . (1= 12)
biciminde elde edilir. A’nin izi,
iz (A) = (W2 + B2 — 1) [(1 = h2) hyy + 2hyhohye + (1= h2) he.]

dir. H’nin sekil operatoriiniin izinin sifir olmasi i¢in

(1

— h2) hyy + 2hyhohy. + (1= h2) .. =0

3.7
14



MATERYAL VE METOT E. ER

seklinde olmasi gerektigi goriiliir (Magid[1989). Buna gore[3.6] ve[3.7|denklemlerinin
ve [3.4blkosullarini saglayan bazi basit ¢oziimleri agagida verilmistir:

(@ f(z,y) =k (z £ y), herhangi C? fonksiyon ¥ igin,
(b) f(,y) = wtanh (y),

© f(2,y) =z +k(y), k# Oigin

) h(y,2) =y+k(2). K #0icin

ve [(d)] ¢oziimleri sifir kesitsel egrilige, [(b)] ¢oziimii pozitif kesitsel egrilige
sahiptir (Magid| 1989).

15
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. E>’den H;’e Izometrik immersiyonlar

IDenklem 3.4a|ve Denklem 3.6 y1 saglayan [Denklem 3.1[deki gibi F (z,y) fonksi-

yonu goz oniine alinirsa, p = f,, ¢ = f, ve W =

9 <1+q2>
Ox %%
a (i)

elde edilir. Boylece

_ -1
szmz - W

- pq
Py W

_ 1
Pyy = W

esitliklerini saglayan ¢ : E? — R bulunabilir (Magid|1989).

Onerme 4.1. ¢ fonksiyonu

Spacxgpyy - (szy)Q =-1

hiperbolik Monge-Ampere denklemini saglar (Magid|1959).

Ispat.

ParaPyy — (Soasy)z = (

PP -¢ -1 P

p*—1

1 4 ¢? — p? olmak tizere,

w

)

W2

-+ -9

W2

Onerme 4.2. |Denklem 3.4a|ve|Denklem 3.6yt saglayan fonksiyon f olmak iizere,

d (1+¢
oz w

dir (Magid||1989).

L

)

(4.1)

4.2)

4.3)

4.4)
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Ispat. 1% ifadesinin z’e gore kismi tiirevi alinirsa,

0 <1+q2 0 L+ f;
ox \" W > B ANGES T ESE
B nyfxy\/l‘f‘fg? [z NS 45)
(L+ /2= 12)
2fyfxy (1 +fy2 - fx2) - (1 +fy2) (f:ryfy - fzfzx)
I+ - 12)°
2fyfwy+2f5fzy_2f;3fyfmy
(Lt 252
+_fyfxy+fxfxx_fgfxy_l_fifxf:cx
(L+f2-/2)°
fyfzy+f5fxy_2f;§fyfxy+fxfmz+f§fmfxz
(4=

olur ve bu ifade diizenlenerek,

K <1~|—q2> _ Jata (L4 f2) + fyfey (L4 f2 =212
ox W (1_‘_]05 —fg%)%

elde edilir. Burada kullanilirsa,

g <1+q2> _ 2f§fyfxy - (fg? B 1) fxfyy+fyfxy (1+fy2 - 2fq2:)
ox W (1+fy2 _fl%)%
=+ f =8 Ufa O+ ) = (2= 1) fofn]  (46)

olur. Benzer sekilde {i ifadesinin y’ye gore kismi tiirevi alinirsa,

Q(@) _ 9 faly
oy \W oy \ 1+ f2—f2
(yfoy + Fofu) /TFT7 = T2 = B2l
L+ =12
(Fufoy + Folyy) L+ £2 = 12) = fufy (Fufuy — Fofoy)
(14 f2— f2)°
fyfxy+f:cfyy+f5fxy+fxfy2fyy_fxzfyfxy_fgfyy

(1 13 £2)°
17
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+_facfyzfyy + fg%fyfzy
(57— )}
= (V£ = 1) 7 [Fufay (U 1) = (£2 1) fatin] 4.7)

olur. Boylece, [Denklem 4.6|ile[Denklem 4.7[den -2 (1;;12> = % (BL) elde edilir ve ispat

biter. O]

Onerme 4.3. |Denklem 3.4ave|Denklem 3.6/'y1 saglayan fonksiyon f olmak iizere,

2 _
%(%):%<pwl>

esitligi saglanir(Magid|1989).

: 2_7 . U . o
Ispat. ”71 ifadesinin y’ye gore kismi tiirevi alinirsa,

Q(pQ—l) _ Q( fo—1 )
oy \ W y\ T+ =12
N R e
L+ f7 =12
2fzfzy (1 + fy2 - fz2> - (fa? - 1) (fyfyy - facfacy)
(1+ 73 = £2)°
2fufuoy + 2futfayfy = 213 fuy
1+ 52— 1)}
Lo+ oo Fui = ud
(12— )}
fzfzy + 2fzfzyfy2 - fa?fxy B fa?fyfyy + fyfyy
(4 7=

+

olur ve bu ifade diizenlenerek,

3 (p2 — 1) _ Jafry (1 — 12 +2f5) — [yl (f2 = 1)
o\ W (1+57-5)"

elde edilir.Burada kullanilirsa,

g(ﬁ—v:ﬂﬁﬂh%%&@+0+ﬁﬂmw4mﬁm
wA W (473 12)?
18
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A+ 2= D) 2 [fafey A= D)+ (1 + 1) ofer]  48)

olur. Benzer sekilde % ifadesinin x’e gore kismi tiirevi alinirsa,

o (my _ 0 (L)
Ox \W dx \ 1+ [2— T2
(farfu + Fofun) TFJ] = T2 = Hepl b
L+ f7 = 12
(foaly + fofoy) U+ [2 = [2) = fofy (Fyfoy — fofoa)
(1+ 53 - 1)’
(U 2= 1) [faaly+ Sofoy + Fofo 4 P2fofey — P2y frn
—[2 foy — fof o foy + fifyfea)
(U 2= ) [ty (1= 1) 4 (L5 £2) o fo] (4.9)

olur. Boylece, [Denklem 4.8|ile[Denklem 4.9]dan 2 (52) = % <p2v;1> elde edilir ve ispat

biter. O]

IDenklem 3.4b| ve [Denklem 3.7[yi saglayan H (y,z) icinp = h, ¢ = h, W =
VP? + ¢* — 1 > 0 kullanilirsa,

0 (1—¢°
%(IV) -
2 (-1

olur. Boylece

&

2=

Tl Fle

—_
|
% 3
[N}
SN—

b, = (4.10)
b, = —— (4.11)
(4

= (4.12)

olacak sekilde v : E? — R elde edilir (Magid|1989).
Onerme 4.4. 1) fonksiyonu

wyy¢zz - (@Dyz)2 =-1 (413)

hiperbolik Monge-Ampere denklemini saglar (Magid [989).
19
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Ispat.

9 1 — p2 1— q2 p2q2
Yyt — (¢yZ) W W we

_1—q2—p2 + p*q? _p2q2
N W2 W2

-+ -1

— T

-1 O

Onerme 4.5. |Denklem 3.4b|ve |Denklem 3.7/'yi saglayan fonksiyon h olmak iizere,

9 (1—¢\ d
@(%;)ZEJF%>

esitligi saglanir (Magid | 1989).

: —? - . . e
Ispat. 17q ifadesinin y’ye gore kismi tiirevi alinirsa,

8<1—f) . 1—h?
oy\ w ) oy \ R+ RZ-1
_ 2 2 _ 1 _ (1_h3)(hyhyy+hzhyz)
2hhy. /P2 + 2 =1 N
(h2+h2—1)
—2h,hZhy. — B3hy. + hohy. — hyhy, + hyhZhy,
3
(h2+h2—1)2

olur ve bu ifade diizenlenerek,

o (1 _ q2) h.h,. (—zhg —h2+1) — hyhy, (1 — h?)
o\ w )
y (h2 4+ h2—1)

elde edilir. Burada kullanilirsa,

- ¢ .
a%( Wq)z(h§+h§—1)

olur. Benzer sekilde — %! ifadesinin z’ye gore kismi tiirevi alinirsa,

o

[hohy. (1= h2) + hoohy (L= h2)]  (4.14)

2<_@) _ 9 (__ Mh
0z W 0z ,/hi—i—hﬁ—l

20
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~ (s + hyhes) T = 4 el et
(h2+h2—1)
— (hyohs + hyhe) (B2 + B2 = 1) + hyhe (hyhys + hehe.)
(h2+h2—1)
= (W24 h2—1)" [hoh2hy. — BPhy. + hohy. — Bh..
—h2hyhes + hyhes + B2hahy. + hyhh..]
= (B2 h2 1) [hahy. (1= h2) + heohy (1—B2)]  (4.15)

olur. Boylece, [Denklem 4.14]ile [Denklem 4.15[den a% (1_‘12) = % (_%) elde edilir ve

ispat biter. O

[.1] B.2] [4.3] denklemlerini saglayan ¢ i¢in ve [4.10} @.11] {.12] denklemlerini sag-

layan 1) icin asagidaki matrisler yazilabilir.

Py Pyy
— ¢yy ¢yz
b= [wyz wzj

Yiizeylerin Temel Teoreminden A ve B matrisleri, E? den H;’e izometrik immer-
siyonun sekil operatoridiir. Gauss denklemleri saglanir, ciinkii det A = det B = —1 dir.

(P00, = (S%y)z’ (%y)y = ((pyy)z ve (¢yy>z = (¢yz)y, (Il)yz)z = (¢,,), Codazzi
denklemlerini verir (Magid||1989).

4.2. E¥’den S*’e Izometrik Immersiyonlar

f,E¥den S* e izometrik immersiyonu gdz oniine alinsin. f ’in birim normal vek-

torii /V olmak iizere, f immersiyonun { f , fx, fy, N ¢ catisina gore birinci ve ikinci temel

formu,
[ de®+ dy? (4.16)
II : adz? + bdzdy + cdy? 4.17)
olur. Burada a = —(f;, N,), b = —(fs,Ny), ¢ = —(f,, N,) dir ve a, b, ¢ Codazzi
denklemlerini saglar, dyle ki
a, = by
by = ¢
ac—b* = -1
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o : 2 :
elde edilir. Buradan, a = ¢,,,b = ¢,,, c = ¢, olacak sekilde, ¢, p,, — (gpxy) = —1hi-
perbolik Monge-Ampere denklemini saglayan ¢ (x,y) € C* (R?) bulunabilir. Boylece,

1T : ¢, da” + 2, dudy + ¢, dy*
yazilabilir. f yiizeyi, w (u,v) € C® (R?), 0 < w (u,v) < T ve wy, = 0 olmak iizere,

I : du®+ 2coswdudv + dv?
Il : 2sinwdudv

olacak sekilde yeniden diizenlenirse,

dz® = 22du® + 2z,7,dudv + x2dv?

dy? = yidu® + 2yy.dudv + y2dv?

oldugundan,
224y = 1
TyZy + YuYy = COSW
vty = 1

denklemleri elde edilir ve ¢oziimleri, U,V € C* (R?),w = U + V olmak iizere

z, = —cosU
r, = —cosV
Yo = —sinU
Yy = sinV

formundadir. (z,,), = (z,), ve (Yu), = (Y»), oldugu kullanilarak,

(D) (), = (V) (V),
(—cosU) (U) (cos V) (V),

(2

denklemleri elde edilir. Buradan, sin (U 4+ V') = 0 olamayacag i¢in (U), = (V'), = 0 dur.
Boylece ve birinci ve ikinci temel formlarindaki w fonksiyonu, U, V' € C* (R)
olmak iizere

w(u,v) =U (u) +V (v)
formunda yazilabilir (Le6n-Guzman vd.|2011).

Oklidiyen koordinat sistemi {x, y}"ye gore I1 : o, da*+¢, drdy+p,,dy? ikinci

temel formu, u ve v’ye gore

22
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IT: ¢, (22du® + 2z,2,dudv + x2dv®)
+ 2, (:lcuyudu2 + (2uyy + 2oy dudv + mvyvdUQ)
+ @y (yidu2 + 2y, ypdudv + yzdvz)

seklinde elde edilebilir ve z,,, x,, y,, v, degerleri bu ifadede yerine yazilirsa,

IT : ¢, (cos® Udu® + 2 cos U cos Vdudv + cos® Vdv?)
+2¢,, (cos UsinUdu® + (—cosUsinV + cos V sin U) dudv — cos V sin Vva)
+ ©yy (sin2 Udu® — 2sin U sin Vdudv + sin® Vva)

olur.

I1: (gpm cos? U + 2¢,,cosUsinlU + ¢, sin? U) du®
+ (2, cosU cos V + 20, 8in (U = V) = 2¢p,, sin U sin V) dudv
+ (gpm cos? V — 2¢,,cosVsinV + o, sin? V) dv?

seklinde diizenlenen ifade
I1:2sin (U + V) dudv
ifadesine esitlenirse,

©pp OS2 U + 2¢,,cosUsinlU + ¢, sinU = 0
2p,, cosU cosV +2p,, sin (U = V) —2p,,sinUsinV = 2sin(U +V)
4y COSZV — 2¢,,cosVsinV + o, sin?V = 0

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii,

2sinUsinV
L U+V) (418)
sin (U — V)
Pry = sin (U + V)
~ —2cosUcosV
wo T T (U4 V)

olur. Buradan, Oklidiyen koordinat sistemi {x,y}’ ye gore, E*’den S*’e izometrik im-
mersiyonlarin sekil operatorii; {u,v}, E*’deki global asimptotik koordinat sistemi ve
0 < U (u)+V (v) < 7 olmak iizere,

1 2sinUsin V' sin(U —V)
sin (U + V) [sin(U—V) —2cosUcosV

formundadir.
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4.3. E>’den H3’e Izometrik Immersiyonlarin Simflandirilmasi

Oklidiyen koordinat sistemi {z, y} ye gore, E*’den H}’e izometrik immersiyon-
larin sekil operatorii; {u, v}, E?’deki global asimptotik koordinat sistemi ve 0 < U (u) +
V (v) < 7 olmak tizere

1 2sinUsin V' sin(U —V)

sin (U + V) [sin(U—V) —2cosUcosV (4.19)
formundadir.
{z,y} ve {u, v} arasindaki iligki,
0 —sin(V) 9  sin(U) 9
Or sin(U+V)du sin(U+V)ov 4.20)
0 —cos(V) 0 cos(U) 0 '
Oy sin(U+V)ou sin(U+V)dv
biciminde ifade edilebilir.
—cos(U+V)+cos(U—-V) 2sinUsinV
= = 4.21
Pz sin (U + V) sin (U + V) *21)
sin (U — V)

Py = sin (U + V)
—cos(U+V)—cos(U—-V) —2cosUcosV

P = sin (U 4+ V) ~ sin(U4V)

olarak alindiginda,

5 —4sinUsinVcosUcosV  sin? (U — V)

PrzPyy — (pry) - .92 )
sin® (U + V) sin® (U 4+ V)
_ 1 [
~sin? (U +V)
+2sinUsin V cos U cos V — sin? V cos? U}
— (sin2 Ucos?V +2sinUsinV cosU cos V + sin? V cos? U)
sin? (U + V)

—4sinUsinV cos U cos V — sin® U cos> V

—sin® (U + V)

sin? (U + V)
oldugundan ¢’nin [Denklem 4.4]ii sagladig: goriiliir (Magid|1989).

Onerme 4.6. {u,v}, F’den indirgenmis metrik ile birlikte E* de global null koordinat
sistemidir (Magid)|]989).
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Ispat. F (u,v) = (z (u,v),y (u,v), f(x (u,v),y (u,v))) gbz oniine almsin.

Boylece Fo, = (Tu, Yu, foTu + fyyu) Ve Fy = (T, Yo, f22y + fyyy) olur. Burada
4.20(kullanilarak x,,,y,, ., ¥, yerlerine yazilirsa,
y y

Fu = (—cosU,—sinU, —cosUf, —sinUf,) (4.22a)
Fy = (—cosV,sinV,—cosV f, +sinVf,) (4.22b)

bi¢iminde olur. Denklem 4.6|ve [Denklem 4.21|kullanilarak (F,,, F,) yu hesaplanirsa,

(Fur Fu) = (f7=1)cos’ U+ (f; +1)sin’ U + 2f. f, sin U cos U
= W (SOM cos? U + Oy sin? U + 2¢,, sinU cos U)
w
sin (U + V) [
+2cosUsinUsin (U — V)]
= 0

2cos? UsinUsinV — 2sin? U cos U cos V}

elde edilir. Benzer sekilde (F,, F,) ve (F,, F,) hesaplanirsa,

(Fo, Fo) = (f§ — 1) cos’ V + (fy2 + 1) sin? V — 2fufysinVcosV
= W ((pm cos’V + Oy sin? V — 2gpxy sin V cos V)
w
sin (U + V) [
—2cos Vsin Vsin (U — V)]
=0
(Fu, Fo) = (ff — 1) cosU cosV — (f§+ 1) sinUsinV + f, f,sin (U — V)
= W (gom cosUcosV — ¢, sinUsinV + ¢, sin (U — V))
= % [2sinUsinV cos U cos V
+2sinUsinV cos U cos V + sin® (U — V)]
= Wsin(U+V)

£ 0

2¢co8?VsinUsinV — 2sin®V cosU cos V

oldugu goriiliir (Magid|[1989). U
Onerme 4.7. Lokal null koordinat sistemine gire F (u, v) sifir ortalama egrilige sahiptir

ancak ve ancak F (u,v) nin her koordinat fonksiyonu o (u) + 8 (v) formundadir (Magid
1989).
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Boylece

F(u,0) = (e (u) + 5y (v) ;@2 () + 5 (v) ; a5 (u) + B3 (v)) (4.23)
yazilabilir.

Ayn1 degisken degisimi, sifir ortalama egrilikli spacelike diizlem iizerindeki graf

H (y,z) = (h(y,2),v, ) i¢in daha ilgin¢i sonuglar verir.Denklem 4.7|veDenklem 4.13[ ii
saglayacak sekilde verilmis U ve V icin

—cos (U+ V) +cos(U—-V) 2sinUsinV

Yoy = sin (U + V) ~ sin (U 4 V) (4.242)
_ sin(U—-V)

Yy, = s (U +V) (4.24b)
 —cos(U+V)—cos(U—-V) —2cosUcosV

Vor = sin (U + V) ~ sin(U+V) (4:24¢)

biciminde %) bulunur.

0 —sin(V) 0 sin(U) 0
— = —— — 4.24
y sin(U+V)ou sin(U+V)dv (4:24d)
0 —cos(V) 0 cos(U) O
— = — — 4.24
0z sin(U+V)ou  sin(U+V) v (4:24¢)
kullanilarsa, buradan
Yo = —cosU,y,=—cosV (4.25)
Zw = —sinU, z,=sinV (4.26)

elde edilir. H (u,v) = (h (y (u,v), 2 (u,v)),y (u,v), 2z (u,v)) oldugundan,

Hu = (hyyu + hzzm Yu, Zu)
Hv - (hyyv + hzzva Yo, Zv)

olacak sekilde yazilabilir (Magid 1989).

Onerme 4.8. {u,v}, H den indirgenmis metrik ile birlikte E* de global null koordinat
sistemidir (Magid [989).

Timelike bir diizlem iizerindeki bir graf i¢cin asagidaki onerme verilebilir.
Lemma 4.9. (sinU + cosU) (sinV +cosV) <0ve 0 < U 4+ V < 7 ise

cos (2U) cos (2V') > 0
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dir (Magid| 1989).

Ispat. (sinU + cosU) (sinV + cos V) < 0 ifadesi

—sinUsinV —cosU cosV > sinU cosV + cosU sin V'
olmasina denktir. sin (U + V') > 0 oldugundan

(sin Usin V 4 cos U cos V)* > (sin U cos V + cos U sin V)?

veE

cos? U cos? V +sin?Usin?V —sin® U cos? V — cos? U sin? V

cos (2U) cos (2V)

vV 1V
o

olur (Magid 1989). ]

Onerme 4.10. Sabit olmayan U (u) ve V (v) : B> — R, 0 < U + V < r fonksiyonlart
verilmig olsun. Boylece

(i) 1+2p2—q2>0,

(”) p—1 _ 2sinUsinV
\/1+p2—q2 sin(U+V) ’

(lll) ¢?>+1 — —2cosU cos V'
\/1+p2—q2 sin(U+V)

kosullarini saglayan p ve q : E*> — R fonksiyonlarinin var olmast icin gerek ve
yeter sart

(a) cosUcosV <0
(b) (sinU + cosU) (sinV +cosV) <0
(c) cos(2U) > 0 ve cos (2V') > 0

olmasidir (Magid 1989).
% icin ¢, ve % i¢in ¢, kisaltmalari kullanilsin. p ve ¢’nun

Onerme daki (i), (ii) ve (iii) kogullarin1 sagladig1 kabul edilsin. W = (1 + p* — q2)1/ 2
olsun.

Ispat.

—(?+1)sin (U+V)
W 2

<0
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oldugundan cos U cos V' < 0 olur.

CH+l1—p>+1 W?2+1
Soyy_goxx: W = W

denklemi WW’ya gore diizenlenirse,
W2 +W (@, — Pae) +1=0 (4.27)

ikinci dereceden denklemi elde edilir. Kuadratik formiilden, W ¢oziimiin pozitif olmasi
icin gerek ve yeter sart ¢, — ¢, < —2 olmasidir. Burada ¢, ve ¢, yerine yazilirsa,

2sinUsinV + 2cosU cos V'
sin (U 4+ V) -
2sinUsinV +2cosUcosV +2sinU cosV +2cosUsinV < 0

—2

olur. ¢* > 0 ise ¢, W > 1 dur. denklemini W igin ¢oziiliir ve 1 < ¢, W esitsizli-
ginde yerine yazilirsa, o = +1 i¢in

—2cosUcosV | —(cosU cosV +sinUsin V) + a+/cos (2U) cos (2V))
sin (U + V) sin (U + V)

(sinU cos V + cos U sin V)2 < 2c0s?Ucos?V 4+ 2cos U sinU cos Vsin V'
— 20 cos U cos Vy/cos (2U) cos (2V)

20 cos U cos Vy/cos (2U) cos (2V)

< 2cos?Ucos?V —sin?U cos® V — cos? U sin? V

olur. Bu esitsizlik trigonometrik esitlikler kullanilarak yeniden diizenlenirse,

20 cos U cos Vy/cos (2U) cos (2V) < cos® U cos (2V) + cos? V cos (2U)  (4.28)

elde edilir. Lemma 4.97dan cos (2U) ve cos (2V') ayni isaretli oldugu goriiliir. Ikisinin de
negatif olmasi kosulunda 20 cos U cos V' < 0 olur. .28 de’ her iki tarafin karesi alinirsa,

cos" U cos® (2V) + cos* V cos? (2U) + 2 cos® U cos® V cos (2U) cos (2V)
< 4cos® U cos® V cos (2U) cos (2V)

elde edilir ki bu
(cos® U cos (2V) + cos® V cos (2U))2 =0
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olmasini gerektirir. Buradan sin® U = sin® V olur. U sadece u’ya ve V sadece v’ye bagh
oldugundan bu esitsizligin saglanmasi icin U nun ve V" ’nin sabit olmas1 gerekir. Boylece

cos (2U) ve cos (2V')’nin negatif olamayacag goriiliir. kosullarinin saglandi-
gin1 kabul edilsin. 0 = +£1 i¢in,

—cos (U = V) +a4/cos (2U) cos (2V)
sin (U 4+ V)

yazilabilir. W/, nin pozitif ¢oziimiidiir. p ve ¢ yu bulmak icin0 < ¢, W41
ve 0 < p,, W — 1 esitsizliklerini elde edilmesi gerekmektedir. 0 < ¢, W + 1 esitsizli-
ginden

W:

2sinUsinV | — (cosU cos V +sinUsin V) + o4/cos (2U) cos (2V)
~ sin(U+V) sin (U 4+ V)

—sin?U cos? V — cos? U sin’ V

< —2sin® Usin® V + 20 sin U sin V/cos (2U) cos (2V)

yazilabilir. Bu ifade denk olarak,

sin? U cos (2V) + sin® V cos (2U) > —20 sin U sin Vy/cos (2U) cos (2V)

2
seklinde elde edilir. 0 < (sin Uy/cos (2V) 4 o sin V' /cos (2U )) oldugundan yukari-
daki esitsizlik saglanir. Benzer sekilde, 0 < ¢, W — 1 esitsizliginin saglanmast,

cos® U cos (2V) + cos® V cos (2U) — 20 cos U cos V/cos (2U) cos (2V) > 0

esitsizliginin saglanmasina denktir. Son olarak p* = ¢, W + 1 ve ¢* = P W — 1ise
14+ ¢* =0 = (Pup — $yy) W — 1 =W? > 0 olur.

p* =0, W +1veq =, W — 1 oldugundan

isin Uy/cos (2V) 4+ osin Vy/cos (2U)

b= sin (U + V)
ocosVy/cos (2U) — cos Uq/cos (2V)
9 = F .
sin (U 4+ V)
elde edilir (Magid|1989). ]

Teorem 4.11. F : E* — E? sifir ortalama egrilikli, timelike diizlem iizerinde timelike
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graf ise E? de {u, v} koordinatlari ve

Fu = (—cosU,—sinU, = (cos 2U)1/2)

Fo = (— cos V,sin V, £ (cos 2V)1/2>
olacak sekilde U (u) ve V' (v) fonksiyonlart vardir (Magid|1989).
Spacelike bir diizlem iizerindeki bir graf i¢cin asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 4.12. © > U + V > 0 esitsizligini saglayan U ve V fonksiyonlart verilsin,

@) p*+¢*—1>0

(11) 1—p _ 2sinUsinV
\/p2+q2—1 sin(U+V)
1—q? —2cosU cos V'
111 = -
(iii) \/p2+q2—1 sin(U+V)

kosullarini saglayacak sekilde p ve g fonksiyonlar1 vardir (Magid|1989).

j 2sinUsinV .- —2cosUcosV = .+
Ispat. ST i¢in Vs STy 1¢in Y, kisaltmalarini kullanilsin.

- (¢yy + wZZ) + \/(¢yy + ¢ZZ)2 +4
2

W:

alinirsa, W
W2+ W (¢, +1..) —1=0 (4.29)
denkleminin tek pozitif ¢oziimii olur. p ve ¢’nun tanimlanabilmesi ve 4.12]6nermesindeki

(1) kogulunun saglanmasi i¢in 0 < 1—-W+,, ve 0 < 1—W+,, esitsizliklerinin saglandigi
gosterilmelidir.

Wwyy <1
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

2sinUsinV [— (sinUsinV — cosU cos V) + 1 -
sin(U + V) sin(U + V) -

olmasidir. Bu ifade diizenlenirse,

sin? U cos? V + cos® U sin? V

sin?U + sin?V — 2sinUsinV

—2¢in?Usin?V + 2sin V sin U
0
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elde edilir ve bu esitsizlikler her zaman dogrudur. Benzer sekilde,

W, <1

zZz —
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

—2cosUcosV
sin? (U + V)

[—sinUsinV +cosUcosV +1] <1
olmasidir. Bu ifade diizenlenirse,

sin? U cos? V + cos? Usin? V

cos? V + cos? U + 2cos U cos V

—2cos?U cos?V + 2cosU cos V
0

IAIA

elde edilir. Buradan, p ve ¢ tanimlanirsa
P+ —1=1-Wi,+1-Wi,, —1=1-W (Y, +¢,.) =W?>0

olur. Boylece,

B sinU —sinV
b sin (U + V)
B cosU + cosV
T Taawtv)
elde edilir (Magid 1989). ]

Teorem 4.13. H : E? — R? sifir ortalama egrilikli, spacelike diizlem iizerinde timelike
graf ise E? de {u, v} koordinatlari ve

H, = (£1,—cosU,—sinU)
H, = (£1,—cosV,sinV)

olacak sekilde U (u) ve V (v) fonksiyonlart vardir (Magid|1989).

4.4. Kesitsel Egrilik

(leorem 4.11| ve [Teorem 4.13[deki temsiller kullanilarak global Lorentz graflarin
kesitsel egriligini hesaplanabilir. Timelike diizlem iizerindeki graf goz oniine alinsin, o0 =
+1 ve 7 = 1 olmak iizere, Lorentz vektorel carpimla normal vektorii,

N = (—cosU,—sinU,a cos(2U)>><<—cosV,sinV,T cos(2V)>
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—e1 €9 €3
= det | —cosU —sinU o4/cos(2U)

—cosV  sinV  T14/cos(2V)
= (TsinU\/cos(2V)—|—asinV\/cos(2U)

,TcosUn/cos (2V) — o cos Vy/cos (2U), —sin (U + V))

olarak elde edilir.

2
(N,N) = (7’ cos (U = V) — a4/cos (2U) cos (2V)>
oldugundan, birim normal vektor,

g_L _ (TsinU\/cos(QV)+asinV\/cos(2U)

VN, N)] 7cos (U — V) — o4/cos (2U) cos (2V)
TcosUy/cos (2V) — o cos Vy/cos (2U)
" 7cos (U — V) — a4/cos (2U) cos (2V)

—sin (U +V) )
"7cos (U — V) — a4/cos (2U) cos (2V)

seklinde elde edilir. {0/0u, d/0v} null tabanina gore sekil operatorii A = {2 8} olur.

Kesitsel egrilik,

0 0
K = —bc=— <D3/8u%a€> <Da/au%,€>

—1 0 0
RLAS <D3/6u%>N> <D6/6v%aN>

dir.

0
Dojgum— =U" (sin U, —cosU,

—osin (20)
ou

cos (2U)

veE

0 . —7sin (2V
Da/%% =V (Sin V,cosV, L(;/;)
cos

dir. Boylece kesitsel egrilik,

otU'V
K =
\/cos (2U) cos (2V)
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olarak elde edilir (Magid|1989).
H (y, z) grafi gbz Oniine alinirsa, birim normal vektorii,

N = (o,—cosU,—sinU) x (1,—cosV,sin V)

—€ €2 €3
= det| 0 —cosU —sinU
7 —cosV sinV

(sin(U+V),—7sinU —osinV,—ocosV + 1cosU)
(N,N) = (r—ocos(U+V))’
_ (sin(U+V),—7sinU —osinV,—ocosV + 7cosU)
$ = (tr—ocos(U+V))

seklinde elde edilir.

Huw = U (0,sinU, —cosU)
He = (0,0,0)

Hyw = V(0,sinV,cosV)

olmak tizere,
(Hu, Hy) = —0> +cos’U +sin®U =—1+1
=0
(Hu,H,) = —o7+cosUcosV —sinUsinV
= —o7+cos(U+V)
(Ho, Ho) = —72+cos’V 4sin®V =—-1+1
= 0
(€M) = U'(—=7sin®U — osinUsinV + g cos U cos V — 7 cos? U)
P (1 —ocos(U+V))
B U,—T+0COS(U+V)
B T—ocos(U+V)
<57/Huv> =0
€ ) = V(—TSinUSinV—O’SiDQV—JCOSQV—FTCOSUCOSV)

(1 —ocos(U+V))
tcos(U+V)—o
T—ocos(U+V)

ifadeleri elde edilir. Sekil operatorii A olsun. O zaman,

A — [(HuH) <Hu,Hv>]‘1 [<5,Huu> (€, How)
(Hy, Hy) (Hy, H,) 3
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0 —m‘—{—cos(U—{—V)} -U 0
= r1cos(U+V)—0o
—oT +cos (U+V) 0 0 VT*US:OS—l(—UiV)
B 1 [0 1} -U 0
~ or—cos(U+V) |1 0]| O V%
i rrcos(U+V)—o
_ 1 0 VT*O’COS(U*FV)
or —cos (U+V) |=U' 0
v
_ [ 0 (T—JCOS(U+V))]
—oU’ 0
(t—o cos(U+V))

olur. Boylece kesitsel egrilik

—otU'V
(1 — o cos (U +V))*

K =

olarak elde edilir (Magid|1989).
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5. SONUCLAR

Bu tezde timelike yiizeyler icin Bernstein Teoremi iizerine ¢alisildi. Ik boliimde
Bernstein Teoremi, Bernstein Teoremi’nin yiiksek boyutlara taginmasi, Lorentz uzaylari
ve Bernstein Teoremi’nin Lorentz uzaylarina uyarlanmasinin tarihiyle ilgili bilgilere yer
verildi. Ikinci b6liimde, yari-Riemann manifoldlarin geometrisi ve Lorentz uzaylarla ilgili
baz1 tanimlar, teoremler ve ispatlar verildi.

Uciincii boliimde, timelike ve spacelike diizlemler iizerindeki graflarin sekil ope-
ratorleri elde edilerek minimal yiizey olmalari icin saglamalar1 gereken denklemler elde
edildi. Dordiincii boliimde, minimal ylizey bulma problemi E*’den H} izometrik immer-
siyonlarmn siniflandirilmasi problemine indirgendi. Sonra, E?’den S*’e izometrik immer-
siyonlarin birinci ve ikinci temel formlarinin Oklidiyen koordinat sistemi {x, 3} ye gore,
[E?°deki global asimptotik koordinatlar {u,v}’ye gore ifade edilisleri iizerine calisildi.
Sonra E?’den H? izometrik immersiyonlar siniflandirildi. Daha sonra sifir ortalama egri-
likli yiizey tiretmek i¢in teoremler ve ispatlar1 verildi. Son olarak da sifir ortalama egrilikli
bdyle graflarin kesitsel egrilikleri farkli yollarla hesaplandi.

Bu caligmanin devaminda E?’den S?’e ve E2’den S3’e izometrik immersiyonlar

arastirilabilir. Ayrica, H; ile S5 arasindaki anti-izometri durumlari gdz Oniine alinarak
[E?’den S3’e izometrik immersiyonlar incelenebilir.
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