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OZET
POZITIF TAMSAYILARDA MAC MAHON PARCALANMA ANALIZI

Biisra AL

Yiiksek Lisans Tezi Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danisman: Prof.Dr. Mustafa ALKAN
Mayis 2018, 63 sayfa

Bu yiiksek lisans tezinin amaci pargalanis teorisini ve Mac Mahon pargcalanma anali-
zini inceleyerek parcalanig teorisine yeni sonuglar ile katki saglamaktir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, parcalanig teorisinin tarihsel ba-
salangicini iceren bilgiler verilmisgtir.

Ikinci boliimiin, ilk kisminda pargalanis teorisinden bahsedilerek bazi temel prob-
lemleri ispatsiz olarak ele alinmigtir. Ayrica serbest pargalanistan bahsedilmis, parcala-
niglarin geometrik gosterimi hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra pargalanis teorisi i¢in
onemli bagintilardan biri olan Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi ve ispat1 verilmistir. Uretec
fonksiyonlarindan bahsedildikten ve p(n) igin iirete¢ fonksiyonu verildikten sonra Q(n)
ve Z(n)’in tirete¢ fonksiyonlar1 ispatsiz olarak verilmistir. Caligmalarin devaminda bes-
gensel sayilarin tanimu verilerek besgensel sayilar ile parcalanig arasindaki bagintiya de-
ginilmigtir. Ayrica Euler’in Besgensel Say1 Teoremi ve ispati verilmekle birlikte Euler’in
besgensel say1 teoreminin kombinatorik ispatina da deginilmistir. Euler’in parcalanis i¢in
0zyineleme formiilii ve ispatina da bu boliimde verilmistir.

Uciincii boliime, Mac Mahon pargalanma analizini anlamakta énemli bir yere sahip
olan (2> operatoriiniin tanimi1 ve 6zellikleri ile baglanmistir. Daha sonra Mac Mahon par-
calanma analizinin temel 6zelliklerinin incelenip arastirilmasiyla devam edilmistir.

Dérdiincii boliimde, k-gensel sayilar tanimlanarak, cokgensel sayilar igin Jacobi Oz-
desligi verilmistir. Daha sonra besgensel ve altigensel sayilar ile besgensel ve yedigensel
sayilar arasindaki bagintilar incelenmistir. Caligmalara Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginin
bazi ozellikleri verilerek devam edilmistir. Son olarak Q(n) ile p(n), p(n) ile Z(n) ve

Q(n) ile Z(n) arasinda yeni bagintilar elde edilmistir.



Son boliimde, yeni bulunan yineleme formiilleri Euler’in ve Ewell’in yineleme for-

miilleri ile karilagtirilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Besgensel Sayilar, Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi, Parca-
lanma Analizi, MacMahon’s Parcalama Analizi, Parcalanig Sayisi, Tek Parcalanig Sayisi,

Tek ve Diizensiz Parcalanig Sayisi.

JURI: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
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Dr. Ogr. Uyesi Rahime DERE
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ABSTRACT
MAC MAHON PARTITION ANALYSIS IN POSITIVE INTEGERS
Biisra AL

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
May 2018, 63 pages

This master thesis is to examine and contribute to the partition theory with new results
and the Mac Mahon partition analysis.

This thesis consists of five parts. In the first chapter, the historical beginning of the
partition theory is given.

In second chapter, the partition theory is introduced and some problems are given. In
addition, unrestricted partitions is mentioned and geometric representations of partitions
are given. Then, Jacobi triple product identity with proof, which is one of the important
relativities for partition theory, are given. After we mention the generating functions, the
generating functions for p(n), Q(n) and Z(n) are given without proof. The definition of
pentogonal numbers is given and the connection between the pentogonal numbers and
the partition is mentioned. Euler’s Pentogonal Number Theorem and the combination of
Euler’s pentogonal number theorem are stated. Euler’s recursion formula for partition is
also studied in this section.

The third chapter begins with the definition and properties of the {)> operator, which
has an important place in understanding the Mac Mahon partition analysis. Then, the basic
properties of the Mac Mahon partition analysis are studied.

In the fourth chapter, the Jacobi identity is given for polygonal numbers. Then, the
relations between the pentogonal and hexagonal numbers are examined. Some properties
of the Jacobi Triple Product Identification have been continued. Finally, new correlations
between (n) and p(n), p(n) and Z(n) and Q(n) and Z(n) are obtained.

In the last chapter, the new recurrence formulas are compared with Euler’s and Ewell’s

recurrence formulas.

il



KEYWORDS: Pentoganal Number, Jacobi triple product, Partition Analiysis, MacMa-
hon’s Partition Analiysis, Number of Partition, Number of Odd Partition, Number of Odd

and Unequal Partition.

COMMITTEE: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
Asst. Prof. Dr. Rahime DERE

I\



ONSOZ

Bu tezin konusunun par¢alanma analizi olmasindaki en biiyiik etmen konunun ve uy-
gulama alanlarinin giincel olmasidir. Bilimde ve teknolojide bircok alanda aktif rol alan
bir konudur. Simetrik polinomlarla iligkili oldugu icin simiilatér ve modern cebirde kul-
lanilir. Basit bir 6rnek verecek olursak, parcalanisin, cok parcacikli bosonik / fermiyonik
sistemleri sayabilmede ve "parcalanis" fonksiyonlarini hesaplamak icin istatistiksel me-
kaniklerde kullanilabilir. Bir diger odnemli uygulamasi da; molekiiler kimya, kristalografi
ve kuantum mekanigi uygulamalarina sahip olan permiitasyon grubu S,, ve U(n) iiniter
grubu gibi 6nemli gruplarin indirgenemez temsillerini gruplandirmaktir. Ayrica homo-
jen simetrik polinomlarin vektor uzayi icin temel elemanlar1 da gruplandirir ve bunlar,
cok sayida kuantum sistemlerinin dalga fonksiyonlarini ve rastgele matrislerin istatistik-
sel teorisini temsil eden ¢ok degiskenli integrallerin hesaplanmast i¢in 6nemlidir. Ornegin
karmasik aglari, diizensiz medyay1 ve kaotik kuantum sistemlerini modellemek i¢in kul-

lanilir. Bu sekilde istatistiksel ve niikleer fizikte de uygulama alanlar1 vardir.

Bu tez c¢alismasi boyunca bilgi ve destegiyle yanimda olan ¢ok degerli danisman ho-
cam Prof. Dr. Mustafa ALKAN’a tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica hayatim boyunca ya-
nimda olan maddi-manevi desteklerini esirgemeyen, her zaman bana destek olan ve beni

bu giinlere getiren canmim aileme yiirekten tesekkiir ederim.
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GIRIS B. AL

1. GIRIS

1674 yilinda Leibniz‘in bir pozitif tamsayinin, pozitif tamsayilarin toplami olarak kag
farkli sekilde yazilabilecegi sorusu biiyiik ilgi uyandirmig ve bu konuda pek cok calisma-
lar yapilmistir. Bu ¢alismalar da pozitif bir tamsayinin par¢alanmasi konusunun baglama-
sina neden olmustur. Pozitif bir tamsayinin parcalanmasi, bu sayinin pozitif tamsayilarin
toplami olarak ifade edilmesidir. Bu pargalaniglarin sayisi p(n) ile gosterilecektir. Leibniz
bu parcalanig sayisinin yani p(n)’lerin her zaman asal olacagim iddea etmistir ancak bu-
nun dogru olmadigi p(7) = 15 ters 6rnegi ile hemen anlagilmistir. Bununla ilgili hala agik
olan problem ise bu tip sayilarin sonlu olup olmayacagidir. Ayrica parcalanig teorisinin
istatistik ve diger alanlarda da degisik uygulamalar1 bulunmasi 6nemli bir teori olmasini
saglamistir. Diger taraftan bu parcalanma sayisin1 bulmak icin degisik yontemler gelisti-
rilmis ve bunlardan en dnemlisi ise MacMahon parcalama analiz yontemidir.

Bu alan ile ilgi en onemli kavramlardan bir olan, besgensel say1 teoremine ilk defa
Euler ile Daniel I Bernoulli 1740°deki yazismalarinda rastlanmaktadir (Juskevic, Smir-
nov and Habicht 1975). Euler Daniel I Bernoulli’e gonderdigi mektup ile bir tamsayinin
parcalaniginin bulunuguna ait sorunlardan s6z etmistir. S6z konusu problem ile Daniel 1

Bernoulli ilgilenirken Euler’e bir mektup gondermis ve

-2 0-2)-

ifadesinin

serisine doniistiirme probleminden bahsetmigstir. Euler 15 Eyliil 1740’da yazdig1 mektu-
bunda sonsuz bir seriden bahsetmistir. 6 Nisan 1741’de Euler, St. Petersburg’a sundugu
"Observationes analyticae variae de combinationibus" ¢alismasinda besgensel say1 teore-
minden ilk defa bahsetmistir. Ayrica Euler, Niklaus I Bernoulli ile de yazigsmalarda ve
Niklaus I Bernoulli’ye 1 Eyliil 1742’de yazdig1 3 Opera omnia mektubunda, sonsuz car-
pimin ]O_o[ (1—2")’nin bir seriye agildig1 ortaya ¢ikmstir (Fellmann and Mikhajlov 1998).
Niklaunsl?Bemoulli, 24 Ekim 1742’°de Euler’e, 4. mektupla cevap vermistir (Fellmann and
Mikhajlov 1998). Opera omnia’daki Bernoulli yazigmalarindan sonra Bernoulli, pargala-
n1s fonksiyonu i¢in 10_0[ (1 — 2™) trete¢ fonksiyonundan bahsettikten sonra besgen say1

m=1
teoremini tartismaya devam etmistir.
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Daha sonra, Euler, 10 Kasim 1742 tarihinde Niklaus I Bernoulli’ye gonderdigi 5.
mektubunda beggensel say1 teorisini ele almistir (Fellmann ve Mikhajlov 1998). Euler,
gelecek yazigmalarda da besgensel say1 teoremi icin ilerlemeler kaydetmeye devam et-
migtir. 15 Ekim 1743’te Christian Goldbach’a, 74. mektubunu yazdi (Juskevic ve Winter
1965). Goldbach, Euler’in sorununa, Aralik 1743 tarihli 75. Mektup ile Euler-Goldbach
yazismalarinda cevap olarak besgensel say1 teoreminin ispatina nasil baglanacagina dair
bir fikri olmadigini belirtmistir (Juskevic and Winter 1965). Daha sonra, Jean le Rond
d’Alembert’a 30 Aralik 1747°de 11. Mektubunda sagliginin iyi olmadigini 6grendigini
sOyliiyor. Jean le Rond d’ Alembert sagligin1 yeniden elde etmek i¢in bir siire matematik
arastirmasini birakmak istedigini belirttigi halde Euler bos zamaninda cok fazla gayret
gerektirmeyen bir aragtirma yapmasini istedigini belirtir (Juskevic ve Taton 1980).

En sonunda Euler’den Goldbach’a 9 Haziran 1750’de gonderilen 144. mektubunda
Euler beggensel say1 teorisinin ispatim1 yaptigini belirtmistir (Juskevic ve Winter 1965).
Daha sonra da bu calismalar1 1751°de Commentarii academiae scientiarum imperialis
Petropolitanae’de yayinlanmistir (Euler 1751). Bu calismada, Euler parcalanis fonksiyonu

i¢in iirete¢ fonksiyonunu

e 1
| | (1 ) =14+n+2n2+3n>+5n*+ ™"+ 11n° + 1507 + 22n8...
_fn/-'l‘

z=1
seklinde vermistir.

Yukaridaki tarihi bilgilerden de anlasildig1 iizere besgensel say1 teoremi parcalanisg te-
orisinin temelini olusturdugundan, bu yiiksek lisans tezinde de ilk olarak besgensel say1-
lar aragtirilmis ve Jacobi Uclii Carpim ile olan iligkisi incelendikten sonra, bunlarin p(n)
fonksiyonu ile olan bagintis1 ¢alisilmigtir. Ayrica Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi yardi-
miyla yeni bagintilar elde edilmis ve n sayisinin par¢alaniglarinin sayisi p(n), n sayisinin
tek pargalaniglarinin sayist QQ(n) ve n sayisinin tek ve diizensiz parcalaniglari- nin sa-
yist Z(n)’lerin arasindaki bagintilar incelenerek yeni sonuglar elde edilmistir. Ek olarak
farkli 6zyineleme formiilleri de incelenerek, birbirleri ile karsilastirilmistir. Besgensel sa-
yilar gibi, yedigensel sayilar tanimlanarak, 6zellikleri calisilarak p(n) ile olan baglantist
da aragtirilmugtir.

Ayrica parcalanis teorisi i¢in temel fakat yararli bir yontem olan MacMahon pargalan-

ma analizi incelenmistir. Calismalara Mac Mahon par¢alanma analizini anlamakta 6nemli
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bir yere sahip olan (2> operatoriiniin tanim1 ve ozellikleri ile baglanmistir. Daha sonra
Mac Mahon parcalanma analizinin temel 6zelliklerinin incelenip arastirilmasiyla devam

edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Dogal sayilar kiimesinin 6zel bir alt kiimesi A (elemanlar1 asal sayilar, kareler, kiipler,
ticgensel sayilar gibi 6zel sayilardan olusabilir) verildigi zaman parcalanig teorisindeki
temel sorun pozitif n tamsayisini, A kiimesindeki sayilarin toplami seklinde yazilmasidir.
Buradaki yazilis sekli, n tamsayisinin parcalanisi olarak adlandirilir ve parcalanislarin
sayis1 A(n) ile gosterilir. Ozel baz1 kiimeler igin parcalanis asagidaki gibi siralanabilir;

Goldbach Samisi: (Apostol, 1976) Her n > 4 cift sayisi iki tek asalin toplami sek-
lindedir. A asal sayilar kiimesi olmak iizere, Goldbach’in iddeast n > 4 cift sayisi i¢in
A(n) > 27dir.

Bu varsayim 1742’ye kadar uzanir. 1937 yilinda Rus matematik¢i Vinagradov yete-
rince biiylik olan her tek sayinin ii¢ asal saymin toplami seklinde yazilabilecegini kanit-
lamigtir. Ve 1966’da Cin matematik¢i Jing-Run yeterince biiyiik her ¢ift sayinin iki asal
sayidan fazla olmayacak sayilarin toplami seklinde ifade edilebilicegini kanitlamisgtir.

Karelerin Temsili: (Apostol, 1976) n, k > 2 tamsay1si verildiginde. x; tamsay1 olmak
lizere sira dikkate alinarak n = 2% + 23 + ... + 27 seklinde yazilmasina n’nin karesel
parcalanigi olarak adlandirilir. Bu pargalanig sayisida 7 (n) ile gosterilir.

di(n) ve ds(n) sirastyla mod 4’te 1 ve 3’iin denklik siifindaki eleman sayisini gos-

termek iizere k = 2,4, 6, 8 igin Jacobi 74 (n)’yi belirlemistir. £ = 2 i¢in
ra(n) = 4(di(n) — ds(n))

oldugunu kanitlamistir.

Bu nedenle r5(5) = 8. Aslinda 4 parcalanig vardir:

B=224 17 = (=22 +12 = (-1)?+2° = (=1)* + (-2)?,

ve ters toplamlar sirasina gore 4 tane daha vardir. Yani toplamda 8 parcalanis vardir.
Waring’in Problemi: (Apostol, 1976) Ingiliz matematikgi E. Waring 1770’de tam-

sayilarin bazi sayilarin kuvveti seklinde yazilabilecegini ispatsiz olarak ifade ettigi icin

Waring problemi olarak adlandirilan parcalanis problemi, n tamsayisi i¢in A(n) = s ola-

cak sekilde s tamsayisinin var olup olmadigidir. Daha agik olarak, bir £ pozitif tamsay1
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ve n > 1 tamsayisi icin, en az s tamsayisi (sadece k’ya bagl) vardir dyle ki
n=ax¥+ab4 .. +ak (2.1)

seklinde yazilir.

Belli bir £ icin s varsa ve s tamsayisinin en kiiciik degeri g(k) ile gosterilmek iizere
¢(2)’nin varhig1 1770 Lagrange tarafindan gosterilmis ve sonraki 139 y1l boyunca yapilan
caligmalarda da k = 3,4,5,6,7,8 ve 10 i¢in g(k) nin varlifi kanitlanmigtir. 1909°da ise
Hilbert tiimevarim yontemi ile her & i¢in g(k) nin varligini kanitlad: fakat g(k) nasil ol-
dugunu tam olarak belirleyemedi. Daha sonra & = 4 hari¢ her % i¢in g(k) nin tam degeri

belirlenmistir.

2.1. Serbest (Kisitlanmamis, Simirsiz) Parcalams

n pozitif dogal say1 olmak iizere A = {a € N : a < n} kiimesi alindiginda A(n) degeri
n’nin pargalanig sayisini verecektir. Yani pozitif bir tamsayinin parcalanmasi, bu sayinin
pozitif tamsayilarin toplami olarak yazilmasidir. Toplamanin degismeli oldugu goz oniine

alinirsa, 6rnegin 5 sayisinin

o = 3+1+1

= 1+3+1

parcalanmalari tek bir par¢alanmay1 ifade etmektedir.

Esasinda 5’in parcalanmalari,

5 = 5
— 441
= 342
— 34+1+1
- 24241
= 24141+1

= 1+1+1+1+1

olmak iizere, 5’in par¢alanmalarinin sayist 7 olur ve bu, p(5) = 7 bi¢ciminde gosterilir.

5



KAYNAK TARAMASI B. AL

Bu parcalanmalari, parcalanislarindaki elemanlarin sayisina gore de belirlemek 6nem-
lidir. Genel durumda parga sayist en ¢ok k olan parcalanis sayisi pi(n) ile gosterilir.  5’in

7 par¢alanmada parca sayisi en ¢ok 2 olanlar,

5 = 9
= 441

= 342

olmak iizere bunlarin sayis1 3’tiir. Bu ifade py(5) = 3 biciminde gosterilir.

Benzer sekilde 7 parcalanmadan parga sayist en ¢ok 3 olanlara bakilirsa;

5 = 5
= 441
= 342
= 3+1+1

= 24241

seklindedir. Bu parcalaniglarin sayis1 da 5 oldugundan p3(5) = 5. Bu sekilde incelemeye

devam edilirse;

pi(5) =1
p2(5) =3
p3(5) =5
pa(5) =6
ps(5) =7

oldugu goriiliir.

Bir tamsayinin parcalanislarindaki elemanlarin 6zellikleri de 6nemli oldugundan ayri
ayr1 incelenmelidir. Toplamlarin sayisi sinirsiz, tekrarlanabilir ve toplamlarin sirasi dik-
kate alinmayarak n pozitif tam sayisinin tek parcalanislarina karsilik gelen pargalanig

sayist Q(n) ile gosterilirse 5’in 3 parcalanig1 vardir;
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0=1+14+3=1+14+1+1+1
dir. Boylece Q(5) = 3’tiir.

Toplamlarin sayis1 sinirsiz, toplamlarin siras1 dikkate alinmayarak ve tekrarlanamaz
sartiyla n pozitif tam sayisinin tek ve diizensiz parcalaniglarina karsilik gelen parcala-
nis fonksiyonu Z(n) ile gosterilirse 5’in tek ve tekrarlamayan parcalanisi sadece kendisi
oldugundan 5’in 1 pargalanigi vardir ve Z(5) = 1’dir.

7 tam sayisinin p(7) = 15 parcalanigi vardir. Hepsi tek say1 olan parcalanig sayisi
(parcalaniglari tek olanlar kalin yazilmistir) 5 oldugundan Q(7) = 5 ve tek ve diizensiz
olan tek say1 7, yani Z(7) = 1. Bu ii¢ degeri bir arada gormek i¢gin 7 sayis1 par¢alaniglarina

ayrilarak incelenecek olursa

1+14+14+1+1+2 1+2+4 1+3+3

1+6 1+1+2+3 1+1+1+14+3

2+5 3+2+2 1+1+5

3+4 24+2+2+1 7

1+1+14242 1+1+1+4 1+1+1+1+1+1+1
olur.

Parcalamislarin Geometrik Gosterimi: Graf denilen 6rgii, noktalarin kullanimiyla

geometriksel parcalanislarin temsilinde basit bir yoldur. Ornegin 15’in parcalanislari;
6+3+3+2+1

dir. Asagidaki 5 sira seklinde diizenlenmis 15 Orgii nokta ile temsil edilebilir.

Sekil 2.1. 15=6+3+3+2+1 parcalaniginin geometrik gosterimi
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Bu grafigi dikey olarak okursak 15 sayisinin farkli bir parcalanigi olan

S+4+3+1+1+1

ortaya cikar.
Parcalanig sayilarini bulmada kullanilan analiz yontemlerinden en onemlileri Jacobi
Uclii Carpim ve iirete¢ fonsiyonu kavramlaridir. Simdi ilk &nce Jacobi Uclii Carpimi ve

bazi temel 6zelikleri hatirlayalim.

Teorem 2.1 (Jacobi Uclii Carpim). z ve z kompleks sayilart olmak iizere | x |< 1 ve

z # 0 icin
[[a—2"+a™ )1 +2™ e ) =1+ 2™ (™ + 2™ (2.2)

n=1

dir.

Ispat |z |< 1 kisitlamast, [] (1 —227), [T (1 + 2% 122), H (1 + 2?"~1272) carpimla-
n=1 n=1 n=1

rinin her birinin (2.2) serisinde mutlak yakinsamasini saglar. (2.2)’nin her bir iiyesi z # 0
icin z kompleks sayisinin analitik fonksiyonudur. Simdi (2.2)’yi kanitlamak i¢in, x sabit

tutulur ve z # 0 i¢in F(z) tanimlanirsa

F(z) = [+ 2> 12 (1 42> 1277 (2.3)

n=1
dir. Tlk olarak,
2’ F(xz) = F(2) (2.4)

esitligi gosterilecek olursa (2.3)’ten

F(I’Z) _ H(1+$2n+122>(1+$2n_32_2 H 1+ZL‘2m 1 2 H(1+m2r—12—2)
n=1 m=2 r=0

bulunur. 2% = (1+22%)/(1+27'272) oldugundan, son denklemin z2? ile carpildigunda

(2.4) elde edilir. Simdi (2.2) esitliginin sol tarafi G(z) ile gosterilirse

G(z) =F(z) [J(1 - 2™) (2.5)

n=1
dir. Ayrica (2.5)’te (2.4) esitligi yazilirsa, G(z)’nin z’nin ¢ift fonksiyonu oldugu goriiliir

ki bu fonksiyon tiim z # 0 i¢in analitiktir, bu yiizden Laurent serisi;

o0

G(z) = Z U 2™ (2.6)

m=—0o0

8
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seklindedir. Burada G(z) = G(2™!) oldugundan a_,,, = a,, dir (a,, katsayilari z’e bagli-

dir). (2.6)’da (2.4) fonksiyonel denklemi kullanarak, katsayilarin 6zyineleme formiilii

Ay = x2m_1am—1

bulunur. Yinelendiginde 1 4+ 3 + ... + (2m — 1) = m? oldugundan a,, = agz™ (Her
m > 0 i¢in). Bu ayn1 zamanda m < 0 i¢in de gecerlidir. Dolayisiyla (2.6) esitligi goriiliir.

Gx(2) = ap(x Z ™ (2.7)
dir. Esitliginde G(z) igin G,.(2) ve ag i¢in ag(x) yazilmasinin sebebi 2’e baglilhigini belirt-

mektir. (2.7) ap(r) — 1’i & — 0 olarak ifade eder. Ispat tiim z’ler i¢in ao(z) = 1 oldugu

gosterildiginde tamamlanir. (2.7) esitliginde z = e alimirsa ve m tek ise i™ = ™
oldugundan
DI W e 8)
dir. (2.7) esitliginden (2.8) bagintisinda sagdaki seriler foz(‘;gf; "dir. Boylece
G (e7 Goa(i
z)  ao(z?)

oldugu goriiliir. Simdi Gx(e%) = (,4(7) oldugu gosterilmelidir. Aslinda (2.3) ve (2.5)

o

Ga(e®) =[] —a*)(1 + 2™ 72)

n=1
ifadesini verir. Her cift say1, 4n veya 4n — 2 formunda oldugundan

o o0

[[a -2 =][0Q-2*")1—a"?)

n=1 n=1
yazilabilir. Buradan

[e9] o0

Go(e®) = [ -2 —a* )1 +a"2) =[] -1 - 2™

n=1 n=1

= H (1—a%" 28 (1 — 257 = G (i)

goriiliir. Dolayisiyla (2.9) ag(z) = ao(2*)’ii gerektirir. ag(z) = ao(z*"), k = 1,2,3, ...

4 .42 4k

icin z, 2%, 2%, 2*’, ... bulunur. Fakat k¥ — oo iken 2" — 0 ve z — 0 iken ag(x) = 1 yani

tiim x’ler i¢in ag(x) = 1’dir. Bu da ispati tamamlar.(Apostol 1976) O

9
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Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginde 6zel degerler verilerek farkli yeni dzdesikler elde
edilebilir.

Jacobi Ozdesliginde x yerine z* ve 22 yerine de x° yazilirsa

oo [e.9]

H(l . x?na)(l + x?na—a-{-b)(l + :L,Qna—a—b) _ Z xam2+bm (2.10)
n=1 m=—00
bulunur. Benzer sekilde 2% = —2° ise
H(l _ x2na)<1 _ x2nafa+b)(1 _ xQnafafb) _ Z (_1)mxam2+bm 2.11)
n=1 m=—00

ifadesi elde edilir.
Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginden yararlanilarak sonug olarak verilen (2.11) esitli-

ginde a = 1 ve b = 0 alinarak

[[Ta-ama -2t =1+2> (-1)%*. (2.12)
n=1 k=1

esitligi elde edilir.

Teorem 2.2. | x |< 1 ise

[T =2 => (=1)"(@m+ 1)zt m/2 (2.13)
n=1 m=0

dir.

Ispat Jacobi esitliginde 22 yerine —zz yazilirsa

[Ta -2 —a™2)1—a™ 27 = (—1)ma™ (" — 2"

olur. Terimler yeniden diizenlenirse;

[Ja-2m2) =0 -2) ] -2z

Ve

2 = (1= )+ 27 272 4 27

elde edilir. 1 — 27! yok edilirse;

[[a—2*)—a2)1—a™z") =Y ()™ (142 422 4+ 272m)
n=1 m=0

10
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elde edilir. Bu esitlikte de z = 1 alinir ve z yerine /2 yazilirsa (2.13) elde edilir. 0

Simdi de iki serinin ¢arpiminda yararli olan Cauchy carpimi ve ¢ serisi asagidaki

tanimlarla hatirlatilmigtir.

Tamim 2.3 (Cauchy Carpimu). > a;z’ ve Yy bja’ olarak tamimlanan iki yakinsak serinin

i=0 j=0
Cauchy Carpimlar
%) o~ k
Zaz Zbﬂ? =ZZabk ll‘
j=0 k=0 1=0

seklinde tanimlanir (Andrews 1998).

Tanima denk olarak serilerin kuvvetleri farkli ise ¢ € Z olmak iizere

= " — = bkanfck n
g 5t ~ 2 3 G e

esitligide goriilebilir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Tamm 2.4. n negatif olmayan bir sayi ve a kompleks bir sayi olmak iizere

n—1

(a:q), =[] (1 — ad®)

k=0
dir. Eger n = 0 ise yukaridaki ¢carpimin 1’e esit oldugu yorumlanir.

q |< 1 olmak iizere

(@;9)o = lim (a5q),, = I @@= ad")
k=0

dir (Berndt).

Tanim 2.5 (Ureteg Fonksiyonu). f(x) bir fonksiyon olmak iizere

oo
= g anx"
n=0

fonksiyonuna, {ag, a1, as, ...} katsayilarinn iirete¢ fonksiyonu denir (Koshy 2001 ).

Ureteg fonksiyonlari igin birkag 6rnek verilecek olursa; | z |< 1 igin,

o0
i) 1 sayisi iireten fonksiyon 1% = Z ",

ii) Dogal sayilari iireten fonk51yon T = Z nx"

11
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Y

o
iii) Karesel sayilari iireten fonksiyon fl(f’;)lz = EU n2x"
n=

. .o . 2 S
iv) Kiibik sayilarini iireten fonksiyon % = Zo n3z",
n=

v) 4. dereceden sayilarini iireten fonksiyon I(I“zf ;);0“1) = > n'a" ile ifade edilir.
n=0

vi) Fibonacci sayilarin1 F}, veren iirete¢ fonksiyonu ise

xz

fx) =

1—2—22
dir. Yani;
T

:Zan":x+x2+2x3+3x4+5x5—|—...

n=0

/()

11—z —22

seklinde ifade edilir (Koshy 2001).

2.2. Tam Sayilarm Parcalamslar Icin Urete¢ Fonksiyonlar:

F(s) fonksiyonu Dirichlet Serisi tarafindan tamimlanir. F'(s) = > f(n)n=* (f(n) katsa-

yilarmin iirete¢ fonksiyonu ). Dirichlet serisinin, ¢arpimsal sayilar teorisinde

formiiliinden dolayi kullanigh iirete¢ fonksiyonlar1 vardir.
Sayilar teorisine ek olarak kuvvet serileri tarafindan temsil edilen iirete¢ fonksi-yonlarini

kullanmak z"2™ = z"*™ bagintisindan dolay1 daha uygundur.

Fl) =3 fnye

Teorem 2.6. p(0) = 1 olmak iizere | x |< 1 igin,

1T - _1xm => p(n)a" (2.14)
m=1 n=0

dir.

Ispat Ilk olarak 6zdesligi elde edebilmek i¢in yakinsama problemi goz ard: edilmelidir.

Daha sonra carpimdaki her bir eleman kuvvet serisi olarak yazilirsa

o0

1
11 [ I+z+22+. )1+ +2"+ . )1 +2° +25+ ).

n=1

12
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ifadesi elde edilir. Simdi sagdaki seri ¢carpimi polinommus gibi davranacagindan bir kuv-

vet serisi
1+ Z a(k)z”
k=1

formundadir.
Burada a(k) = p(k) oldugu gériilmelidir. Her k; > 0 igin, ilk seriden 2*1, ikinci seri-
k3

den 222, iigiinciiden 2%, ..., m. terimden ™" terimlerinin alindig1 varsayilsin. Onlarin

carpimina x” ise

$k1I2k2$3k3...fEmkm — l,k:
olur. Boylece k = ki + 2k + 3ks + ... + mk,, esitligi
EF=Q+1+.4+1)+2+2+..4+2)+...+(m+m+..+m),

seklinde de yazilabilir. Burada ilk parantez k; tane 1, ikinci parantez ks tane 2, ..., m.
parantez k,, tane m igerir. Bu pozitif toplamlar da k’nin parcalanisi olacaktir. Bu nedenle
a(k) ( 2% mn katsayisi) ile p(k) ( k’nin pargalaniglarmin sayis1) esittir.

Buraya kadar yapilan ispatta yakinsaklik problemi goz ardi edilmisti ancak yakins-

saklik kavrami ile daha titiz bir kanita doniistiiriilebilir.

S| = 1 _
Fu(z)=]] — . ve 1T —— = lim F(x) (2.15)
k=1 k=1

olmak iizere eger 0 < x < 1ise lim,, oo Fin(z) = F(z) oldugu goriilmelidir.
1
Fnga(z) = 1_—$m+1Fm($) > Fin(2)

oldugundan her x sabiti i¢in {F,,(z)} dizisi artandir ve her m i¢in F,,,(x) < F(z) elde

edilir. £, (z) mutlak yakinsak serinin sonlu sayida ¢arpimi oldugundan
F(z) =14 pm(k)a (2.16)
k=1
kesin yakinsak serisi yazilabilir. Burada p,, (k) denklemin ¢6ztimlerinin sayisidir.
k:k1+2k2+3k3++mkm

yani p,,(k), k’nin m’yi agmayan pargalanis sayisidir.

13
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Eger m > k ise p,,(k) = p(k). Bu nedenle her zaman m > k iken p,,(k) < p(k)

vardir. Bagka bir deyisle
lim p,(k) = p(k)

m—r0o0

dir. Simdi F,,,(z) serisini iki par¢aya ayrilirsa;

Fm(x) = me z* + Z pm z”

k=m+1
= ZP P Y palk
k=m+1
dir. x > 0 iken
S p(k)at < o) < F(a)
k=0

olur. Z p(k)z" serisinin yakinsak oldugunu gosterir. Dahasi p,,, (k) < p(k) iken

me(k)xk < Zp(k)xk < F(x)
k=0

k=0

dir. m — oo alinirsa

F(z) = lim E P (k)" = E lim p,,(k)z" = E p(k)z"
m— 00 m—r00
k=0 k=0 k=0

0 < z < 1icin Euler esitligi kanitlanir. Daha sonra analitik devamla | = |< 1 i¢in ifadenin

gecerli oldugu goriiliir (Apostol 1976). U

Asagida bu tezde sik kullanilacak iki 6nemli iirete¢ fonksiyonu daha hatirlatilacaktir.
i) | « |< 1ig¢in, n pozitif tam sayisinin tek parcalamslarina karsilik gelen parcalanig

sayist Q(n) icin tirete¢ fonksiyonu

I Z@

seklindedir.
ii) |  |< 1 igin, n sayisiin tek ve diizensiz parcalaniglarinin sayis1 Z(n) i¢in iireteg

fonksiyonu

H (1+2* 1) = Z Z(n)x

14
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seklindedir.
Yukarida verilen iirete¢ fonksiyonlarinin seri agilimindan yararlanilarak n = 7 kadar

degerleri asagidaki gibi verilebilir.

=
2
L
2
N
2

N O Ot ok W NN =3
U W NN =
= —_ — = =) =

15

Parcalanislar ile ilgili diger birkag iirete¢ fonksiyonu daha verilecek olursa;

Uretec Fonksiyonu n nin parcalanislar
1 s = 3 Qnja” ek
ﬁl 1_5],;2m cift
mlo_fll 1_;,,12 kareler
11 1,1901) asallar
p
10_0[1(1 + ™) diizensiz
10_0[1(1 + 90;”7’71) = io Z(n)x™  tek ve diizensiz
7 ﬁl(l + x2’;) cift ve diizensiz
ﬁ1<1 + ™) farkli kareler
m=
[T(1 +2P) farkl1 asallar

p
(Apostol 1976).
2.3. Besgensel Sayilar ile Parcalamis Arasindaki Iliski

Tek noktaya 4 nokta daha eklenerek bir kenar1 1 birim uzunlugunda bir beggen elde edi-
lebilir. Elde edilen bu besgene 7 nokta daha eklenerek, ilk besgenin disinda bir kenari

2 birim olan ikinci bir besgen daha olusturulabilir. Ayn: sekilde ikinci besgene 10 nokta

15
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daha eklenerek ikinci besgenin disinda olacak ve bir kenar1 3 birim uzunlugundaki tigiincii

besgen elde edilebilir.

Q@@@

77

Sekil 2.2. Besgensel sayilar (Apostol 1976)

Bu adimlar béyle devam ederse olusturulacak her bir besgen icin gereken nokta sayisi
1,4,7,10,13,...,3n + 1, ..

aritmetik dizisi seklinde ilerleyecektir. w(n), bu ilerlemedeki ilk n terimin toplamini gos-

termek iizere )
- 3n(n —1) 3n?—n
w(n) ;;:o( +1) 5 +n 5

seklinde olacaktir. Buradaki w(n) ve w(—n) seklindeki sayilara besgensel sayilar denir.

Teorem 2.7 (Euler’in Besgensel Say1 Teoremi). | z |< 1 ise

H(l—xm) = l-o—2*+2°+a2" -2 -2+ .
m=1
= 1+ Z(_l)n{xw(n) + xw(—n)} — Z (_1)nxw(n) 2.17)
n=1 n=-—00

dir (Apostol, 1976).

Ispat Jacobi 6zdesliginin sonucu olan (2.11) denkleminde ¢ = 3/2 ve b = 1/2 yazildi-

ginda
H(l _ 333”)(1 . x3n—1)(1 _ x3n—2) _ Z (—1)m$%m2+%m
n=1 M——00

esitligi elde edilir. Simdi yukaridaki esitligin sol tarafi goz oniinde bulundurulursa

[Ja-2"a -1 -2 =[] -2

16
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oldugu goriiliir.

[[Ta-=m=T]a -0 -2 -2 = > (~1)mazm+im,

Ayrica (2.17) esitliginin sag tarafi tanim geregi w(n) = 3"27’" ve w(—n) = 3"2% oldu-

gundan besgensel sayilara esittir. Boylece ispat biter. U

Euler’in Besgensel Say1 Teoreminin Kombinatorik Ispati

Daha 6nce belirtildigi gibi

(e o]

H(l—x —1+Z{pe o }n)

m=1
dir. Burada p.(n), n tamsayisinin esit olmayan ¢ift sayilara ve p,(n) de esit olmayan tek
sayilara boliinme sayisini ifade eder.

Euler Besgensel Say1 Teoremini 1750°de tiimevarimla kanitlamigtir. Daha sonra 1830°da
Legendre, 1846’da da Jacobi tarafindan kanitlar elde edilmistir. 1881°de F. Franklin tara-
findan kombinatorik ispat yapilmistir. Franklin bélmelerin grafiksel temsilini ¢apraz kul-
lanmustir.

n tamsayisinin esit olmayan boliimlerle parcalaniglarinin grafiklerine standart form-
dadir denilir. (Eger parcalar azalan sirada diizenlenirse Sekil 2.3 gibidir.)

Son satirdaki noktalara grafigin taban1 denir. Ve tabandaki ¢arpraz noktalar b ile gos-
terilsin. Boylece b > 1. En uzun 45°’lik egri parcasina (Birinci satirdaki son noktaya
grafigin diger noktalarini birlestiren ¢izgi) egim denir. Ve egimdeki capraz noktalarin sa-

yist s ile gosterilir. Boylece s > 1. Sekil 2.3de b = 2 ve s = 4.

¢ € cim (5=4)

Taban( b=2)

Sekil 2.3. Taban ve egimi gosteren parcalanig (Apostol 1976)

17
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Simdi bu grafikte A ve B gibi iki iglem tanimlansin.

A hareketi, taban iizerindeki noktalari, egime paralel ¢izgiye tasir.(Sekil 2.4(a))

B hareketi egimli noktalar1 hareket ettirir. Boylece Sekil 2.4(b)’deki gibi tabana pa-
ralel bir ¢izgi lizerine uzanirlar. Eger grafigin standart formunu koruyorsa, yani eger yeni

grafik yine azalan diizende diizenlenmis esit olmayan parcalara sahipse, isleme izin veri-

lebilir.

- - -
- - - - - - _m - . -
- - - - - l__.-l"-- L]
- - - :/_./ ] - B Hareketi
- - -
- = .

{al p

& hareketi {b)

Sekil 2.4. A ve B hareketi (Apostol 1976)

A hareketine izin verilirse, n tamsayisinin esit olmayan parcalarindan yeni bir parca-
lanis elde edilir, ancak parca sayist oncekinden bir azdir. B hareketine izin verilirse boliim
esit olmayan pargalara boliiniir, ancak parga sayisi bir dncekinden bir tane biiyiiktiir. Bu
nedenle n tamsayisinin her bir boliimii i¢in tam olarak A veya B hareketinden birine izin
verilirse n sayisinin tek ve cift esit olmayan boliimleri arasinda birebir benzesmeler ola-
caktir. Boylece p.(n) = p,(n).

A veya B’ye izin verilip verilmeyecegini belirlemek i¢in iic durum incelenir;
1)b<s 2)b=s 3)b>s

Durum 1; Eger b < sise b < s — 1, boylece A islemine izin verilir, ancak B’ye izin
verilmez. Ciinkii B standart formu yok eder (Sekil 2.4).

Durum 2; b = s ise, B iglemine izin verilmez. Ciinkii yeni bir sonug¢ verir. Grafik
standart formda degil. A hareketi taban ve egim Sekil 2.5(a)’da gosterdigi gibi kesisir; bu

durumda yeni grafik standart bicimdedir.

18
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Durum 3; b > s ise, A'ya izin verilmez ancak B’ye verilir. b = s + 1 ve taban ve e§im
kesistigi siirece, Sekil 2.5(b)’de gosterildigi gibi. Bu durumda yeni grafik iki esit pargayi
igerir.

Dolayisiyla iki istisna durum disinda A veya B’den tam olarak birine izin verilir. Gra-
fikte £ sira oldugu varsayilarak Sekil 2.5(a)’da gosterilen ilk istisnai durum ele alinsin.

Sonra b = k i¢in n sayist

32—k
n=k+k+1)+E+2)+..+2k—1) =

= w(k)

2

dir.

Sekil 2.5. Parcalanista istisnai durumlar

n tamsayisinin parcalanisi icin k ¢iftse, ¢ift parcalarda fazladan bir parca vardir ve k

tekse, tek parcalara fazladan parcalama yapilir. Bu yiizden

pe(n) = po(n) = (=1)*

dir.
Sekil 2.5(b)’de gosterilen diger istisnai durumda her siradaki ¢apraz noktalar oldugun-

dan
_3k2—k+k_3k2+k:_
— 5 — 5 —

n w(—k).

Yine p.(n) — po(n) = (—1)*. Bu da Franklin’in ispatim1 tamamlar (Apostol 1976).
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2.4. Euler’in Parcalams Icin Ozyineleme Formiilii

Teorem 2.8. p(0) = 1 olsun ve n < 0 ise p(n)’nin 0 oldugu kabul edilsin. Pozitif n

tamsayisi icin,
p(n) =Y (=1 p(n — w(k)) + p(n + w(k))} (2.18)
dir.

ispat (2.14) ve (2.17) esitliklerini veren teoremlerden

1+ N st

esitligini elde edilir. Sag taraftaki ifadede n > 1 i¢in 2™ nin katsayis1 0’dir. (2.18) denk-

leminin sol tarafinda gerekli igslemler yapilirsa

2 ( = > (=1Mp(n —w(k)) +P(n—|—w(k))}> " =

n=0 k=1

elde edilir ve katsayilar esitlenirse sonug elde edilir (Apostol 1976). U
p(n) i¢in; p(0) = 1 olmak iizere
p(n) —pn—1)—pn—=2)+pn—=>5)+pn—7+..=0
dir. Simdi p(7) degerine kadar hesaplanirsa;

p(1)=1,p(2) =2, p(3)=3,p(4) =5, p(5) =7, p(6) =11, p(7) = 15

bulunur.
2004’te Ewell tamsayilarin pargalanisi tizerine ¢alismalar yaparak Euler’in 6zyinele-
me formiiliinii biraz daha gelistirmis ve daha verimli formiiller bulmustur. Bu formiilleri

vermeden Once bir kag¢ temel esitligi hatirlamak gerekir.

Teorem 2.9. Pozitif n tamsayisi i¢in,

o0

[[a+2ma-a>" =1 (2.19)

n=1

dir.

20



KAYNAK TARAMASI B. AL

Ispat Ispatailk olarak ] (1-+z") serisini [ (1—2") serisi ile carpip-bolerek baslanirsa.

e - Fs200 =

elde edilir. Esitligin sag tarafinda gerekli islemler yapilirsa

00 . 001—£C2n
}_[1(1%—:5 ):}_[1 [

dir. Ayrica elde edilen son esitlikte sag taraftaki ifadenin paydasi ac¢ilarak

ﬁ(1+x") = ﬁ L™
vt vt (1 _ xQn—l) (1 _ $2n)
_ ﬁ 1
vt 1 _ $2n71
elde edilir. Elde edilen
o . oo 1
H(l—i_x):Hl_an—l
n=1 n=1
esitliginden (2.19) esitligi goriiliir (Ewell 2004). U

Ayrica (2.19) esitligi geregince tek parcalaniglarinin sayisi olan (Q(n) igin yeni iireteg

fonksiyonu
oo 1 o
= =110+ Z Qn
m=1 n=1

seklinde de olacaktir.

Teorem 2.10. | = |< 1 olmak iizere, pozitif n tamsayist i¢in,

o0

[ = 220)

nfl

dir.

Ispat Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginden yararlanilarak sonug olarak verilen (2.10) esit-
liginde a = 1/2 ve b = 1/2 alinarak

H<1_xn)(1+xn)(1+x”’1) — 22 Yok (e+1)/
H(l—l’%)(l+x"_1) _ gz Yl kb1

o

ﬁl—x ﬁ1+xn1 _ 22 kkk+1
n=1 n=1
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elde edilir. Esitligin sol tarafindaki ikinci seride indis diizenlenirse

n=1 k:O
esitligi elde edilir. Buradan 2.19 yardimiyla ispat tamamlanir (Ewell 2004). U

(2.20) esitligi de goz oniinde bulundurulursa Ewell’in p(n) icin verdigi 6zyineleme

formiilleri verilebilir;

Teorem 2.11. n bir dogal sayt olmak iizere

o0

Zp(n_ (k+1/2) Z _ o2

dir.

Ispat (2.12) esitliginin sol tarafina « yerine z? yazilirsa

[[a-="ma-a"2) = J[AQ-2m@+a")(1 -2 )1 +2™)

= H(l — ") (142>

elde edilir. Son esitligi (2.19) esitliginden dolay1 yazilabilir.

ﬁ(1+x2”—1)=ﬁ(1—x {1+2Z ) 2k2} 2.21)
n=1 n=1

Daha sonra sol taraf (2.19) yardimiyla (2.20) olarak yazilirsa

Zxk(k+l)/2 _ H(l o $2n)(1 + .Tn) _ H(l _ [B2n)<1 + $2n)(1 + .1'2”71)
k=0 n=1 n=1
= H(l —2')(1 4 2>
n=1
olur. Bu nedenle
H(1+x2n—l):H 1_1, 1Z$k k’+1)/2
n=1 n=1 k=0

dir. Esitligin sol tarafi yerine (2.21) esitligi yazilirsa

ﬁ(l—x {1+22 k 2k2} ﬁ 1 — % 1ixkk+1)/2
n=1 n=1 k=0
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veya
> (i)’ {1 +2) (—1)ka? } =3 plj)at 3 k2
7=0 k=1 =0 k=0
esitligi acilir ve 2™’in katsayilarn esitliginden ispat tamamlanir (Ewell 2004). I

Teorem 2.12. n bir dogal sayi olmak iizere

pin) =3y (” - 2) 3 (-1 p(n — k(3k — 1)) + pln — k(3k + 1))

dir.

Ispat (2.17) de z yerine 22 yazilirsa

flosen = flo-orfos S )
_l’_

— ZpU)xJ 1 Z(_l)k Caanit xk(3k+1))}
Jj=0 k=1
= Y p)a" + > 2" Y (~1)fp(n — k(3k - 1))
T if’f" i(—l)’“p(n — k(3k +1)) (2.22)
n=4 k=1

oldugu goriiliir. Diger taraftan (2.19) ve (2.20) esitlikleri yardimiyle asagidaki esitlik elde

edilir.
H(1+xn) _ H(l—ZL’Zn)_IZIk(k+1)/2
n=1 n=1 k=0
S e S
§=0 k=0
= e —k(k+1)/2
_ Zx”Zp(n (2+ )/ ) (2.23)
n=0 k=1

(2.22) ve (2.23) ifadelerinin esitliginden x’in katsayilar1 esitlenirse ispat tamamlanmig

olur (Ewell 2004). ]
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3. MATERYAL VE METOT

Baz1 6zel parcalanislarin iirete¢ fonksiyonunu bulmak icin Mac Mahon Parcalanigi ol-

dukca yararhdir.

3.1. Mac Mahon Parcalams Analizi Hakkinda Baz Bilgiler

n tamsayisinin en fazla m pargaya boliinmesinin sayisi p,, (n) olmak iizere

me(n)qn — Z qn1+”2+~~-+nm
n=0

ni1>n2>..nm>0
esitligi goriilebilir.
Indisler iizerindeki kosulu hafifletmek, negatif olmayan kuvvetleri goz 6niinde bulun-

durmakicin1 <57 <m —1veny >ng>,...,> Ny_1 > Ny, Kosulu ile

ni1+n2+...4+n _ ni+ns+...4+n n1—n2 \N2—ns3 Nm—1—"Nm
E q "= E q Y A A

ni>ng>..nm>0 ni,ng,...,Nnm >0

seklinde de yazilabilecektir.

Tammm 3.1. Yukaridaki gibi bir Laurent serisindeki negatif iislii terimleri yok eden ve

kalan \; terimleri 1’e egitleyen operatore (> operetorii denir. Baska bir deyigle

(o.]

n o __ ni1+no+...4+nm \N1—n2 \N2—N3 Nm—1—"Nm
S e = Y g XN\
n=0

o0 o o

= D Y (@)™ D (ga/A)™ ) (ghs/X)™

n1=0 no=0 n3=0
[o¢] o

Z (q)‘mfl/)‘mf?)mw1 Z (q/)‘mfl)nm

Ny —1=0 Ny =0
-0 L 3.1)
(1= ) (L = gra/ M) (1= A1/ An2) (L= /A1)

dir.

Onerme 3.2. Q> operatorii yukaridaki sekilde tanimlanmak iizere,

1 1
U 00—y - -0 ) G2

dir.
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ispat k = n — m olarak tanimlanirsa,

o0 o0

1 m
O i - Q>;<Aw> mZO@/A)
n=0
_ QZ i xnym/\n—m
n=0,m=0
n>m>0

dir. Yukaridaki kabulden dolay1 esitligin sag tarafina n = k + m yazilirsa

— m-+k m_ - koo 1
22 = 2 2 e = )

k=0 m=0 k=0 m=0

elde edilir. (3.3) ve (3.4)’ten esitlik goriiliir.

Onerme 3.3. m tamsay: olmak iizere

> W1
S o

dir.

Ispat Ispat icin (3.2) birkag kez uygulamalidur.

(3.3)

3.4)

(3.5)

Ik durumda z yerine ¢, \ yerine )\, ve y yerine de \,q yazilirsa, ikinci uygulamada x

yerine ¢? ve y yerine g\s yazilir ve (3.1) ve (3.2) yardim ile

no 1
;pm(n)q B QZ (1 - q/\l)(l - q)‘2/>\1)'-'(1 - q)‘m—l//\m—2)(1 - Q/)\m—1)

1

= Q
1

(1= )1 = @A) (1 = hs/A2) (1= Q1 Am—2)(1 = ¢/ A1)

1
1-¢)(1-=¢*)(1—¢*)..(1—q™)

ifadesine esit oldugu gozlemlenir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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Onerme 3.4. o negatif olmayan bir say: olmak iizere

AT¢ ¢

Q = (3.6)
A= M)(1-y/N) (=)l —wy)
dir.
Ispat Seri acilimindan
0 o QA3 0wt S (/)"
= X y
S A1 —y/N) B A
— QZ Z Z xnym)\nfmfa
n=0 m=0
elde edilir. £ = n — m — « ise tamim geregi esitligin sag tarafi
P DEL A D
m=0n>m+a k=0 m=0
SO WEE
k=0 m=0
ifadesine esittir. 0

Mac Mahon pargalanisi yardimi ile bazi 6zel parcalaniglar icin iirete¢ fonksiyonu bu-
lunabilmektedir.

Kenar1 tamsay1 ve ¢evresi n olan iicgenlerin sayisi da n’nin 6zel bir parc¢alaniglarinin
sayis1 olacagindan bu yontem ile bulunabilir.

n tamsayisi i¢in no + ng > ny + 1, ny > ng > ng ve n = ny + nsg + ng olacak
se-kildeki pargalanis sayisi, ¢cevresi n ve kenar uzunluklari tamsay1 olan {iggenlerin sayisi

olacaktir. Bu gekildeki ticgenlerin sayis1t A(n) ile gosterilsin.

Ornek 3.5. i) Cevresin = 3 olan iicgen sayist A(3) = 1'dir (Kenarlart 1 — 1 — 1),
ii) Benzer sekilde n = 5 igin iicgen sayist A(5) = 1 (Kenarlart2 —2 — 1) ven =7
icin iicgen sayist A(7) = 2°dir (Kenarlart 3 —2 — 2ve 3 — 3 — 1).

Teorem 3.6. A(n) icin iirete¢ fonksiyonu;

3

3 "o q
nzz(] A = T - (3.7)

dir.
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ispat ny > ng > ng, ng + ng > ny + 1 liggenin kenarlarni belirtsin. Bu durumda

e}

00

n o __ ni+nzs+ng \ni—n2 yna—n3 yna+nz—ni—1
E Aln)g" = Q> E gAY Ag A3
n=0

ni,n2,m3=0
Mgt
(1 — )\1(]/)\3)(1 — q>\2)\3/)\1)(1 — Q)\g/)\g)

dir. (3.6)’da A yerine \q, x yerine q/\3 ve y yerine g\ A3 yazilirsa

At
(1= A1g/A3)(1 = qAads/A1)(1 — gAs/A2)

0 A
(1= g/23) (1 — @h)(1 — gha/No)

elde edilir. Simdi tekrar (3.6) uygulamak igin \ yerine Ay, z yerine ¢* ve y yerine g\3

> An)g" = Qs
n=0

yazilisa
00 )\gl
A(n)g" = Q
2 A = O S T )

olur. Son kez )\ yerine A3, & yerine ¢>, y yerine g ve o = 1 olursa

3

S " q
2 A = T A= )

elde edilmis olur. O

Ornek 3.7. A(n) icin seri acilum
Z A" = @+ +° +2¢"+ ¢ +3¢° +2¢" + 4¢" + 3¢"* + 5¢™
n=0
+4q" +7¢" + 5¢"° + 8¢" + 7" + 10" + 8¢ + 12¢°! + 10¢*...

seklindedir. Bu seri yardimiyla ¢evresi n = 3 olan iicgen sayisiuin A(3) = 1, n = 5 olan
sicgen sayisiuin A(5) = 1, n = 7 igin iicgen sayisinin A(7) = 2 ve benzer sekilde de

cevresi n = 22 olan ii¢gen sayisinin A(22) = 10 oldugu gozlemlenir.

Teorem 3.8. () operatorii igcin asagidaki esitlikler dogrudur.

1 1
2> (1—=2Az)(1 =y /N (1 —ya/N)...(1 —y;/N) B (1—2)(1—2zy1)...(1 — zy;) (3-8)
1 B 1—2yz
Bl A-o(-pi-:i-y) O
Q. 1 _ 1+ ayz — 2%yz — ay’2 (3.10)

(1 =Az)(1 = Ay)(1 = 2/2%) (1= 2)(1 —y)(1 = 222)(1 — y?2)
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Ispat (3.8) bagintisinda j = 1 yazilirsa (3.2) ile ayn1 oldugu gériiliir. Bylece j iizerinde
tiilmevarim uygulanabilir.
(3.8) bagintisinda j — 1 gecerli oldugu varsayilsin. Daha sonra
1 1 . .
_ ( Yi-r Y ) (3.11)
1=yt /A —y/N) g =y \L =y /A 1—y;/A

oldugu goriilebilir. (3.8)’de yerine yazilirsa

1
2 3.12)
(1= 22) (I =y /N1 = /) ..(1—y;/N)
Yj—1
— ;Q> (1-2z)(1—y1/N)(A—yj—2/N)...(1—y;—1/N)
Yi-1—Y; —\ — Y

(1=Az)(1=y1/A)...(1=y;—2/X) (1=y; /A)

dir. Simdi tiimevarim hipotezini kullanirsak, (3.12) esitliginden

1 Yj—1
0- (1-z)(1—2y1)(1—zy2)...(1—zy;—2) (1 -2y 1)

pnr L v
Vit m Y 050 —ep)-(—29,2)(0—73;)
1

(1—2)(1—2y)...(1 — 2y,)

elde edilir. Boylece (3.8) bagintisinin kaniti tamamlanir.

Simdi (3.9) bagintisim ispatlamak i¢in bagintinin sol tarafina (3.11) uygulanirsa

0 1 1 0 r oy 1
A= ) 1= )1 —2z/A) z—y “\1—zx 1-—yr)1—2z/A
elde edilir. (3.2) de kullanilararak

1 x Y 1
x—yQZ (1—1‘)\_ 1—y)\) 1—2z/A
(z —y)(1 —x)(1 —zz)

Y

(z —y)(1 —y)(1—yz)

(1 -y —yz) —y(l —2)(1 — 22)
(z —y)(1—2)(1—y)(1 —22)(1 —yz)
r+ayis —y — 2yz
(z —y)(L —2)(1 —y)(1 —z2)(1 - y2)
(z —y)(1 —ayz)

(# —y)(1 —2)(1 —y)(1 —22)(1 - y2)
(1 —zyz)
(1—2)(1—y)d —=z2)(1 —yz)

oldugu goriiliir.
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(3.10) bagintisinin kaniti icin yukaridaki ispatlardaki gibi tanim ve tiimevarim kulla-

nilarak asagidaki adimlar ile goriilebilir.

0 1 1 0 ro Yy 1
TA=An)(1=M)(1—2/X) z—y “\l—azX 1—-yr)1—2z/X

x y
(r—y) (I —2)(1—-222) (z—y)1—y)(1—-y%2)
(1 —y)(1 —y?2) —y(1 —2)(1 — 2%z)
(z—y)(1—2)(1—y)(1 —222)(1 — y22)

(z —2y)(1 = y*2) — (y —yo)(1 — 2°2)
(2 —y)(1 —2)(1 —y)(1 —222)(1 — y?2)

(x —y)(1 + zyz — 2%yz — 2y°2)

(z —y)A —2)(1 —y)(1 —2?2)(1 - y°2)
(1 + zyz — 2%yz — 2y*2)

(1 =)L —y)(1—2%2)(1 —y?2)

0

Asagida n’nin bazi 6zel pargalaniglari tanimlanmig ve bunlar i¢in de birer iirete¢ fonk-

siyonu verilmistir.

Tamm 3.9. n bir tamsay: olmak iizere n = ny + ny + ... + Ny ve n; > njpq + 1,
1 <5 < m — 1 seklindeki parcalanisina n’nin m’li farkli parcalanisi denir ve bunlarin
sayist da Q,,,(n) ile gosterilir. Yani Q),,(n), n tamsayisumun m farkli parga olarak kag tiirlii

ifade edilebileceginin sayisidir.

Ornek 3.10. i) 6 farkli 3 parca ile yazilirsa yani 6’nin 3’li farkli parcalamsi bulmak
istenilirse tek parcalanisinin 6 = 3 + 2 + 1 oldugu goriiliir. O halde (Q3(6) = 1.
ii) 8’i farkli 3 parca ile yazilirsa yani 8’in 3’lii farkli parcalanisi bulmak istenirse

parcalanmislarinin

8 = 5+2+1

= 4+3+1

oldugu goriiliir. O halde (QQ3(8) = 2. Benzer sekilde (Q3(10) = 4, Q3(15) = 12, Q3(20) =
24°tiir.
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iii) 15°yi farkli 4 parca ile yazilirsa yani 15°in 4°lii farkl parcalanist bulmak istenirse

parcalanislarinin
15 = 14+2+3+9
= 1+24+4+8
= 14+245+7
= 1+3+4+7
= 1+3+5+6

= 2434446
oldugu goriiliir. O halde (Q4(15) = 6. Benzer sekilde Q4(10) = 1, QQ4(20) = 23’tiir.

Teorem 3.11. m pozitif tam sayt olmak iizere Q,,,(n) icin iirete¢ fonksiyonu
> qm(m+1)/2
> Quln)g" =*+—— (3.13)
s (% Om

dir.

ispat n; tam say1 olmak lizere n = ny +na+...+n, ven; > nj+1,1 <3 <m-—1

oldugu varsayilsin. Ayrica n,, > 1 kabul edilsin. Daha sonra

00

noo__ ni+ns+...4n ni—ngz—1\yns—n3z—1 Nm—1—Nm—1 \n,,—1
> Qun)g" = & D gttt S 0 VP Vi
n=0

Q. AT
(1= Xq) (1 = A2q/ A1) (1 = A/ A1)

dir. Simdi (3.6)’da o = 1 uygulanirsa

RN
= (1 - Q)(l - >\2Q/>\1)(1 - )\3Q/)\2)---(1 - )‘mQ//\mfl).

Bu islem tekrar uygulanirsa

n=0

TR/ YD VI e
= (1 =) (1 =¢*)(1 = A3q/A2)(1 = Aagq/A3) .. (1 = A/ A1)

elde edilir. Bu islem m adim tekrarlanirsa, m. adimda

n=0

m—1,m

S - 0.¢>.¢>..q" g
nzzo nlma” = 1-q)1=¢)(1=¢)...(1 =g ") (1 —qm)

ifadesi elde edilecektir. Boylece ispat tamamlanir (Berndt). U
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Ornek 3.12. i) n tamsayisimin farkl 3’li parcalamislarinin sayist asagidaki seri yardimi

ile goriilebilir.

> Qsn)q" = " +q +2¢° +3¢° +4¢"° +5¢" + 7¢"* + 8¢" + 104"
n=0

+12¢" + 14¢"° + 164" + 19¢"® + 21¢™ + 24¢* + 27¢* + ...

O halde 3(19) = 21.

ii) n tamsayisimin farkly 4°lii parcalaniglarinin sayisi da

S Qun)g" = ¢+ ¢ + 20" +3¢" + 56 + 64" + 9¢'° + 11¢'7 + 15¢"
n=0

+18¢% + 23¢%° + 27¢% + 34¢%% + 39¢% + 47¢** + 54¢®

+64¢% + 72¢°" + 84¢™ + 94¢® + ...
serisi yardimiyla kolayca goriiliir. O halde (QQ4(19) = 18, (Q4(29) = 94, ...

Tamm 3.13. n tamsayisimi m farkli parcadan olusan parcalanigimin pargalari, en az k
kadar farklilasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcasi [’den biiyiik esit
olmak sarti ile ifade edilmesine n tamsayisimin kosullu m’li parcalanist denilir. Bu sayida

(kd) (n) ile gosterilir.

Ornek 3.14. i) 5 tamsayisim 2 farkli parcadan olusan parcalamsinin parcalari, en az 1
kadar farklilasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcast 1°den biiyiik esit

olmak sarti ile ifade edilmesi

5 = 4+1

— 342

seklinde miimkiindiir. Yani le’l)(5) = 2dir.

ii) 5 tamsayisimt 2 farkli parcadan olusan parcalanmisinin parcalari, en az 1 kadar
farklilagarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcast 2’den biiyiik esit olmak
sartt ile ifade edilmesi

O=3+2

seklinde miimkiindiir. Yani le’2)(5) = 1dir. 4 4+ 1 parcalanisi en kiigiik parca 2 olma

kosulundan alinamaz.

31



MATERYAL VE METOT B. AL

iii) 10 tamsayisum 2 farkli parcadan olusan parcalanisimin parcalari, en az 1 kadar
farkllasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcast 1’den biiyiik egit olmak

sartt ile ifade edilmesi

10 = 9+1
= 8+2
= 7+3
= 6+4
seklinde miimkiindiir. Yani Qg’l)(lO) = 4’tiir.
iv) 10 tamsayisim 3 farkli parcadan olusan parcalamsinin parcalari, en az 1 kadar

farklilasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcasi 1’den biiyiik egit olmak

sartt ile ifade edilmesi
10 = 7T4+2+1
= 6+3+1

= 5+4+1

= 5+3+2
: A1) .
seklindedir. Q5 (10) = 4 tiir.

Teorem 3.15. k, [, m tamsay: olmak iizere Qfﬁ’l) ‘nin iirete¢ fonksiyonu

e Im+km(m—1)/2
S i el
— (% @)m

dir.
ispat n,; tamsay1 olmak iizere n = n; +ng + ... +ny, ve nj = njq +k, n,, > 1 oldugu
varsayilsin.

oo
Z ng’l) (n)q" = O Z qn1+n2+...+nm)\§z1fnsz)\gzzfnsfk.")\nmni—ll—nm—k)\:znm—l
n=0

Q. ATEAF A .

Simdi (3.6) uygulamak icin A yerine A\, x yerine ¢ ve y yerine g\; ve o = k yazilirsa

i QD (n)g" = Qs NN
" (1= )1 = A2q/ M) (1 = A3q/A2)-.(1 = Mg/ A1)

n=0
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olur. Simdi tekrar (3.6) uygulamak igin A\ yerine Ay, x yerine ¢/A\; ve y yerine g\3 ve
a = k yazilirsa

Al P LT e
(1 =) (L = ¢®)(1 = A3q/A2)(1 — Aaq/As)-..(1 = A/ Am—1)

> QW ()" = Qs
n=0

elde edilir. Benzer sekilde (m — 1). adimda

k g2k g3k qm=Dk )\~

00 R q*.q m
nZ:ng (n)q Q> 1-—g)(1—-¢*>)1—=¢%)...(1 — g™ )1 — Anq/Am_1)

dir. Simdi (3.6)’da o = [ uygulanirsa

k 2k 3k (m—1)k ,ml

- "% g% ..q q
QY (n)g" =
2 Q" = O g ) = A=)
ifadesi elde edilecektir. ]

Ornek 3.16. i) n tamsayisint 2 farkl parcadan olusan parcalamgimin parcalari, en az 1
kadar farklilasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcast 1°den biiyiik egit
olmak sarti ile ifade edilmesine n tamsayisinin kosullu 2°li parcalanisinin sayist Qél’l) (n)

ile gosterilecektir. Seri acilimi

QS V() = @ +¢"+2¢° +2¢° + 3¢ + 3¢° + 4¢° + 4¢"° + 5¢" +5¢"% +

6(]13+6q14+7q15+7q16+8q17+8q18+9q19+9q20+10(_121.--

dir. O halde; Q'Y (3) = 1, Q"M (5) = 2, "V (17) = 8, QY (21) = 10, ...

ii) Benzer sekilde n tamsayisim 2 farkli parcadan olusan parcalanisimin parcalari,
en az 1 kadar farklilasarak (azalan sirada) ve bu parcalarin en kiiciik parcast 2’den bii-
viik esit olmak sarti ile ifade edilmesine n tamsayisinin kosullu 2’li parcalaniginin sayist

21’2) (n) ile gosterilecektir. Seri agilimi

Qém)(n) — P20+ 265 +3¢° + 3¢10 + dgM + 4g™? + 5" + 5t +
6q15 +6q16+7q17+7q18+8q19 +8q20+9q21 +9q22+ 10q23+
dir. O halde; Q\"?(5) = 1, Q2 (7) = 2, Q{"?(22) = 9, Q\"?(23) = 10, ...

iii) n tamsayisint 3 farkli parcadan olusan parcalanisinin parcalari, en az 1 kadar

farklilasarak(azalan sirada) ve bu parcalarin en kiigiik parcast 1’den biiyiik esit olmak
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sartt ile ifade edilmesine n tamsayisimin kosullu 3’lii parcalamisimin sayist Qél’l)(n) ile

gosterilir. Seri acilumi

Q5 (n) = ¢ +q" +2¢° +3¢° +4¢" + 5¢" + Tq"? + 8¢ + 10¢™ + 12¢"° +

14" + 164" + 19¢*® + 21¢" + 24¢% + 27¢** + 30¢*% + 33¢* + ...

dir. O halde; Q" (4) = 0, QS"V(6) = 1, Q{"V(10) = 4, Q5" (21) = 27, Q" (23) =
33, ...

Tamim 3.17. n tamsayisinin en biiyiik parcast j olmak iizere, parcalanis sayist en fazla

m ise n tamsayisimin iistten sinirli kosullu m’li parcalanigi denir ve p,,(j, n) ile gosterilir.

Ornek 3.18. i) 5 tamsayisinin en biiyiik parcast 5 olmak iizere, parcalanis sayisi en fazla

2 ise b tamsayisinin iistten stnirlt kosullu 2°li parcalanist
5=5

seklindedir. Yani ps(5,5) = 1’tiir.
ii) 5 tamsayisimin en biiyiik parcast 4 olmak iizere, parcalanis sayist en fazla 2 ise 5

tamsayisiin iistten sinirll kosullu 2°li parcalanist
d=4+1

seklindedir. Yani ps(4,5) = 1dir.
iii) 5 tamsayisimin en biiyiik parcast 3 olmak iizere, parcalanis sayisi en fazla 2 ise 5

tamsayisuin iistten sinirlt kosullu 2°li parcalanist
d=3+2

seklindedir. Yani p(3,5) = 1dir.
iv) 4 tamsayistmin en biiyiik parcast 2 olmak iizere, parcalanis sayisi en fazla 3 ise 4

tamsayismin iistten sinirlt kosullu 3’lii parcalanigt

4 = 242

= 14142
seklindedir. Yani p5(2,4) = 2'dir.
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Teorem 3.19. m, j pozitif tamsayilar olmak iizere,

> pmljin)2q" =

7,m=0

1
(2¢; @)m

(3.14)

ispat n=ny+ny+ ...+, N1 >Ny > ... 2Ny, nj >N+ 1, vemn —1< jolmak
uzere;

o
. Jjn ny ni+ns+...4n nip—ng \n2—ns NMm—1—Nm
> pm(n)Pet = Qs 2"y m N1z \B2Tns | Tt

7,n=0 ni,na,...,nm=>0

1
= (1= 2zqA)(1 = A2q/ M) (1 = qAm—1/Am—2) (1 — ¢/ Am—1)
dir. Simdi (3.6)’da x yerine zq, A yerine A\, y yerine Aoq ve o = 0 alinirsa
1
(1= 2¢)(1 = Xaq/ A1) (1 = A1q/ A—2) (1 — ¢/ A1)

elde edilir. Ardindan (3.6)’da z yerine q/A;, A yerine Ay, y yerine A3q ve a = 0 uygula-

S pli )2t = Qs

7,m=0

nirsa

> puliin)q" = Qs

7,n=0

1
(1 —2q)(1 — 2¢®)(1 — A3q/A2)...(1 = Ap1q/Am—2) (1 — ¢/ A1)

olur. Benzer sekilde m adim kadar devam edilirse

Pm(j;n)2'q" = -
j;o (1—2q)(1 — 2¢?)...(1 — zg™1)(1 — zq™)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur. 0

Ornek 3.20. i) (3.14) serisinde m = 2 yazilirsa asagidaki seri elde edilir.

Z (i )" = zq+ (P +2) P+ (P +2) P+ (242 ¢+
7,n=0
P+ 4+ 2% P+ 5+ 2+ 2+ 2+

Buradan ps(5,5) = 1, pa(4,5) = 1, p2(3,5) = 1 ve pa(3,6) = 1 oldugu goriiliir.

ii) (3.14) serisinde m = 3 yazilirsa asagidaki seri elde edilir.

> ps(in)Zg"
7,n=0
= 1+2q+ (z2+z)q2+ (z3+z2+z)q3+ (z4+z3+222)q4—|—
(z+223+z4+z5)q5+ (22+223+224+z5+26)q6+
(223 + 220 4225+ 20+ z7) ¢+ ..
Buradan p3(5,5) = 1, p3(4,7) = 2, p3(2,4) = 2 ve p3(3,6) = 2 oldugu goriiliir.
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Tamim 3.21. n tamsayisimin en biiyiik parcasi j olmak iizere, m farkli parcadan olusu-

yorsa kesin kosullu parcalanist denir ve QQ,,,(j, n) ile gosterilir.

Ornek 3.22. i) 5 tamsayisinin en biiyiik parcast 4 olmak iizere, 2 farkli parcadan olusan
kesin kosullu parcalanigi

d=4+1

seklindedir, yani (Q3(4,5) = 1’dir.
ii) 5 tamsayistmin en biiyiik parcast 2 olmak iizere, 3 farkli parcadan olusan kesin

kosullu parcalanmist Q3(2,5) = 0’dwr. Ciinkii bu kosullart saglayan tek parcalanig
5=2+2+1

dir. Fakat tekrarlt oldugu icin kabul edilemez.
iii) 6 tamsayisimin en biiyiik parcast 3 olmak iizere, 3 farkli parcadan olusan kesin

kosullu parcalamist Q3(3,6) = 1’dir. Bu parcalanig
6=3+2+1

dir.
iv) 9 tamsayisimin en biiyiik parcasit 6 olmak iizere, 3 farkli parcadan olusan kesin
kosullu parcalanig
9=1+2+6

seklindedir, yani Q3(6,9) = 1'dir.

Teorem 3.23. m, j pozitif tamsayilar olmak iizere,

m, m(m+1)/2

> Qulin)Fg ==

Sl —— 3.15
(2¢; O)m (3:13)

7,m=0

dir.

ispat n=n+ny+ ...+ Ny, N1 >Ny > ... > Ny, nj >N +1,vem —1 < jolmak

uzere

(o]
D Qulm)Aqt = Qx T mgnTeremp gl

J,n=0 n1,M2,...,Nm =0
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dir. (3.6)’da x yerine ¢, \ yerine A\, y yerine Aoq ve o = 1 uygulanirsa

n1)\—1)\2—1 )‘r_nl

> Qulima = 0. (1= ) (1= 2q/ M) (1 — A/ A1)

7,n=0

olur. Ardindan (3.6)’da x yerine ¢, \ yerine )y,  yerine \3q ve o = 0 alinirsa

ZgAy A
(1= 2q)(1 = ¢*X2)(1 — A3q/A2)...(1 = Mg/ A1)

Z Qn(j,n)2'q" = Q>

7,n=0

dir. Buradan

2q.2q® N3 AL A
(1 —=2q)(1 — 2¢*)(1 — @®X3) (1 — Aaq/A3)...(1 — Anq/ A1)

ZQm]a Z]n—Q>

7,m=0
elde edilir. m adim kadar devam edilirse esitligin sag tarafinin
0 2
. ; 2q.2q%.2q3...2q
Q (.]7 n)z]qn = O
2 Qn (1= 29)(1 = 2¢2)(1 — 2¢%)..(
m—1

2q.2q7 2% 2q"  ag™
(1= 2¢)(1 = 2¢*)(1 — 2q ) (1= zgm=1)(1 — 2q™)

ml)\l

L —=zq" ) (1 = q"An)

7,n=0

oldugu goriiliir ve bu ifade diizenlenirse

2"q.q? g g

Z Qujm)2q" = (1—2¢)(1 —2¢*)(1 — 2¢3)...(1 — z¢™ 1) (1 — 2q™)

7,m=0

elde edilerek ispat tamamlanir. U

Ornek 3.24. i) (3.15) serisinde m = 2 yazilirsa asagidaki seri elde edilir.

ZQQ (j,n zjq =22¢ + 3¢ +(Z —|—z)q5—|—(z5+z4)q6—|—(z6+z5+z4)q7—|—...
7,n=0

Buradan Q2(3,5) = 1, QQ2(4,6) = 1, Q2(6,7) = 1 ve Q2(3,6) = 0 oldugu goriiliir.

ii) (3.15) serisinde m = 3 yazilirsa asagidaki seri elde edilir.

N Qulin)q = PP+ (P )
7,n=0

(26+Z5+Z4) ¢ + (Z7+26_|_25) 7O+ .

Buradan Q3(3,6) = 1, Q3(4,8) = 1, Q3(6,9) = 1 ve Q3(7,10) = 1 oldugu goriiliir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Cokgensel Sayilara Genel Bir Bakis

Begsgensel sayilarin bir sayinin parcalananisindaki dnemini daha 6nceki boliimde gordiik.
Besgensel say1 tanimu tekrar incelenirse, herhangi bir £ i¢in k-gensel say1 tanimi vermek
vermek miimkiin olacaktir. Ayrica bu tiir yeni say1 dizilerinin tamsayilarin parcalanigin-
daki etkisi de merak konusu olacaktir.

Tek noktadan baglayip o noktay1 sabit tutarak bir diizgiin £-gen elde edebilmek icin
(k — 1) noktaya yani k tane bir birim uzunlugunda parcaya ihtiya¢ vardir. Daha sonra
bu diizgiin k-genin disinda sabit tutulan nokta degismeksizin birinci diizgiin k-genin bir
kenar uzunlugunu iki katina ¢ikararak bir k-gen daha ¢izmek istenirse (2k — 3) nokta daha
gerekir. Bu sekilde k-genler biiyiitiilmeye calisildiginda bir kenar1 n birim olan diizgiin

k-gen icin nk — (2n — 1) adet noktaya ihtiya¢ vardir. Bunlar yardimi ile
1,k—1,2k—3,3k—5,....,nk—(2n — 1), ..

dizisi k-gensel dizi olarak adlandirilsuin ve wy(n), bu ilerlemedeki ilk n terimin toplamini

gosterirse
n—1
kE—2n—(k—4)n n?k—2n?> —kn+4n
wg(n) = (tk—(Zt—l)):(( ) 2< ) = i
t=0
olacaktir.
Tanmm 4.1. n tamsayusi icin wy(n) = w genel terimi ile elde edilen dizinin

her bir terimine k-gensel sayilar denir.

Ornek 4.2. n = 6 icin altigensel sayilar 1,5,9,13,17, .., 4n+1, ... serisinin ilk n terimin
toplami wg(n) ile gosterilirse

n—1

we(n) = Z4k¢ +1

_4n2—2n
N 2

4n? + 2n
ve we(—n) = —

bu sayilara 6-gensel sayilari verir.
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= =
P i, S "'r_."_ _.-:-" ‘_J_'\_‘;s'
-é}_}{“;k{— }_ ,_‘Z_‘-"f}t
bq 8 o8 8 8 o
L I'\_,$ (—“;}___ tE L‘—g‘_ -\?_)l I_{_\ _%.J lI:.‘l__.l
o % ) ‘Qﬂ -
od e
_-'l_ = | ‘_g- -\,_,-'_| =
§ ]—c:_]—-’ - 5_)
Sekil 4.6. Altigensel sayilar (www.msxlabs.org)
L ]
1 7 18
Sekil 4.7. Yedigensel sayilar
Ornek 4.3. k = 7 icin T-gensel dizi 1,6, 11, 16,21, 26, 31,36,41, ..., 5n + 1, ... wr(n), bu

ilerlemedeki ilk n terimin toplamini gostersin.

n—1

on® —3 5 3
wry 25/{—%1—%%11}7( n) = #
k=0

seklindeki sayilara yedigensel sayilar denir.
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Jacobi 0zdesligi k-genseller icin de verilebilir.

Teorem 4.4. k > 4 ve | x |< 1 olmak iizere

o) e}

H(1 . l,(k*2)n>(1 o x(k*Q)nfl)<1 o x(k*Q)n7k+3) — Z (—1)n$wk(n) (41)
n=1 n=-—o00
dir.
Ispat wy(n) = w ve w(—n) = W’den dolay1
k—2 k—4
a= veb=——
2 2
alinir ve (2.11)°de yerine yazilirsa
H(l N x(k—Q)n)(l N .Z'(k_Q)n_l)(l _ $(k:—2)n—k:+3) _ Z (_1)nz%n2+k2;4n
n=1 m=—00

esitligi elde edilir. b negatif olmayacagi i¢in £ > 4 olmalidir. Bu esitlik Jacobi 6zdesliginin

k-gensel sayilar i¢in ifadesidir. 0

Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi kullanilarak altigensel ve yedigensel sayilar elde edile-

bilir. £ = 6 i¢in altigensel sayilar elde edilir.

Sonuc 4.5. | z |< 1 igin,

o0 o0

[[a-2" -2 —a*2) = Y (—1)maet (4.2)
n=1 m=—o0
dir.
(2.11) esitliginde a = 5/2 ve b = 3/2 alinirsa yedigensel sayilar elde edilir.

Sonug 4.6. | z |< 1 igin,

H(l B J}5n)(1 B x5n_1)<1 o l‘5n_4) _ Z (_1)m$w7(n) 4.3)
el m=—00

dir.
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4.1.1. Besgensel ve altigensel sayilar arasindaki baginti

Altigensel sayilar ile besgensel sayilar arasinda baginti kurulabilmesi icin (4.2) esitliginin
sol tarafi (1 — z%"~2) ile ¢arpip béliindiigiinde, Euler’in besgensel say1 teoremindeki ifade

pay kisminda elde edilir, yani;

= (1 — 24) (1 — A1) (1 — gn—2 1—x4"3 hd 1—m
H( )( )( )( H

(1 _ x4n—2) 1 _ x4n 2

n:l

bagintis1 goriiliir. Seri olarak yazilirsa

S conn (T (£

m=—0oQ m=—0oQ

olur.

4.1.2. Besgensel ve yedigensel sayilar arasindaki baginti

Yedigensel sayilar ile besgensel sayilar arasinda bagint1 kurulabilmesi i¢in (4.3) esitligi-
nin sol tarafi (1 — 2°"2)(1 — 2°"3) ile ¢arpip béliindiigiinde, Euler’in besgensel say1

teoremindeki ifade pay kisminda elde edilir, yani;

(1 —2)(1 — 21 (1 — 257 2)(1 — 2573) (1 — 25 1)
(1 — 257=2)(1 — 257 3)

8

n=1

1 (1—a")
H (1 — 257=2)(1 — 2573)

n=1

bagintis1 goriiliir. Seri olarak yazilirsa

Z (—1)ml’w7(m) — (H = xSn—2)1(1 — x5n—3)) ( Z (_1)mxw5(m)) 4.4)

m=—o00 n=1 m=—o0

olur. (4.19) esitligini kullanilarak

> (=nmattm = ( - ann(_mr ) ( > (—1)mxw5<m>> (4.5)

m=—00 m=1 i=1 m=—00

ifadesini elde edilir. Tam sayilarin parcalanisi ile olan baglantisi i¢in 4.3 boliimiinde (4.4)
ve (4.5) denklemleri tekrar kullanilacaktir. Simdi asagida Jacobi 6zdesliginin bazi 6zelik-

leri incelenmeye devam edilecektir.
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4.2. Parcalamslar Arasindaki Iliskiler

Bir tamsaymin parcalinisi ve kisitli parcalanis lizerine caligmalar giincelligini kaybet-
meden devam etmektedir. (Andrews 2010), (Chen 2011), (Merca 2016), (Merca 2017),
(Merca 2017) calismalarda baz1 pargalanig ve kisith pargalaniglar i¢in yeni bagintilar elde
etmiglerdir. Bu boliimde n tamsayisinin tek ve diizensiz pargalaniglari-nin sayist Z(n)
ve tek pargalaniglarina karsilik gelen parcalanig sayist ()(n)’lar1 arasindaki iligki incele-
nektir. Ayrica altigensel ve yedigensel sayilar yardim ile bir tamsayinin parcalanigi i¢in

bagintilar elde edilecektir.

Teorem 4.7. n pozitif dogal sayist icin,

13l
Z p())Q(n — 2i) (4.6)

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Ispat | z |< 1 olmak iizere, n pozitif dogal say1s1 icin,

o0 o0

Z%p(n)m” - H (1—2am) :H(1—5B2” H :U2” !

n=1 =1 n=1

=(f; <) (Ser

burada seri ¢carpimui yapilirsa

o0

7)
nz%p(n i Hg n—2z)

n=0 =0

elde edilir. ]

Teorem 4.8. Her n pozitif tamsayist icin,
Q )+ Z p(n — (2K* F k)] .

Ispat (2.11)’de a = 2, b = 1 aliirsa

R L (s E S e e
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elde edilir. Daha sonra esitligin sol tarafi 1 — 2"~ ile carpilip boliiniirse
- l1—a" = m,_.2m2+m
H 1 — gén—2 Z (=1)"z
n=1 n=-—00

olur. Buradan

ZQ(%)IR = Zp(n)xn (1 + Z(_l)mIsz_m i Z _

-y <p<n> 30 (- 1)kp(n — (20 % k))) 2"

elde edilir.

Sonuc 4.9. n tek tamsayist icin

dir.

Teorem 4.10. n > 1 pozitif dogal sayist icin,

]
2n—1 1
Q(2n) = p(n) + ; p(n =1t (¢ +1)),

t,(t—3)€4Z

ii)

2n—2 1 1
Q(2n —1) = Z; p(§(2n —1)— 5t (t+1))
(tfl),t(t_f2)€4Z
dir.

Ispat (2.10) esitliginde a yerine 1/2 ve b yerine de 1/2 yazilirsa

o0

[[a-2m+a2m)(@+a"") = Z zzmm)

n=1 m=—o00
elde edilir. Burada indisler diizenlenirse
2[Ja+am[(1—a*)= > azmem)
n=1 n=1 m=—00

ifadesinden

2H(1—|—x (H 1’2”) Z gzm(m+1)

n:1 m=—oo
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elde edilir.
1 n — n 7’L
L[l( + ") HZZOQ(n)x ve }_[1 1—:)02” Zp

yerlerine yazilirsa

z_%@w—g(zp ) $° hnines

esitligi elde edilir. Ayrica

Z xfmerl _1+Zx2mm+l)+szmm 1)

m=—0Q

esitliginden

S Q=5 (zpmw) <1 5 x;mmin)

elde edilir. Burada gerekli aritmetik islemler yapilirsa

Y Q)" =
n=0 n=0
=0

N —
|M8

:%Z

n

n ~ 1 1

— —n——-t(txl "
(1) + (Lo resn)) -
olur. Simdi ()(n) diizenlenirse, [ = ¢ + 1 iken

P~ 2+ 1) = p(s — 10~ 1)

oldugundan
n 1 — n 1 n
> (G- gte=) = 230G g0 +al)

= ()2 p( - e+ )

t=1

dir. O halde son esitlik ile (4.10) birlestirlir ve katsayilar esitlenirse

n—1

D)+ (s — g+ 1)

t=1

<

=
I

=
0|

elde edilir.
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Simde de toplam iizerindeki kisitlamay1 gormek i¢in asagidaki ifadeler gbzlemlenebi-
lir.

i) n cift say1 iken 2 — 1t (¢ +1) € Z ancak ve ancak ¢, (t — 3) € 4Z. O halde
p(% — 3t (t+ 1)) = 0 ancak ve ancak (t — 1), (t — 2) € 4Z.

i) n tek say1 say1 iken 2 — 1t (¢t + 1) € Z ancak ve ancak (¢ — 1), (¢ — 2) € 4Z. O
halde p(% — 1t (¢t + 1)) = 0 ancak ve ancak ¢, (t — 3) € 4Z.

Simde (4.10) birlestirilirse

Q@n) =pn)+ Y pln— 3t (t+ 1))

elde edilir. ]

Teorem (4.7) ve Teorem (4.10) birlestirilirse pargalanis i¢in yeni bir baginti elde edilir.
Bu bagint1 yardimiyla bir tamsayinin parcalanisi daha kiiciik parcalanislarla hesaplanabi-

lecektir.

Teorem 4.11. n pozitif dogal sayusi icin,

15l [[vmta]]
n

P = pli) [pG i)+ Y PG i gt(t+1) (4.12)

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Sonuc 4.12. n tek tamsayist icin

EIE!

om0 1
pn) = Y plip(h i (4 D)
=0 i=1
dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Teorem 4.13. n pozitif dogal sayist i¢in,

> ptn - = S ouam - )

j=0

dir.
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Ispat | z |< 1 ve n pozitif dogal say1 olmak iizere
<1 — g2 o k(k+1)
H 1 — x2n 1 Z ’
n=1 k=0
esitliginden yola ¢ikilirsa sol taraf
lo—o[ 1— o ﬁ(l—x”)(l—l—x”)(l—i—x”)
_ p2n—1 _ p2n—1 n
poi 1T Ao (=) (14 am)
= H (1—2a" H (142"
n=1 n=1
ifadesine esittir.
oo 1 o0 o0 oo
H—n:Zp(mx ve H(1+x):ZQ(n)x"
n=1 (1 -7 ) m=0 n=1 n=0
ifadeleri esitlikte yerine yazilarak
(0.9} o o 2
k(k+1) n
35S e~ ()
k=0 m=0 n=0
oldugu goriiliir. Sonraki adimda seri ¢arpimi yapilirsa
. k2 + k n n
> (- ) 2(2@ )
n=0 =
2_pln= =2,
elde edilir ve ispat tamamlanir. O
Teorem 4.14. n > 1 pozitif dogal say:si icin,
> (~1YQ()Z(n —j) = (4.13)

dir.

Ispat n > 1 pozitif dogal sayisi icin,

[e.o]

[[Ja+2ma-a>" =1

n=1

esitliginde x yerine —x yazilirsa

[T~

n=1

1+x2” 1):1
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olur. Ayrica

[[a-2") =Y (-1)"Zn)z" ve JJO+(—2)")=> (-1)"Q(n)a"

oldugundan

1= (-1)"Q(n)2" Y Z(n)a"

n=0 n=0

1=> (Z(—l)@(j)Z(n - j)) 2"

n=0 \j=0

dir. Her n dogal say1 i¢in 2™ in katsayilar1 esitlenirse sonug elde edilir. U

Teorem 4.15. n pozitif dogal sayisi i¢in,

5]l
2

> Q) Z(n - 2j) (4.14)

J=0

Q(n)

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Ispat n pozitif dogal say1si icin,

> 0Quat = [T+ o =TT+ (o) (1=

n=0 n=1 n=1

n=0 n=0 7=0

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Sonuc 4.16. n pozitif dogal sayisi i¢in,

EL

N

(=1 Q(k)Z(j — 2k)Z(n — j) = 0

j=0 k=0

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
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Ispat (4.13) bagintisinda (4.14) yerine yazilirsa

} E
ZU)J‘( QUR)Z( —2k) | Zn—7) = 0

olur.

Teorem 4.17. n pozitif dogal sayisi igin,

Zz (-3 =p(3)+23p(" )

=0

dir.

Ispat (2.10) esitliginde indisi 0°’dan baglatip a yerine 1 ve b yerine de 0 yazarsak

e}

H (1 =+ x2n+1) (1 4 $2n+1) (1 _ $2n+2)
n=0

- (So) (B o) T - 123
J n=0 1
elde edilir. Burada seri carpimi yapilirsa

Z(ZZ n—g) o= Zop(n)xz”—1-22019(71)952”Zacm2

n=0 \j=0 m=1

= Sopmpe 23| S w0 |

i=0
2i+j%2=n,jEN

S E N R D SEON N FY

2i+j%=n,jEN

dir. Her n dogal sayist i¢in 2™ in katsayilarin esitlersek istenen sonug elde edilir.
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Teorem 4.18. n pozitif dogal sayist i¢in,

Z(n) =Y (-1 (l-p(l) + ) (2(=1)'p(n — 1)) - Z(1)>

=1 t=1

dir.

Ispat (2.11) esitliginde indisi 0°’dan baglatip @ yerine 1 ve b yerine de 0 yazarsak

H (1 - xQn-‘rl) (1 _ x2n+l) (1 _ x2n+2) — 1 + 2 Z(_l)mxnﬂ
n=0 m=1

esitligi elde edilir. Buradan indisler diizenlenirse

n=1 n=1

bulunur. Esitliginde [] (1 — 2**~ ') yerine > ,(—1)"Z(n)a™ yazilirsa

n=1

n=0 n=1

elde edilir. Gerekli aritmetik iglemler yapilarak devam edilirse

Z(0) + (Z«—n”zm) (-1 Z(n - 1>>> o

= <Z p(ﬂ)ﬂf”) (1+2) (-1)"a™)

seriler carpilip indisler diizenlenirse

elde edilir ve bu ifadenin sag tarafi biraz daha diizenlenirse

Z(0)+ > ((-)"Z(n) = (-1)" ' Z(n—1)) 2"

= p(0)+ ) (Zp(n) +2(=1)"p(n — tQ)) "

t=1
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esitligi elde edilir. Buradan Z(0) = p(0) = 1 oldugundan

n

Z(n)+Z(n—=1) = (1" (p(n) +2(=1)'p(n - %))

t=1

Zn)+Z(n—-1) = (=1)" (np(n) + Z (2(=1)'p(n — t2))> :

Teorem 4.19. n pozitif tamsay:si icin,

burada

) (=)™, n = %(3m % 1) olacak sekilde m € Z varsa
o(n) =
0 , diger durumlarda

dir.

Ispat (2.11) esitliginde indisi 0°’dan baslatip a yerine 1 ve b yerine de 0 yazilirsa

o0

[T @@=y (=2 (1—a™?) =142 Z(—l)%mQ

n=0

elde edilir. Her taraf [] (1 + 2™) ile ¢arpilirsa

n=1

( 1 (1—a2*") ﬁ (1+ a:")) (1—2) <ﬁ (1-— x”))

n=1 n=1

= ﬁ (1+2m) (1 +2 i(—l)mx’”? )

n=1

esitliginden

(1—x) <H (1- x")) = (Z Q(n)x”) <1 +2 Z(_Umxm? )

(4.15)

olur. Euler’in Beggensel Say1 Teoremindeki (2.17) 0zdesliginden (4.15) esitliginin sol
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tarafi

(1—2x) (ﬁ (1—2z") ) = (1—-2) ( i (—1)mx72”(3m—1)>

m=1
= (1-22—2*+ ) (-)m2FCmE0 @.16)
m=2

_ Z(_l)l %(3111)“)

1=2
dir. Seriyi daha kisa yazabilmek i¢in serilerdeki x’in ortak kuvetleri belirlenmelidir. Bu-

nun ic¢in asagidaki ifadeler gozlemlenebilir:
™ B — 1) = L(3¢ 4 1)
PR m — — —
2 2
olacak sekilde m,t € Z* yoktur.
m k
ZB3m—1)=—(3k+1)+1
2 2
olacak sekilde m, k € Z* yoktur.
t k
S(Bt+1) =3k +1)+1
2 2
olacak sekilde k,t € Z* yoktur.
m k
5(3m—1)+1:§(3k+1)+1
olacak sekilde m, k € Z* yoktur.
Lty = Lai—1) 41
2 2

esitligi pozitif tamsayilarda sadece ¢t = [ = 1 icin ¢6ziime sahiptir.
Bu nedenle (4.16) esitliginde her bir seri i¢cin x kuvvetleri farklidir. Diger yandan

(4.15) esitliginin sag tarafinda gerekli iglemler yapilirsa
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> QM) +2> Qn)a" Y (—1)ma™

> Qn)z" +2) (Z Qn 12)(_1)l> z"

Q0) + ) (Z Q(n) +2(=1)'Q(n — lz))
n=1 =1

n=1 =1

Q)+ (Z [Q(n) +2(-1)'Q(n - F)]) o

(4.17)

elde edilir. Simdi (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilarak, (4.15) esitliginde x" katsayilar

kargilastirilabilir.

olacak sekilde m € Z™ varsa denklemde 2™ katsayilar1 kargilastirilarak

dir. Aksi takdirde

esitligi elde edilir.

n = %(3771 — 1) veyan = %(3m +1),

n

S [Q0) + 2A-1)'Qn — )] = (—1)"

=1

O

Simdi besgensel ile yedigensel sayilar arasindaki baginti kullanilarak tamsayilarin

parcalanisi icin yeni formiiller verilecektir.

Teorem 4.20. m pozitif dogal sayist icin,

p(m)

[[vm| |
> pilm =i+ 1)) + (1) p(m —

i=1

2

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.

Ispat | x |< 1 olmak iizere (4.4)’den

5i% + 3i

Z (_ ’H’L 5m +3m o H 1 - 37
— phn— 2 x5n73)

m=—0oQ
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oldugu bilinmektedir. Ayrica

1 1
H (1 — z9-2)(1 — z5n3)
m(m+1)

= 1+ Z (1 —[E)(l _:EQ)(l _933)...(1 —$m)
= 1+ZH?1_33¢) o

k=—o00 m=1 =1
ve
(mex") (1 £ ) - (1 2 g
n=0 k=1 m=1 i=1 (1—a)
elde edilir. Son ifadede, sol taraf incelenirse
= oy zmE) - n = n = L BkZE3k
I |G WOEED WO W
m=1 n=0 n=0 k=1

H
_|._
zs [k
’:&3
)
81k
|
WE
=
s
=

3
+

\MS&

N
M:
N
=
’B?T‘
)
|

(@)}
e
v
%
U
8
3

m=1 i=1 n=0 n=1 \k=1
b A - " 5k2 -+ 3k
+mz_“]1(1_xz> p()+; p(n)+;( Yep(n )|«

> m o m(m+1) 00 00 '
1—1—2 (H (ml—xi)> — 1_|_mZ:1 (wm(mﬂ) <1+me(i)xl>>
= 14+ i (xm (m+1) + Zp m(m+1 )
- 14+ Z M (m+1) 4 Z me M (mA41)+i

m=1 i=1
elde edilir. Indislerde diizenleme yapilirsa

ZZPm DR = NN (= i+ 1))a™

m=1 i=1 m=3 i=1

oldugu bulunur ki buradan da
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olur. Esitligin sag ve sol taraflarinin " katsayilar1 esitlenirse
[[vm]| .
” ; 5i% 4 3i
plm) = Y pilm—i(i+ 1)) + (=) p(m - ).
i=1
O
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5. SONUC

Bu tez calismasinda besgensel say1 tanimi incelenerek, herhangi bir £ icin k-gensel sayilar

=

wg(n) = g (tk — (2t —1)) =

t

(k=2n—(k—4)n  n’k—2n®—kn+4n
2 B 2

I
=)

olarak tanimlanmistir. Daha sonra da 6zel olarak beggensel sayilar ile altigensel ve yedi-
gensel sayilar arasindaki bagintilar bulunmusgtur.

Begsgensel ve altigensel sayilar arasindaki baginti

( Z (_1)mxw6(m)> = (H (1714"2)> ( Z (_1)m$w5(m)>

n=1 m=—00

dir.

Begsgensel ve yedigensel sayilar arasindaki bagintinin

o0 0 M m(m+1) >
( )3 <—1>mxw7<m>) - (1 +3 1 _I.Z»)) ( > <—1>ma:ws<m>>

m=—00 m=—00

oldugu goriilmiistiir. Daha sonra n tamsayisinin parcalaniglari calisilip yeni bagintilar elde
edilmistir.

n tamsayisinin pargalaniglarinin sayist p(n) i¢in birkag yeni yineleme bagintist bu-
lunmstur.

1) n tek tamsayisi icin

dir.
ii) n pozitif dogal sayisi igin,

L I Ve
= ) | p(= — i S ot(t+1
p(n) ;;p@)zﬂz i)+ Z; p(5 —i—t(t+1))
dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
iii) m pozitif dogal sayis1 i¢in,
[[vm| .
iy ; 5i% + 3i
p(m) = Z pi(m —i(i+ 1))+ (=1)""'p(m — 5 )

i=1
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dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
Ayrica n tamsayisinin tek parcalaniglarina karsilik gelen parcalanig sayist QQ(n)’lar
icin,
_|_ Z 2 l+1Q )

yineleme bagintis1 verilmistir, burada

(n) (=1)™, n = %(3m =% 1) olacak sekilde m € Z™ varsa
o(n) =
0 , diger durumlarda

dir.

n tamsayisinin pargalaniglarinin sayist p(n), tek ve diizensiz parcalaniglarinin sayist
Z(n) ve tek parcalaniglarina karsilik gelen pargalanis sayist )(n)’lar arasindaki iliski
incelenmis, bunlarla ilgili birkac¢ baginti elde edilmistir.

1) p(n) ve Q(n)’lar arasindaki iliskilerden bazilar1 agagidaki gibidir: n pozitif dogal
say1sl1 i¢in,

i)

15l
Z p(1)Q(n — 2i)

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
ii)
Q )+ Z p(n — (2K2 F k)]
dir.

iii) n > 1 pozitif dogal sayist i¢in,

2n—1
Q(2n) = p(n) + p(n——t(t+1))
Wi
¢ 22
Q(2n —1) p(=(2n—1) — =t (t+1))
(t— 1)t( 12)642
dir.
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dir.
2) Z(n) ve Q(n)’lar arasindaki iliskilerden bazilar1 agagidaki gibidir:

i) n > 1 pozitif dogal sayist i¢in,

dir.

ii) n pozitif dogal sayisi igin,

5]l
2

> Q) Z(n - 2j)

J=0

Q(n)

dir. Burada ||.|| tam deger fonksiyonudur.
3) Z(n) ve p(n)’ler arasindaki iliskilerden bazilar1 n pozitif dogal sayisi i¢in,
i)

n—j2

> 22— 3) =p(3) +2>_ p(5T)

Z(n) =Y (-1 <l~p(l) +Y - 2(=D'pn - 1)) - ZU))

=1 t=1
dir.

Yineleme formiiliindeki en 6nemli temel problemlerden biri, p(m) ’nin artiginin, m
tamsayisinin artisindan daha hizli oldugu i¢in, her bir adimda kurulan basamaklarin bii-
yiikliigii ve sayilarin biiyiikliigiidiir. Bu nedenle pargalanisin degerlerini kiiciik tamsa-
yilarin yardimiyla hesaplayan formiiller cok yararli ve etkilidir. Ornegin Euler’in for-
miilii ile p(200) = 3.972.999.029.388, degerini hesaplamak igin p(199), p(198), p(195),
p(193), p(188), p(185), p(178),... degerlerine ihtiag vardir. Bu nedenle akla gelen ilk soru
p(.) degerlerini daha kiiciik tamsayilar yardimiyla yazabilmektir. Euler’in 6zyineleme for-
miiliinden sonra, son yillarda Ewell (Ewell 2004) ve Merca (Merca 2016) da yeni yine-

leme formiilleri bulmuslardir.
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Simdi, Euler ve Ewell’in 6zyineleme formiilleri ile yeni bulunan 6zyineleme formiil-
leri karsilagtirilirilmasi icin n = 16, 21 degerlerine bakilabilir. Bu tamsayilarin pargala-
niglar1 hesaplandiginda asagidaki veriler elde edilir.

i) Euler’in 6zyineleme formiiliinii kullanarak, 0 < i < n i¢in p(n — %ﬂ) parcalanigi-

nin tiim degerlerini hesaplamak i¢in Hw / 8?” "den daha az degerler gerekir. p(16) ve p(21)

degerleri hesaplanirsa;

p(16) = p(15) +p(14) — p(11) — p(9) + p(4) + p(1)
— 1764135 —56—30+5+ 1 =231

veE

p(21) = p(20) 4 p(19) — p(16) — p(14) + p(9) + p(6)

= 6274490 — 231 - 135+ 30+ 11 =792

oldugu goriiliir. O halde Euler’in formiiliinde p(21)’i hesaplamak i¢in ER = {p(n) : 0 <
n < 20} kiimesini belirlemek gerekir.

ii) Ewell’in 6zyineleme formiiliinii kullanarak 0 < m < n i¢in p(m) degerleri hesap-
lanirsa H2\/n_/2 ‘ = ||v/2n||'den daha az degerlere ihtiya¢ duyulacaktir. p(16) ve p(21)

degerleri hesaplanirsa;

p(16) = 2(p(14) —p(8)) + p(4)

— 2(135—22) +5 =231
ve

p(21) = 2(p(19) = p(13) + p(3)) + p(5) + p(0)

= 2(490 — 101 +3) + 7+ 1 = 792

oldugu goriiliir. O halde p(21)’i hesaplamak i¢in Ewel’in requrans formiiliinde

EWR = {p(19),p(17), p(15),p(13), p(11),p(9), p(7), p(5), p(4), p(3), p(2), p(1), p(0) }

kiimesini belirlemek gerekir.
iii) (4.7)’daki tek say1 tamsayisinin parcalanmasini hesaplamak icin gereken adim sa-

yist, Euler’in yinelemesinden daha azdir ve her adimda gereken sayilarin degeri daha
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kiigiiktiir. (4.7)’deki yineleme formiilii asagidaki gibidir:

p(21) = p(20) +p(18) — p(15) — p(11) + p(0) + p(6)

= 627+ 385 — 176 — 56 + 1+ 11 = 792.

O halde p(21)’i hesaplamak icin NOR = {p(n) : 0 < n < 20} kiimesini belirlemek
gerekir. Euler’e gore daha kiiciik p(n)’ler ile hesaplandigindan (4.7) formiiliiniin daha
verimli oldugu soylenebilir.

iv) (4.12)’de yineleme formiiliinii kullanarak, tim 0 < ¢ < H 5 H i¢in p(5 — 4) boliim-

lerinin degerleri bulunmalidir. Bu yiizden H 5

}’ye kadar degerler bulunmalidir.

p(16) = p

= 1[224+7+3]+1[15+5+2]+2[11+3+1]+3[7T+2+1]
+583+1]+73+1]+11.2+15.1+22.1
= 231

veE

p(21) = p(0)[p(10) + p(9) + p(3) + p(0)] + p(1) [p(9) + p(8) + p(2)] +

p(2) [p(8) +»(7) + p(1)] + p(3) [p(7) + p(6) + p(0)] +

p(4) [p(6) + p(5)] + p(5) [p(5) + p(4)] + p(6) [p(4) + p(3)] +

p(7) [p(3) +p(2)] + p(8) [p(2) + p(1)] + p(9) [p(1) 4 p(0)] + p(10)p(0)

= 1[42430+3+1]+1[30+2242] +2[22+ 15+ 1] +3[15 + 11 + 1]

+p
+p

+5[11+ T+ 7[7+5]+11[5+3]+15[3+ 2] +22.[2+ 1]+ 30.[1 + 1]
+42.1
= 792
dir.
(4.12) formiiliinde p(21)’i hesaplamak i¢cin NR = {p(n) : 0 < n < 10} kiimesini

belirlemek gerekir. (4.12) formiilinde p(21) i¢in bulunan en bityiik deger p(10) = 42,
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Euler’in yinelemesinde p(20) = 627 ve Ewell yinelemesinde p(19) = 490 oldugu go-
riilir. Bu nedenle (4.12) bagintis1 hem Euler’in hem de Ewell’in yinelemesinden daha
kullanighidir.

v) (4.18)’deki yineleme formiilii ile, 0 < ¢ < n olmak iizere ¢’yi agsmayan tim &
parcalari igin p(n — @) parcalaniglarinin ve parcalaniglarin sayilarinin her ikisi de he-

saplanmalidir. Boylece, hem H’ /%”

degerini hem de parcalanigin 0 < 7 < n i¢in ¢’yi
gegmeyen k parcalaniglarinin sayisi hesaplanabilir. Bu nedenle, p(n) ’nin (4.18) ile he-
saplanmasi, Euler’in yinelemesi ile hesaplanirken ihtiya¢ duyulan parca degerinden daha
azini1 gerektirir ve k tamsayisi i¢in p,,, (k), p(k) degerlerinden ¢ok daha kiigiik oldugundan,
(4.18) yineleme formiilii daha etkilidir.

(4.18) yineleme formiilii ile p(15) ve p(20) degerleri asagidaki gibi hesaplanir:

p(15) = p(14) +p(11) — p(8) + p2(9) + p3(3) — p(2) + p1(13)

= 135+56—-22+5+3—-2+1=176.

p(20) = p(19) + p(16) — p(13) — p(7) + p3(8) + p2(14) + p(2) + p1(18) + pa(0)

= 490+231-101 - 15+10+8+2+1+1=627.

Yineleme formiillerini karsilastirirken, elde edilmesi gereken kiimelerin eleman sa-
yilarin1 da kargilastirmak yararli olabilir. Ozel olarak, p(21)’i hesaplamak icin ihtiyag
duyulan kiimeler arasindaki iligkiye ve kapsama bagintilarina bakilabilir. p(21) i¢in olus-
turulan, N R kiimesinde 10 , E'R kiimesinde 20 (NR C ER) ve EW R kiimesinde 13
eleman var oldugundan N R kiimesini belirlemek hem daha kolay, hem de degerleri daha

kiigiiktiir. O halde (4.12) formiilii ile p(21)’i hesaplamak daha hizli olacaktir.
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