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OZET
FUBINI TIPLI SAYILAR VE BUNLARIN URETEC FONKSIYONLARI
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Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Ekim 2017, 39 sayfa

Bu tezde, Fubini tipli sayilar ve bunlarin iirete¢c fonksiyonlar1 ¢alisilmistir. Fubini
tipli sayilarin ve polinomlarin tanimlari, fonksiyonel denklemleri ve baz1 6zellikleri ver-
ilmistir. Ayrica, bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar: ve uygulamalari
verilmistir. Diger yandan Fubini tipli sayilar ve polinomlar ile ¢ok iyi bilinen bazi 6zel
sayilar ornegin, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Apostol-Bernoulli sayilar1 ve poli-
nomlari, Apostol-Euler sayilar1 ve polinomlari, Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari,
Apostol-Genocchi sayilar1 ve polinomlari, 2. tiir Stirling sayilar1 ve 2. tiir A\-Stirling
sayilarinin arasindaki iliskiler incelenmistir. Uretec fonksiyonlar1 yardimiyla, Fubini tipli
sayilar ve polinomlar ile bu 0zel sayilar1 ve polinomlari iceren 6zdeslikler ve bagintilar

verilmistir.
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ONSOZ

Bu tezde Fubini tipli sayilar ve polinomlar ve bunlarin iirete¢ fonksiyonlar1 ¢aligilmigtir.
Ayrica, bu fonksiyonlarin fonksiyonel denklemleri ve kismi tiirev denklemleri teknikleri
ile tamimlananan bu yeni say1 ve polinom ailesinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.
Bunlarin yan1 sira bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlari incelenmis,

bu sayilarla ilgili formiiller, bagintilar ve diger 6zellikler verilmistir.

Ureteg fonksiyonlari, 6zellikle de son yillarda matematik, matematiksel fizik, olasilik
ve istatistik gibi alanlarda bircok uygulama alanlanina sahiptir ve bu konuda birbirinden
degerli eserler verilmistir. Bu tezde, Fubini tipli say1 ve polinom aileleri, iirete¢ fonksi-
yonlari, bazi 6zel say1 ve polinom ailelerini kapsayan temel tanimlar, teoremler ve 6zellik-
ler verilmisgtir. Ayrica, bu 6zel say1 ve polinom aileleriyle diger iyi bilinen say1 ve polinom

ailerilerinin iligkileri verilmistir. Bu tezdeki sonuclar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma olmak {izere

dort ana boliimden olusur.
Girig boliimiinde, Fubini sayilarinin kisa bir tarihcesi verilmistir.

Kaynak Taramasi boliimde, kuramsal bilgiler literatiir arastirmast ile birlikte verilmistir.

Ayrica, bu tezde kullanilan temel kavramlar ve 6zellikleri verilmistir.

Materyal ve Metot boliimde, Fubini tipli say1 ve polinom ailesinin iirete¢ fonksiyon-
lar1, rekiirans bagintilar1 ve bazi temel 6zellikleri verilmistir. Bu sayilarin iligkili oldugu
diger bazi 6zel say1 ve polinom aileleri arasindaki bagintilar incelenmistir. Ayrica, kombi-
natorik analizde ve olasilik teorisinde bir¢ok uygulamasi olan Stirling sayilart ile iligkileri

de verilmisgtir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde, yiiksek mertebeden Fubini tipli sayilar ve poli-
nomlar, Apostol-Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Apostol-Euler sayilar1 ve polinom-
lar1, Frobenius-Euler sayilari ve polinomlari, Apostol-Genocchi polinomlari, ikinci tiir
Stirling sayilari, ikinci tiir A-Stirling sayilarinin bazi 6zellikleri ve iirete¢ fonksiyonlar:

kullanilarak 6zdeslikler bulunmustur.

il



Tezin diger boliimleri Sonug, Kaynaklar ve Ozgegmis ile bitmektedir.

Bu tez ¢alismas1 boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen sayin danigmanim
Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK’e tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim. Ayrica egitim

hayatim boyunca her zaman yanimda olan aileme yiirekten tesekkiir ederim.

I\



{CINDEKILER

OZET . . . o 1
ABSTRACT . . . . . o e il
ONSOZ . . . . 11
AKADEMIK BEYAN . . . . . . .. vii
SIMGELER VE KISALTMALARDIZINI . . . . .. ................ viii
1. GIRIS . . . . . . 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . o 2
3. MATERYALVEMETOT . . . . . . . ... ... . ... 17
3.1. Fubini Sayilarmin Temel Ozellikleri . . . . . ... ... ......... 17
3.1.1. w, (n) Fubini sayilari igin rekiirans bagmntist . . . . . .. ... .. 17

3.1.2. w, (n) Fubini sayilar1 ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iligki . . 18

3.1.3. w, (n) Fubini sayilar1 ve Eulerian sayilar1 arasindaki iligki . . . . 18

3.2. Yiiksek Mertebeden Fubini Tipli Sayilarm Temel Ozellikleri . . . . . . . 19
3.2.1. Yiiksek mertebeden Fubini tipli sayilar i¢cin bagmtillar . . . . . . . 19

3.2.2. Yiiksek mertebeden Fubini tipli polinomlar i¢in a‘i—mm tiirev operatorii 23
3.3. Genellestirilmis Fubini Sayilarmin Temel Ozellikleri . . . ... ... .. 24

3.3.1. Genellestirilmis Fubini sayilar1 i¢in bagntilar . . . . . . ... .. 24

3.3.2. Genellestirilmis Fubini sayilar1 i¢in iiretec fonksiyonunun elde

edilmesi . . . . . . . .. 25

3.3.3. Genellestirilmis Fubini sayilar1 ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasin-

dakiiligki . . .. ... ... oL 27
4. BULGULAR VETARTISMA . . ... . ... ... ... ... ... ... 28
5. SONUC . . . . e 34
6. KAYNAKLAR . . . . . .. 36



OZGECMIS

vi



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “FUBINI TIPLI SAYILAR VE BUNLARIN
URETEC FONKSIYONLARI” adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik degerlere
uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin

kaynagini gosterdigimi beyan ederim.

27/10/2017
Neslihan KILAR

vii



N={1,23,..}

No = {0,1,2,3,..

C
R-‘r

B (2, )

SQ (n7 v; a, b7 )‘)
52 (Tl, ka /\)
SZ (n7 k)

Sl (n, k)

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

3

Karmagik Sayilar
Pozitif reel sayilar
Apostol-Bernoulli polinomlari
Apostol-Bernoulli sayilari
Bernoulli polinomlari
Bernoulli sayilari
Euler polinomlari
Euler sayilar
Eulerian polinomlari
Eulerian sayilar
Fubini sayilar
Fubini tipli sayilar
Frobenius-Euler sayilar

Genellestirilmis Fubini sayilari

Ikinci tiir Genellestirilmis \-Stirling tipli sayilar1

Ikinci tiir \-Stirling sayilar
Ikinci tiir Stirling sayilart

Birinci tiir Stirling sayilar

viii



ah” (x)

®

Kronecker delta fonksiyonu

k. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari
k. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilari

k. mertebeden Apostol-Euler sayilari

k. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlari
k. mertebeden Apostol-Genocchi sayilar

k. mertebeden Fubini tipli polinomlar

k. mertebeden Fubini tipli sayilar

iX



GIRIS N. KILAR

1. GIRIS

Fubini sayilari, diger bir adiyla sirali Bell sayilari, sayilar teorisi ve diger alanlarda kul-
lanilmaktadir. Siralt Bell sayilar ilk olarak 1859 yilinda Arthur Cayley’in "On the ana-
lytical forms called trees, second part" adli calismasinda goriilmiistiir ve daha sonra Louis

Comtet tarafindan Fubini sayilar olarak adlandirilmisgtir.

Bu tezde Fubini tipli say1 ve polinom aileleri ve bu ailelerin baz1 6zellikleri incelen-
migstir. Bu ¢alisma sirasinda incelenen kaynaklarda Fubini sayilari icin farkli notasyonlar
kullamldig1 goriilmiistiir ve bu notasyonlar w (n), a (n), ¢m v.s. seklindedir. Bu calis-
mada ise Fubini tipli sayilar icin a,, notasyonu, yiiksek mertebeden (k. mertebeden) Fu-

bini tipli sayilar icin a'r) notasyonu ve yiiksek mertebeden (k. mertebeden) Fubini tipli

polinomlar icin a'/’ (x) notasyonu kullanilmustur.

Fubini tipli say1 ve polinom aileleri i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi 6zellik-
leri verilmistir. Bu say1 ve polinom ailelerinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bu say1
ve polinom aileleri ile diger iyi bilinen 6zel say1 ve polinom aileleri ile iligkileri incelen-
mistir. Ornegin, bu sayilar ve polinomlar yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli sayilar:
ve polinomlari, yiiksek mertebeden Apostol-Euler sayilar1 ve polinomlari, yiiksek mer-
tebeden Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari, yiiksek mertebeden Apostol-Genocchi
sayilar1 ve polinomlari, Stirling sayilari, ikinci tiir A-Stirling sayilari ile iligkileri ince-
lenmigtir. Bu say1 ve polinom ailelerini igeren bazi kaynaklar kisaca su sekilde ver-
ilebilir: (Cayley 1859), (Apostol 1951), (Erdelyi 1953), (Riordan 1958), (Rainville 1960),
(Comtet 1974), (Good 1975), (Muresan 2009), (Belbachir, Rahmani ve Sury 2011), (Man-
sour ve Schork 2016), (Srivastava ve Choi 2012) dir. Ayrica, bu tezde Comtet’in (1974)

kitabinda [p. 228, Exercise. 20] yer alan alistirma iirete¢ fonksiyonu yardimiyla ¢oziilmiistiir.

Bulgular kisminda verilen sonug¢lar matematik, olasilik ve istatistik teorisinin bir¢ok

alaninda kullanilma potansiyeli vardir.



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tezde kullanacagimiz temel tanimlar, bagintilar ve formiiller verilecektir.
Tanmm 2.1 Herhangi bir f, (x) polinomunun iirete¢ fonksiyonu F (x,t) ,
o tn
n=0

kuvvet serisi ile tamimlamir. Burada F (x,t), f, (x) polinomunu iiretir denir (Rainville

1960).

Tanim 2.2
oo tn
At) = ZO an
ve
o0 t”
B(t) = Z b"nl
n=0

serileri verilsin. Iki serinin Cauchy ¢carpimi asagidaki sekilde verilir:

ADBH = (Z b ) Z (Z b W) -

n=0 =

(Andrews 1998).

Tanmm 2.3 ¢t € C olsun. Herhangi bir x reel sayist icin B, (x) ile gosterilen Bernoulli
polinomlart,

FB(.I',t) =

—ZB |t < 2n

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Erdelyi 1 953; Carlltz 1968; Conway 1986).

Tamim 2.4 t € C olsun. B,, ile gosterilen Bernoulli sayilar,

[e.9] ?’L

Z o [t] <27

n=0

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Conway 1986).

Tamm 2.5 B, sayilart By = 1 olmak iizere, n > 1 icin;

nE (e

k=0

dir (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Conway 1986).

2



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

Bernoulli sayilar1 asagidaki gibi verilir:

B, = 1,

1
By = IE,
By, = 6,1
B, = —1%,
Bs = E,l
By = —ao.

Not 1 n > 1 olmak iizere By, 1 = 0’dir (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Conway 1986).
Not 2 Bazi kaynaklarda B, = % olarak alinmaktadir (Arakawa vd. 2014).

Teorem 2.6 Bernoulli sayilar: ve polinomlart arasindaki iliski asagidaki sekilde verilir:

B, (z) = En: (Z) By "

k=0

(Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Conway 1986).

Bu teoremin ispatini kisaca verelim. Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu kul-

lanilarak
= tn N e

elde edilir. Yukaridaki bagintida Cauchy carpimi yapilirsa
S 06 =53 ()t
n=0 n! n=0 k=0 k nl

bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir (Erdelyi 1953; Carlitz 1968; Conway 1986).



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

Bu teorem kullanilarak, Bernoulli polinomlar1 asagidaki gibi verilir:

B()(l’) = 17
1
By (z) = T -5,
1
By (z) = xz—a:Jrg,
1
Bs(x) = x3—§x2+§x,
5 1

Not3 =z = 0ise B, (0) = B, veya x = 1 ise B, (1) = B, dir (Erdelyi 1953; Carlitz
1968; Conway 1986).

Tamm 2.7 (3, (z, ) ile gosterilen Apostol-Bernoulli polinomlari,

t o tn
—e —;571(:6,)\)5, |t +log A\| < 27

Fp (2,t) = v

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Apostol 1951).

Tanim 2.8 (3, (\) ile gisterilen Apostol-Bernoulli sayilari,

n

t = t
— =) B, 5 [t+log A < 2
liretec fonksiyonu ile tamimlanir (Apostol 1951).

Teorem 2.9 Apostol-Bernoulli polinomlar: asagidaki 6zdeglik ile verilir:

n

BN =3 (Z) BN, 0> 0 @

k=0

(Apostol 1951).

Bu teoremin ispatini kisaca verelim. Apostol-Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiy-

onu kullanilarak

(e}

= tn t xt __ = " ntn



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

elde edilir. Yukaridaki bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa

> a0 =20 (1)a we

n=0 k=0

bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir (Apostol 1951).

Ayrica, Tanim 2.7°da verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak n > 1 i¢in;
A8, (x+1,\) =B, (x,\) = na"*
elde edilir. Bu son bagintida z = 0 ve n = 1 yazilirsa,

By (LA) =1+ 5, (N) (2.2)

olarak bulunur. Eger n > 2 ise,

Bn (1,A) = B, (A) (2.3)

dir (Apostol 1951).

Eger verilen (2.1) bagintisinda x = 1 yazilirsa,

5,10 =Y (Z) B (V) @4

k=0
olarak bulunur. Boylece (2.2) ve (2.3) bagintilart da kullanilarak Apostol-Bernoulli sayilari

asagidaki gibi verilir:

Bo(A) =0,

L0 = 5o

) =

pay = B

B, () = 4 (?itzi; 1)7
80 = 5 (A3+(1Ali2$51u+1)_
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Teorem (2.9) kullanilarak Apostol-Bernoulli polinomlar1 asagidaki gibi verilir:

Bo(z,A) = 0,

f@N = G

By (2, )) = Ail”’_(AZ_Al)w

By(w,\) = Ailﬁ_(iAUﬁ 3&%5?.

Apostol-Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 asagidaki bazi 6zellikleri saglarlar:

1.
om n!
2.
ety =3 () 0
3. ,
_Bn l(va)_ﬂn(C%)\)
/aﬁn(x,)\)dt— + - , >0
4, .
i n__ )\—1 i BnJrl (ma)\>_ﬁn+1 (/\)
kiok _n+1;6n+1(1€7A)+ n+1

dir (Apostol 1951; Srivastava ve Choi 2012).

Apostol-Bernoulli sayilari ile 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iligki asagidaki teorem

ile verilir:
Teorem 2.10

BoN)=n> (D) NN =1)7" 8, (n—1,k)
k=1

dir (Apostol 1951).

Tamim 2.11 Herhangi bir x reel sayisi icin mertebesi k olan ﬁ;’“) (x,\) ile

Apostol-Bernoulli polinomlart,

k o]
t i tn
Fﬁ(xatak):()\et_l) 6t226$1k)(x7>‘)ﬁ
n=0 ’

gosterilen

(2.5)

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Luo ve Srivastava 2005; Srivastava ve Choi 2012).

6



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

Not4 )\ = 1 ise BY (z) = ¥ (z,1) ve z = 0 ise 7 (X) = B¥ (0,\)” dir. Bu-
rada BY () k. mertebeden Bernoulli polinomlarini ve 8% (\) k. mertebeden Apostol-

Bernoulli sayilarint verir (Luo ve Srivastava 2005; Srivastava ve Choi 2012).

Onteorem 2.12 Yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlart asagidaki dzdeslik ile

verilir:

n

B (2, 1) = ( )/3““ D (A) By (2, A), e N,

1=0
dir (Luo ve Srivastava 2005).

Tanmm 2.13 ¢ € C olsun. Herhangi bir x reel sayist icin E, (x) ile gosterilen Euler

polinomlart,
Fg(x,t) = €t+1 —ZE <

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Erdelyi 1953, Abramowztz ve Stegun 1970; Srivastava

ve Choi 2012).

Tamm 2.14 ¢ € C olsun. E, ile gosterilen Euler sayilari,

n

lirete¢ fonksiyonu ile tammlanir (Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1970; Srivastava

ve Choi 2012).

Bu iirete¢ fonksiyonu kullanilarak;

Ey=1ven > 1icin,

E.=-Y <Z) E, (2.6)

k=0
dir (Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).
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(2.6) bagintisindan yararlanarak Euler sayilar1 asagidaki gibi verilir:

E, = 1,

1
By = 157
By = 1,1
S
By = -5

Not 5 n > 1 olmak iizere Es,, = 0’dir (Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).

Teorem 2.15 Euler sayilari ve polinomlar: arasindaki iligki asagidaki sekilde verilir:

E, (z) = i (Z) By

k=0

(Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).

Bu teoremin ispatim1 kisaca verelim. Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu kul-

lanilarak

tn

ZEn (z) nl

elde edilir. Buradan yukaridaki esitlikte Cauchy carpimi uygulanirsa

> £ Loy (Z) R

A

et—i-le n nn!nzox n!

n=0

n=0 k=0

bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir (Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).

Bu teorem kullanilarak, Euler polinomlar1 asagidaki gibi verilir:

&

o\ T

&

Xz

=

2 (T

&

X

=

T

()
()
()
()
()
()

&

5 (L

= 1,
1
= aj’——7
2
= x2—:c,
1
_ 3 2.2 -
= T 2w +4,
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Tamim 2.16 v € C\ {1} ve k € N olsun. Herhangi bir x reel sayisi i¢cin mertebesi k olan

HP (x,u) ile gosterilen Frobenius-Euler polinomlari,

1— k 0 4
Fy (z,t; k,u) = (et _l;) et = Z HW (2, u) ] (2.7)
n=0 ’

lirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Kim ve Kim 2012; Srivastava ve Choi 2012; Kim vd.
2016, Srivastava vd. 2017).

Tamim 2.17 v € C\ {1} ve k € N olsun. Mertebesi k olan HP (u) ile gosterilen

Frobenius-Euler sayilart,

1—u\" > t"
. _ — E (k) .
FH (t,k,u) = <€t — u) = Hn (u) ol

n=0

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Kim ve Kim 2012; Srivastava ve Choi 2012; Srivastava

vd. 2017).

Tamm 2.18 Mertebesi k olan Sr(lk) (A) ile gosterilen Apostol-Euler sayilari,

2\ S
(Aet+1) =2 & N 28)

n=0

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Luo 2006, Srivastava ve Choi 2012).
Not6 A =1 ise £ (1) = E¥ mertebesi k olan Euler sayllarint verir (Luo 2009).

Tanmm 2.19 A, (u) ile gosterilen Eulerian polinomlari, A (n, k) ile gosterilen Eulerian
sayilart olmak tizere;

:ZA(n,k)uk, n >0

dir. A,, (u) Eulerian polinomlari,

[e.e] n

u—1
= 2 A 29

n=0

iiretec fonksiyonu ile tamimlanir (Foata 2010).

Teorem 2.20 A (n, k) Eulerian sayilart,

k
Z (nﬂ)(kﬁﬂ—ﬁ , (0<k<n—1) (2.10)
Jj=

dir (Foata 2010).
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Bu teorem yardimiyla Eulerian sayilar1 asagidaki gibi verilir:

n\k| 0| 1 2 3 4 ) 6 |7
1 1

1] 1
1] 4 1

2

3

4 1] 11 11 1

) 1] 26 | 66 26 1
6

7

8

1] 57 | 302 302 57 1
11120 | 1191 | 2416 | 1191 | 120 1
1] 247 | 4293 | 15619 | 15619 | 4293 | 247 | 1

Teorem 2.21 (Rekiirans Formiilii) Ag (u) = 1 ve n > 1 olsun. O halde
Ay () =1+ mn—1Du) Ay (u)+u(l—u)A, | (u)
dir (Foata 2010, Petersen 2015).

Bu teorem yardimiyla Eulerian polinomlar1 asagidaki gibi verilir:

Ao (u) = 1,

Ap(u) = 1,

Ay (u) = u+1,

As(u) = u?+4du+1,

Ay(w) = w+ 110 + 1lu + 1,
()

= u* 4+ 26u® + 66u® + 26u + 1.

Tamm 2.22 \ € C olmak iizere, mertebesi k olan G (x,\) ile gosterilen Apostol-

Genocchi polinomlari,

2t \" - £
Fo (w,t:k,\) = (AetH) =2 G (#.0) 2.11)
n=0 ’

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

10
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Tanmm 2.23 ) € C olmak iizere, mertebesi k olan G\ () ile gosterilen Apostol-Genocchi

sayilari,

2 \' & #n
_ (k) (yy L
()\et—l—l) _Zgn ) n!

n=0

liretec fonksiyonu ile tamimlanir (Srivastava 201 1; Srivastava ve Choi 2012).

Teorem 2.24 k. mertebeden Apostol-Genocchi sayilart ve polinomlart arasindaki iliski

asagidaki sekilde verilir:

6 e =Y (M)o e
0

ve

3

n

J

o (e =3

J=0

)gﬁﬁgl) (N G; (z, )

(Srivastava 2011).

Tanim 2.25 n, k negatif olmayan tamsayilar ve k < n olmak iizere, n elemanli bir kiime
lizerinde tammli k tane ayrik devirin carpimindan olusan permiitasyonlarin sayisina “Bir-
inci Tiir Stirling Sayilart” denir ve Sy (n, k) ile gosterilir. Birinci tiir Stirling sayilarinin

lirete¢ fonksiyonu,

(log (1+1)" _ & "
S S Sk <

dir (Riordan 1958; Graham vd. 1994, Srivastava ve Choi 2012).
Bu sayilarin baz1 6zellikleri asagida verilmistir:
l. k=0,n=0ise S (0,0) =1
2.n>0,k=0ise 51 (n,0)=0
3. k=mnise S (n,n) =1
4. k>nise Sy (n,k)=0
5.n>0k=1iseS;(n,1) = (n—1)!
6. k=n—1lise Sy (n,n—1)=(})
7. n > 0 olmak iizere; S (n, k) = (n—1)S1 (n—1,k) +S1(n— 1,k —1)

11
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dir (Riordan 1958; Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

Birinci tiir Stirling sayilart agsagidaki gibi verilir:

n\klO| 1 | 2 | 3 | 4|5 ]|6]|7
0 |1 o] o] o |o0o]o0]o0]lo
1 (ol 1| o oo |lo/lo]o0
2 ol 1] 1] 0 ]o0o]o0o]o0]lo
3 o 2] 3] 1 ]0]o0]o0]lo
4 |o| 6|11 ] 6 | 1]0]o0]0
5 |0] 24| 50 | 35 [ 10] 1 |00
6 |0|120] 274 | 225 | 85 | 15 | 1 |0
7 10| 7201764 | 1624 | 735 | 175 | 21 | 1

Tamim 2.26 n ve k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere, n elemanlt bir kiimenin

k tane ayrik ve bos olmayan alt kiimeye parcalanislarinin sayisina “Ikinci Tiir Stirling

Sayilart” denir ve Sy (n, k) ile gosterilir. Ikinci tiir Stirling saylarimn agik formiilii,

SQ (77,, k’)

1
k

S

k
(2.12)

Ea

(’j) (1) (k= )"

dir (Riordan 1958; Temme 1996; Boyadzhiev 2012; Srivastava ve Choi 2012).

(2.12) bagintis1 yardimiyla Ikinci tiir Stirling sayilarinin iireteg fonksiyonu,

Fi(t,k) =

(2.13)

seklinde elde edilir (Riordan 1958; Temme 1996; Boyadzhiev 2012; Srivastava ve Choi

2012).

Bu sayilarin baz1 6zellikleri agsagida verilmistir:

l.n=k=0ise 5, (0,0) =1

12
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2.n>0,k=0ise 52 (n,0) =0

3. k=1ise S5 (n,1) =1

4. k=nise Sy (n,n) =1

5. k>niseSy(n,k)=0

6. k=n—1lise Sy (n,n—1)=(})

7. n > 0 olmak iizere; Sy (n, k) = kSy (n — 1,k) + So(n — 1,k — 1)

dir (Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

Ikinci tiir Stirling say1lar1 asagidaki gibi verilir:

n\k|O|1] 2| 3 4 5 | 6|7
0 110 0| O 0 0 [01]0
1 0(1]07] 0 0 0 [01]0
2 0]1]1 0 0 0 [01]0
3 0/1] 3 1 0 0 [01]0
4 O|1| 7] 6 1 0 ]071]0
) 011]15] 25 | 10 1 010
6 071319 | 65| 15| 110
7 0[1]63|301]|350|140 |21 |1

Tanim 2.27 a,b € RT A\ € Cve k € Ny olsun. Sy (n,v;a,b; \) ile gisterilen ikinci tiir
genellestirilmis \-Stirling tipli sayilar
bt
(T ZSQ (n, k; a, b; A) (2.14)

n=0

For (t;a,b;\) =
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Simsek 2013).
Tanim 2.27’de a = 1 ve b = e alinirsa,
Sy (n,k;1,e; ) = Sy (n, k; A)

ikinci tiir A-Stirling sayilan elde edilir. Sy (n, k; \) ile gosterilen ikinci tiir A-Stirling
sayilari,

(Ae - 1 252 n, ki \) — (2.15)

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Srlvastava ve Luo 2011; Simsek 2013).

13
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Not 7 (2.15) bagintisinda N = 1 aluursa Sy (n,k;1) = Sy (n, k) ikinci tiir Stirling

sayilari elde edilir (Srivastava ve Luo 2011; Simsek 2013).

Tanmim 2.28 w,, (n) ile gosterilen Fubini sayilari,

Fo, (t) 2_et ng , [t] <2
iiretec fonksiyonu ile tanmimlanir (Cayley 1859; Good 1975).

Fubini sayilar asagidaki gibi verilir:

wy (0) = 1,
wy (1) = 1,
wy (2) = 3,
wy (3) = 13,
wy (4) = 75,
wy (5) = 541,
wy (6) = 4683,
wy (7) = 47293.

Tanim 2.29 wy, (n) ile gosterilen Fubini tipli sayilar,

-1 & t
et :ZwM(n)—
n=0

Fuy, (t) =

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir. Burada wy; (0) = 0°dir (Muresan 2009).

Tamm 2.30 a,, sayilart,

o0

2 tm
(2 — e"/)2 - Zanﬁ

n=0
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Belbachir vd. 2011).

14
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a,, sayilar asagidaki gibi verilir:

ag = 2,

a; = 4,

ay = 16,

as = 88,

ay = 616,

as; = 5224,
ag = 51976,
a7 = bH93128.

Tamm 2.31 k& € Ny olsun. Herhangi bir x reel sayist icin mertebesi k olan all) (x) ile

gosterilen Fubini tipli polinomlar,
Fy(x;t,k al® (x t| <2 (2.18)
(e:t.k) = (2 o Z 1
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Kilar ve Simsek 2017).
Tamm 2.32 k € Ny olsun. Mertebesi k olan a' ile gosterilen Fubini tipli sayilar,
F(t k)= ——5 = Dt <2 2.19
(t, k) D an) 5 [t <2 (2.19)
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmir (Kilar ve Simsek 2017).

Not 8 k = 1 alimirsa a%l) = a, d

Tanmm 2.33 n € Ny olsun. f, , genellestirilmis Fubini sayilari,

et —1
Fy (t n 2.20

c0) = e E:fk' (2:20)
lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir (Muresan 2009).

Not 9 Vn € Ny igin f,1 = wy(n) dir. Ayrica, fo = 1’dir (Muresan 2009).
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fn.k, Genellestirilmis Fubini sayilar1 agsagidaki gibi verilir:

n\k| 1| 2 3 4
1 | 1] 1 1 1
2 | 3| 5 7 9
3 13| 37 | 73 | 121
4 | 75 | 365 | 1015 | 2169
5 | 541 | 4501 | 17641 | 48601

Tanmm 2.34 9, ;,, Kronecker delta fonksiyonudur ve

1, n=k

5n,k::
0, n#k

dir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde Fubini tipli say1 ve polinom ailelerinin bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Ayrica, sayilar teorisinin bazi 6nemli kavramlar1 ve ornekleri verilecektir.

3.1. Fubini Sayilarmim Temel Ozellikleri
3.1.1. w, (n) Fubini sayilar icin rekiirans bagintisi

w, (n) i¢in rekiirans bagintist asagidaki sekilde verilir:

wy (n) = dno + :;: (Z) wy (k) .

Bu rekiirans bagintist Good (1974) tarafindan verilmistir. Bu bagintinin ispat1 icin

(2.16) esitligini kullanirsak;

(Q—et)ng(n)g—l

elde edilir. Yukaridaki esitlikte gerekli diizenlemeler yaptiktan sonra
2> w0 5 =33 (gt 5 =1

n=0 " n=0 k=0 '

bulunur. O halde elde edilen bu son bagintidan,
00 n—1 n n

> (wg =3 () (k)) e

n=0 k=0
elde edilir. Bu bagintida 6,0 = 1 ve n # 0 ise 6,0 = 0 olmak iizere £;’in katsayilari

karsilastirilirsa,

n—1
wy (1) = 8o+ > (Z) wy (k) 3.1)
k=0

istenilen rekiirans bagintisi bulunur.
(3.1) denkleminde verilen rekiirans bagintisi1 asagidaki gibi de verilebilir:

w, (0) = 1 olmak tizere, n > 0 igin;

dir (Gross 1962; Pippenger 2010).
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3.1.2. w, (n) Fubini sayilar ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski

Bu boliimde, Comtet’in kitabinda [p. 228, Exercise. 20] yer alan problem asagidaki

sekilde verilmistir:
wy (n) =Y kIS (n, k)
k=0

dir (Comtet 1974; Muresan 2009).

le? — 1] < 1 oldugunu varsayalim. O zaman (2.16) denklemi yardimiyla

Syl = (e - 1)

k=0

elde edilir. Yukaridaki bagint1 ve (2.13) denklemi yardimiyla

ng(n)% =" KlSy(n, k:)%
n=0

k=0 n=0

dir. n < kise Sy(n, k) = 0 oldugundan

ng(n)g -y ( k1S, (n, k)) ;—n'

n=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde % katsayilar karsilagtirilirsa,

wy(n) = k!Sa(n, k) (3.2)
k=0

olur.

Ayrica (3.2) bagintis1 asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

wy(n) = : f%(—w’“-j (5

03J
3.1.3. w, (n) Fubini sayilar1 ve Eulerian sayilar1 arasindaki iligki

Teorem 3.1
wy (n) = Ay (n, k)2*
k=0

dir (Muregan 2009).

Ispat (2.9) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonunda u = 2 yazilirsa ve
D A (nk)2b = A4, (2) (3.3)
k=0

18
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bagintis1 yardimiyla

1 - tn
ZA ! 2_6t:Zw9(n)m (3.4)

elde edilir. (3.3) ve (3.4) bagintisindan

ng (n) = = Z Ay (n, k) 28—
et n! n!

olur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde edilir

ve ispat tamamlanir. O

3.2. Yiiksek Mertebeden Fubini Tipli Sayilarin Temel Ozellikleri
3.2.1. Yiiksek mertebeden Fubini tipli sayilar icin bagintilar

Teorem 3.2 k = u + v olmak iizere a%k), k. mertebeden Fubini tipli sayilar,

alv ) = z": (n) ag- “) S))j, (u,v € N) (3.5)
dir (Kilar ve Simgek 2017).
Ispat (2.19) bagintis1 kullamlarak asagidaki fonksiyonel denklem elde edilir:
F.(t,u+v) = F,(t,u)Fy(t,v).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla;

olarak yazilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,
u+v)_ _ (u) ('L)) _
>, —z(z (1))
n=0 n=0 \ ;=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Bu teorem yardimiyla alk) , k. mertebeden Fubini tipli sayilar icin asagidaki hesapla-

malar yapilabilir:
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(3.5)’de £ = 1 alinirsa aSP = a, oldugundan ve Tanim (2.30)’a gore verilen a,,
degerleri elde edilir. Bu verilerden faydalanarak a'r) sayilarini hesaplarsak;

(3.5)de k =2i¢inu = 1, v = 1 alinirsa,

olarak bulunur. Buradan

n = 0 i¢in;
a(()z) =qpag =2.2=4
n = 1 i¢in;
a§2> =qpa; + a1a9 = 2.4+4.2=16
n = 2 i¢in;

a$? = agas + 2a1a1 + azap = 2.16 + 2.4.4 + 16.2 = 96
n = 3 i¢in;
al? = agas + 3aras + 3asa; + asag = 2.88 + 3.4.16 + 3.16.4 + 88.2 = 736

elde edilir.
(3.5)de k =3icinu =2, v=1veyau = 1, v = 2 alinirsa,

o= (j)a; an;

olarak bulunur. Buradan

n = 0 i¢in;
af? = aPag =4.2=38
n = 1icin;
ol = alPa; + aPag = 4.4+ 162 = 48
n = 2 ic¢in;

af? = alPas + 2aPay + aPag = 4.16 + 2.16.4 + 96.2 = 384
n = 3 i¢in;
a?) = alPas + 30V ay + 30 ay + aag = 4.88 4 3.16.16 + 3.96.4 + 736.2 = 3744

20
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elde edilir.

(3.5)dek=4icinu=3,v=1yadau=2,0v=2veyau = 1, v = 3 alinirsa,

olarak bulunur. Buradan

n = 0 i¢in;
aé4) = aéz)agf) =44=16
n = 11icin;
ol = aPa? + aPa? =416+ 16.4 = 128
n = 2 i¢in;

s’ = alal? +2a7a? + af’al? = 4.96 + 2.16.16 + 96.4 = 1280
n = Jicin;
al? = a0 +3a?al? +3a 0P +aPalP) = 4.73643.16.96+3.96.16+736.4 = 15104

elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse k. mertebeden Fubini tipli sayilar asagidaki gibi verilir:

n\k| 1 2 3 4 5
0 2 4 8 16 32
1 4 16 48 128 320
2 | 16 | 96 | 384 1280 3840
3 | 8 | 736 | 3744 | 15104 | 53120
4 | 616 | 6816 | 42720 | 204032 | 827520
5 | 5224 | 73696 | 556128 | 3093248 | 14288000

sekilde verilir:

21
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Bu teoremin ispatini kisaca verelim. k. mertebeden Fubini tipli polinomlarinin iireteg

fonksiyonu kullanilarak

> tn 2k
Zagﬂ) (z) — = —Zkea:t
n=0 n: (2 - et)
St yr
ol n!
n=0 n=0

elde edilir. Yukaridaki bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa
" nl ) n!
n=0 n=0 j=0

bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilart karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir (Kilar ve Simsek 2017).

Bu teorem kullanilarak, k. mertebeden Fubini tipli polinomlar asagidaki gibi verilir:

n\k 1 2 3
1 20 +4 4r + 16 8z + 48
2 2% + 8z + 16 4 + 32x + 96 8x2 + 961 + 384
3 223 + 1222 4 48x + 88 | 4a® + 4822 + 288z + 736 | 823 + 144x? + 1152z + 3744

Ayrica, k. mertebeden Fubini tipli polinomlar ile k. mertebeden Fubini tipli sayilar

arasindaki iligki asagidaki 6nerme yardimiyla da verilebilir:
Onerme 3.4 k,b € Nve k > bolmak iizere;
aM(z) = 2”: (n) ag-b) agk:jb) (x) 3.7)
dir (Kilar ve Simgek 2017).
Ispat (2.18) bagintis1 kullamlarak asagidaki fonksiyonel denklem elde edilir:
Fo(z;t k) = F,(t,b) Fy(x;t, k —b).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla;
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elde edilir. Son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

00 g 00 n n 0 (b n
SOIEL (z (e 0) &
Jj=0 '

n=0 ’ n=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Onerme 3.5

o (z+1) = (”) oM (z) (3.8)

dir (Kilar ve Simsek 2017).

Ispat (2.18) bagntis1 kullanilarak

k) i (k) ()2 .

elde edilir. Buradan, bu son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

S+ z(z ())&

n= n=0 \;j=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug
elde edilir ve ispat tamamlanir. O
3.2.2. Yiiksek mertebeden Fubini tipli polinomlar i lgln " tiirev operatorii
k. mertebeden Fubini tipli polinomlar i 1gln — tiirev operatoril asagidaki 6nerme ile ver-

ilir:

Onerme 3.6 m,n € N olmak iizere n > m olsun. O halde,

dir (Kilar ve Simsek 2017).
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Ispat (2.18)’ de verilen iirete¢ fonksiyonunda z degiskenine gore m-kez tiirev almirsa,

(k) _ 4m zt
—a)(x)— = t"——e
2o W =

o)
Zfn—i-m
n=

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yaplhrsa,

(k) _ Z (k) L

n=0

[e.9]

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde : = 'nin katsayilar kargilagtirtlirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

3.3. Genellestirilmis Fubini Sayilarimin Temel Ozellikleri
3.3.1. Genellestirilmis Fubini sayilar icin bagintilar

Onerme 3.7 k = 2,3,4, ... olsun.

[y

n—

Fop = (”> Finfooins
J

J

Il
=)

dir (Muregan 2009).
ispat Bu metot, Muresan (2009) tarafindan verilmistir. £ > 2 olmak iizere;

an,kg = 1+an,k:n_yz
n=0 n=1

Fy. (1)
Fr_1 (1)

olarak bulunur. Buradan,

ank . <ank ,) (f:jfk;)

elde edilir. Son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

ank_ ZZ( )fjkfn —J,k— 1ﬁ

n=1 j5=0
bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanur. 0

Ayrica genellestirilmis Fubini sayilar1 asagidaki 6nerme yardimiyla da hesaplanabilir:
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Onerme 3.8 .
s 1 i kY (3.9)
TRk ) k1) '
dir (Muregan 2009).
Ispat
1

=l+a+2+.., |z7/<1
11—z

geometrik serisi ve (2.20) bagintist kullanilarak,

1 1

k(k%—l)l—kiﬂet

1 &k V&t
k(k:+1);<k+1) ;J n!

Fi(t) = —

! +
k

! +
k
elde edilir. Buradan,

if tn L1 “m(k)j,ntn
nk™y — T 7 P2 T -
="l ko k(k+1) &= = kE+1 n!

olur. Yukaridaki denklemde 1%’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug elde edilir

ve ispat tamamlanir (Muregsan 2009). [

Onerme 3.9 f, ;. = 1 olmak iizere;

n—1
fok=1+kY (ZL) Fies 10> 2 (3.10)
j=1

dir (Muresan 2009).

3.3.2. Genellestirilmis Fubini sayilari icin iirete¢ fonksiyonunun elde edilmesi

Onerme 3.10 [ 'un tistel iirete¢ fonksiyonu

et —1

1= ket G-AD

oo tn
Fi (t) = ankm =
n=1 :

dir (Muregan 2009).
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Bu metot, Muresan (2009) tarafindan verilmistir. (3.11) bagintisin1 ispatlamak icin

(3.10) bagintisini kullanirsak ve f; , = 1 olarak alirsak;

Fu(t) = ifn,k;—izﬁif"’kg
_ t+z<1—l—k2( )m)-
- —1+Zn,+’finzl( >ka

n=2 j=1

— _1+et+kZmei,k;
n=1 " i=1 ’

= —l+4e+k(e—1)F(t)
olarak bulunur. Buradan,

et —1

B = e

(3.12)

elde edilir.

Ayrica (3.12) bagintisindan yararlanilarak asagidaki rekiirans bagintis1 elde edilir:

n=0
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra Cauchy carpimi yapilirsa,
R D) A D
n=2 j=1 ‘])' n=1 n'

bulunur. Yukaridaki denklemde ¢" katsayilari esitlenirse,

s
) k:wak,n 5

elde edilir.

Ayrica yukaridaki denklem, n > 1 icin, Muresan tarafindan asagidaki sekilde ifade

edilmistir:
f n,k 1
—k —
Z ] 'm' n!
m+j=n
m,j>1
(Muresan 2009).
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3.3.3. Genellestirilmis Fubini sayilar ve 2. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski

fnr genellestirilmis Fubini sayilari ile ikinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iligki agagi-

daki Onerme ile verilir:

Onerme 3.11

n

For =S K118, (n, 5)

J=1

dir (Muregan 2009).

Ispat (2.13) ve (2.20) bagintilart kullanilarak
f:fk% (@)K (1)
= pa
= Zk‘] (7 + D! ZSQ n,j+1) t—n|
Sk 19'252 ni) o

7j=1
elde edilir ve n < j i¢in Sa(n, j) = 0 oldugundan
S hugy =32 (w0
n=1 "l = j=1 n!

elde edilir. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir. U
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, cok iyi bilinen baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin 6zellikleri kullanilarak,
yiiksek mertebeden (k. meretebeden) Fubini tipli say1 ve polinom aileleri ile ikinci tiir
A-Stirling sayilari, yliksek mertebeden Frobenius-Euler sayilari, Apostol-Euler sayilari,
Apostol-Bernoulli sayilari ve Apostol-Genocchi polinomlar1 arasindaki iligkiler verile-

cektir.

Onerme 4.1 n = 0 ise, 0 zaman

ij i (Qf) (;) ap)j" " (—1) 2 =1,

m=0 5=0

ven > 0 ise, o zaman

n 2k
2k . .
>3 () (1 )air i,
: 7 m
dir.

Ispat (2.19) bagintisindan

2k _ (2 . et)Qlc Zagc)g

n=0

elde edilir. Buradan baz1 gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

2k [eS) 9
E 2k 7 ok—j 'ntn § k) "

7=0 J n=0 n=0

olur. O halde elde edilen bu son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

£ (EEC))ar-cre)s

n=0 \m=0 5=0

olarak bulunur. Buradan da verilen dnermenin sonucu elde edilir. O

alf) (x) polinomu ile ikinci tiir A-Stirling sayilar1 arasindaki iligki asagidaki 6nerme

ile verilir:
Onerme 4.2 S, (n, k; \) ikinci tiir \-Stirling sayilar olmak iizere,
n_ e (7 o LY )
" = (2k)!2 Z (j)Sg (j, 2k; 5) a,”; ()
7=0
dir.
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Ispat (2.18) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,
2k ix”ﬁ =(2- et)% ia k) () ~

— B "

yazilir ve daha sonra (2.15) bagintisindan yararlanilarak
= " = 1) " o tn
n" 19k R T (k) v
Zx "= am)2 Z s, (n o 2) s Z o (@)

elde edilir. Son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

o al” eSS (Mo (o L) o ® (L
nz%at 1= (2k)12 ZZ (j)Sg (],Qk, 5) " () o}

n=0 j=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. O
Sonug 4.3 n pozitif tamsay: olsun.

" /n R ANR(.
(s

J=0

olarak bulunur.

Ispat Onerme (4.2)’de 2 = 0 alimirsa istenilen baginti elde edilir. U

Onerme 4.4

dir.

elde edilir. Bu bagintida Cauchy ¢arpimu yapilirsa,
] g oo n n N o n
St =33 (e @iy
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. U
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Sonuc¢ 4.5 y = 1 alimirsa; (3.8) denkleminde verilen esitlik elde edilir.
al¥) (x 4 y) polinomu ile HP (x,u) arasindaki iligki asagidaki 6nerme ile verilir:

Onerme 4.6 1.k, j € N olmak iizere;
dir.

— ®) ¢ A

2k (‘Uk et (_1)k eVt
(et —2)" (et —2)F

= 28 " HP (,2) ] > HP (y,2) —
n=0 " n=0

elde edilir ve bu son bagintida Cauchy carpimi uygulanirsa

n

>l ot y) . ’“Z(Z() H® (2,2) HY, (y 2))% @.1)

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Sonuc 4.7 y = 0 alvursa;

7=0
elde edilir.
ag@) sayilari ile &Sk) (M) arasindaki iligki asagidaki 6nerme ile verilir:

Onerme 4.8 & (X) , mertebesi k olan Apostol-Euler sayilart olmak iizere,

1 1
(k) — = e(2k) [ _ =
ap " = 93k 5” ( 2)

dir.
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ispat (2.8) ve (2.19) bagintilar1 kullanilarak,

n=0 2
1 & 1\ t
_ (2k) -
T 93k ;571 ( 2) n!

elde edilir. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilari karsilagtirilirsa istenilen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir. U
atf) () polinomu ile 3% (x, \) arasindaki iliski asagidaki 6nerme ile verilir:

Onerme 4.9 3% (z, \) mertebesi k olan Apostol-Bernoulli sayilart olmak iizere,

a®) (z) = Bg:%k (:r:, %)
" 2k (2k)1 ("2

dir.

ispat (2.5) ve (2.18) bagintilar1 kullanilarak,

) 2k
t" 1 t
k) — xt
Zan (2) n! k2 (%et — 1) ¢

n=0

+2k

QkZa Z 62 (2.3) & @2)

elde edilir ve (4.2) bagintisinin sol tarafinda n yerine n — 2k yazilirsa,

23 0 Zﬁ%( _> -

n=2k

olarak bulunur. Buradan,

23 n(n—1)(n—2)...(n— 2k — 1)) a, (2) 7:_”' _ 3 e (gj %) ;_”‘

elde edilir. Yukaridaki denklemde % katsayilar1 karsilagtirilirsa,

afzk—)2k: (=) = 5 _ 67(12_]6) Lrs) _ —
2*nn—1)(n—2)...(n—(2k — 1))

olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa 6nermenin sonucu elde edilir. U

31



BULGULAR VE TARTISMA N. KILAR

Sonuc 4.10 n € Ny olmak iizere k = 1 ve x = 0 alinirsa,
(2)
4. = 6n+2 (%)
" 2(n+1)(n+2)
bulunur (Kilar ve Simsek 2017).

Sonuc 4.11 (3.6) bagintisinda k = 1 alimirsa;

ap (z) = znj C‘) a2

=0

elde edilir. (4.3) bagintisi (4.4) bagintisinda yerine yazilirsa,

_ — (n 55?2 (%) n—j
()= Z (j)2<j+1> G+2)"

elde edilir (Kilar ve Simsek 2017).

(k)

an’ (x) polinomu ile G (x, \) arasindaki iliski asagidaki onerme ile verilir:

4.3)

4.4)

Onerme 4.12 G (x, \) mertebesi k olan Apostol-Genocchi polinomlart olmak iizere,

" 23 (2Kk)!("12F)

dir.

ispat (2.11) ve (2.18) bagintilar1 kullanilarak,

- "1 2t \*
(k) - = xt
Z%an (z) | 93kp2k (_%et + 1> €

2 0 *) 2k 0 (28) 1\
n=0 ’ n=0 ’

elde edilir ve baz1 gerekli diizenlemeler yapilirsa,
tn

n!
n=0

253 " n(n—1)(n—2)...(n— 2k — 1)) al?y () = =Y _ G (x 1

elde edilir. Yukaridaki denklemde % katsayilar1 karsilagtirilirsa,
(2k) 1
oy, (2) = (o 7)
" 2%6n(n—1)(n—2)...(n— (2k — 1))

olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa 6nermenin sonucu elde edilir.

(k)

O

wyy (n) ile ikinci tiir Stirling sayilart ve ay,’ sayilari arasindaki iligki asagidaki teorem

ile verilir:
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Teorem 4.13 S, (n, k) ikinci tiir Stirling sayilari olmak iizere,

uiPm = G (1) 5620 o @)

dir.

ispat (2.17), (2.19) ve (3.2)bagintilar1 kullanilarak asagidaki fonksiyonel denklem elde
edilir:
(2k)!

o Fs(t 2R) Folt, k) = Fip (8).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

0@ (2 " S~ "
ZOU)M (n)nl Qk: 252 n2k:)n' Oa oy

olur. Bu son bagintida Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

> uffm’ = s (Z( )52 20) o )fl,

n=0 n=

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilart karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Ayrica, (4.5) bagintisinda £ = 1 alinirsa,

o =3 (1) 2) 0

J=0

elde edilir ve j < 2i¢in S (7,2) = 0 oldugundan

o = (7)s:0:2 00,

dir (Kilar ve Simsek 2017).
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5. SONUC

Bu tez calismasinda Fubini tipli say1 ve polinom aileleri ¢aligilmistir. Fubini tipli sayilar
ve polinomlar icin tirete¢ fonksiyonu elde edilmis ve bu ailenin bazi temel 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica, Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilari ve polinomlari,
Apostol-Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Apostol-Euler sayilar1 ve polinomlari, Frobenius-
Euler sayilar1 ve polinomlari, 1. tiir Stirling sayilari, 2. tiir Stirling sayilar1 ve 2. tiir A-
Stirling sayilar1 gibi bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar: incelenmig

bu ailelerle ilgili formiiller, bagintilar ve diger 6zellikler verilmisgtir.

Bu tez ¢calismasinin Bulgular ve Tartigma boliimiinde ¢ok iyi bilinen bazi 6zel say1 ve
polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar: kullanilarak, yiiksek mertebeden (k. meretebe-
den) Fubini tipli say1 ve polinom aileleri arasindaki bagintilar elde edilmistir. Elde edilen
bu bagintilar asagidaki gibi verilirler:

Onerme (4.2)’de a'l) (x) ile gosterilen Fubini tipli polinomlarinin ikinci tiir A-Stirling

sayilariyla arasindaki iligki

= (2k)12* Xn; (?) Sy <j, 2k; %) ay’; (@)

olarak verilmistir. Elde edilen bir diger bagint1 ise,

n,k,j € N olmak lizere; alP (x + y) polinomunun yiiksek mertebeden Frobenius-

Euler polinomlariyla olan iligkisi

oM (z+y) = 2’“2() 7;2) HyY, (3 2)

dir. Benzer sekilde Onerme (4.8), (4.9) ve (4.12)’de yiiksek mertebeden (k. mertebeden)
Fubini tipli sayilarin ve polinomlarin sirasiyla yiiksek mertebeden Apostol-Euler sayilari,

yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari ve yiiksek mertebeden Apostol-Genocchi

1 1
(k) — —_ (k) [ _=
an " = 23k‘€n ( 2) )

B (2, 3)

polinomlariyla olan iligkisi

(k)( )= A2k A2/
" 2k (2k)1("2F)

ve (2) )
a®) (z) = G ok ($7 _5)

23k (2k)1("17F)
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olarak verilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar analiz ve fonksiyonlar teorisi, sayilar teorisi,

istatistik ve olasilik teorisi gibi bir¢cok alanda kullanilabilir.
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