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ONSOZ

Bu caligma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar: ve Bulgular—
Tartigma olmak iizere iki boliimden olusmaktadir. Bulgular—Tartigma boliimiinde
kullanilacak olan Bernoulli polinomlar: ve fonksiyonlari, Dedekind toplamlari ve bazi
genellegtirmeleri, Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar1 boliimiinde tanitilmig ve
baz1 ozellikleri verilmigtir.

Bulgular—Tartigma boéliimiinde ise, genellestirilmig Eisenstein serilerinin ¢ok
genig bir sinifi i¢in doniigiim formiilleri elde edilmistir. Bu dontigiim formiillerinin 6zel
halleri incelendiginde, periyodik Bernoulli fonksiyonlarini igceren Dedekind toplam-
larinin genellegtirmelerinin ortaya ¢iktigi gozlemlenmigtir. Ortaya gikan bu toplam-
larin sagladiklar: resiprosite bagintilar: ispatlanmigtir. Ayrica, bu toplamlarin 6zel
durumlar1 incelenmistir. Elde edilen dontisiim formiillerinin uygulamalari olarak,
bazi sonsuz seriler arasindaki bagintilar ve periyodik zeta fonksiyonu i¢cin Ramanu-
jan formiiliiniin benzerleri elde edilmigtir.

Bu ¢aligma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylagsan, destegini esirge-

meyen danigmanim Sayin Yrd. Dog. Dr. Miimiin CAN’ a, yardimlarini gordiigiim
hocam Prof. Dr. Veli Kurt’ a tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler:

] Bir x reel sayisinin tam degeri
{z} Bir z reel sayisinin kesir kismi
n(z) Dedekind eta-fonksiyonu

L(s,x) Dirichlet L-fonksiyonu
Dogal sayilar kiimesi
(s) Euler gamma fonksiyonu
(k) Euler phi fonksiyonu
(z,x) Gauss toplam
(s,0) Hurwitz zeta fonksiyonu
Karmagik sayilar kiimesi
(x,a,s; A) Periyodik Lerch fonksiyonu
. Tam sayilarin karakteristik fonksiyonu
Tam sayilar kiimesi

cx(n) Ramanujan toplami

R Reel sayilar kiimesi

¢ (s) Riemann zeta fonksiyonu
H Ust yar1 diizlem

K {:v—l—z'y:x>—%vey>0}
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Muhammet Cihat DAGLI GIRIS
1. GIRIS

c,d € Z,c>1ve (¢,d) =1 olmak iizere Dedekind eta-fonksiyonu teorisinde
ortaya ¢ikan s(d, ¢) Dedekind toplamlar1 1892 yilinda R. Dedekind tarafindan

wo- 3 ((2)((2))

j (modc)

olarak tamimlanmigtir. Burada, [x] herhangi bir z reel sayisimin tam degeri olmak
tizere ((x)) fonksiyonu

[o-ll-1 agz
oy ={ " g

seklindedir. Dedekind toplamlarinin en onemli 6zelligi ¢ ve d aralarinda asal sayilar
olmak ftizere

1 1 /d ¢ 1
s(d,c)+ s(c,d) = YT (c+d+dc> (1.1)
resiprosite bagintisidir. Bu toplamlar, bir¢ok matematikg¢i tarafindan genellegtirilmis
ve bunlara karsilik gelen resiprosite bagintilar: farkl yollardan ispatlanmigtir (Apos-
tol 1950, Berndt 1973a, 1973b, 1975a, 1975d, 1977a, Carlitz 1964, Cenkci vd 2007,
Dagli ve Can 2015, 2016a, 2016b, Hamahata 2014, Lim 2009, Meyer 2000, Rademacher
ve Grosswald 1972, Sekine 2003, Takacs 1979).

n(z) Dedekind eta-fonksiyonu olmak {izere, Dedekind toplamlar ilk olarak
log 7(z) nin déntigiim formiillerinde ortaya ¢ikmigtir. log 7(z) benzeri dontigiim formii-
line sahip Eisenstein serileri gibi bagka fonksiyonlar da vardir. Lewittes (1972)
tarafindan Re(s) > 2 ve 11, r3 € R olmak {izere,

= 1
G(Z7S7'I"1,T’2) = Z

(m+mr)z+n+r)s

m,n=—00

(m,n)f(—’l‘l 7_T2)

seklindeki genellestirilmis Eisenstein serilerinin dontisiim formiillerini elde etmek i¢in
bir metot bulunmustur.

Berndt (1973a), Lewittes’ in ispatinin son kismina farklh yaklasimlarda bu-
lunup, Dedekind toplamlari ve cesitli genellestirmelerinin elde edildigi doniigiim
formiilleri elde etmigtir. Bu ¢aligma, Berndt (1975a) tarafindan genellegtirilmigtir.
Berndt (1978) tarafindan Berndt (1975a) ¢aligmasindaki genel teorem kullanilarak
¢ok sayida doniigiim formiilii elde edilmistir. Bu donitisiim formiillerinde, resiprosite
bagintisini saglayan cesitli Dedekind toplami benzeri toplamlar ortaya ¢ikmigtir.

Berndt (1973b,1975d), daha genis Eisenstein serilerini inceleyip logn(z) nin
1
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karakter genellegtirmelerinin oldugu fonksiyonlar i¢in déniigiim formiilleri elde etmis-
tir. Bu dontigiim formiillerinde Dedekind toplamlarinin bagka genellegtirmeleri or-
taya cikmigtir. Bu toplamlar, karakterleri ve genellestirilmis Bernoulli fonksiyon-
larini igerir. Ayrica, dontisiim formiilleri yardimiyla ispatlanan resiprosite formiilleri-
ne sahiptir.

Berndt (1977b,1978), baz1 sonsuz serilerin hesabi ve sonsuz seriler arasinda
bagmtilar elde etmek i¢in doniigiim formiillerini kullanmigtir. Berndt (1973a) daki
doniigiim formiiliiniin ilging sonuglarindan biri, n > 1 olmak iizere ((2n+ 1) i¢in Ra-
manujan formiilidiir. Dirichlet L-fonksiyonu i¢in Ramanujan formiiliiniin karakter
benzerleri Katayama (1974) tarafindan verilmis, Berndt (1975d) tarafindan déniisiim
formiilleri yardimiyla ispatlanmigtir. Bradley (2002) ise, hiperbolik kotanjantin kismi
kesir acilimini kullanarak Ramanujan formiiliiniin periyodik benzerlerini elde etmistir.
Katayama ve Berndt’ in formiilleri Bradley’ in formiillerinin sonuglaridir.

Bu galigmada, Re(s) > 2, Im(z) > 0 olmak {izere, Eisenstein serilerinin

A S fom)f* (6
G(z,8; Aa, Bg;T1,7m2) = Z (m4r)z+n+ry)

m,n=—00

(mvn)i(_rl ,_7”2)

(1.2)

seklindeki ¢ok genis sinifi i¢in déntigiim formiilleri elde edilmistir. Burada, {f(n)}
ve {f*(n)}, —oo < m < oo olmak tizere, kompleks sayilarin k periyotlu bir dizi-
sidir ve A, = {f(an)} ve Bz = {f*(n)} seklindedir. Bu déniigiim formiillerinde
periyodik Bernoulli fonksiyonunu iceren Dedekind toplamlarinin genellestirmeleri or-
taya ¢ikmigtir. Bu toplamlarin sagladigi resiprosite bagintisi ispatlanmigtir. Ayrica,
A, ve Bg nin 6zel degerleri icin bu Dedekind toplamlari incelenecektir. Dontigiim
formiillerinin 6zel durumlarindan ilging sonuclar elde edilebilmektedir. Bu sonuglar,

o0

Z n(em/z + efm/2) + ; n(e”9/2 + e*”9/2) - §7 (79 =T 1g1n)

n=1

gibi baz1 sonsuz serilerin degerlerinin hesabini, sonsuz seriler arasindaki bagintilar:
icermektedir. Bir diger sonucu da periyodik zeta fonksiyonu i¢cin Ramanujan formiilii-
niin benzerleridir. Bradley’ in formiilleri bizim elde edecegimiz teoremlerden birinin
sonuclaridir ve benzer formiillerin 6zel durumlaridir.
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2. KURAMSAL BILGILER ve KAYNAK TARAMALARI

Bu boliimde, Bernoulli polinomlar1 ve fonksiyonlari, Dedekind toplamlari,
genellegtirilmis Dedekind toplamlari, periyodik Bernoulli polinomlari, sayilar1 ve
fonksiyonlari, karakter fonksiyonu tanitilacak ve bunlarin bazi 6zellikleri verilecektir.

2.1. Periyodik Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlar:

Tanim 2.1 A = A, = {f(n)} olmak tizere, B;j(A) ve Bj(x, A) periyodik Bernoulli
sayrlary ve polinomlary sirasiyla

Z% ek(tn_ 1 ZB (It} <27 /k) (2.1)

— —n)elt®) >
Z—tf ) S By, 4). o (e < 2n/k) (2.2)
0 j=0

treteg fonksiyonlar ile tanimlanyr (Berndt 1975¢).

Bu tamimda A = I = {1} almrsa (2.1)) ve (2.2)) sirasiyla

(It] < 2r) (2.3)

2B
j=0
iireteg fonksiyonlar: ile verilen klasik Bernoulli sayilari ve polinomlarina doniigiir
(Apostol 1976).

B, () ile gosterilen Bernoulli fonksiyonu

B, (z) = ((x)) ven > 1icin B, (z) = B, ({z})

olarak tammlamr. Burada {z}, = in kesir kismudir ve B, (z), 1 ile periyodik bir
fonksiyondur.

Bu galigma boyunca, n-inci Bernoulli fonksiyonu P, (x) ile gosterilecek ve
n!P, (z) = B, (x — [z])

ile tammlanacaktir. Ozel olarak, P; (z) = x — [z] — 1/2 dir.
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Ayrica, P,(z) periyodik Bernoulli fonksiyonu herhangi bir x igin,

m—1 .
P, <x + i) =m!'™"P, (mx) (2.4)
m
0

j=
Raabe bagintisini saglar.

Periyodu k olan P, (z, A) periyodik Bernoulli fonksiyonlar1 her = € R i¢in

By, 4) = Bo(d) = + 3 f(m) (25)
Po(e, A) = k" S f(—m)P, (mT”) n>1 (2.6)

esitlikleri ile tanimlanir (Berndt 1975¢).
Tanim 2.2 k£ € N i¢in
1) x(a+k)=x(a), a €Z,
2)x(a) =0 <= (a,k)#1
kosullariny saglayan Z den C ye tanwmly x c¢arpimsal fonksiyonuna bir k modil
Dirichlet karakteri denir. x fonksiyonunun tersi, x nin degerlerinin karmasik eslenigi
olan x~' =¥ déniistimiidir.
2.2. Dedekind Toplamlari
Tanim 2.3 ¢,d € Z, ¢ > 1 olmak dzere s(d, c) ile gdsterilen Dedekind toplama,

wo=S(()((2)

J

egitligi ile tanvmlanar (Rademacher ve Grosswald 1972).

Teorem 2.4 Dedekind toplamlari, (c¢,d) =1 olmak tizere

1 1 /d ¢ 1
S@@+“Q@—‘z+ﬁ(z+a+a)

resiprosite bagintisini saglar.
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Ispat. Farkl kamtlari icin Rademacher ve Grosswald (1972) ye bakimz. §

n, d, c pozitif tamsayilar olmak iizere, Apostol (1950) s(d, ¢) toplamim
i (4
n d7 = _En _
sp(d,c) ; . ( c)

esitligi ile genellestirerek, (d,c) =1 ve tek n ler icin

n+1

1 n+1 . . » an-H
dc"s,(d,c) + cd"s,(c,d) = . 1Y B.d B, " 4
CS( C) ca s (C ) (n+1)JZO( j )( ) j +1—5C —(n+1)

resiprosite bagintisini ispatlamigtir. n = 1 olmas1 durumunda B; (z) = ((z)) oldugun-
dan s1(d, c) = s(d, c) olur.

Carlitz (1964) veya Takacs (1979), Dedekind toplamlarinin bir diger genellestir-
mesini

(d. clz,y) Cipn < —I—x) P, (”gy> (2.7)

esitligi ile tammlamigtir. Burada n = 0,1,2,... olmak tizere P, (x) fonksiyonu,
0 <z < 1ligin P,(x) = B,(x) olarak tanimlanir. Carlitz (1964) resiprosite bagintisini
ise, n =0,1,2,... olmak iizere d ve c pozitif tamsayilar ve = ve y reel sayilar1 igin

(n ) {d0n8n<d,0|$7y) + CdnSn(C,d’y,!E)}
n+1

- Z < ) A" Py(a) Puyi—j(y) + nPoyr (dy + cx) (2.8)
olarak ispatlamistir. (d, ¢) > 1 durumunda ise benzer baginti Takacs (1979) tarafindan

verilmigtir.

Berndt (1973b), s(d,c) nin x ile genellegtirmesi olan s(d,c : x) karakter
Dedekind toplamini d, ¢ > 0 ve (d, ¢) = 1 olmak iizere,

ck—1 . .
5 (Y\=5 (J
s(d,e:x) =Y x(j)Bix (-) By (—k>
g c c
esitligi ile tanimlayarak ¢ ya da d = 0 (mod k) kogulu altinda

s(e,d:x)+s(d,c:X) = DB1yBix
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bagintisini vermistir. Ayrica, karakter Dedekind toplamini

s(deiximy) = > XU)ELX(MH)E (j;‘y)

j (mod ck)

seklinde genellegtirmistir. Burada B, (x) ifadesi

k—1 it
B o) =1 X ) B (17
ile tamimlanan y ile genellegtirilmis Bernoulli fonksiyonudur (Berndt 1975b).

s(d,c : x) toplamini Apostol anlamindaki genellemesi Cenkei vd (2006)
tarafindan

(e ) = §x<j>ﬁn,x (4)5 ()

ifadesiyle verilerek d,c¢ > 0 ve (d,c) = 1 olmak iizere, (dc,k) = 1 ise k asal ya
da (de,k) > 1 ise k herhangi bir tamsayist igin kargihk gelen resiprosite bagintist
aritmetik yoldan ispatlanmistir.
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3. BULGULAR-TARTISMA

Bu bélimde ilk olarak, G(z,s; As, Bg;r1,72) fonksiyonunun s = 1 harig
tiim s—diizlemine analitik devam ettirilebildigi gosterilecektir. G(z,s; A, B;r1,79)
fonksiyonu igin doniigim formiilleri elde edilecek, bu doniigtim formiillerinin bazi
6zel durumlarinda periyodik Bernoulli fonksiyonlarini iceren Dedekind toplamlariin
genellestirmelerinin ortaya ciktigi gozlemlenecektir. Bu toplamlarin sagladiklar: re-
siprosite bagintilar ispatlanacaktir. Ayrica, A, ve Bjg icin 6zel degerler alinip, ortaya
¢ikan Dedekind toplamlar: incelenecektir. Son olarak, bu dontigiim formiillerinin bazi
0zel durumlari incelenerek, cesitli sonsuz seriler arasindaki bagitilar ve periyodik
zeta fonksiyonu i¢in Ramanujan formiiliintin benzerleri elde edilecektir.

Bu ¢aligmanin bundan sonraki kisminda, {z =z + iy € C: y > 0} {ist yari-
diizlemi H ile ve {x +wy x> —g ve y > 0} kiimesi K ile gosterilecektir. a, b, c,d
birer tamsay1 ve ¢ > 0 olmak iizere, V(2) = Vz = (az +b) / (cz + d) ile ad — bc = 1
kosulunu saglayan modiiler doniigiimler ele alinacaktir. Tam sayilarin karakteristik
fonksiyonu ), iistel fonksiyon e(z) = e*™** geklinde gosterilip aksi belirtilmedikge
esas dal —7m < arg z < 7 alinacaktur.

3.1. G(z,s; Aa, Bg;r1,r2) Fonksiyonunun Analitik Devami

Bu boliimde (1.2)) ile verilen G(z, s; A,, Bg;r1,72) fonksiyonunun s = 1 harig
tiim s—diizlemine analitik devam ettirilebildigi gosterilecektir.

—00 < n < oo olmak lizere A,, {f (an)} dizisi ile tamimlansin. Yani {f (an)} =
A,, o € Z olsun. Benzer sekilde {f* (an)} = B, olsun.

G(z,s; Ay, Bg; 11, 12) fonksiyonunun tanimindan,

G(z,8; Aa, Bgyr1,12) = Ay f(—ary) Z f(Bn)(n+rqy)~*°

n=—oo

(S5 5 ) et

m<—ri n=—0o0 m>—r; n=—00

=51+ 52+ 53 (3.1)

olarak yazilabilir. Ik olarak S1,

S1 = Ay f(—ary) (Z FH(Bn)(n+ry) S+Zf*(—ﬁn)(—n+rz)‘s>

n>—ro n>ro

= A\, f(—ary) (L(s, Bg;12) + €(s/2)L(s, B_g; —7r3)) (3.2)
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yazilabilir. Burada L(s; Ag; 0) fonksiyonu, Re (s) > 1 ve 6 € R i¢in

L(s; Ag;0) = Y f(nB)(n+6)"* (3.3)

n>—~0

seklindedir. L(s; Ag; 6) fonksiyonu ( (s, §) Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden yazilabilir.
Soyle kit n = mk+j+[-0]+1,0 < j < k—1,0 < m < oo yazlarak ve
[0] + [—0] = Ny — 1 kullanilarak, Re(s) > 1 igin

[—0] + 1))
Lis; 4:6) ]ZOZO k:m—i—j—i— 0 +1+0)

%Zlf G- 4 A (5 2R (3.4)

olur. Buradan, L(s; Ag;6) fonksiyonunun s = 1 harig tiim s—diizlemine analitik
devam ettirilebildigi anlagilmaktadir.

Ikinci olarak, So; de m yerine —m, n yerine —n yazilirsa

B = f*(Bn)
52 = Z flam) Z (m4r)z+n+ry)s

m<—ri n=-—oo

=e(s/2) Z f(—am) Z ((m _{;(Z—fing —1y)*

m>ry n=-—oo

elde edilir. Re(s) > 1, z € H ve 0 < 7 < 1 olmak {izere

= s— miz(n—T1 F(S) = —s _2minT
> (n—r)y e = (—2mi)’° > (z+mn)7e

Lipschitz toplama formiilii kullanilarak, w € H ve 387 = 1 (mod k) igin

© e gy kLo 50
I'(s) > {w(Jrﬁn)z _ > / (ksﬁj) I(s >n_Z:OO ; +1j4];w)
= Comppr onte () S e (M)
. i
= (=2mi/k)® Zn“le (T) > (e <—nﬁ_1‘;)
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~

elde edilir. Burada A = { f (n)} ifadesi —n < 0o < n olmak iizere

(=nj/k) (3.5)

>

||
i
M?v

7=0

seklinde {f(n)} nin sonlu Fourier seri katsayilaridir. (3.5)’in saglanmasi igin gerek
ve yeter kosul

fin) =" FG)enj/k), —n<oo<n (3.6)

olmasidir. Dolayisiyla,

(—2mi/k)*

2= ()

ke(s/2)A (z, s A, Bﬁfl; -7y, — 7“2) (3.7)

olur. Burada

m —+ 7”1)2 + 72 s—1
A5t A Agirrirs) = gjjwmz§jfﬁn (nEEER Y e 3
m 1
seklinde bir fonksiyondur.
Benzer sekilde,
(—2mi/k)® ~
S3 = Tk/l (z, 83 Aay B_g1; 7“1,7‘2> (3.9)

olarak elde edilebilir.

Béylece, (3.1)), (3.2), (3.7) ve (3.9) birlestirilerek,

G(Za S AOM Bﬁ) T, TQ)

—21i/k)? ~ ~
= % (A (z, 83 A, B_g-1; 7‘1,7“2) +e(s/2)A <z, s;A_q, Bg-1; =11, — 7"2))
+ A f(—ar) (L(s; Bg;re) + e(s/2) L(s; B_g; —12)) (3.10)
yazilabilir. L(s; Bg;ry) fonksiyonu s = 1 hari¢ tiim s—diizlemine analitik devam

ettirilebildiginden ve A (z, s; A, B_ 51571 ,1"2> fonksiyonu s nin tam fonksiyonu oldu-

gundan, G(z, s; Aa, Bg; r1,72) fonksiyonu s = 1 hari¢ tiim s—diizlemine analitik de-
vam ettirilebilir.

Kolaylik olmasi i¢in, G(z, s; A, Bp;0,0) fonksiyonu G(z, s; A,, Bg) seklinde
ve G (z,8; Ay, By;r,1me) = G (2, 87 A, B;yry,13) yazilacaktir.
9
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3.2. Doniisiim Formiilleri

Bu béliimde, G (z, s; A,, Bg;r1,r2) fonksiyonu igin doniigiim formiilleri elde
edilecektir. Bunun icin agagidaki Lemma’ ya ihtiya¢ duyulacaktir.

Lemma 3.1 (Lewittes 1972) E ve F sifirdan farkl ve C' > 0 olmak tzere, E, F, C
ve D reel sayplar olsun. Bu takdirde, z € H i¢in

arg((Fz+ F)/(Cz+ D)) =arg(Ez+ F) —arg(Cz+ D) + 2xl,

1, E<0ve DE—-CF >0

0, diger seklindedir.

dir. Burada l, z den bagimsizdir ve | = {

Teorem 3.2 ry, ry keyfi reel sayilar olmak tizere Ry = ary + cry ve Ry = bry + dro
ile tanamlansin. p = p (R, Re,¢,d) = {Ra}c — {R1} d olsun. a = d = 0 (mod k) ise

z € K ve tum s ler i¢in,

(cz+d)°T(s)G(Vz,s; A, B;ry,rs) (3.11)
=T(s)G(z,8; B_yp, A_¢; Ry, Ro) — 2i[(s) sin(ws) L(s; Ae; —R2) f*(DR1) AR,
c k—1k-1
(=5/2 3> > F(ellRo i — {Ra))/e] = v)

x [ (b(pe + j + [Ri])I(z,5,¢,d,71,79)

dir. Burada L(s; A.; Rs) ifadesi ile verilmistir ve

I(z,s,¢,d,711,13) (3.12)
[ @Rt (R e i) (00D 90,
J exp(—ku(cz +d)) —1 exp(ku) — 1

dur. Burada C, st yari-dizlemde +oo dan baslayan, orjini pozitif yonde cevreleyip
alt yari-diizlemden tekrar +00 a giden kapali yoldur. Ayrica, u® nin dal 0 < argu <
27 olarak sec¢ilmistir.

Eger b=c=0(modk) ise z € K ve tim s ler igin,

(cz+d)T(s)G(Vz, 85 A, Bir1,712) (3.13)
=T(s)G(z,s; Agq, By; Ry, Ro) — 2i'(s) sin(ws) L(s; B_y; —Ra) f(—dR1) AR,
c k-1k-1

(—s/2) ZZZf a([Re +d(j — {R1})/c] — v+ dp))

X f(=d(j+ [Ri1]))I(z,s,¢,d,r1,r2)

dir.

10



Muhammet Cihat DAGLI BULGULAR-TARTISMA

Ispat. z € H ve Re (s) > 2 icin

(M + Ry)z+ N + Ry) }

G(Vz,s A B;ry,r) = Z f(m)f*(”){ cz+d

m,n=—0o0

yazilabilir. Burada, M = ma + nc, N = mb+ nd dir. ad — bc = 1 oldugundan, m ve
n siral ikilisi —ry, —ry sirali ikilisi hari¢ tiim tamsay: ikililerini tararken, M ve N
de — Ry, — Ry sirali ikilisi hari¢ tiim tamsay: ikililerini tarar. Dolayisiyla,

G(VZ, S;A?B;TMTQ)

= Y f(Md—Nc)f*(Na— Mb) {

((M + Rl)Z + N + RQ) }_S

M,N=—oc cz+d
— i f(—nc)f*(—mb) {((m+RégiZn+R2)}_57 aEdEO(modk),
= mgoof(dm)f*(an) { ((m + R;zitln Raic) }_S , b=c=0(modk)

elde edilir. Lemma kullanilarak,

(cz+d)°G(Vz,s; A, B;ry,r)

D DR g e G )l

m+R1<0 , ((m+R1)Z+n+R2)S
d(m+R1)>c(n+Rz) diger

= G(z,8B_p, A_; Ry, Ro) + (e(—s) — 1) g (2,8, B_p, A_; Ry, Ro) (3.14)

yazilabilir. Burada

fr(=mb) f(—nc)
N B, Afc; R ) = 315
g (2,8 By, 1, It2) mH;:O ((m+ Ry)z+n+ Ry)* ( )
d(m+R1)1;c(n+RQ)

dir. (3.15) ifadesinde m yerine —m ve n yerine —n yazilip m = R; durumu ayrilirsa

g (Za 53 B*lh A,C; R17 R?)
= 6(8/2) {)\le*(le)L(S, AC, —RQ) + h(Z, S Bb, AC, —Rl, —Rg)} (316)

olur. Burada

£+ (mb) fne)
h(z,s; By, Ac; —R1, —Ry) = Z Z S
m>R1 n>Ra+d(m—Ry)/c ((m - Rl)z +n — Rg)

11
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dir. # > —d/c igin Re((m — Ry)z + n — Ry) > 0 oldugundan, I'(s) Euler integral
gosterimi kullanilirsa, z € K ve Re (s) > 2 igin

F(S)h<2’7 S5 Bb7 A07 _R17 _RZ)

=Y Y smaremn [ en(—(m— R)au— (- R

m>R1 n>Ra+d(m—Ry1)/c

bulunur. Burada m = m/c+ j + [R1]+ 1,0 < m' < 00,0 < j<c—1ven =
n' + [Ry + d(m — Ry)/c] + 1 yazilirsa ikili toplam

SO Frme+ j+ [Ry] + 1) fe(n’ + [Ry + d(m'c + j — {Ri} + 1) /c] + 1))

X /us_l exp(—(m'c+j —{Ri} +1)zu)
x exp(—(n'+ [Re +d(m'c+j —{Ri} +1)/c] + 1 — Ry)u)du

olur. j+1 yerine j yazilip d = 0(mod k) oldugu kullanilip, m’ = mk+p, 0 < m < oo,
0<pu<k—1,ven =nk+v,0<n<o0,0<v<k—1yazhrsa

F(S)h(27 S; Bb7 A67 _R17 _RZ)
c k-1k

=22

-1
=1 pu=0 v=0

Fr0(pe + 5+ [Ba])) f(e(v + [Re + d(j — {R1})/c] + 1))

.

X

/ wexp(—(cp+ j — {Ra})zu — (v + [Ro + d(j — {Ra})/c] + 1 Ro)u)

X Z Z exp(—mku (cz + d) — nku)du

m=0 n=0
-1

Fr0(pe + 5+ [Ba])) f(e(v + [Re + d(j — {R1})/c] + 1))

o

Bl
=
El

=)
Il
o

1 p=0v

w16Xp (=(ep+j — {Ri})zu)
1 — exp(—ku(cz + d))

Pt 1— Ro+du+ Ry +d(j — {Ra})/c]) v)
1 — exp(—ku)

u

X

du

- _ Z Z Jr(b(pc+ j+ [Ra])) f(c([Re +d(j — {R1})/c] — v))

pn=0 v=0

% fus_lexp(—(c,u +j—{R1})(cz + d)ku/ck)

exp(—ku(cz +d)) — 1

12
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(v + {(dj + p)/e}) [R)ku)
exp(ku) — 1

= ZZZf*(b(qu + [R) f(c([Ry + d(j — {R1}) /] = v))

o [Gisiedirir) (3.17)
1—e(s)

elde edilir. Burada

I(Za S, C, da 7“1,’/’2)

_ /usl exp(— ((cp+J — {Ba})/ck) (cz + dku) exp(((v + {(dj + p)/c}) [K)ku) ,
exp(—ku(cz +d)) —1 exp(ku) — 1

c

dur. Son adimda, pay ve payda exp(ku) ile ¢arpilip k — 1 — v yerine v yazilip, (0, 00)
izerinden olan integrali cevre integraline doniistiiren Riemann’ in klasik metodu
kullanilmigtir (Titchmarsh 1951). (3.14), (3.16]) ve (3.17)) birlestirilirse, elde
edilir. Analitik devam ile bu ifade tiim s ler i¢in gegerlidir.

(3.13) tin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. g

Aciklama 3.3 Teorem|3.4, Berndt (1973a,1973b,1975d) tarafindan elde edilen donii-
sum formillerinin bir genellestirmesidir.

Ayrica, ispat1 (3.11))’e benzer olan agagidaki teoreme ihtiyag vardir.

Teorem 3.4 Teorem nin sartlary altinda, a = d = 0 (mod k) i¢in

(cz+d)°I'(s)G(Vz,8;B_g5, A_o;71,72) (3.18)
= I'(s)G(z, s; Aap, Bpe; Ri, Ry) — 2i0(s) sin(ws) f(—abRy)L(s, B_ge; —R2)
+ e(—s/2) Z > ) f(=ab(pc+ j + [Ri]))

X f*(—ﬂC([Rz + d(] - {Rl})/c] - U))]<Z7 S, G, d7 1, TQ)

dir. Burada I(z,s,c,d,ry,r9) ifadesi ile verilmistir.

Ozel olarak, a = d = 0 ve ¢ = —b = 1 alirsa,
27 °T(s)G(—1/z,8,B_g3, A_4;71,72) (3.19)
=I'(s)G(z,8; A_q, Bg; R, Re) — 2iT'(s) sin(7s) f(aRy) L(s, B_g; —R»)
k=1 k-1
te(=5/2)) Y flalp+ 1+ [Ri)f(=B([Re] = 0)I(2,5,1,0,14,75)
pn=0 v=0

13
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elde edilir.
3.3. Periyodik Dedekind Toplamlar:

Yukarida elde edilen doniigiim formiilleri s € Z oldugunda ¢ok sade bir hal
alir. Bu durumda, I(z, s, ¢, d, r1,r3) integrali, Bernoulli polinomlarimin tanimi kul-
lanilarak Rezidii teoremi yardimiyla hesaplanabilir. Dolayisiyla, N negatif olmayan
tamsay1 olmak iizere s = —N ise,

I(z,—N,c,d,ry,m3) (3.20)
ot Y g (LAY p (e (0 (e

ck k min!

m+4n=N-+42

olur. Buradan, s = —N ic¢in analitik devam yardimiyla Teorem nin z € H icin
gecerli oldugu goriiliir.

3.3.1. s =7 =193 =0 durumu

s =11 =19 =0 igin (3.20) ifadesi

— ' +1{dj .
1(2,0,¢,d,0,0) = —sz d32 (#) 7i(cz + d) By (c;gfl—])
+ ptJ +1{dj

2miBy (C T j) B,y (%)

esitligine doniigiir. a = d = 0 (mod k) durumu goz 6ntine alinsin. Bu durumda ((3.11])
ifadesi

. 1

i) (1

= —2if*(0) lim F(s) sin(ms)L(s, Ag; 0)
c k—1k-1

=SSN e+ ) f(el[djfe] = v)I (2,0, ¢,d,0,0) (3.21)

j=1 p=0 v=0

G(Vz,s;A,B) — G(z,5; By, Ac))

seklinde olur. Simdi (3.21))’deki ticlii toplami hesaplayalim.

ZZ 17 (0pe + ) £ (([d(G)/d —v)) (—ijdBQ (H{:J/C})
—mi(cz +d) By (C“C;rj) +2miB, (%) B (%))
=T +Tr+ T3

14
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olsun. Ilk olarak,

le—mczid;;%f* (ne + 7) ;f ([dj/c] = v)) By (%)
o2 ‘- 4 v+ {dj/c}
= —mi— ko (B) ; z; fle([dj/c] —v)) Py (T)
. 9 c k-1 v d c
= —mi—— dk:Bg(B) ; vz; f(=cv)Py (—i_Tj/)

yazilir. P.(z, A) nin notasyonuna uygunluk agisindan v iizerinden olan toplam P, (x, A.)
ile gosterilsin. Yani,

k-1
+x
k! —cv)P, (- — P(x, A, 3.22
> et () = Bl A (3.22)
olsun. P.(z, A;) = P.(x, A) oldugu agiktir. Béylece, (d,c¢) =1 ve d = 0 (mod k) igin
‘ < ‘ v+dj/c
P ; — Lr—1 .
P dife A) =K Y fa) 3P, ( ‘ )
7j=1 v=0 7j=1
k—1 c v mj
— krfl _ _ A
> ey (7
v=0 7j=1
k-1 o
_ 7.r—1_1-r o -
=k""¢c ;f( cv)Pr<k>

=c""P, (0, A)

olur. Dolayisiyla, r > 2 veya r = 0 i¢in P, (0, A) = (—1)"B,(A)/r! (Berndt 1975¢)
ifadesi kullanilirsa

= —mBO(B>Bz<A>

elde edilir. Ikinci olarak, 1) ve | bagintilar1 kullanilarak

1 = itz + )3 Y e+ B (250) T steapfel )

7=1 p=0

ck—1 n
= —2mi(cz + d)kBy(A) 2 J*(=bn) P (&)

k—1 c—1

k
= —2mi(cz + d)kBy(A) [ (=bm)P, <v Zm)
c
m=0 v=0
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— —?(cz + d)By(A) (0, By)

elde edilir. Son olarak,

(2mi) T
S5 e s tar - (%52) 5 (“1219)

=X e i (2oL ) S ptedaifel - o (S
i

+ k:l f¥(be(p+1))By <%1> ki_l f=ev)Py (E)
P04 3 £ {31 (£) - R (1))

olur. Dolayisiyla,

ck
Ty =21y f*(bn)Py (%) P (d?" AC) o f*(0)P; (0, A,)
n=1

yazilabilir. Birlestirilirse,

T+ T, + T
T 271
= _WBO(B)BQ(A) - T(CZ + d) Bo(A) P2(0, By)
ck
+21i Y f*(bn) Py (%) P (%" AC) i f*(0)P (0, A,) (3.23)

elde edilir. Boylece, agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.5 d = 0(mod k) ve ¢ > 0 olmak tzere ¢ ve d aralarinda asal iki tamsayr
olsun. be = —1 (mod d) i¢in s (d, c; By, A.) periyodik Dedekind toplama

ck
s(d,e: By A) = fom P (2) (d?” Ac)
n=1

ile tanimlanar.

16
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s(d,c; B, A) toplami Berndt (1977a) tarafindan ad — bc = 1 ve a = d =

0 (mod k) kisitlamalar1 olmadan tanimlanmistir.

Diger taraftan, L(0; Ag; 6) nin hesabi igin (3.4)), ¢ (0,0) =1/2—60 = —B; (6),
0<60<1,ve By (1—6)=—B(0) bagmtilar1 kullanilirsa,

L(0: A36) = — 3 £(5.() — 16) + \) B (W)

==X s - 0+ wpn ()

1—{9]{}49)

GH1—{0) — A
)

- 1B -1- 10+ 20 (1

-1

B

f%ﬁo+bﬂﬂ—M»H(

1—{6k}—A9>

1

+fPﬁO+W—AMH<

-1

e

reaim (L7) = o, (3:21)

Il
=)

J
elde edilir. Boylece,

sin(7s)

lim sI'(s)

s—0 ST

olur. (3.23) ve (3.25)) ifadeleri (3.21])’de yerine yazilirsa,

lii% I'(s) ((cz4+d)*G(Vz,sA,B) — G(z, s B_y, A_.)) (3.26)

wL(s; Ae;0) =Py (0, Ap) (3.25)

T Bo(B)BaA) — 2 (cz + d) Bo(A) P (0, B)

=2mis (d, ¢; By, Ae) — ———
mis (d ¢; By, Ac) c(ez +d) c

elde edilir.
Simdi ise, b = ¢ = 0 (mod k) durumu g6z 6ntine alinsin. Buradan, ([3.13))

ngii% I'(s) ((cz+d)*G(Vz,s,A,B) — G(z, s; Ag, Ba))
—2if*(0) 1mF(s) sin(ms)L(s; B_4;0)
k-1 k-1

+ f(=a([dj/c] +v+dup))f(—=d(pc+ 5))I(2,0,¢,d,0,0) (3.27)

7=1 pu=0 v=0

C

17



BULGULAR-TARTISMA

ifadesine doniisiir. (3.27))’deki ticli toplam

Muhammet Cihat DAGLI

= .
>33 s alldifel =0+ ) (~mites + ap (27)
_czﬂi i (U u {,jj/c}) +21iB, (%) B <%>)

=T+ 15+ Ts

olsun. 77, T; ve T3 e benzer sekilde

-

T, = _?(02 +d)Bo(B)P2(0, Ag),
27

b=y BI04,

ck
) n dn )
Ty = 2mi ;1: F(—dn)P, <E> P (7, B_a) +2mif(0) Py (0, B_y)
elde edilebilir. Boylece, agagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.6 ¢ = 0(mod k) ve ¢ > 0 olmak tzere ¢ ve d aralarinda asal iki tamsay:
olsun. ad = 1 (mod ¢) igin, periyodik Dedekind toplama

ck
S (d, G Ad7 Ba) = Z f(dn)Pl <%> Pl (d%’ Ba)
n=1

ile tanimlanar.

Sonug olarak,

o
T+ Ty + Ty = 2mis (dyc; A_g, B_g) — %Z(cz + d)By(B)P3(0, Ay)

™

~ s gy P B)Ba (A) + 2mif(O)P1 0, Ba)

yazilir. (3.25) yardimiyla

liII(l) [(s)sin(mws)L(s; B_4;0) = wP; (0, B_,) (3.28)

esitligi saglanir. Bulunanlar (3.27))’de yerine yazilirsa

}gii% I'(s) ((cz+d)*G(Vz,s;A,B) — G(z,s; Ag, B,)) (3.29)

. cz+d i
=2mis (d,c; A_q, B_,) — 2mi By(B)Ps(0, Ag) — lez 1 d) By

18
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elde edilir. Bulunan sonugclar agagidaki teoremde 6zetlenebilir:

Teorem 3.7 z € H olsun. Ejer a = d =0 (mod k) ise,

lim I'(s) ((cz+d)°G(Vz,s,A,B) — G(z,5,B_y,A_.)) (3.30)
. ) cz+d
= 2mis (d, C; Bb, Ac) — mBo(B)BQ(A) — 27 s Bo(A)P2 (O, Bb) 5
eger b= c =0 (mod k) ise
lir% I'(s) ((cz4+d)*G(Vz,s;A,B) — G(z,s; Ag, B,)) (3.31)
i cz+d

=2mis(d,c; A_q,B_,) — By(B)By(A) — 2mi By(B)Py(0, Ag)

c(ez +d)
esitliklery saglanar.

Simdi, s (d, ¢; By, A.) periyodik Dedekind toplamimin sagladig: resiprosite bagin-
tis1 verilebilir.

Teorem 3.8 d = 0(mod k) olmak tizere, ¢ ve d aralarinda asal iki tamsayr olsun.
bc = —1 (modd) ise

S <_C7 da A07 B—b) — S (da G Bb7 Ac)
d

= PO, B PO, A ) — CBy(A)P (0, By) - (Cflpg (0, AJ) + iBg(A)) Bo(B)

resiprosite bagintisy saglanar.

Ispat. Tz =V (—=1/z) = (bz — a)/(dz — ¢) olsun. (3.30)’da z yerine —1/z yazihrsa

lim 2°T'(s) (%G (V(=1/2),s8,A,B) — 2 °G (—1/z,s; B_y, AC)>

5—0 (dz —c)
: . Bo(B)B(A) dz—c¢
=2 i By, Ap) — -2 By(A)P. B .32
mis (d, ¢; By, A.) — miz (=) mi— 0(A)P (0,B,) (3.32)
olur, (3.31))’de Vz yerine T'z yazilirsa
) 1
Ll_r% I'(s) <WG(Tz, s;A,B) — G(z,s; A, Bb)) (3.33)
Bo(B)By(A 2m1
 omis (—e,di A, By) — iU BIBA) 2 e BP0, 4. )

d(dz —c) d
elde edilir. Son olarak, agagidaki limiti hesaplayalim.

lir% L(s) (27°G (=1/z,8;B_y, A_.) — G(z,s; A_c, By)) .
19
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s=r;=ry=0, 5=0bvea=cicin, (3.19) ve (3.20) ifadeleri sirasiyla

lim I'(s) (z G(—1/z,8;B_p, A_.) — G(Z,S;A_C,Bb)> (3.34)

s—0
= —2if(0) hm ['(s)sin(ms)L(s; B_y;0)
k—1

k—1
+ (e + 1)) £* (b)) (2,0,1,0,0,0)

pn=0 v=

ve
_m CANE w+1 , w+1
1(2,0,1,0,0,0) = ZBQ(k) 7izBs <—k )—I—ZMBl( . >Bl<k)

olur. Ayrica,

k—1 k—1
3" el +1) S £ (bv) By (%) — 2By (A)P5 (0, By),
=0 v=0
k—1 " k—1 /,L—l—l
P00 petu+ 1) () = 280 (B) P2 (0.4,
v=0 n=0

]:Z;f*bv&( ): (e + 1)) By (“TH)
=P, (0,B_) P (0,A_.)+ f(0) P, (0,B_)

esitlikleri kolaylikla elde edilebilir. Dolayisiyla, (3.28) yardimiyla (i3.34)) ifadesi

1
lin% [(s) (;G(—l/z, s; By, A_,0,0) — G(z,s; A, Bb)) (3.35)
= 27iP, (0, B_y) P, (0, A_,) — @BO(A)PQ (0, By) — 2mizBy (B) Py (0, A,)

esitligine doniisiir.

: s 1 . i .
lim 2°T'(s) <WG(T%S,A,B) G(2787A—87Bb)>

= lim 2°I'(s) (;G(V (—1/z),s;A,B) — %G (—1/z,s; By, A_C))

5—0 (dz —¢)*

1
1 T06) (56 (41/2050 B A) — Glevsi Ao ) )

20
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kullanilarak, (3.32)), (3.33) ve (3.35) yerine yazilirsa

S <_C> d) Ac> B—b) - S (d> & Bb7 Ac)

= PL(0. By PL(O,A0) — 5 Bo(B)BalA) + (dz — &) Bo(B)P3 (0,4

1 1
- ZBO (B) PQ (0, AC) - g (dZ — C) Bo(A>P2 (0, Bb) - ;Bo(A)PQ (0, Bb)
elde edilir. Buradan, z = ¢/d igin resiprosite bagintisi elde edilmig olur. §

Aciklama 3.9 = ¢ Z i¢in

Pl( I7B—b): f*(_bU)Pl <_v+x) :_Pl(a:?Bb)J
v=0
x € Z i¢in
L v—T
Py(—2 B.y) = £ (bv) Py ( ) + *(b)Py (0)
v;‘ézv;?)dk)
k—1
_ ZO FH(—bo) Py (” J]g m) + f*(ab) Py (0)
vZ—z(mod k)

S rewn () +2renn o
v=0
= —P, (z,By) — f*(xb)
bagintilary kullanilirsa,
s(—c,d; A., B_y) = —s (¢, d; A, By) — f(0)P; (0, B) (3.36)
yazlabilir ve dolayisiyla resiprosite formaili

§ (C7 d7 AC7 Bb) + s (d7 G Bb7 AC)

=—P(0,B) P (0,A )+ %cho(B)B2(A) + CEZBO(A)PQ (0, By)
+ =By (B) Py (0, A.) — £(0)Py (0, B)

d

seklinde de ifade edilebilir.
Aciklama 3.10 Berndt (1977a), Riemann—Stieltjes integralini kullanarak s (¢, d; A, B)

periyodik Dedekind toplama i¢in d = 0 (mod k) kisstlamast olmadan resiprosite formili-
nu ispatlamastar.
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3.3.2. s =0,7r1,72 € R durumu

s = 0 ve ry1, ro keyfi reel sayilar olsun. (3.20]) yardimiyla

I1(z,0,¢,d, Ry, Rs)
___ " B <v+{<dj+p)/c}) ~ri(ez + d)By (cuﬂ'—{Rl})

cz+d k ck
9B, (erjc; {R1}> B (v+{(dj+p) /C}) (3.37)

k

yazilabilir. a = d = 0 (mod k) durumu géz éniine almsin. Bu takdirde (3.11)) esitligi,

1
lim I'(s) (mG(VZ, s; A, Byry,1m) — G(2, 8, By, A_¢; Ry, Rg))

s—0

—2if*(bR1) AR, hm I'(s)sin(ms)L(s; Ac; —R2)
k—

+3 ZZf* (uc+j + [R1)))
(([Rz+dj {Ri}) /] = v))I(2,0,c,d, Ry, Ry) (3.38)

seklinde yazlabilir. Simdi, (3.38])’deki ii¢lii toplami hesaplayalim.

f*(b(/m +J + [Ba) f(e([Be + d (j — {Ra}) /c] —v))

]1><M:0_v:0ﬂ -, (” + {(djk+ p) /C}> — mi(cz + d) By (C" tJ ; {Rl})
cz + c
+2mi By (C“ HC; {R1}> B (“ + {(djk+ p) /6}»
=Ty +Ts+ Ty

olsun. (dj + p) /e =d(j — {R1}) /¢ + Ry — [ Ry kullanilarak,

== T Y e+ - (i) fd - )
B, (U+{(d]k+)0 /C}>if*(b<ﬂc+j+[R1]))
i ‘- v+ Ry d(j—{R
:_cz+dk:Bo(B);vz;f(—cv)P2< —; + U clj }>>
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yazilir. (d,c) = 1 ve d = mk igin, (2.4)) kullamlarak

k-1

omi cv + cRy — mkR;
211
= —mBo(B)PQ (CR2 - de,A)
yazilir. Tekrar ’e bagvurularak
c kol cu+j—{R:1}
Ty = —mi(cz +d) ;;f*w(ucﬂHRﬂ))Bz( s )
k-1
x> f((c[Ry+d(j = {Ri}) [c] —v))
- ck n—R
= —2mi(cz + d)kBy(A) Z “(bn) P < ok 1)
c—1 k . — R
= —2mi(cz + d)kBo(A UZO ; (br) P ( 7‘ o 1)
= —?(cz + d)Bo(A)Py(Ry, By)
olur. Simdi de
¢ k-1 k-1
@2mi) Ty =Y Y > [ (bluc+ j+ [Ri]) f(c[Re +d(j = {Ri}) /] = v))
j=1 p=0 v=0
cu+j—{R} v+{(dj+p)/c}
x By ( ck ) B ( k )

ifadesi goz ontine alinsin. Ry € Z, p = k—1 ve j = ¢ haricinde B, (W) yerine

P, <CH+J {R1} cptj—{R1}

) yazilabilir. Ry € Z ise, 6nce j = c terimi ayrilip B, (T) yerine

ck

P (%) yazilip, j = ¢ terimi eklenip ¢ikarilirsa,

c k—1k-—1

Ty =2ri S SN Fbluc+ j + [RD) (e (R + dj/e] — v)

j=1 p=0 v=0

o (AR (A )

+ 27TiP1 (RQ, Ac)f*(le)
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elde edilir. Boylece, Ry keyfi reel sayisi igin

c k-1

Ty =230 Y b+ g+ (R R (2L

ck
j 1 M*O

x Zf (Fa+dG — (R e - oy (LD

+ 27T’LP1(R2,A )f (le)ARl

= 27me (bn) P, ( le) P (M + RQ,AC>

+ 27T’LP1(R2, Ac)f (le)ARl

olur. Boylece, asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.11 d = 0 (mod k) ve ¢ > 0 olmak tzere ¢ ve d aralarnda asal iki tamsay:
olsun. bc = —1 (mod d) igin, s (d,c; Ay, Ac; x,y) genellestirilmis periyodik Dedekind
toplama,

d
5(d,e: Ay A, y) = Zfbn (”*y)a(my)m,fxc)

ck C

ile tanimlanar.

s(d,c; Ay, A;0,0) = s (d, c; Ay, A.) oldugu agiktir. Ayrica s (d, c; Ay, Ag; x,y)
toplami, Rademacher ve Grosswald (1972) tarafindan verilen s (d, ¢; x, y) genellegtiril-
mig Dedekind toplaminin ve Berndt (1973a,1973b) tarafindan verilen genellestirilmig
Dedekind karakter toplaminin dogal bir genellemesidir. Dolayisiyla,

T+ Ty + Ty
. o
= 2ris (d, ¢; By, Ac, Ro, —Ry) — C(TZCZ)BO(B)PQ (cRy — dRy, A)
2
_ %(cz + d)Bo(A)Py(Ry, By) + 2mi Py (Ra, Ao) f*(bR1)Ag, (3.39)

elde edilmig olur. Diger taraftan, (3.24))’den yararlanilarak

lim I'(s) sin(7s) L(s; Ae; —R2) = mP1(Ra2, A.) (3.40)

s—0

yazilir. (3.38)), (3.39) ve (3.40) birlestirilirse

) 1
i{%r(s) (mG(Vz, s; A, Biri,r2) — G(z,8 By, Ay Ry, R2))

2me
c(ez+d)
24
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271

— T(CZ + d)Bo(A)Pg(Rl, Bb) (341)

elde edilir. §imdi de b = ¢ = 0 (mod k) durumu goz 6niine alinsmm. (3.37)’den (3.13)),

. 1
LIL% ['(s) (mG(V& s$; A, Byr1,me) — G2, 85 Aa, Ba; Ra, R2))

= —2if(—dRy)A\r hm ['(s)sin(ms)L(s; B_q; —Rs)

c k—1

+ZZZf* ([Ra+d(j — {R1})/c] — v+ du))

X f(=d(j+ [R1]))I(%,0,c,d, Ry, Ry)

(3.42)
seklinde yazlabilir. (3.40])’dan,
lir% I'(s) sin(ms)L(s; B_g; —Ra) = mP1(Ry, B_,) (3.43)
olur. Benzer sekilde,
c k-1 k-1
f(=a([By +d(j — {B1})/c] = v+ dp)) f(=d(j + [F]))
7j=1 p=0 v=0
i v+{(dj +p)/c} : cu+j—{F}
X cz—i—dB2 < - mi(cz + d) By "
LoriB, <cu +J - {Rl}) B, (v + {(djl;r p) /C}>>
c

=T+ 111 +Tho

olsun. Sirasiyla p ve v lizerinden toplam hesaplanarak, sonra By ({z}) = 2P, (z) ve
p =c{Ry} — d{R;y} kullanilarak,

Tw:_c:jd;; 06 + [R)Bs (v+{(djk+p)/c})

x Y f(=a([Ry +d(j — {Ra})/c] — v + dp))

=B (U )

olur. c=qk yazilip j — pk+1r, 0 < p < q—1, 1 <r < k doniigtimleri yapilirsa,

. qg—1 k
211

dpu  d(r— Ry)
TlO:_Cz+dBO(B)ZZf( dT) ( +—+R2)

pn=0 r=1 q Qk
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k

_ 2mi BO(B)Zf(_dT)PQ(dr—de—l—cRg)

cz+d q = k
271
=———— By (B)Py(cRy —dR{, A
c(cz+d) 0 (B) Py (e 1 A)

olur. Tkinci olarak, sirasiyla v ve p iizerinden toplam alinirsa,

c k-1

Ty, = —mi(cz + d) ;%f d(j + [R1]))B2 <c,u—|—jC;{R1})
X Zf a([Ry +d(j — {R1})/c] — v +dp))
_ —?(cz + d)Bo (B) Pa(— Ry, Ay)

bulunur. Ty un hesabina benzer olarak, R € R i¢in

c k—1k-1

T =2mi 3 S0 S (=al[Ry + d(j — {Ri})/e] — v + dp)) f(—d(j + [Ra)))

7=1 p=0 v=0
< P (cuﬂ' - {Rl}) P (v+ {(dj +p) /C})
ck k
+ 27TiP1(R2, B_a)f(—dR1>/\Rl

ck n— ) k—1 v n—{R1} y
:%iZf(—d(nﬂRﬂ))P( {R) f(a (*d : *R)

v=0 k

+ 27TiP1(R2, B—a)f(_de)/\Rl

= 271'sz —dn) P, (n _kR1> P (M + Rz,B_a)

+ 27TZP1(R2, B—a)f(_de)/\Rl

elde edilir. Dolayisiyla, agagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.12 ¢ =0 (mod k) ve ¢ > 0 olmak tzere ¢ ve d aralarinda asal iki tamsay:

olsun. ad = 1 (modc) i¢in, s(d,c; Ag, By;x,y) genellestirilmis periyodik Dedekind
toplama

d
s(d, ¢; Ag, Bay,y) = Zf <n+y)P1 <M+x,3a>

c

ile tanimlanar.
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Boylece,

Tho+ 11 + Tho
271

= 2718 (d, C, A—da B—a; R2’ _Rl) o m

BO (B) P2 (CRQ — de, A)

2

— —(CZ + d)Bg (B) PQ(—Rl, Ad) + 27TiP1(R2, B—a)f(_de))‘Rl (344)

C

elde edilmig olur.

(3.42), (3.43) ve (3.44) birlestirilirse

1
lim ['(s) (—SG(VZ, s; A, Byry,1ma) — G(2, 83 Ag, By Rl,R2)>

s—0 (CZ + d)
. 2mi

= 2mis (d, C; A,d, B,a; RQ, —Rl) — mBO (B) P2 (CRQ — de, A)
2m

yazilir.
Simdi, s (d, ¢; By, A¢; Ra, Rq) toplamu igin resiprosite formiilii verilebilir.

Teorem 3.13 d = 0 (mod k) ve ¢ > 0 olmak tizere c ve d aralarinda asal iki tamsayr
olsun. bce = —1 (mod) igin,

s(—c,d; Ae, BLy; —Rq, —Rs) — s (d, ¢; By, A¢; Ro, —Ry)

1
= Pl (RQ, B—b) P1 (—Rl,A_c) - aBO(B)PQ(CRQ - de, A)
d
~ ZBy(A)Ps (Ry, By) = B (B) By (R1, A,)

resiprosite bagintist saglanar.

Ispat. (3.41)’de z yerine —1 /z yazlirsa

1
lim 2°T'(s) (—G (Tz,s; A, B;r1,re) — 2z °G (—1/z,8; B_y, A_¢; Ry, RQ))

5—0 (dz —¢)°
, ' A 27 z IR A
= 2mis (d, C, Bb, C,R27_R1) — T(dZ_C)Bo(B)PQ(CRQ - Rl, )
271
— E(dz — C)Bo(A)PQ(Rl, Bb>, (346)
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(3.45)’de V z yerine Tz yazilirsa

lim I'(s) <;G(Tz, s; A, B;ry,1me) — G2, 85 A, By; Ro, —Rl))

s—0 (dz —¢)°
. 2w 1
=2mis (—c,d; Ae, B_y; — Ry, —Rs) — . CBO(B)P2(0R2 —dRy, A)
21
— Y(dz — C)B[)(B)PQ(—RQ, A,C) (347)

olur. § = b, a = ¢ igin (3.19)) hesaplanip ve s = 0 limiti alinirsa,

1
lim I'(s) (;G(—l/% 83 By, A_c, Ry, Ry) — G(z,8; A_c, By; Ry, —Rl))

s—0

= —2if(cR1) A, hII(l) I'(s) sin(ms)L(s; B_p; —Rs)

Bl
—
x

-1

+ f(C([L +1+ [Rl]))f*<_b ([RQ] - U))I(Zv 0,1,0, R17 RQ) (348)

w

Il
o
Il
=)

v

elde edilir. Burada,

1(2,0,1,0, Ry, Rp) = —7;32 (L}fﬁ) — miz By (%_{Rl})

+oriB, <—“ +1 - {Rl}) B, <L]£RQ})

dir. Daha oncekilere benzer olarak,

o

-1

e

-1

Flel+ 1+ [Ri)f*(=b ([Ra] — v)) By (ﬂ

d > — 2By(A) Py (R, By),

I
- o
T
- o

ESIS
|

pw+1—{R:}

P = o)l 1+ [RD)B (M

> = 2By (B) P> (Ry, A.)

S o] o) (%R}) Z;f(c(u 14 R)B (%‘{R})

= P (Ry,B_y) P (—Ry1, A_.) + f(cR1) AR,

yazilabilir. (3.40)’dan

liII(l) ['(s)sin(mws)L(s; B_p; —R2) = mPy (Ry, B_p)
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olur. Béylece, bulunanlar (3.48))’de birlestirilirse

1
lll’% F(S) <;G(_1/ZJ S5 B—(n A—C7 R17 RQ) - G(ZJ S5 A—C7 Bb7 R27 _R1)>

) 271
— 27iPy (Ro, B_y) Py (—Ry, A_,) — iBO(A)Pg (Rs, B_y)

- 27TiZBO (B) P2 (Rl, AC) (349)

elde edilir.
y |
lim 2 ['(s) (WG(T%S;A B;ri,m2) — G(z, 8 A, By; Ry, —R1))
1
= lim ZSF(S) (WG(V (—1/2) , S, A, B, 1, Tz)
1
_;G (_1/’27 55 B—bv A—C; R17 R?))

1
+ hr% 2°T'(s) (;G (=1/z,8,B_y, A_¢; Ry, Ro) — G(2, 8, A_c, By; Ry, _R1>>

oldugundan, (3.46)), (3.47)) ve (3.49)), z = ¢/d igin resiprosite bagintisini verir. §

3.3.3. s=—N =1—r durumu

r > 1 olmak iizere s = 1—r bir tamsay1 olsun. Bu durumda, (3.20)) yardimiyla

I(z,1—1r,¢,d,0,0) (3.50)

- Z”T’“l;' ,,,é (7";;1) (=(ez+d)"" By <%> Bre1-m (%)

yazilabilir. a = d = 0 (mod k) olsun. (3.50) ifadesi (3.11])’de yerine konursa
ligri ((cz+d)°T(s)G(Vz,8; A, B) = T(s)G(z, s; By, A_.))
= —2if*(0) li{ri I'(s)sin(ms)L(s, Ac;0)

e TH1
I omik™l o= (141
(r+1)! <

m

) (—(ez + )™
x> Z Z fle(ldj/e] = v) f*(bue + j))

X By C“Ck j) Britom (%) (3.51)
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olur. ’deki iiglii toplam hesaplanmalidir. 1 < j < ¢ —1 i¢in B,, (M) yeri-

ck
ne m!P,, (E’ikﬂ) ve Bry1-m <%) yerine (r +1 —m)!Pyq_p, (%) yazilirsa

ticlii toplam degismez. Ayrica, v — [dj/c| yerine v yazilirsa,

R e L o
—ml(r+1—m) C:l k:l I (bpe + 5)) P (cuczj) kz:i f=eo)Froaom (U +:J/C)
+(r+1—m)! k:l fr(be(p+1)) By, <MT+1> k:1 S Braom (%)

olur. Burada, j = ¢ terimi eklenip ¢ikarilip ve uc + j = n yazilirsa, sag taraf

ck
n dn
! 1—m)lE™" n)Pp | — ) Pry1-m | —, A
N WAGLA CAL R C Y
+ (r+1—=m)E™ " f*(0)Pry1-m (0, A) (B (1) — m! P, (0))
ck
n dn
_ | . | .m—" * e e
m!(r+1—m)lk ;f (bn) Py, <ck) Piim ( . ,AC>
+ 7B F(0) P (0, AL)
olur. Dolayisiyla, asagidaki tanmim verilebilir.

Tanim 3.14 ad —bc =1 ve a = d =0 (mod k) olsun. S,i1—m.m (d,c; By; A.) peri-
yodik Dedekind toplama

ck
n
Sr+1—m,m (d7 G Bb; Ac) = Z f* (bn)Pm (E) Pr+1—m(dn/ca Ac)
n=1
ile tanimlanar.

Diger taraftan, Euler gamma fonksiyonu i¢in I'(s)['(1 — s) = x/sin(7s)
bagimntis: ve Berndt (1975¢) deki Sonug 6.4 {in 6zel durumu kullamlarak

lim T(s)sin(ms)L(s, A;0) = 7 (—1)""" P.(0, A,) (3.52)

s—1—r

elde edilir.

Boylece,

lim I'(s) ((cz +d)°G(Vz,s; A, B) — G(z,s; By, A_C)>

s—1—r
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r+1
= T ! 271 Z K™ 1 CZ + d)) a Sr+17m,m (d7 & Bba AC)

olur.

b= c¢ = 0(mod k) i¢in de benzer iglemler yapilarak

lim T(s) ((cz+ d)*G(Vz,5 A, B) = Glz,5; Au, Ba) )

s—1—r

r+1

_ ) 127]-2ka 1 ez + d))™ 1Zf —dn)P, (%) Pry1_m(dn/c, B_,)

elde edilir. Bu durumda da agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.15 ad —bc = 1 ve b = ¢ = 0 (modk) olsun. Sy41-mm (d,c; A_g; B_,)
periyodik Dedekind toplama

n
Sr4+1—m,m <d7 & Afd; B*CL) = Z f(_dn>Pm (E) Pr+17m(dn/ca B*CL)

ile tanimlanar.
Bu boéliimde yapilanlar agagidaki teoremde 6zetlenebilir:

Teorem 3.16 r > 1 tamsay: ve z € H olsun. a = d = 0 (mod k) ise

lim I'(s) <(cz +d)°G(Vz,s;A,B) — G(z,s; B,b,A,C))

s—1l—r
r—+1

=270 (—1)" 7 R (= (ez + )" Spp1mmm (d, ¢ By Ao (3.53)
m=0

b=c=0(modk) ise

lim I'(s) <(cz +d)°G(Vz,s;A,B) — G(z,s; Ag, Ba))

s—1—r
r—+1
= 2mi (—1)"! Z Y (= (cz +d)™ " spp1omam (d,¢; A_g; B_y) (3.54)

dar.

Simdi de, iki resiprosite formiilii ispatlanacaktir. Birincisi,

r+1

F(d,c,z;m; A By) = Z K™Y (—(dz 4 €)™ Spp1omm (6, d; Ac; By)  (3.55)
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ile verilen F' (d, ¢, z;7; A.; By) fonsiyonu igin, ikincisi ise

ck
sy (d, c; Ay; Bg) = Zf(om)Pl (%) P,.(dn/c, Bg) (3.56)

ile tamimlanan periyodik Apostol-Dedekind toplami i¢in saglanan resiprosite baginti-
sidir.

Teorem 3.17 d,c > 0 olmak tizere ad —bc =1 ve r > 1 bir tamsay: olsun. a = d =
0 (mod k) ve z € C—{0,¢/d} i¢in
r—1 1
F(d,—c,z;m; A Boy) — 2" F (¢, d, — =373 By Ac
z
r+1

=Y (=2)" Pn(0,A) Pry1m (0, B-y)

m=0

dir. Burada F (d,c,z;r; Ac; By) fonksiyonu ile verilmistir.
Ispat. (3.53)’de z yerine —1/z yazlarak

lim I'(s)z* (;G(Tz, s; A, B) — Z_SG(—E, s; B_y, A_C)) (3.57)
2

s—1—r (dz—c)s
aa dz —c\\" !
= (-1 T_12 ‘ kmil - r+1—m,m d BAC
(om0 (< () s B 4

ve (3.54)’de Vz yerine Tz = (bz — a) / (dz — ¢) = V (—1/z) yazlarak

. 1
sE{Iir F(S) <WG<TZ, S; A, B) — G(Z, S; A,c, Bb)) (358)

r+1
= (=1)"""2mi Z K™ (—(dz — )™ Spit—mm (—¢, d; Ag; B_y)
m=0

elde edilir.

lim 2°T'(s) (;G (T'z,s;A,B) — G(z,s; A, Bb)>

s—1—r (dz — C)s

= lim 2°T'(s) (;G(V (—=1/2),s;A,B) — ;G (—1/z,s; B_b,A_C))

s—1—r (dz — C)S

+ lim 2°T'(s) <lG(—1/z,s;B_b,A_c) — G(z7s;A_c,Bb)) :
ZS

s—1—r
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oldugundan, ispatin tamamlanmasi i¢in

lim 2°T'(s) (lsG (=1/z,8,B_p, A_.) — G(z,s; A_,, Bb)>

s—1—r z

limitinin hesaplanmasi yeterli olacaktir. Bunun igin, (3.18))’de Vz = —1/2 alinarak
ve (13.50)) bagintis1 kullanmilarak

lim ['(s) (27°G(=1/z,s; B_y, A_.) — G(z, s; A_¢, By))

s—1—r

= —27Tlf(0) (_1)7“*1 Pr(ov B_ )

+%i(r;1) mlkzéf (c(p+1)) (MTH) (3.59)

m=0
X § fr(0v)Bri1m <%)
v=0

elde edilir. (3.22))’den

k-1 k-1

1 (60) B (1) ( few) B () + £ (0) By <1>>

=0 p=1

<

pu— 1 1
= (r+1—m)k" " Py (0, By) (m!klum (0,Ac) + {f (©), m lse)

0, diger

oldugu goriiliir. Bulunanlar (3.59)’da yerine konup (3.52)) kullanilirsa

h?i [(s) (%G(—l/z, s;B_p, A_e) — G(z, 8, A, Bb)) (3.60)
r+1
= 2mi ( le ' (0, A_) Pryqm (0, B_y)

olur. Boylece (3.60)), (3.57) ve (3.58]) birlestirilerek z € H igin

1
F(d,—c,z;r;A; By) — 2" 'F (c, d,——;r; Bb;Ac)
zZ

r+1

= Z (—Z)m_l Pm (O, A*C) Pr+1fm (07 be) (361)

m=0

elde edilir. Analitik devam yardimiyla (3.61)) ifadesi z € C—{0, ¢/d} igin gegerlidir. n

(3.56]) ile verilen periyodik Apostol-Dedekind toplaminin sagladigi resiprosite
formiiliiniin ifade ve ispatina ge¢gmeden 6nce, bu toplamda incelemeler yapilacaktir.
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a = 0(mod k) olsun. A, = {f(0)} = f(0) I oldugundan, periyodik Apostol-
Dedekind toplamlari

50 (d, ¢; Au; Bg) = ZPl ( ) (dn/ec, Bs),

s (d, c; Bg; Aq Zf BnP1< ) (%”)

haline doniigiir ki bunlar Berndt(1975d) de sirasiyla (6.2) ve (6.1) esitlikleri ile

tanimlanan S (d, ¢; x) ve Sy (d, ¢; x) karakter Dedekind toplamlarinin periyodik genis-
lemeleridir.

a = = 0(mod k) olsun. Bu durumda s, (d, ¢; Ay; Bg) = f(0) f*(0)s, (d, c)
ifadesine doniigiir. Burada s, (d, c),

c—1 . .
_ Np (4
Sr(duc) _ZPI (C) P’r(c)
7=0
ile tammmlanan Apostol-Dedekind toplamidir.

Genel olarak, s, (d,c; Ay; Bg) nin taniminda 1 < v < k, 0 < j < ¢ olmak
lizere n yerine v + jk yazihirsa ve (3.22)) kullanilirsa

s, (d, ¢; Ay; Bg)
ck

=> flan)P; <%) P.(dn/c, Bg)

n=1

k c—1 . v k . v
— K3 Y s, (] i k) > (=5, (—d thE %)

kook -1 _— —
—H Y e o o r (TR ) B (—d Urd), g)

C
v=1 p=1

olur. Son satirdaki j tizerinden olan toplam, Takacs (1979) veya Carlitz (1964)
tarafindan (2.7)) ile tanmimlanan genellegtirilmis Dedekind toplamidir. O halde,

sy (d,c; Ap; Bg) = b ZZ]‘ (aw) f*(—Bu)s, <d cl=, ) (3.62)

v=1 p=1
yazilir. Bu egitlikten ve s, (d, c|x, y) toplaminin ([2.8)) ile verilen resiprosite formiiliinden

yararlamlarak s, (d, ¢; An; Bg) toplamimin agagidaki resiprosite formiiliint sagladig
gosterilebilir.
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Teorem 3.18 ¢ ve d aralarinda asal pozitif tamsaylar olsun. o, € Z ve r =
0,1,2,... i¢in,

dcrsr (d> C; Afa; B,B) + CdTST (C, d7 B*B? Aa)

r+1
= Z de’"ﬂfjprﬂfj (0, Aa) P; (0, Bg)
j=0
. k& . dv + cu
k™SO (o) £ (= B) P ( i )

v=1 p=1

resiprosite bagintisy saglanar.

ispat . ‘den,

sy (d,c; A_o; Bg) = k:T'l sz —a) f*(=Bu)s, (d c|— —>

'ulul

r—1
(et Bpi A = S S (s ()

v=1 pu=1

ve dolayisiyla

(r+1)[dc"s, (d,c; A_y; Bg) + cd”s, (¢, d; B_g; Ay

S e ) [as, (4l ) o (e 2]

v=1 pu=1

yazilir. (2.8)) ile verilen resiprosite formiilii ve (3.22) yardimiyla ispat tamamlanir. §
3.4. Baz1 Ozel Durumlar

Bu béliimde, A = {f(n)} ve B = {f*(n)} nin 6zel degerleri i¢in Teorem
incelenecektir. y; ve x,, kK modiiltine gore Dirichlet karakter ve x,, £ > 2 modiiliine

gore

B (n,k) =1 ise
Yo () = {O, (n,k) > 1 ise

ile tanimlanan temel karakter olsun.

1. A= B = I oldugunda

st n=35n ()7 () =S () (7)) +5=r00+5
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yazilir ve (3.36) kullamlarak, s (—c¢,d; I,I) = —s (c,d) + 1/4 elde edilir. Dolayisiyla
Teorem (1.1) ile verilen klasik Dedekind toplamlarinin sagladigi resiprosite
formiiltine doniigtr.

2. A=x, ={x1(n)} ve B = x5 ={x2(n)} olsun. Bu durumda,

s (C, d; Am Bb) = X1 (C) X2 (b) S (Ca d; X1 X2) )
P (0,Ac) = x(¢) P (0,x1) = x (¢) Bm (x1) /m!

ifadeleri kullanilirsa,

S(Ca d7 X17X2> +S<d7 C; X2aX1) (363)

~ BBt + (D 4¢) BB, (1) Baa) + 43 ) Bl Bala

elde edilir. Burada, x; (—1) x5 (—1) = 1 varsayilmigtir. Aksi halde, s (¢, d; x;, x2) =0
dir. Bu ifade, (3.71)) kullamilarak sadelegtirilebilir.

X1 Ve X, ilkel oldugunda, s(d,c; xy, Xy) toplami, Berndt (1975d) tarafindan
doniigiim formiillerinden elde edilmig ve Dagh ve Can (2015) tarafindan genellestiril-
mistir. s (d, ¢; x,X) toplamu ilk kez, x nin ilkel ve temel olmayan Dirichlet karakterleri
olma durumuna gére Berndt (1973b,1977a) tarafindan tanimlanmigtir.

3. z € C igin,

E

-1
G(z.x) = ) x(v)etm=/t

v

Il
o

ile tanimlanan Gauss toplami (Apostol 1976) olmak tizere, A = x; = {x;(n)} ve
B = Gy = {G(n,x5y)} olsun. By (B) = By (G2) = 0, Py, (z, By) = X3 (b) Py, (x,G3)
ve s(d,c; By, Ac) = x1(¢) Xz (b) s (d, ¢; G2, x1) kullamlarak, Teorem [3.8 x; ve x,
temel olmayan karakter iken

s(c,d;xy, Ga) + 5 (d,¢; Ga, xq) = —x1 (—1) X2 (—1) P (0, x1) 1 (0, G2)
ve X, temel karakteri i¢in Gauss toplama,

k

ck(n) — Z e27rinv/k

v=1
(v,k)=1

Ramanujan toplamina doniigseceginden, x; = xo = X, iken

d
5 e Xor ) + 5 (d 505, Xo) = = Bo(xo) P2 (0, )
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olur.

k = 2igin (d, ¢) = 1 olmak tizere d ¢ift oldugunda, s (¢, d; xq, ¢2) ve s (d, ¢; ¢, Xp)
toplamlar, P (z +1/2) = P, (2z) — P (z) bagintisi kullamlarak, s(c,d) klasik
Dedekind toplami ve Hardy-Berndt toplamlarindan biri olan ss (d, ¢) cinsinden

s (Ca d7 Xos 02) = 2s (Ca 2d) —3s (Cv d) ts (207 d) )
s (d,c;ca,x0) = S2(2d,2¢) — s59(d, 2¢) (3.64)

seklinde yazilabilir. Burada s (d, ¢), Berndt (1978) (veya Goldberg 1981) tarafindan

() ()

c—1

n:l

ile tanimlanmigtir.

Aciklama 3.19 A = Gy = {G(n,xs)} ve B = x; = {x1(n)} alinsaydi, By (G2) =
0, P (7, Ac) = X3 (¢) Pn (2, G2) ve s(d, ¢; By, Ac) = x1 () Xz (¢) s (d, ¢; x1, G2) kul-
lamlarak, Teorem[3.8, x, ve x, temel olmayan karakter iken

s(c,d;Ga, x1) + s (d,¢;x1,G2) = —x1 (=1) xo (=1) P (0, x,) P1 (0, G5)

ve X1 = Xo = Xo then
1 1
S(Ca d; CkaXO) +S(d> G XOack) = z +c EBO<XO)P2 (07016)

seklinde yazilabilirdi.

(n,x,)} = Gy ve B

n, X1 {G(n,x,)} = G2 olsun. Bu durumda,
{x1(c) G(n,x1)} (c)

= {G =
A = {G(cn X1)} X1 (¢) Gy ve (¢, k) = 1 icin B. = X3 (¢) Go

olur. Béylece,
By (A) = Bo(B) =0, P1(0,A_c) = X1 (—¢) 1 (0,G1)
ve
s (d, c; By, Ac) = X1 (¢) Xz (b) 5 (d, ¢; G2, Gy

yazilabilir. O halde, x; = x5 = X, iken

s (e, dyex,cr) + s(d, e, c) = }lgzﬁ (k)¢ (k),
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Ve X1 7 Xo» Xo 7 Xo iken
s(c,d; Gh,G2) + s (d,c; Go,Gi) = =P (0,G4) Py (0,G2)
elde edilir.

Ozel olarak k = 2 icin (d, ¢) = 1 olmak iizere d cift ise,
s(d, c;co,c0) = 285 (d, 2¢) — s (2d, 2¢) + —

olur.

5. A={(-1)"x;(n)} ve B ={(—1)" xo(n)} olsun. k cift ise A ve B, h =k
periyoda sahiptir. Eger k tek ise A ve B, h = 2k periyotludur. Iki durumda da
ad —bc =1 ve a = d = 0 (mod h) oldugundan, b ve ¢ tek olmaldir. Teorem de

(3-90) ve (3.91]) kullanarak
s* (07 d, X1s XQ) + X1 (_1) X2 (_1) s* (du G5 Xo, Xl)
* —_— * _— 1 —_— —_— * [— * f—
= —Xa2 (_1) ) (O»Xz) Py (Oa Xl) + T‘chl (_C) X2 (_b) BO(X2)BQ<X1)

7% (@) By (B (0.%) + (-1 % (-0) By ()5 (0.%3)

elde edilir. y; ve x, temel olmayan karakter ise, bu ifade Bg(x7) = Bi(xz) = 0
kullanilarak

s* (Cv da X1s XQ) + X1 (_1) X2 (_1) s* (du G X2, Xl)
= —x2(=1) Py (0,x2) P (0,Xx7) (3.65)

esitligine dontisiir. (3.65)) ifadesi h = k (k ¢ift) modiiliine gore X7 = x, = X ilkel
karakter i¢in Meyer (2000) tarafindan elde edilmistir.

6. A= {62”"/ k} ve B= A= {f(n)} olsun. ’den yararlanilarak,

k .
f(n) _ 1 Z omi(l-myi/k _ ) 1 M=1 (mod k) ise
& §=0 0, n# 1(modk) ise

yazilir. By (A) = 1, By (21\) =0, P, (07;1_b> = —Pi(c/k), P (0,211) = P (c/k),
P (0,A_.) = —1/2 — (i/2) cot (mc/k) ve

e
—_

(3 A) - S (52) < ()

38
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kullanilarak, resiprosite formiilii

1 1 TC

s (Cv d; Ac, gb> +5 (d, ¢; Ay, Ac) = —Py (c/k) (5 + 5 cot ?> + CEZP2 (%)

seklinde olur. Bu durumda, periyodik Dedekind toplamlari, d = 0 (mod k) oldugundan,

s (c, d; AC,A\b> = f:e%im/kpl <%> Py <%) )

cfl
s (d, e ,Zb,Ac) - ;Pl <% - %) P, (‘”“T“,Ac)

formuna doniigtir.

k = 2 alinirsa, ¢ tek icin

s (c, d; A,; 2b> +s (d, c; A\b; Ac> = _%40 (3.66)

olur. Burada Py (¢/2) = P, (1/2) =0 ve 2P, (¢/2) = 2P, (1/2) = By (1/2) = —1/12

esitlikleri kullanilmigtir.

Agiklama 3.20 P, (z + 3) = Py (2z) — Py (z) yardumyla,
s (c, d; Ag; g[,) = 59 (2¢,2d) — s2(c,2d)

olur ve Can vd (2006) dan yararlanilarak,
c—1 —1
s w1 du [ 2d
o (dacaAbaAc> = QZP1 (E+§> Py (7) —ZP1 (E +§) Py (T
p=1 p=1
d 1
=2s(d,c) + s3 3¢) s (2d,c) — 253 (d,c)

yazlir. Burada, s3 (d,c), Berndt (1978) (veya Goldberg 1981) tarafindan

c—

s3(d,c) = i (—1)" P, (%”)

n=1
ile tanimlanan Hardy—Berndt toplamlarindan biridir. Bu durumda,

1
2s(d,c) — s(2d,c) + s (2¢,2d) — so(c,2d) + s3(d/2,¢c) — 559 (d,c) = _%
c

seklinde olur.
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3.5. Baz1 Seri Hesaplamalari

Bu béliimde, ve veya kullanilarak A = {f(n)} ve B =
{f*(n)} nin 6zel degerleri alimp A (z,s; Aa, Bs) := A(z,s;A,, Bs;0,0) fonksiyo-
nu icin baz1 doniigiimler elde edilip incelenecektir. Bu doniigtimlerin uygulamalari
olarak, bazi1 sonsuz seriler arasinda gesitli bagintilar sunulacaktir. Bundan sonraki
kisimda, ad — be = 1 olmak tizere a = d = 0 (mod k) kabul edilecektir.

Oncelikle I'(s)G(z,s; A, B) ve I'(s)G(z, s; B_y, A_.) ifadeleri A (z, s; A, Bp)
fonksiyonu cinsinden yazlsin. L(s; A,) = L(s; Ay; 0) dir. (3.10) yardimiyla, o = 5 =
1 ve ry =17y =0 igin

['(s)G(z,s; A, B) = (—27i/k)" k (A (Z, sy A, §_1> +e(s/2)A <z, s; A, E))

+TI'(s) f(0) (L(s; B) 4+ e(—s/2)L(s; B_1)), (3.67)

ve a = —c¢, f=—bver; =1y =0 i¢gin

['(s)G(z,s; By, A_.)
= (=2mi/k)’ k (A (z, s; B_y, A\c—l) +e(s/2)A (z, s; By, ch—1)>
+T'(s)f*(0) (L(s; A—c) + e(—s/2)L(s; A.)) (3.68)

yazilabilir.

1. x; ve X5, k modiiliine gore Dirichlet karakterler olmak iizere A = y; =

{x1(n)} ve B = x, = {x, (n)} olsun. (3.5)’den
Fln) = 3 32 (e = 2 G(=n,x) (3.69)

yazilabilir. Bu durumda,

a (1) G(n, xq) kY = x (1) G1/k,
= {X2(=1)G(n,x2)/k} = x5 (1) Go/k

)

olur. Dolayisiyla, sirasiyla (3.30)), (3.67)) ve (3.68) kullamlip elde edilen ifade sadelesgtirilirse

(A (Vz,0;x1,Ga) — X1 (¢) X2 (b) A (2,05 X, Gl)) (T+x1 (1) x2(=1))

- By (X2) B2 (x1)

= 2mix; (¢) X2 (b) s (d, ¢ X2, X1) — m

—2mi 2O (e ) By () P2 (01) (3.70)

bulunur. Burada, P, (x, x) ve By, (x) sirasiyla Berndt (1975b) tarafindan B,, (x,X)
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ve By, (X) ile verilen genellestirilmis Bernoulli fonksiyonu ve sayisidir. Bundan sonra,
X ¢ift ise Bayi1 (x) =0, x tek ise Bay, (x) = 0 ve x # X, ise Bo(x) =0 (3.71)
bagintilarina ihtiyag duyulacaktir.

Eger x; (—1) x5 (—1) = 1 olmak tizere x; ve x, temel olmayan iki Dirichlet

karakter ise, yardimiyla ifadesi
A (V2,05 x1,Gz) = X1 (€) X2 (b) A (2,0 X2, G1) = Tixy () X2 (b) s (d, €3 X2, X1)
esitligine doniisiir.
X1=X2 = Xo almnirsa, esitligi
A(Vz,0;x0,cx) — A (2,05 X0, ck)

, m 1
= mwis(d,c; X0, Xo) — ek (cz T d ) o (k) B2 (xo)

formuna doniigtir. Burada, (2.5 yardimiyla By () = ¢ (k) /k oldugu kullanilmigtr.
Ayrica burada ¢ (k) Euler phi fonksiyonu yani k ile aralarinda asal olan, k dan biiyiik
olmayan pozitif tamsayilarin sayisidir.

Simdi, N € N olmak {izere s = —2N igin (3.20) yardimiyla (3.30) yerine
(3.11) ifadesi kullamilsim. (3.11)’de Vz = —1/z almip (3.67)) ve (3.68) kullanilip ve
X1 (—1) x5 (—1) = 1 varsayilirsa,

22NA(—1/2 —2N;X1,G2)— L (=1)A(z,—2N; x5, Gy)

2N+1 2N+2 k-1 k— 1

Z Z ml oON +(2 = )1)BQN+2 m (%) B,, ('MTH) (—z)m_l

m=0 p=0 v=0

: 2N+2
_ (2mi) N i (—1)" By (X2) Baviz—m (X1) Lm—1 (3.72)
22N e~ m! (2N +2—m)! '

bulunur ki bu da

> G (
2NZ (—n/z, Xl)n—QN—l Z (n, X1 (nz XQ)n—QN—l

—27rzn/z 627r7,nz

n=1

_ _(27rz')2N+1 i (—1)" B (X2) Bonga—m (X1) 1 (3.73)

2k2N ml (2N +2-m)”

m=0
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seklinde yazilabilir. Gergekten,

Az, =2N;x1,G2) = ) > X1 (m) G (n, x,) €7/ o 72N

m=1 n=1

ikili toplaminda m =v + hk, 0 <v <k —1, 0 < h < oo yazilarak

A(Zu _2N;X1’G2

Mg

n=1

0o
—2N-1 27ri1mz/k: 2minzh
(n.xa)m ZX D
h=0

G (n,x,) G (nz, Xl)n—QN—l
1 — e?ﬂinz

o0

(3.74)

n=1

elde edilir. v > 0 olmak iizere (3.73)’de z = mi/ky yazilip § > 0, v = 72 /k? olarak
belirlenirse,

7N n X2 m]W/W’ Xl) —2N-1
Z 1— e—2nk'y n

B (—0)7N Y (=1) Z G (n,x1) G (ink@/, XZ)n—2N—1

1 — 672nk9
n=1
2N+2
B (X2) Bans2-m (X1)
2N m 2 + N+1-m/2gm/2
—k2 Z ol N 12— m) 0 (3.75)
oldugu goriiliir. (3.75)’de x; = xo = =0 = 7/k veya (3.73)'de z = i alimirsa ve

x (=1) (=1)Y = =1 oldugu Varsaylhrsa

2 G, )G inX) on_y  k@r/E)NTEEE B (X) Bavizem
3 (n,x) G (in, x) _ k(2n/k) S () m(!x) (2N+2_(7>7<1))!

1 —e2m 4
(3.76)

n=1 m=0

olur. (3.76)’'nin bir sonucu olarak,

nt="TIB1 () B (x), x tek igin,

= G (n,x)G (in,
T (n, x) G (in, X)

ot 1 — 6727rn 9
.G (n,x)G (in, k2 o
Z : 1 )i)e—Q(wn X>n = _8_7TBO (x) Bo (x), x ¢ift icin,

. X) n2M-1 _ x(—1) (_1)M =—1, M > 2 igin

ifadeleri yazilabilir.
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Simdi, (3.72)’de her iki tarafin z ye gbre tiirevi alinip, x; = x5 = x ve 2 =1
N
alimirsa, x (—1) (—=1)" = 1 kogulu altinda

oo o0 ,
Z Z x (m)G (n,x) o~ 2mnm/k,, —2N~1 (N n ﬂ;nn>

m=1 n=1

ok (2m /k)*VH! = By (X2) Bany2-m (X1)
=== > ()" (m—1) = 2N +2 —m)! (3.77)

m=0
elde edilir.
Asagidaki 6rneklerde (3.75)) ifadesi x; = xo = X i¢in incelenecektir.

Ornek 3.21 ’de

0, n ¢ift
X (n) = 1, n=1(mod4) (3.78)
—1, n=3(mod4)
ile tanmamlanan k modiline gore x1 = xo = X kel karakter alinsin.

By (1—2)=(~1)"B,, (z)

ve
1 _ 1 _
B, <Z> =2""B,, <§> —m4 " Ey, ,m > 1 (3.79)

oldugundan ki burada E,,, m. Euler sayisidir (Abramowitz ve Stegun 1965). m tek
15€

() =4 Z (=) B (§) = 5 B

olur. G (iz,x) = e ™ (™/2 —e7™/2) we G (n,x) = X(n)G(1,x) = 2ix(n) kul-
lanalip, sadelestirme yapilirsa, 0 = 72 /16 igin,

N sech 2n’y N sech sech (2nd)
Z — AT ZX —
T Esn E
= 92NN (2R ) Nemgm 3.80
47;0( " i —am (380)

elde edilir. Burada, x ilkel karakter i¢in G (n, x) = X (n) G (1, x) ifadesi kullanilmastr
(Apostol 1976).
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x ilkel oldugunda (3.72)—-(3.77) ifadeleri Berndt (1975d,1977b) tarafindan
verilmistir. Ayrica, formiilii Berndt (1989) un Ramanujan’s Notebooks kitabi-
nin 276. sayfasindaki Girig 21 (ii)’de bulunur. Dahasi, Berndt (1989) daki Girig 14,
15 ve 25 (vii), (viii), (3.80)’in 6zel durumlandir. Ayrica formiilii, Berndt
(1977b) deki Teorem 4.2 nin ilkel karakterden Dirichlet karaktere bir genellegtirmesi
oldugundan, Berndt (1977b) deki Teorem 4.2 nin sonuglar (3.73))’iin sonuglaridir.

Ornek 3.22 ’de k modiiliine gore x; = Xy = X, olinsin. Bu durumda,
G (i, xo) = € ™ (™2 +e™/2) | G (n,xo) = 2(—1)" cos (mn/2)
dir ve ’dcm
Bomi1 (Xg) = 0 ve Bay, (o) = 22m-1p, (1/2), m >0

dir. v ve 0 yerine siraswyla v/4 ve 0/4 alinip sadelestirme yapilirsa, v0 = w2 icin

N csch(ny) N n csch(nb)
v Z (=1)" n2N+1 Z T 2N+
n=1
OIS NZH (—1)™ Bom (1/2) Bant2-2m (1/2) Nt1-mgm (3.81)
— (2m)! (2N +2 —2m)! '

elde edilir. N = 2M + 1 i¢in

2M+2

i CSCh 7’L7T) . 4M+3 Z Bgm 1/2) B4M+4 2m (1/2)
CpAMAS (2m)!  (4M + 4 —2m)!

n=1
olur ki bu Berndt (1978) de belirtildigi gibi ilk kez Cauchy tarafindan ispatlanmagtar.

(3.81) bagintist Berndt (1978) tarafindan da verilmistir.

2. X; Ve Xy, k modiiliine gére Dirichlet karakterler olmak tizere, A = { f(n)} =
{G(n,x;)} = G1ve B={f*(n)} = {G(n, XQ)} G2 olsun. Bu durumda, (a, k) =1
icin A, = X7 (o) Gy ve B, = X3 («) G olur ve den A = {x,(n)} ve B = {xy(n)}
olur. Boylece, (3.67)), (3.68)) ve (3.30)) kullamlarak

B(A(V20:G1x) =X (0% 0)A(20,62,x) ) (4 (-1) + xa (<1))
+1im (0 (s) (cz+d) " (14 e (=5/2) xa (“1) L(5,G) G(0,x1)  (382)
=T (s) (1+ ¢ (—5/2) 1 (=1)) L (5, G1) G0, xo) 7 ()

)

= 2mix; (¢) X3 (b) s (d, ¢; Ga, Gy) — m

By(Ga) Ba(Gh)
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cz+d
c

— 27X (b) By(G1) P, (0, Go)

bulunur. x; (—1) x5 (—1) = 1 varsayisin. O halde (3.82),

A(Vz,0;G1, x2) — X1 (¢) Xz (0) A (2, 0; Ga, X1)
™ .
= EXl (—c) Xz (b) s (d, ¢; G2, Gh) + 0 (25 ¢,d;5 X1, X2) (3.83)

olur. Burada,

cx(0) .
§(ze,d; Xy, Xg) = { A Pr(0,cp)log(cz+d), x1=x2 =X ise (3.84)

0, X1 7 Xo Ve X2 7 Xo ise

dir ve (3.24)) bagintisi, x # x, icin G(0, x) = 0 oldugu ve By(G) = 0 kullanilmgtr.

Belirtelim ki P; (0, G) sayist

k—1 v k-1 _ 1
P0,G) =Y Gl-v R (7) = ;XU) T
:% 4 x (7) cot (Wj/k)—%ZX(j) (3.85)

olarak hesaplanabilir. Aslinda, » > 1 i¢in P, (0,G) sayilar1 L (r,x) Dirichlet L-
fonksiyonu ile yakin iligkilidir. £ > 2 modiiliine gore x Dirichlet karakter olsun ve
x (=1) = (=1)" alnsmn. Alkan (2011), [ ve 7 > 1 aym isaretli ise

(_1)l+1 T' 2[%] r
2k~————L(r,x) = ()BS r—q,X 3.86
(271'%) ( ) — q q ( ) ( )
oldugunu gostermigtir. Burada, S (m,x) = > (j/k)™ G (4, x) dir. Simdi,
j=1

i (”’) By"™" = B, (z) ve B, (1 —xz) = (=1)" B, (z)

q=0 q

ifadeleri kullanilirsa, (3.86)) nin sag tarafi

(1) S G(—j B, (%) (SRR (0,6

=0
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olarak yazilabilir ki buradan da

k T
P.(0,G) = -2 (2—) L(r,x),lver>1 ayn igaretli ise
i

olur. Ayrica, kotanjant tek fonksiyon oldugundan, x cift Dirichlet karakteri ve x # x,
igin P (0,G) =0, x = x, i¢in P (0,G) = P1(0,¢,) = — (k) /2 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, Vz = —1/z almirsa, (3.83)) ifadesi

k
A(=1/2,0;G1,x3) + A(2,0,G2, x;) = ——L (1,x1) L(1,x2), X1 Ve X tek icin,
A(=1/2,0;G1,x3) — A(2,0;G2,x1) = 0, X1 # Xo Ve Xa 7 Xo Gift icin,

¢ (k)? (i N
o — —logz ), x1 = X2 = Xp i¢in

A(—l/Z,O;Ck,X())_A(Zuo;clmXO) = 2

seklinde yazilabilir. A (z,0; Gy, x5) i¢in (3.74)’iin benzeri

k—1 0o
Xz (1) -
A(z,0;Gh, x5) = ZXl (v) Z 1_ e2§ri(u+nz)/kn '
v=1

n=1

olur. Benzer sekilde, v > 0 olmak iizere z = 7i/k~y yazihip 6 > 0, 70 = 72 /k? olarak
belirlenirse, Vz = —1/z igin (3.83)),

S 0 () xe () N X (0) v (0)
1 2 -1 2 1 -1
Z 1 — 627ri'u/k:72n'yn X2 <_1) Z 1 — e27riv/k72n0n
n=1 v=0 n=1 v=0
Tl
= EXl (_1) Pl (07 Gl) Pl (07 GQ) + 0 (’27 17 07 X1s X2) (387)

seklini alir. Burada, ¢ (2;1,0; x;, x2) ifadesi (3.84)) ile verilmigtir.

Ornek 3.23 ’de k =6 ya gore

I, n=1(mod6),
x(n)=4¢ —1, n=>5(mod6), (3.88)
0, (n,6)>1

ile tanymlanan x, = x5 = x Dirichlet karakteri alinsin. Bu durumda

o) X (n) ?’L*l o0 Y (n) nfl . ) N
2 + — 40 =17%/36
— 2 cosh (2nvy) — 1 ; 2cosh (2n0) —1  2v/3 v /36 igin
ve
= x(n)n~! T o
— — 0 —
ZQCOSh(nﬂ'/S)_l 13 Y /6 igin

n=1
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elde edilir.

Ornek 3.24 ’de k=3 e gore

0, n=0(mod3),
X (n) = 1, n=1(mod3),
—1, n=2(mod3)

ile tanmamlanan x; = xo = X ilkel karakter almsin. Bu durumda v0 = 72 /9 i¢in

x(n)n~! — x(mn' 7
— 2 cosh 2ny + 1 — 2cosh2nf+1  9y/3

elde edilir.

Ornek 3.25 ’de k=4 e gire x; = Xa = Xo almsin. O halde v0 = 7 igin

Z 2n +1 <1 4@ty 14 e—(2n+1)6> -3 (logy —log®) (3.89)

n=0

olur ki bu Berndt (1978) deki Sonug 4.3 ile aynidar. ‘un her iki tarafinin v ya
gore tirevi alinirsa,

’yi sech <(2n +1) ) + Hi sech? ((Qn +1) ) 1
i sech? <(2n +1) §> =5

yani, siraswyla Berndt (1978) deki Sonug 4.4 ve 4.5 elde edilir.

3. k modiiliine gore y; ve x, Dirichlet karakterleri igin, A = {(—1)" x;(n)}
ve B = {(—1)" x5(n)} olsun. k gift ve x; (—1) x5 (—1) = 1 oldugu varsayilirsa, (3.69)
kullanilarak,

~

A

D (o4 k72,00 = 2,

B X(]€1>{G(n+k/2 )} =X ( e

0 (mod k) oldugundan, b ve ¢ tek olmalidir.

elde edilir. ad —bc = 1 ve a = d =
= X (o) G(n + k/2,x) oldugu goriiliir ki buradan

(k,a) = 1 igin G(an + k/2,x)
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A, =X, (=) Gt /k ve B, = X3 (—a) G /k olur. Ayrica,

PuloA) = (=R Y (1 0 P ()

- () P () (3.90)
S, B A = (-0 6 (03 (16 00 A () 71 (F7)

= X1 (—¢) X2 (b) 8™ (d, ¢ X2, X1) (3.91)

n=1

dir. Burada P (z,X7) ve s*(d,¢; x5, X1), Meyer (2000) tarafindan tamimlanan al-
terne Bernoulli fonksiyonu ve Dedekind karakter toplamidir. Son olarak

. *) b m k 2minmz/k, s—1
Al(2737XaG)_ZZ(_1) X(m)G(n+§,X)€ n

m=1n=1

alinsin. Yukaridaki notasyonlar ile (3.67)) ve (3.68)) kullanilirsa, (3.30])’dan

Ay (V2,05 x5, G5) — Xy (€) X2 (b) A1 (2,05 X9, GT)

Yy’

= mixy (—¢) Xz (b) " (d, ¢ Xa, X1) — mBS(X_ﬁBS(X_l)
=22 2 d) o () B P5 0,70 (3:92)

yazilir. x; = x = X3 ilkel iken (3.92)), Meyer (2000) tarafindan verilmistir. (3.74))’e
benzer olarak,

e —1—57 G _|_E7
Ay (275§X17G§) :Z (n 2 f(i)QZWSZZ 2 Xl)ns_l

n=1

almsm. v > 0 olmak iizere z = 7i/ky yazahp 0 > 0, v0 = w2 /k? olarak belirlenirse
Vz = —1/zigin, (3.92)) ifadesi

S GG hn) G )G )

n (1 —e27k7) n (1 — e2nk0)

n=1 n=1
= iy (0,%2) P (0, X7) — kv By (X2) B3 (X1) + 0kxo (—1) By (x7) B (X2) (3.93)
olur.

Ornek 3.26 ’de k =4 e gore ile tamamlanan x, = xo = X ilkel karakter
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alinsin. Meyer (2000) den, k ¢ift ve x # X, i¢in

B
—_

(=1)"x1(v) =0

S
i
o

oldugundan, Bi(x) =0 dur.
G (7’LZ + k»/2’ X) — eﬂ'inz <e7rinz/2 _ 6—7rinz/2) :
Gn+k/2,x) = —2ix(n)

ifadeleri kullanalip gerekli sadelestirmeler yapilirsa, ¥0 = 72 icin

= n = n 77
S e s L e = g
Lin (em/2 4 emi/2) - L (enf/2 4 e n0/2) 8

elde edilir ki bu ’m ozel halidir.

Ornek 3.27 ’de k =8 e gore x; = Xy = X, olinsin. Bu durumda, Py (0, x,) =
0, Bj(xo) = —4, B3(xo) = —2(B2(1/8) + By(3/8)) ve

G (nz + ]{?/2 X) 27rmz (ewinz/4 + e—m’nz/4) (1 + em’nz)
olur. Boylece, gerekli sadelestirmeler yapilarak v0 = 7% /4 igin
— (=) e (=) e 11 13\ 1
— 2(0 — 0
; nsmh (2n7) Zl nsinh (2n6) 32(6 =) 192 192) 3 (y=9)
elde edilir.
Ornek 3.28 ‘de k = 6 ya gore ile tanmamlanan x, = xo = x Dirichlet

karakter almsm. Bi(Y) = 0 ve G (nz +k/2,x) = ™= (e2mn=/3 — ¢=2min=/3) [yl
lanalarak ve gerekli islemler yapilarak v0 = 7%/9 igin

Z , sin (27n/3) cosh (ny) N Z (—1)" sin (27n/3) cosh (nf) m

n (2cosh (2n7y) + 1) n(2cosh (2nf) +1) 9

n=1 n=1

elde edilir.
3.6. Periyodik Zeta Fonksiyonu i¢cin Ramanujan Formiilleri

Bu béliimde, periyodik zeta fonksiyonu i¢in Ramanujan formiiliiniin benzer-
leri elde edilecektir. Bunun icin Teorem ve (3.10)’dan yararlanilacaktir.
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Oncelikle, z € H ve s karmagik sayis1 icin, 1} ‘in 6zel hallerinin

Ao Ao Firm) = 3 flam) e (n 5 ) o
n=1

m>-—ry

A(Z,S;I,Aﬁ;rl,Tz) _ Z io:f(ﬁn)e <n(m+ T;)Z +712) ns1

m>—r; n=1
oldugu goriilebilir.

H (27 S5 Aon B,B; r1, T2)
= A(z,8;A4, B_g;r1,1m2) +€(5/2)A (2,8, Ay, Bg; —11, —T2) (3.94)

ve
Ly (s3Ap;0) = L(s; Ag; 0) + e(Es/2)L(s; A_g; —0) (3.95)
olsun. Burada L(s; Ag; 0), 1} ile verilmistir. Ozel olarak,

Z(s,0)=L(s;1;0) = > (n+0)"°, (3.96)

n>—~0

H(Zas;A7B;rl7T2) = H(zﬂs;Al;Bl;Tl;rQ) VeA(’ZVS;AaaB*ﬁ) = A(Z,S;AQ,B,B;O,O)

olsun.

J ve u negatif olmayan tamsayilar ve z € K igin

I"(z,s,¢,d,11,13) (3.97)
[ D) e+ Db (B + e,
J exp(—ku(cz+d)) — 1 exp(u) — 1

olsun. (3.20))’ye benzer sekilde, N negatif olmayan tamsay1 olmak tizere s = —N ise,
Rezidii teoreminden, ([3.97)

I"(z,—N,c,d,r,m3) (3.98)
— 2k ZN 2Bm (C“ H;; {Rl}) B, ({(dj + p)/c}) k™ <_(C’Zn:r!$))m

seklinde hesaplanabilir.

Simdi, H (z,s;A,I;1m1,7m9) ve H(z,s;1,A;r1,75) ifadelerini igeren doniigiim
formiilleri verilebilir.
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Teorem 3.29 z € K ve s keyfi karmasik sayr olsun. a = 0 (mod k) ise

cz+d) 7 (—2m z,8;1, A; r1,72 ) + Ay (cz +d)°T(s) Ly (85 B;re
d)—? EYEH (V I.B Ary d)"°T'(s)L B
R

= (—2mi/k)’ H (z,8; By, I; R1, R2) + Ar, [ (bR1)T'(8)Z_ (s, R2) (3.99)
c k-1
+ e(—s/2) ZZf*(b(cu +j+ [Ri])I*(z,8,¢,d,7r1,72),

b=0(modk) ise

cz+d)"* (=2mi/k)’ kH Vz,s;[,é;rl,rg + A (cz+d)°T(s)Ly (s, B,
1

= (—2mi/k)’ kH (z, s;1, By Ry, Rg) + Mg, ['(s)L_ (s; By; R2) (3.100)
c k—1k-1
(=s/2) fH(=a([Re +d(j = {Ba}) /] = v+ dp)I(z,s,¢,d,11,73),
j=1 p=0 v=0

¢ =0(modk) ise

(cz+d)~° (=2mi/k)° H (V2,8 A, I;r1,1m9) + Ay f (—71) (2 +d)"°T(s) Z4 (s,72)
= (—2772/]{7)8 H (Z, S; Ad, [; Rl, Rg) + )\le(—de)F(S)Z_ (S, RQ) (3101)
—s/2)) i f(=d(cp+ j+ [RINI* (2,5, ¢,d,m1,73),

7=1 p=0
d =0 (modk) ise

(cz+d)* (=2mi/k)"H (Vz,8 A I;r1,r2) + Ay f (—11) (2 + d)°T(8) Z4 (8,72)
= (—2mi/k)° kH (z 51 /Al_c;Rl,R2> PR D)L (s; A Ry)  (3.102)

c k-1 k-1
_8/2) f R2+d] _{Rl})/c] —U))[(Z,S,C,d,’f’l,rg)
7=1 p=0 v=0
dir. Ayrica, s = —N negatif olmayan tamsayr olmak tzere, I(z,s,c,d,r1,13) ve

I*(z,8,¢,d,11,13) swraswyla (3.20) ve (3.98) seklinde hesaplandigindan, analitik de-
vamdan, (3.99)- ifadeleri z € H i¢in gegerlidir.

Ispat. z € K, Re (s) > 2, M = ma+ ncve N =mb+ nd olmak tizere,

G(VZ, 8;[7B;7’1,T’2)

> f(Na— Mb)

M,N=—

{ (M + Ré,zzde + Ry) }‘5
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-y f*(_mb){((m—i—Rﬂz#—n—i—Rz)}_s’ o= 0(mod k),

= cz+d
= R Ry)\ °
= Z f*(an) { ((m + Clz)j:i;ZTl ) } , b=0(mod k)

m,n=—00

yazilabilir. (3.99) ve (3.100) iin ispatinda, Teorem [3.2] deki metod, (3.10) ve (3.94)-
(3.96)) ifadeleri kullamlir. (3.101)) ve (3.102)) ispatinda ise, yukarida bahsedilen metod
kullamlir ama G(V z, s; [, B;r1,13) yerine G(V z, s; A, I; 71, 79) hesaplanarak baglanir. g

Bu teoremin karakter benzerleri Berndt tarafindan, f = x; ve f* = x5 ilkel
icin Berndt (1977b) de Teorem 4.1 ile, x; = x = X, i¢in Berndt (1975d) de Teorem
3 ile verilmistir.

Berndt (1975d) deki Teorem 3 de s = — N negatif olmayan tamsayilar alarak,
doniigiim formiilleri yardimiyla, ¢ (2N + 1) i¢in Ramanujan formiiliiniin karakter
benzerleri olan Dirichlet L—fonksiyonu i¢in baz ilging formiiller veya aritmetik sonug-
lar elde etmistir. Bu formiillerin periyodik benzerleri Bradley (2002) tarafindan veril-
mistir ve bunlar Teorem [3.29| un 6zel durumlaridir.

Teorem 3.30 (Bradley 2002) N pozitif tamsay: ve v keyfi pozitif sayr olsun.

f cift fonksiyon ise,

¢ <2N +1, 2) — £(0) (ik?) 2V (2N + 1)

= 2(ivk) N A (ikvy, —2N; A, I) — 2kA (1;_7 —2N; 1, ﬁ)

(2 Z 2N+1 N+1
o Zsz ) Pana—am (0, A) (i /ky)*™ " (3.103)

dir. Burada, (s, A) = L(s; A;0) ifadesi Berndt (1975¢) Bélim 6 da verilen peri-
yodik zeta fonksiyonudur. f(0) =0 ise, ifadesi N = 0 i¢in de gecerlidir.

f tek fonksiyon ise,

¢ (2N, E) — 2 (ik7)" 2N A(iky,1 — 2N; A, ) + 2kA ( zN;J,Zx)
ky’
(27Ti)2N Y . 2m—1
+ N1 Z Pay, (0) Pont1-2m (0, A) (i/kY) (3.104)
m=0

dir.
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Ispat. ((s, A) i¢in Berndt (1975¢) de Sonug 6.5 ile verilen fonksiyonel esitlik yardimyla,

lim D(s)L_ (s;Ae;0) = e ™2 (k/2m)N ¢ (N +1, A\C) (3.105)

s——N

yazilabilir. f ¢ift olsun. (3.20)) ve (3.94) kullamlarak, (3.102)) ifadesi

(cz + d) (=2mi/k) N (1 4+ e(=N/2)) A(Vz,—N; A I)
+[(0) lim (ez +d)~°I'(s)Z (5,0)

= (—2mi/k) N k(1 +e(—N/2) A <z _N; I,E,C> + lim D(s)L_ (s; A_;0)

+27TZ k)Y i%ilgw”) [dj/c]—v))_
B (CMCZJ) Bursz-m (%) (—(cz + )"

seklinde yazilabilir. N yerine 2N yazilip, Vz = —1/z almip ve z = i/ky, v > 0

konursa, (2.6), (3.22)) ve (3.105) yardimyla,
2 (21y) 2N A (iky, —2N; A, I) + £ (0) (27ky) 2N ¢ (2N +1)
= 2 (2mi/k) "N kA (ki —ON; 1, 21) + (k/2m)*N (—1)N ¢ (2N +1, 2_1)
Y

+2mi Y (=1)" P (0) Panya—m (0, A) (=i /ky)™ " (3.106)

m=0

elde edilir. Burada,
k—1
1
B, (&) = '™ (—=1)™ B, (0)

bagintist kullanilmigtir. m tek vef ¢ift icin Ponyo 1, (0, A) Py, (0) = 0 oldugundan,
(3.106]) nin sag tarafinda m yerine 2m yazilirsa (3.103])’in ispat1 tamamlanir.

Benzer sekilde, f tek olsun. N yerine 2N — 1 alinip (3.103))’tin ispatindaki yol
izlenirse

2 (iky) "N A (iky,1 — 2N; A, I) — 2kA (ki 1—2N;1, E)
v

(2 .)2N 2N+1

= (2N A0) + S5 S Paver (0,4) P (0) G/k9)™ ™ (3.107)
m=0

elde edilir. (3.107)’nin sag tarafinda m yerine 2m alinirsa ispat tamamlanir. g
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Teorem [3.30), s = —N ve r; = ry = 0 iken Teorem dan elde edilebilen
boyle formiillerin sonsuz smifinin sadece bir tanesidir. ¢ (2N + 1, B) ve ( (2N, B)
icin benzer formiiller (3.99))’dan elde edilebilir. Ayrica, r ve f aym ozellikte iken

C2(=1) (2n)!
B2r - (27T)2r C(QT)

ve Berndt (1975¢) de (6.23) ve (6.25)’de

C(r, fl) = —%%Br 0,4), r>1 (3.108)

ile verilen bagint1 kullanilarak, (3.103|) ve (3.104]) esitlikleri zeta fonksiyonlar: cinsin-
den yazilabilir.

Dahasi, Teorem dan, N ve [ z1t 6zellikte iken, ¢ (N + 1, A) min degerleri
bulunabilir. (3.94)’de r; =19 =0 ve s = —N alinirsa,

H((Vz —N;A1;0,0) = A(Vz,—N; A I)+ e(—N/2)A(Vz,—N; A_4,1) =0,
H (z, s;I,A 0, o) — A (z, _N; J,Ec) +e(—N/2)A (z, _N:1, E,C> — 0

olur. Dolayisiyla, (3.20)), (3.22)) ve (3.105)) kullanilirsa, (3.102)) esitligi

2 ,)N+1 N+2

L PNJFQ,m O,A Pm 0 Zm_l
-y 7;) (0, 4) P, (0)

C(N+1,21,1>—f(0)zNg(N+1) -

ifadesine doniisiir.

Teorem da r; ve r9 nin baz1 6zel durumlarina gore asagidaki formiiller
elde edilebilir.

Teorem 3.31 N negatif olmayan tamsay: ve 0 < R < 1 olsun. Bu takdirde,

(—ivk)™ H (iky,—N; A, I; —R,0) — kH <k:l_7’ —~N;I,A_4;0, R) (3.109)

(2mi) N T2

~ . m—1
=¥ (R7071 +N;A—1> - k—NmX_:OPm (0) Pyt2—m (R, A) (i/kv)

ve

kH (im, _N,1,B:0, R) (=) ky (—R, 0,N + 1; E) (3.110)

. N+2
. ) . . e N—
= (—iky)V H (H,—N;B,I; R, o) — (2m)™* > Py (R, B_y) Prsa (0) (i/ky)™ V1

m=0
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dir. Buradaki ¢ (x,a,s; A), Berndt (1975¢) tarafindan
o(x,a,s;A) Zf e me/k (n 4+ a)™*, Re(s) >1wvex,acR
n=0

seklinde tanimlanan periyodik Lerch fonksiyonudur. Fonksiyonun tanimindaki! sem-
bolii, a pozitif olmayan tamsayr ise n = —a durumuna karsihk gelen terimi ihmal
etmek anlamina gelmektedir.

Ispat. Vz = —1/z ve z = i/kvy, v > 0 olsun. Bu durumda, Ry = 5 ve Ry = —ry

olur. (3.109)’un ispat1 igin, 7o = 0 ve R := Ry alinsin ve (3.102)’de 0 < R < 1 kabul
edilsin. (3.20)) kullanilarak,

N
<k‘i) (—=2mi/k)"™ H (iky,—N; A, I; —R,0)
~

= (=2mi k)™ N;I,E_l;o,R) + lim T(s)L- (53 A_i; R)

k—1 k—1 N+2 . m—1
1 v+ R (—i/kv)
e(N/2)2 —0))B,, | —— | Bniao_
(V/2)2mik" ZOEO:;J% 0B (") Brvsacn () A
yazilir. (2.4) ve (2.6 yardimuiyla,

(—2m)"" H (iky, —N; A, I; =R, 0)

= (—2mi/k) N kH (%,—N;I,E_l;O,R> +SEIP L(s)L_(s; A_1; R) (3.111)
+e(N/2)2mi Yy (=1)™ Py (0) Panga-m (R, A) (=i /ky)" ™!

olur. Simdi yukaridaki limit hesaplanmalidir. 0 < R < 1 i¢in,

L_(s;A_1;R)
= L(s;A_1;R) + e ™ L(s; A; —R)
n)

_ -mis/2 ) mis/2 — S A )
S e S

—mis)2 ) _mis/2 n s/ = n+1
= {6 /;( (JFR))S /;—(nfil_})%)s} (3.112)

olur. Berndt (1975¢) tarafindan Teorem 6.1 ile

%) (x,a,l —5;6)
— (k/27)° T(s) (727275 (—a, 2, 5 C)
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e mis/242ma(=n) ki (0 ] — g5 CF)) (3.113)

seklinde verilen periyodik Lerch fonksiyonunun fonksiyonel esitligi kullanilsin. Bu-
rada, C' = {g(n)} i¢cin C* = {g(—n — 1)}'dir. Boylece, (3.113)’de a = 0, z = R,
C=A={f(—n)} ve C* ={f (n+1)} alimrsa, (3.112)) ifadesi

I'(s)L- (s; A-1; R)
= *’”3/2F {6”15/2 (O,R,S;A,l)—l—e*”smgp (0,1 — R, s; C*)}

seklinde yazilabilir. Buradan,

lim T(s)L_ (s;A_1; R) = (27 k)N emil/2 (R,0,1+N;E_1)

s——N
olur. Bu deger (3.111))’de yerine yazilirsa istenen elde edilir.

(3.110)’da Ry = r; = 0 alinsin ve (3.99)’da 0 < R := R; = ry < 1 kabul
edilsin. Ilk olarak lim,_,_n I'(s)L, (s; B; R) degeri hesaplansin.

(3.95) kullamlip n — nk 4 v yazilirsa,

[(s)Ly (s; B; R)

1)“ (s) {L(s; B; R) + €™ L(s; B_1;—R)}
_ %;f*(v)m) {g (s, “;R> + emisg (s, 1 ”ZR>}

olur. Res < 0 olmak iizere ( (s,z) igin Hurwitz’ in formiiliinden (Whittaker ve
Watson (1962) veya detay igin Berndt (1977b) esitlik 3.5), sag taraf

271 s " v+ R
(ks) f(U)SO(— 2 ,1—5)
v=0
(274)° o e~ 2minR/k k=1 o ok
- ks Z nl-s Zf (U)e
n=1 v=0
(27Ti)s 00 ~ 6—27rinR/k (27_”)5 .
T st Z (n) s el %) (—R,O,l — 8; B)
n=1
olur. Yani
: (2mi) _
lim T(s)Lo (33 B; R) = “ -y (~R.0.N +1;B) (3.114)
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olur. (3.20) yardimuyla,

k—1

> b+ 1+ [Ra])I(2,5,1,0,0,R)

n=0
N+2 _ym-1 k-1 _

= 2mikN ZZOBNHm (0) kmflm! (Ev +>2 —) gﬂ [ (—=(p+1))Bn (%R)
N+2

= 2mik™ Y " (=1)" Pp (R, B_1) Pyyam (0) (—2)"! (3.115)
m=0

yazilabilir. Burada B, (1 —z) = (—=1)" B,, (z) ve (3.22)) kullanilmigtir. (3.114]) ve
(3.115)) ifadeleri (3.99)’da yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa ([3.110])’a

ulagilir. n

A = I almirsa, Teorem deki (3.110) ile verilen ifade Berndt (1977b) deki
Teorem 3.1 e dontigiir. Ayrica,

H(z,—N;I1,I;—R,0)
= A(z,—N;I,I;—R,0) +e(—N/2)A(z,—N;I,I; R,0)

o . n_N_l —27inzR N 2minzR . e2ngR
o Z 6727rinz -1 <€ + (_1) € ) + Z nN+1
n=1 n=1
ve
H N-T.T: _ — n V! 2minR N —2minR
(2 =N 11,0, R) = 3 —e (¥ 4 (—1) ¥ e72mns)

n=1

goz 6niinde bulundurularak, Berndt (1977b) deki Teorem 3.3, (3.109) bagimtisindan
elde edilebilir.

Simdi, f tek veya c¢ift (dolayisiyla f tek veya ¢ift) olsun. Kolaylk igin,
f(=m) = §f (m) yazahm. Burada, f ¢ift ise 6 = 1, f tek ise 6 = —1 dir. (3.94))
ve (13.2))’den

H(z,—N;A,I;—-R,0)
:A(z,—N;A,I;—R,O)+(—1)NA(z,—N;A_1,];R,0)

_ Zn—N—l Z f (m) 627rinmz/k: <€—27rinRz/k + (_1)]\7 5627rinRz/k>
n=1 m=1

+ f (0) (_1)N Z n~N—1g2minRz/k

n=1
- f(U) n~ N —2minRz/k N ¢ 2minRz/k
- Z e—27ri(v+nz)/k: -1 (6 + <_1> de >

o7
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N * 6271'1'nRz/k
+ /(0)(-1) ZW

n=1
ve

H( —N;I,/T_l;o,R)

_ Zf/\( ) —-N-1 Z e27rinmz/k <€27rinR/k + (_1)N 56727rinR/k)
n=1 m=1
— > n- N1 2minR/k N ¢ _2rinR/k

- Zf<n) 6—27rinz/k -1 (6 minkf + <_1) de " / )
n=1

olur. Dolayisiyla, bunlar (3.109))’da yerine yazilirsa, (—1)N 0 =1 iken

oo k-1

N -~ cosh (2mnRy)  _n_ 4 )N e i

2 (—ivk) Z Z f () e—2mi(v+niky)/k _ 1” +£(0) (ivk) Z niN+1
n=1 v=0
O~ e2minR/k cos (2mnR/k) N 4
:6Zf(n) nN+1 _2sz e2m/k?y _ 1 n
n=1

2 N+1 NA+2

Z Py (0) Pysz (R A) (i/ky)™ " (3.116)

(—1)" 6 = —1 iken
oo k-1
N sinh (2mnRy) N4 _N e
(—ivk) ZZf o—2mi(vrna)k _ 1" +.£(0) (ink) Z niN+l
n=1 v=0
© . g2minR/k sm (2mnR/k) N 4
:5Zf(n) nN+1 _2Zsz e2m/k?y _ 1 n
n=1

27m)NJrl o2

— T 2 Pu0) Pria (R A) (i)™ (3117)
m=0

elde edilir.

(3.116) ve (3.117)) formiilleri Teorem daki gibi ozellestirilebilir ve bun-
lar Berndt (1977b) de verilen Teorem 3.3 {in periyodik benzerleridir. (3.116) ve
(3.117)’de R — 0 alinirsa, sirastyla ((3.103]) ve (3.104]) ile verilen Bradley’ in formiilleri
elde edilir.

Calismay: periyodik zeta fonksiyonu ile Dedekind toplami arasindaki iliskiden
bahseden asagidaki not ile bitirelim.

Acgiklama 3.32 P, (0, A,) ve Dedekind toplaminan tanimlary kwyaslanarak, A =

o8
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{f(n)} ={P,(n/k)} i¢cin bunlarn birbirleri ile baglantil olduklar: anlasilir. Daha

acik olarak,

k—1
dm m
R@A@:H*E:&(—?)R«E>:M*%A—¢m
m=0

dur. Burada s, (d, k) yiksek mertebeden Dedekind toplamadur.

Son ifade ve birlestirilirse, r > 1, ¢ > 2 ve r ve q¢ aym ézellikte olmak

uzere

¢ (7", ﬁd> = (_1)q+1 %sw (d, k) (3.118)

elde edilir.

-~

Bu iliskiden dolayr, A = {f (n)} = {P, (n/k)} iken A= {f(n)} hesaplansin.
’den,

1 k—1 v 1 k-1 v
7 _ = e —2minv/k . ~ 1.q—1 —2minv/k Y
fm =7 :OPq<k>e =" ;e E (5)
1
= ﬁpq (0, Cn)

yazlir. Burada C' = {g (j)} = {e*™/*} ve C, = {g(nj)} dir. Berndt (1975c) deki
Sonug 6.4 yardimayla,

C(1=4.Co) = (=1)" (g = DIP,(0,C,), q =2

olur. ¢ (x,s) = ¢ (x,0,s; 1) Lerch fonksiyonu ve 3, () Apostol-Bernoulli sayisi ol-
mak tzere

e e27rimk n
(G0 = 3 = (),
2mix
oz, 1—q) = —M, qg>1 (Apostol 1951)
q
oldugundan,
~ 1
fln) = 1P, (0.C)
_1)¢!
= WCQ—Q’CJ, q=2
(=)' m
= (-, 1- >
@—lﬂm¢<M1 0), 022

29
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—1)? n
GO

elde edilir. Boylece, d ve k aralarinda asal sayilar: igin, son ifade ve ,r>1

ve q > 2 ayne ozellikte olmak tizere

_1\4 *° 27ri%d T
() - S B B
’ m=1

bagintisine verir.
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4. SONUC

Bu ¢aligma kapsaminda, genellestirilmig Fisenstein serilerinin genig bir sinifi
i¢in dontigiim formiilleri elde edilmistir. Bu dontisiim formiillerinin baz1 6zel hal-
lerinde, periyodik Bernoulli fonksiyonlarini iceren Dedekind toplamlarinin genelles-
tirmelerinin ortaya ¢iktig1 gbzlemlenmistir. Ortaya ¢ikan bu toplamlarin sagladiklar:
resiprosite bagintilar1 ispatlanmigtir. Ayrica, bu toplamlarin 6zel durumlari ince-
lenmigtir. Elde edilen doniisiim formiillerinin uygulamalar: olarak, cesitli sonsuz seri-
ler arasindaki bagintilar ve periyodik zeta fonksiyonu i¢in Ramanujan formiiliiniin
benzerleri elde edilmigtir.
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