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ONSOZ

Bu ¢alisma esas olarak ii¢ boliimden olusmustur. {1k béliimde simgeler,kisaltma-
lar, ¢alismanin kapsami verilmistir. Ikinci boliimde Bernoulli, Euler,Genocchi polinomlari
verilerek bunlarin sagladigi baslica teoremler verilmistir. Daha sonra bu polinomlarin ge-
nelllemesi olan Poly-Bernoulli polinomlari, Poly-Genocchi polinomlari, Poly-Bernoulli
sayilari, Poly-Genocchi sayilari tanimlanarak genel 6zellikleri verilmis ve ispatlanmistir.
Bulgular boliimiinde ise Poly-Bernoulli ve Poly-Genocchi polinomlarinin genellestirmesi
olarak parametrili genellestirilmis Poly-Bernoulli, Poly Genocchi polinomlar1 tanimlanip
bunlarla ilgili yeni 6zdeslikler, rekiirans bagintilar1 ispatlanmaistir.

Bu tez ¢aligmasinin Poly-Bernoulli tipli polinomlarinda ¢aliganlara katki saglaya-
cagl inancindayim.

Bu ¢alisma boyunca bilimsel olarak bana yardime1 olan danisman hocam Prof. Dr.
Veli KURT a tesekkiir ederim.
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GIRIS Secil BILGIC

1. GIRIS
1.1. Calismanin Kapsam

Bernoulli sayilar1 ve polinomlarinin matematigin bir ¢ok alaninda énemli uygu-
lamalar1 vardir. Bu alanlar trigonometrik fonksiyon serileri, sonlu farklar analizi, sayisal
tiirev, integral denklemler, sayilar teorisi, kombinatorik, q-Analizi gibi alanlardir. Ayrica
son yillarda Bernoulli polinomlar1 yaklasim teorisinde, Hermite, Laguerre polinomlarinin
da uygulamalari vardir.

Bu tez calismalarinda Kaneko (1997) tarafindan tanimlanan Bernoulli sayilarinin
farkli bir genislemesi olan Poly-Bernoulli sayilari ele alinarak gergekledigi 6zdeslikler,
simetri 0zellikleri farkli yontemlerle ispatlandi.

Klasik Genocchi polinomlarinin bir genislemesi olan Poly-Genocchi polinomlari
ve sayilar1 tanimlanip gercekledigi bazi rekiirens bagmtilar verildi.

Poly-Bernoulli polinomunun ve Poly-Genocchi polinomlarinin bagka bir genelles-
mesi olan Genellestirilmis Poly-Bernoulli (Multi-Poly-Bernoulli) polinomu, Genellestiril-
mis Poly-Genocchi (Multi-Poly-Genocchi)polinomlarina girilerek, bu polinomlarin sag-
ladig1 bazi teoremler ispatlandi.

Son olarak Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomunun ve Genellestirilmis Poly-
Genocchi polinomlarinin parametreli ifadeleri ele alinarak, parametreli genellemeleri ve-
rildi. Ayrica bu polinomlarin gercekledigi simetrik 6zellikleri, ve Duality 6zellikleri gos-
terildi.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMASI

2.1. Bernouli Polinomlari, Euler Polinomlari, Genocchi Polinomlarinin Bazi Ozellik-
ler

Bernoulli polinomlar1 matematikgiler tarafindan farkli sekilde tanimlanmasina rag-
men en genel

Bernoulli polinomu asagidaki tlirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

> tm t
B, () — = oot < 2
nz_% (fv)n! 7 1° t] < 2m

Bu tanimdan daha 6nce Jacob Bernoulli 1690 da Bernoulli polinomu

w1
Sn (m) = 2 k= =7 (Butr (m) = Buya (0))

toplami ile ifade etmistir. Ugiincii olarak L. Euler Bernoulli polinomunu

et t#£0
F(x’t>:{1 4 t=0

doguray fonksiyonu ile tanimlamistir.

Burada ¢ karmasik bir sayidir. F'(z,t) fonksiyonu |¢| < 27 diskinde analitik bir
fonksiyondur. Daha sonra da E. Appell, Appell dizileri ile tanimladi.

Son olarak da A. Hurwitz B,, (x) Bernoulli fonksiyonunun Fourier Serisini tanim-
ladu.

n! it 4
Bn - L 2mikx 0 < <1

—0o0

Fourier serisi ifadesinide kullandi. Burada Bernoulli fonksiyonu asagidaki sekildede ta-
nimlanir.

B, (z) = By (v — {z})
dir. Daha sonra Lucas umbral analizi ve
B, () = (B+z)"
ozelligi ile Raebe bagintisin1 ve Appell dizilerini birlikte ele alarak inceleme yapmustir.

Tamm 2.1.1. x bir karmagik sayi olmak iizere B, (x) Bernoulli polinomu

n

temt = t
=> Bu(x) o [t <2 2.1)
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ifadesiyle verilir. Bu egitlik © = 0 i¢in B, (0) n. Bernoulli sayist olarak adlandirilir ve B,
ile gosterilir. Boylece (2.1) de x = 0 alimirsa,

t =,
- B, —
et —1 ; n!

ifadesi elde edilir (Arakawa vd 2013).

Onerme 2.1.2. Bernoulli polinomlari ve Bernoulli sayilar ile ilgili asagidaki ozellikleri
yazilabilir.

4+ 1) =300 () Be (2),

T +y) =3 (1) Br (z) y" ™,
r+1) — By(z) =na" ' n>1,
(4) B, (z)=>1_, (Z)ka"*k, n > 0.

Bu dnermenin ispat1 ( 2.1) esitliginden yapilabilir.

Bazi1 Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 sirasiyla su sekildedir:

1 1 1 1

By=1 Bi=—=,By=—,B3=0,By=——, B5=0, Bg = —
0 ) 1 9’ 2 67 3 07 4 307 5 07 6 49’
1 1 3 1
Bg(l‘):l, Bl($)2$—§, BQZ$2—$+60, Bgzl'g—§$2+§llf

Onerme 2.1.3 (Raebe). m > 0n > 0 olmak iizere

x T 1—
L) = "B,
m * m) " (@)

Bu(

Il
o

r

dir (Abramowitz ve Stegun 1964).
Tamm 2.14. n € C, E, (z) Euler polinomu

S Bl < 22)
—_— = n () —, T .
et +1 — n!
esitligi ile tanmimlamir. x = 0 alinarak E,, Euler sayisini
2 SN
—_— = E,—, |t| < 2.3

ifadesiyle verilir (Abramowitz ve Stegun 1964).

(2.2) ve ( 2.3)’den baz1 Euler sayilar1 ve Euler polinomlar1 sirasiyla

Egzl, E1:O, E2:—1, E3:O, E4:5,...

1
Ey(z) =1, El(x):x—é,Eg(x)::ﬂ—x,...

olarak elde edilir.
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Onerme 2.1.5. Euler polinomlar: asagidaki esitlikleri gercekler.

E,(x+1) = i (Z)Ek ()

n > 0,icin E,(x+1)+ E, (z) = 22"

elde edilir.
E,(z+y) = Z <Z> By () y" "
k=0
= <Z) Ey (y) 2" *
k=0
n > 1,igin iE () = nE,_1(x)
et , 16 dl‘ k - n—1
elde edilir.

Bu dnermenin ispati ( 2.2)’den elde edilir.

Tamim 2.1.6. Genocchi polinomu asagidaki doguray fonksiyonu ile tanimlanir.

= t" 2y .

x = 0 alinarak G,, Genocchi sayisi

> " 2
;Gn(l’)a R it <=

olarak yazilabilir.

Birka¢ Genocchi sayilar1 asagida verilmistir.
Glzl, G2:—1, G3:0, G4:1,...HEN, G2n+1:O
dir. ( 2.4) tammmindan asagidaki esitlikler elde edilir.
(1) G (2) = Zjey (1) Ga™ ™,
(2) %Gn () =nG,_ (2),
(3) Gn+1 (ZE + 1) + Gn+1 (l’) =2 (n + 1) .Tn,

b _ Gnt1(a)=Gny1(b)
(4) fa Gn (l’) de‘ = %

(2.4)

(2.5)
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2.2. Poly-Bernouli Polinomlari

Bu boliimde ilk olarak Polylogaritma fonksiyonunu tanimlayalim.

Tamm 2.2.1. Polylogaritma fonksiyonu

[e.9] n

Liy(2) =Y % (2.6)

n=1

ifadesiyle tamimlanir (Kaneko 1997). Bu seri |z| < 1 igin yakinsar. k negatif tam sayi ise
k = —r alinarak

Z;:O <;>xrij

Li_y(z) = (1 — )1

ifadesi elde edilir. Burada <;> Eulerian sayisi,

<j> S (le) =i+

=0

esitligi ile tanimlanir.

k negatif tam say1 ise polylogaritma fonksiyonu rasyonel bir fonksiyondur.

, T
L’Lo (l’) = i
x
Liiy(z) = ——
(1—m)
. 24z
el =y
. 4+ 4+ x
Lica(w) = ==
, 113 + 112’ + o
LZ—4 (l‘) = (1 . l')5
. x® + 262 + 6623 + 2622 + x
LZ—5 (.Z') = (1 . .Z')ﬁ

olarak ifade edilebilir. ( 2.6) denkleminin z ye gore tiirevi

d . ALip 1 (2) k>1
iy § ="z
e Tk (Z) { 1 ,k’ —1

1—z

dir. Buradan

Liy (2 Z%:—log 1—2)

n=1

oldugu gortiliir.
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Tamim 2.2.2. Poly-Bernoulli polinomu

" Lip (1 —¢e")
E B(k) — 1 xt
— w () n! 1—et ©

ifadesiyle tanmimlanir (Bayad ve Hamahata 2011).

k=1,(2.7)den

Bernoulli sayisini verir.

(2.7)

z = 0igin BY) (0) = B Poly-Bernoulli sayist olur.

Teorem 2.2.3. k€ Z", n >0

f: kzm: ( ) (x — j)" (2.8)

:0 7=0

esitligi vardir (Bayad ve Hamahata 2011).

Teorem 2.2.4 (Rekiirans formulii 1). &k € Z*, n > 0 ici

) - (7) B, (x) (2.9)

B0 =3 o (e Y

m=0 =0

bagintist vardr (Bayad ve Hamahata 2012).

Teorem 2.2.5 (Rekiirans formulii 2). k£ € Z, n > 2 igin

B¥ (z) =
1 n—1
{B}f Y (z) + 2B (x (
n-+1 —
k k 1 k-1 k
BY @) = 1,80 @) =5 (B (@) + 2B

esitligi vardir ( Bayad ve Hamahata (2012) ).

Teorem 2.2.6 (Toplama Formiili). £ € Z, n > 0

BY (2 4y) = Z(”)Bﬁ'f
m=0 m
5 (e
m
m=0

dir.

n

EARASE
()

N (@)y" (2.11)
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Ispat. (2.7)’den faydalanarak ispatlanabilir. ]
Teorem 2.2.7. n, k pozitif tamsayt igin
B7(L—k) _ B](c—n)
dir.
Ispat. Poly-Bernoulli say1s1 tanimindan
ii3<—”—ny—k ii 1—e)" (m+1)" ey (2.12)
nT k! '
k=0 n=0 k=0 m=0
Z (1 _e m)me(m—l-l)y
m=0
eyZ((l—e )ey)
m=0
e:ery 6w+y
et +e¥—erty 11— (e —1)(e? —1)
dir. k > 0 igin BS ™™ pozitiftir. O
Teorem 2.2.8 (Kapali formiil). Negatif olmayan n, k tamsayilari igin
=> (NS (n+1,j+1)S(k+1,j+1) (2.13)
7=0
dir.
Ispat. (2.13) esitliginden
k=0 n=0 ! e +ev — et
erty Z (e® — 1) (e¥ — 1)
j=0
= Zew (e® — 1) e¥ (e¥ — 1Y
=0
dir. [
Diger taraftan 2. Cesit Stirling sayis1
u" ~1
ZSZ n k) — = u (2.14)
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ifadesiyle tanimlanir (Sanchez-Peregrino 2002).

o0 o0 n k o0 o n o0 n o n oo n
-t ¥ _ ; r A s v A
DB = DY Y S ) S G Y Sa(ng) S
n=0 k=0 7=0 n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0 n k
Y
= DG St lj+ ) oy S(k+1j+1)
7=0 n=0 k=j
= 2 . . "y
= 2D (USm+Li+))Sn+1j+1) 505
n=0 k=0 o

elde edilir. Z- % nin katsayilar1 karsilagtirilarak ( 2.13) elde edilir.

n! k!

m,n > 0 i¢in
o™ (x )—i ") BER (g) ymt 2.15
n 7y - k n x)y (' )

esitligi tanmimland1 (Bayad ve Hamahata 2011).

Teorem 2.2.9 (Simetrik formiil). m,n ; C,;™ (z,y) yukaridaki tanimlandigi gibi olsun.
Bu durumda

o moym [SSINe'e) mom

or — c-n —_— 2.16

Sy ok - Y creall e
e:ct-l—ytet—HL

et 4+ eu — €t+u

dir.

Ispat. (2.15) ve C-™ (z,y) nin tamm kullanarak esitligin sol tarafi

_ (—k) m-k’ "
=22 > BV @yt (m — k)IK!
n=0 m=0 k=0
olarak yazilabilir. O

| = m — k alinarak

(o o lENe o Ne 9]

B n k.l
= > > > B} k’(m)ylm%%

n=0 k=0 1=0
— evu i i B(Fk) (z) ﬁu_k
" n! k!
n=0 k=0
elde edilir. ( 2.11) denklemi de gdz Oniine alinarak

© n ,k Ttt+yu t+u
_ oty E § B(—k’)t_u_ __ e e
" oonlkl el et — ettu

k=0 n=0

elde edilir.
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Teorem 2.2.10 (Kapali Formiil). m,n > 0

Cm (wy) = {Z (3h? (Z ey (1)s: <a,j>) .17)

a=0

(i e ()s: <b,j>) }

bagintist vardir (Bayad ve Hamahata 2011).

2.3. Genellestirilmis Poly-Bernoulli Sayis1 ve Polinomlari(Multi-Poly-Bernoulli Sa-
yilar1 ve Polinomlari)

Bu kesimde ilk olarak polylogaritma fonksiyonu Lij, (z) nin genellestirme tanimini

verecegiz. ky ko, ..., k, € Z olmak lizere Genellestirilmis polylogaritma fonksiyonunu
. zZmr
szflka,---k‘r (Z) = Z m (218)

m17m2,...7mr€Z
0<mi<---<my

ifadesiyle tanimlanir (Bayad ve Hamahata 2012, Hamahata ve Masubuchi 2007).

Onerme 2.3.1. (Kim 1996) Genellestirilmis polylogaritma fonksiyonu

d . L Lk kgyodiry =1 (2) > 1
k1. kg, ki <Z> = {z (2.19)

—Li
dz = Liky g,y (2) k=1

tiirev bagintisini gergekler.

klzkgzzkr::ll(;ln
. 1 .
Litia.1(z) = 5 (—In(1—2))
(r tane 1) r
dir.
(2.19)’den
d . 1 _
@szl’l (z2) = . Zszl (2)
yazabiliriz. k; = 1 alinirsa
d . 1 .
ELZM (2) = T ZLzl (2)

elde edilir. Liy (z) = —log (1 — 2)

(—log(1—2))
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=1
LZ'171 (Z) = / —Lll 1 dZ = / 1 Lll (Z) dz
0

= /0 1_Z(—log(l—z))dz
= i (log(1—2))”

elde edilir. Benzer olarak timevarimla

1
Litgi.1(2) = i (—log(1—2))"
(rdefa 1) r.

oldugu goriiliir.

Tanim 2.3.2. (Bayad ve Hamahata 2012) Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu

[e%¢) tn L 1— —t
Z Bk (z) = = Yk k2, ... <—t n 6 )ert (2.20)
dir.

Buradan = 0,1,2,3,....k1,..., k. € Z. Bk = plfehr) (0) Genellesti-
rilmis Poly-Bernoulli sayisidir.

Teorem 2.3.3 (rekiirans formiilii 1). Genellestirilmis Poly-Bernoulli sayist asagidaki ifa-
deleri gercekler (Bayad ve Hamahata 2012).

(1) k. >1ven > 2ise

n—1
1
(k1,...kr) k1) k)
Byt Cn4r mZ1 ( ) ]
ve
(2) k,=1,n2>2ise
n—1
Blkihril) — 1 Bkke) (—1)™™ {T(n> N < n )}B(’“ P 1)]
n+r — m m—1
dir.

Teorem 2.3.4. (Bayad ve Hamahata 2012) Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu
1 ~— s (my—r1
Bkt iy = N N (1) ( ' ) (x—3)
0<my<--<mr<n-+r mll' 'mfr =0 J
bagintisini saglar.

Teorem 2.3.5. (Bayad ve Hamahata 2012) Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu asa-
gidaki rekiirans bagintisini gercekler.

10
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(1) k- >1,n>21se

2) k,=1,n>21se

3

B(k kr—1, 1)

n

L E e foen ()« ()]

2.4. Poly-Euler Polinomlar:
Bu kesimde Poly-Euler fonksiyonlarinin temel 6zellikleri sagladig1 bazi teoremler
ve bagtilar verilecektir.

Tanim 2.4.1. (Hamahata 2014) Poly-Euler polinomu

2Ly, (1 —e™?) -
t(et +1) Z% ! @21)

ifadesiyle tamimlanmigstir.

EP = EP (0) Poly-Euler sayisidir. Li; (z) = —log (1 — z) oldugu gozoniine
aliirsa

EY (2) = E(z), EY (0) = E, elde edilir.

Diger taraftan Woo ve Kim (1999) de Poly-Euler polinomunu

xt

¢ sz(l—elu ZH
n=0

7’L

u— et
ifadesiyle tanimlanmistir.

Ayn1 yazarlar bu tanima gore Poly-Euler polinomunu sagladig: kesin teoremleri
ispatlayip, p_adik analizdeki 6zelliklerini vermislerdir.

k > 1igin

d 1 _ _
%LZ’C (1 — € t) = ol 1[42]6,1 (1 — € t)

dan Poly-Euler polinomunun doguray fonksiyonunu tekrarli integral yardimiyla,

o0 Tl 1
ZE : / / / tdt ... dt
— e+1 et —1 et —1"""J, et —1

ifade edilebilir.

11
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Teorem 2.4.2. (Bayad ve Hamahata 2012) Poly-Euler polinomlar: asagidaki esitlikleri
saglar.

W) B () = X (3) BWam,
@) B (z+y o () B () g,
(3) B (@4y) = X () S () 2,
@) £E @)=+ 1) EY (2).

Teorem 2.4.3. (Bayad ve Hamahata 2012) Poly-Euler polinomu, k € 7Z,n > 0 i¢in

0o m+1
() ( m+1 o
B = g 0 (M)

0

)
)

esitligini gergekler.

Poly-Euler polinomlarinda da negatif olmayan k indisi i¢in E; " (x)ve E ,Sf") (x)
arasinda baginti bulmak istiyoruz.

Tamim 2.4.4. (Bayad ve Hamahata 2012) m, n i¢in iki degiskenli fonksiyon £ (,y);

- Em — By —1
P (a,y) =y (Z) EY (@) ’““2(@271 5 1) (2.22)
k=0

olarak tamimland. ( 2.22) den F, = g (0 0) yazilabilir.
Teorem 2.4.5. (Bayad ve Hamahata 2012) Fim (x,y) iki degiskenli polinom

© x . o™ tn m
ZZR& )(x’y)m% = ZZF nlml

n=0 m=0 n=0 m=0
2erttyuettu (1 —e ) (1 — e ™)
tu(et +1) (e +1) (et + e* — ett)

esitligini saglar. Bu teorem yardimiyla Poly-Euler polinomlarinda

EC™ (2,y) = FC™ (y, ). FC™ = B

bagintilar elde edilir.

Teorem 2.4.6. (Bayad ve Hamahata 2012) Poly-Euler polinomlarinda kapali formiil m,n >
0 i¢in

min(n+1,m+1) n+1
A ) = { e TS Gy (;EH @ (") <k,j>>

j=1

(T:_Zt Epi1-1 (2) (m ;— 1) S2 (Lﬁ) }

12
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esitligi ile verilir. Burada

stum= 5 S (0

=0

Ikinci Tip Stirling sayisidur.

Teorem 2.4.7. (Bayad ve Hamahata 2012) Poly-Bernoulli polinomlart ile Poly-Euler po-

linomlart arasinda
nE® () +nE® | (x+1) = 2B (z) — 2B® (z — 1)

n—

esitligi vardir.

2.5. Poly-Genocchi Polinomlar:

Bu béliimde Poly-Genocchi sayilarini ve Poly-Genocchi polinomlarini tanimlaya-

rak bazi sagladig1 bagitilar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.5.1. (Kim vd 2014) Poly-Genocchipolinomu

2Li (1 —e ) e™ & tn
=y GW@)—~, .. . keZ
o ; W (@) ... ke

doguray polinomu ile tanimlanir.

r=0daGYP =G, (0) Poly-Genocchi sayisi denir. & = 1 igin

7L

et + 1 _et+1

2Li (1 —e7t)e™ i
n=0
elde edilir. Buradan G (x) = Gy, (x), n > 0 oldugu goriiliir.

in " 2Lig(L—e) o
o et +1

o2ttt "y
Tl fyer—1fy e -1 fy w1

esitligi yazilabilir. £k = 2 igin

= t" 2 by
G(Q) . = / d xt
nz_% n () 1), ev—1°
= G

Mg

(Z (>— @)

13

esitligi yazilabilir.
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Teorem 2.5.2. (Kim vd 2014) Poly Genocchi polinomu

i (=D S, (p 4+ 1,1)
G()(I):;;( ) l’f(P+£])9 )<p)G”_p(I)

esitligini gergekler.

Teorem 2.5.3. (Kim vd 2014) Poly-Genocchi polinomu ile Ikinci Tip Stirling sayist ara-
sinda diger bir esitlik

n > 1igin
n p l+p n
GW (z+1)+GW (z) =2 1'S5 (p,1) ( )x”p

dir.

Diger bir esitlikte d € N, d = 1 (mod 2) i¢in

2Lix (1 —e™?) _,
— ‘¢
et +1

Ly, (1 F Git) 2t o a (atx)t
- t et +1 (=1)%e

0
- vy HPHS?(p“’”ﬁidm—ld 1ye (“x) "
p=0 =0 p+1 !m:() a=0 " d m!
) i{ n %dl (1) S, (p + 1’l)d”_p_1 (—1)G (a—l—:c) <n)}ﬁ
n=0 \ p=0 (=0 a=0 lk d p n!

elde edilir. % katsayilarini karsilagtirirsak

GW () = Z( )dn p— 1§§ l+p+1li2(p+1 z)( 1)“G(&;x)

p=0 =0 a=0

elde edilir.

Kim vd (2014) modifiye edilmis Poly-Genocchi polinomu

> " 2L (1 — e %)
> G (2) = = et (2.24)
et n! et +1

ifadesiyle tanimlanmistir. x = 0, Gn 5 = Gﬁf} (0) modifiye edilmis Genocchi sayisi denir.

(2.24)'den
Lip(L—e?)e™ 2L (1—e™) (¢ —1)e
el +1 (et 1) (et = 1)

14
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2le (1 — 672t> {€(z+1)2t _ e(%)%}

et — 1

— ig B*) r+1 — B®) (f) 2
" 2 "o\2 n!

n=0

elde edilir. % katsayilar1 karsilagtirirsak

- o () - )

elde edilir.

15
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3. BULGULAR

Bu boliimde Parametreli Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomlar1 ve Paramet-
reli Genellestirilmis Poly-genocchi polinomlarini tanimlayarak, bazi 6zdeslikler, rekii-
rans bagintilari, simetriklik 6zelligi, dualite 6zelligi verilecektir. Parametrilerin 6zel duru-
munda ikinci béliimde verilen degerlere esit oldugu gosterilecektir.

[1k béliimde parametrili genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomlar: incelenecektir.
Ikinci boliimde parametrili genellestirilmis Poly-Genocchi polinomlar1 incelenecektir.

3.1. Parametrili Genellestirilmis Poly-Bernoulli Polinomlar:

Tamm 3.1.1 (Jolany ve R. Carcino 2015). a, b, ¢ pozitif reel parametreler olmak iizere
Genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu

ZB(’“ v;a,b, c) tn _ Lin(1- (@) ., 3.1)

bt —a=t

ifadesiyle tamimlanir.

Buradaa = ¢ = e, b = 1 alinirsa ( 2.7) bagintisi elde edilir a =c=e, b=k =1
almirsa (2.1) elde edilir.

Teorem 3.1.2. k Poly-Bernoulli polinomu ve 2. ¢esit stirling sayilart arasinda

o0

BF(a,b) = Z Tl kzn:<)'52k‘p)( Inp)"~*

p=

bagintist vardir.

Ispat. = = 0 icin

Y i1 = (b))
ZB( (00,0001 = B = (ab) )

yazilabilir. k Polylogaritma tanimidan

e}

Lip(z) =) Z—:

p=1

yazilabilir. Bu iki ifadeyi birlestirerek

S gyt - Dl P LSy
n! bt(1 — (ab)™t) bt ! Pk (1 —(ab)™t)
—t In(ab) )pfl

I (l—e I = (—1)P(e -
B EZ b :EZ (p+ 1)k

p=1 p

16
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S e
()P & " o t

= z_% (1(7+ i)k Z%p!S(n,p) i ;(—lnb)nm

> { D ot (k’m(““b)"k} %

iki tarafin t—n, katsayilarini karsilastirarak

B®(0;a,b,¢) = Z kZ()p'Sgk‘p( Inb)"*

p:0

bulunmus olur. O

Teorem 3.1.3. Parametrili genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu

BW (z:a,b,¢) = — (=)™ () xlnc—Inb(j+1)—jlna)"
( ) n;)(erl)k( ); ; ( (J+1) )
(3.2)
bagintisimi saglar.
Ispat. (3.1) ve( 2.6)’dan
S g &
ZBn (z;a,b,¢) —
n=0
— b_tLik (1 _ (ab)_t) eact Inc
(1 — (ab)_t)
(ab)™ "
_ —tlnbzm 1< mk ) ztlnc
(1= (ab)™)
0o —_ym—1
_ Z (1 — (ab) ) ot nc=Ind)
mk
m=1
— i (]' —e ' ab) et(:p In c—In b)
m=0 (m + 1>k
- 1 " /m ,
— (_1)m ( . )e—t] ln(ab)et(x In c—Ind)
mz:() (m+ 1) ; J
- i i%(—l)mi(m) (xlnc—Inb— jlnb)" r
720 Lmoo (m+1) i=0 \J nl
% carpaninin katsayilari esitlenerek (3.2) esitligi elde edilir. [

17
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Sonu¢ 3.14. (3.2)’de a = c = e, b =1 alirsak, Bayad ve Hamahata min (2011) ispatla-
digi ( 2.8) elde edilir.

Teorem 3.1.5. Parametrili genellestirilmis Poly-Bernoulli polinomu ¥k > 1, n > 0 i¢in

B+ (lnfab);a,b) (In(ab))" = {zn: (Z)Bn_r (ﬁ) (In(ab))"™" (3.3)

5() more )

Ispat.

1 Lir (1= (ab)™) e e
il 1 b sina s in d
n(a )bt—a—te /0 () e e s
f e slna Liy (1 — (ab)™7)
= In(ab b—%d
n(a >bt = /0 Zn: —(ab) ’
et P (—sina)™ Liy (1 — (ab) ™)
= In(ab) = /0 Z o — s

Y A e 8" s
= In(ab) bt—atet/o (Z(—lna) HZB,(,’L“) (a,b) |> ds
n=0 m=0
1 xt ' O n n—m (k) "
= ln(ab)bt_aite i Z o (—=Ina)" ™ B (a,b) — | ds
n=0 m=0
1 RN ) - sntt
= i) e S0 (1) (e B () S
n=0 m=0
ptert > n n o . tn—i—l
= ln(ab) mzz (m) (— lna) Bﬁn) (CL, b) (n—|— 1)'
n=0 m=0
et(xfln b) & n e gt
= ) 7y (1) (= ma B o)

elde edilir. Buradan

Lik_,_l (1 — eit(ln ab)) xt In(ab)
(1 — et In ab) e )

18
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= t
= SBED (T b)) (Inab)" =
B, n(ap) @0 ) a5

n=0
o thn(ad) - B (a,b) t"
N (1—6‘“““” ;mz:o n+1 n!
x n n—m Bm’ (a,b)t
= Y B, [———) (nab)" 1 m
55 (i) (me z;;(m)< oy A

bulunur. Yukaridaki esitlikte Cauchy carpimi yaparak , % nin katsayilarini esitleyerek

B+ (ﬁa b) (Inab)" = {zn; (Z) B, (ﬁ) (Inab)™
XT: (;) (—tnay ™ 2 (:L(a{ b) }

m=0
sonucu elde edilir. O

Tamm 3.1.6. Ikidegiskenli a, b parametri fonksiyonu

B Ina Inb \"™7"
C™) (1 ya b) = "™MYpF (14 -—2% 0 1

k=0
(3.4)
olarak tanmimlayalim.
Teorem 3.1.7. ™™ (x,y; a, b) fonksiyonu asagidaki esitligi gercekler:
® £ ym e(y+%>u€<x+%)t
E%Z:OC :E y’a’b) EW - el + ev — ettu (35)

Ispat. (3.5)’den

oo o . tn m

Y Y ol (@ ysa, b)g—

n=0 m=0

- — Ina Inb \' " uk ol
Bk —:a,b —1 —

=220 ( YO )(y +1n(ab)) ST

0 k=0

]
(en)
3
]

n

yazilabilir. Burada m — k = [ degisimi yapildu.
ifadenin sag tarafi

o0 oo n k
W1+ Rapy)u Bt (p—14 D0 )W
2> B (e T in(ab) ) nl

n=0 k=0

19
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In n
Wty o (o= 1+ g )1 E E 'B; LA
n! k!

k=0 n=0

elde edilir. Kaneko (1997) tarafindan ispatlanan

nl kl t u _ pttu
— = n! k. et +ev—e
esitligi yukarida yerine yazilirsa istenen(3.5) elde edilir. O

Sonug 3.1.8 (Duality Ozelligi). m > 0, a = b icin

O™ (x,y;a,0) = O (y, 250, a) (3.6)
dir.
Teorem 3.1.9. C\™™ (x,y; a,b) fonksiyonu kapali formiil olarak adlandirilan

M et = 330) {(i (o) (1)sm) @3

m=0 m=0

(556 atin) " C)sea))

kapali formiiliinii saglar.

Ispat. (3.5)’den

0o 00 o 1 ym
nz:;n;)cﬁ ) (z,y;a,b) )

e (I+ In cllnjgn b)t (y+ In tinerlu b)
et + ev — etJru
— e(z+ln (lzn+6;n b) <y+ln ;:ﬁnb) 1
1—(et—1)(er—1)

= i G(H‘“‘Tﬁ)t (et — 1)j e<y+%>u (e" — 1)j
=0

yazilabilir. ikinci gesit stirling sayis1 tammindan ( 2.14) ifadesi yukaridaki son satirda
yerine yazilirsa

SO ) SR G))
e Et )

20
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elde edilir. Bu ifadede Cauchy ¢arpimi yapilirsa

S [Eer(s <—> ()

m=0

u Inb =T p thup
> (1 s
—~ Ina+1Inb r [l p'
elde edilir. Katsayilar1 esitlenerek ( 3.7) bulunur. 0

3.2. Parametrili Genellestirilmis Poly-Genocchi Polinomlari

Poly-Genocchi polinomlarini 2. 5 béliimiinde tanim 2. 1. 6 ile tanimlamistik. Poly-
Genocchi sayilar1 ve Poly-Genocchi polinomlarinin bazi 6zelliklerini ayni1 kesimde ver-
mistik. Simdi Parametrili Genellestirilmis Poly-Genocchi sayilarini1 ve polinomlarini ta-
nimlay1p gergekledigi bagintilar ve teoremleri verilecektir.

Tamm 3.2.1. a, b, c Parametrili Genellestirilmis Poly-Genocchi polinomunu

*) t"  2Li (1— (ab)™) ,
ZG (x;a,b,c) n! T c* (3.8)

ifadesiyle tammlayacagiz.
a=1,b=c=eicin ( 3.8) ifadesi

ng (2 a.b,¢) 2L (l—e™) .
n! 1+et

olup( 2.23) denklemine indirgenir (Kim vd 2014).

a=1=k b=c=ceigin(3.8)

[e.9]

= tn o 2tem
nZ:OGl (z;1,e,¢€) !:etj—l Z

n=0

n

den G (x;1,e,e) = G, (x) elde edilir. x = 0 igin Parametrili Genellestirilmis Poly-
Genocchi sayis1

= " 2Liy (1 — (ab)™)
(k) v
n§:0 G (ab) = — = (3.9)

ifadesiyle verilir.

(3.9)ydak =a=1,b=ealinirsa

- t 2t N
(1) R - -

X%Gn (1,6) TL' - €t - X%Gnru

den G (1,e) = G, Klasik Genocchi sayisi elde edilir.
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Onerme 3.2.2. Parametrili Poly-Genocchi polinomu
(k) (k) b
G, (x4 1;a,b,¢) = G} | x;ac,—, ¢
c

ifadesini gercekler.

Ispat. (3.8)’den

> n 2Li
ZG%]C) ($+1;a,b,c)—| = b
n!

elde edilir. Katsayilar karsilastirarak ( 3.10) elde edilir.

Onerme 3.2.3. Asagidaki esitlik dogrudur

n

G (z;a,b,c) = Z (:;) G® (0;a,0) (zlnc+Ina)"™™

m=0

Ispat. (3.8) ve(3.9)’dan

- tn 2Liy (1 — (ab)™")
(k) . R — xt
g_ G, (z;a,b,c) o= T c

2Liy, (1 — e~ n(ab)))

- 14 et In(abd) €

= iG (0;a,b) ‘i rlnc+1Ina)™
m=0 m=0

ztinct+tina

n=0 \m=0
Katsayilar1 karsilastirarak ( 3.11) elde edilir.
Onerme 3.2.4. Parametrili Poly-Genocchi polinomu
G® (z:a,b,¢) = (n>G(k) a,b) "
P iabo =3 (7 )6l @

bagintisini saglar.

22
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Ispat.
> ¢ 2Li (1 — (ab)™
ZG’“ (x;a,b,c) - = Z(t (C,lt) )
—~ n! bt +a
B *) tn o0 tn
= ZG a,b) — HZ:O (xlnc)" m
fe’e) n n et o n
—EZ@ZQMW»%ldWwﬁa
n=0 \ (=0 ’

Her iki tarafta ayni katsayilar esitleyerek istenilen elde edilir.
Onerme 3.2.5. Parametrili Poly-Genocchi polinomu

rlnec+1Ina
Ina+1Inbd

G® (z;a,b,¢) =GP ( ) (Ina +Ind)"

bagintisini saglar.

Ispat. (3.8)’den

t” 2Lig (1 — ety [enetna
ZG x;a, b C ﬁ = 1 +etln(ab) et [ In(ab) ]

n

_ = ) (rlnc+1Ina 1 lb"t—
2.6 <lna+lnb (Ina+Inb)" o5

den
rlne+1na

(k) ( e — (k)
G (wia o) = 6 (e

n

) (Ina +1Inb)"

elde edilir.

Onerme 3.2.6. Genocchi polinomlar: asagidaki esitligi saglar:
d

%Gg‘?) (x;a,b,¢) = nlncGElk_)1 (z;a,b,c)

Ispat. (3.8)’de x ’e gore tiirev alalim

d = Ak tn 2Liy (1 — (ab)™") ,
%ZG%)(x;a,b,C)m = PR “tlnc
tn+1
= lncZGk (x;a,b,c) o
o0 tn+1
= lncz (n4+1)GW® (2;a,b,c)

— (n+1)!

tn

k
= lncz:nGgl_)1 (x;a,b,c) o

Katsayilar1 karsilagtirilarak ( 3.13) elde edilir.
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Tamm 3.2.7. Parametrili modifiye edilmig Poly-Genocchi polinomu

> tn 2Lix (1 — (ab)™
ZGk x;a,b,c) i (t (at) )cxt (3.14)
—~ nl a~t+b

ifadesiyle tamimlayacagiz.

a=1,b=c=eicin(3.14) ifadesinden Kim vd’deki, (2014) ( 2.24) tanim elde
edilir.

Teorem 3.2.8. Parametrili Poly-Genocchi polinomu ile Parametrili Poly-Bernoulli poli-
nomu arasinda

(3.15)

Inc—1
Gnk% (x;a,b,c) — 9gntl (lna+lnb)" {Bflk) ( xrlnc nbd )

2(Ina+ Inb)

B zlne—2Inb—Ina
" 2(Ina + Inb)

bagintist vardir.

Ispat. (3.14)’den

n

ZG xabcfﬂ

2sz (1 — (ab)™ ) ot
a~t+ bt ¢

2Ly, (1 — (ab) ™) a=t — bt
a—t + bt CL_t _ bt

2Ly, (1 — (ab)™) (o — 1)

—b2 [1 — (ab)™*]

2L’Lk (1 _ e—2t ln(ab))

o (1—e2 In(ab))

2L (1) i

- (1 — 2t In(ab))

2Liy, (1 — 2t ]n(ab))
[1 — e 2t ln(ab)]

. _ ,—2t(Ina+Inb) 2lne—2Inbelnc
— . QLZIC (1 € ) th[ll‘l CL+11’1 b]( ! 2 lniilgbl )+
(1 — e—2t(Ina+n b))

xt

( —tlna _etlnb) e:r:tlnce—2tlnb

— Ina+zInc—21nb]

et(ln b+z Inc—21nb)

2Ly, (1 — g 2t(lnatln b)) 2t[In a+In b] (; 11[1;1 Z;{E Z)
(1 _ G—Qt(ln a+In b)) €

_ZQB(k xlne—2Inb—Ina 2"t" (Ina + Inb)"
2(Ina + Inb) n!
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xlnec—1Inb \ 2" (Ina + Ind)"
2 B
* Z ( lna+lnb)) n!

% nin katsayilar1 karsilastirilarak (3.15) elde edilir. (3.15)dea = 1,b = ¢ = e alinirsa

-1 -2
GV} (w1 e,e) = 27! (Bfﬁ (%) ~ B (”C 5 )) (3.16)

elde edilir. Buradan da Kim vd’deki, (2014) ( 2.25) bagintisina benzer baginti elde edilmis
olur.

Teorem 3.2.9. Parametrili Poly-Genocchi sayist ile Parametrili Euler sayisi arasinda

e’} 1 m—+1 ‘ m+1
G® (a,b) = - —1]( _ ) 3.17
) (a,b) {mo(mﬂ)k;( " (3.17)
Y Z)Ep (a,b) (Ina + b)Y [(1 — 5) lna—jlnb]"p}
p=0

esitligi vardir.

[
Ispat. (3.9) ve (2.6)’den
n 2L’ik (1 r (ab)_t) 2et]na h
r _ . __—tlIn(ad)
ZG - a-t 4+ bt "~ etln(ab) 4 1sz (1 € )
na o] m+1
_ 1261;1 Z (m + 1) —tj ln ab) ( 1)]
tIn(a
¢ () + 1 m=0 ( j
2 = m+1 m+1 tina—jlna—jInb
- etln(ab)_|_1z ( ) je[ Jnaziin
= j=
= ZE a,b) (In (a,b)) ﬁ i
n! = (
m+1 o)
m+1 ; t"
-1y 1—7)Ina—jlnb)" —
) UM ISV SICEIYENT n!}
7=0 n=0
Cauchy carpimi yapilarak katsayilari esitlenirse (3.17) elde edilir. [

Teorem 3.2.10. Parmetrili Poly-Genocchi polinomu

(k+1) T ) = i — T )(na+1nb)(3.18
G (lna+lnb’a’) {22<r Gomr Ina+Inb (Ina+nb) (3.18)

r=0

S (1) e D }

m=0

esitligini saglar.
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Ispat.

Lipsr (s) = /0 FLin(s)

S

Liger (1~ (ab) ) e = In (ab) i / Lix (1= (a) ) e saemsInbdg
0

a~t+ vt a=t+ bt — (ab)~?
et e Liy (1 — (ab)™
= In (ab / Z slnb s ( ml )a’sds
a~t+0" Jy = 1 — (ab)
In (ab) e® [! [ & 8" ) s™
= /O ;(—lnb) mﬂ;Bm (a,b)ﬁ ds
In (ab) €% A =~ [ 1 _ A
=7 —Inb)""™ BW (q,b
a—t+btnzoz:o<m)< nOYT B (e B) Gy
Ligr (1= (ab)™) ,,  In(ab)e™ = & ( ) s
™ = —Inb)""" B¥ (a,b
1+ (ab) + (ab)’ %77120 (a,6) (n+1)!

Lik—i—l (1 — et ln(ab))
1+ et In(ab)

o5t In(ab)

eln

 tn (ab) emen' M) L\ (= nb)" " BY (a, b) "
1 4 et In(ab) n+1 n!

n

N ®k+D) (T o) 1b”t_: loo (k1) (T
;Gn (ln(ab)’a’ )<na+ nb) Q;Gn In (ab)
= & - B (a,b) t

sag tarafa Cauchy carpimi uygulaylp n1n katsayilarini esitleyerek ( 3.18) elde edilir. [

Teorem 3.2.11. Parametrili Poly-Genocchi polinomu ile Parametrili poly-Bernoulli po-
linomlart arasinda

> (Z) {(Inb)""™ + (—~na)" "™ G® (z;a,b,¢)} (3.19)
m=0
=2 (”) (~Ina—nb)" 7 BY (x:a,b,¢) + BY (x5a,b,0)
p
p=0

bagintist vardir.

Ispat.

2Liy (1 — (ab)™)
a~t 4 bt

2Liy, (1 — (ab)™"
(a—t + bt) ot — chft _(Zt ) )
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,2Li (1 — (ab)™)

Tt
a~t 40t
_2Li (1= (ab)™") |
- aft _ bt ¢
esitligin sol tarafi
ZG;‘C) (x;a,b,c) Z(lnb
n=0 k=

>y

n=0 m=0

£) o

a~'2Liy, (1 — (ab)™)

dir. Sag tarafi

xt

t_

n—m t
—(=Ina)"™™} G (2;a,b,c) ]

2Lix (1 — (ab)™")

bt xt
* o+ b
2L (1—(ab)™") ,
a/ft _ bt
tk
k
—1In CL) > E

n

b'2Lix (1 — (ab)™) ,

bt (=1 + (ab)™")
—et ln(ab)QLik (1 — et ln(ab))

xt

bt (=1 + (ab)™)
2Li, (1 —

—t ln(ab))

xt

(1 — eg—tIn(ab) )

;( In (a,b))
S (5

0 \p=0

Her iki tarafta tn—", katsayilarini esitleyerek (3.19) elde edilir.

ZB(k) (x;a,b,¢) —
(p) (—lna—1Inb)"" B¥ (x;a,b,c) +ZB xabc)n!

ot ln(ab) ) ¢

t’n
+ZB xabcn!

(1

tn

Teorem 3.2.12. Paremetreli Poly-Genocchi polinomu asagidaki esitligi gercekler.

p=0 p

n

{Z <n) (—Ina—xlne)"? Gz(f) (x;a,b,¢)+

(3.20)

Z (n) (Inb —zlnc)"* G,(ck) (x;a,b, c)}
q=0 q
[ee] m—+1
1 .
_ 9 k2<m+ > _1Y (—jIna — jInb)"
m:O
Ispat.
) n . —t
ZG(k) (0. b.0) " _ 2Ly, (1 — (ab) )c“t
wer ) a~t+ bt
o0 tn
(a_tc_xt + btc_”) Z G® (z:a,b,c) = 2Ly, (1 — e_“n(ab))
n=0
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9 et ln(ab))m+1
pr (m + 1
Sol tarafi
_ (=Ina—zInc)t (k) t(Inb—z Inc) (k) _i
= e ZG (xabc) +e ZG xa,b,c)n!

n=0

tn
(k)
(—Ina —zlInc)" g G xabc—!

Mg

3
Il
o

_|_

n
n!

(Inb — z1nc)" 'ZG(k xabc)t
n!

1[M]8

n=

CJ

Cauchy ¢arpimi yapilip diizenleme yapilirsa

i {i (n) (—Ina—zlne)"? G;’@ (x;a,b,c) (3.21)

n=0 \ p=0 p
- z": p (Inb—zne)" *G% (z;a,b,¢) "
- q q 1S
—

istenilen sonug elde edilir.

Sag tarafi

= 2) i 1f ! % Z (m N 1) (—1)7 et Mn(ab) (3.22)
nl

- gzzﬁz (m,“) (—1) (—jlna—jlnb)"i

elde edilir. ( 3.21) ve ( 3.22) karsilastirarak bulunur. 0
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