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Bu tez calismasinin iki amaci vardir. Ik amag Fourier- Bessel harmonik ana-
lizinde tanimli baz1 fonksiyon uzaylarini inceleyip ardindan B- Campanato uzayini
tammlamak ve bu uzaymn ozelliklerini incelemektir. Ikinci amag ise Fourier- Bessel
harmonik analizinde singular integral operatorlerin (B- singular integral operatorle-
rin) siirhligin elde etmektir. Bu amag dogrultusunda ilk olarak B- singular integral
ve vektor degerli B- singular integral operatorleri tanimlanmig ve bu operatorlerin
sinirliliklar: elde edilmigtir. Son olarak B- karesel fonksiyon tanimi verilmis ve vektor
degerli B- singular integral operatoriiniin sinirliligr vasitasiyla B- karesel fonksiyonun
sinirliligr ispat edilmistir.
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ONSOZ

Fourier harmonik analiz, matematigin, fizigin ve bir¢ok teknik bilimin ortak
dili ve fonksiyon uzaylari teorisi, singular integral operator teorisi bu alanin 6nemli
teknik araclaridir.

Fonksiyon uzaylar: teorisinin, analizin diger dallarinda 6zellikle de kismi tiirevli
denklemler teorisinde 6nemli uygulamalar: vardir. Ornegin, Laplace diferansiyel ope-
ratoru

vasitasiyla tanimlanan fonksiyon uzaylari uzun yillardir birgok matematikci ve mate-
matik- fizikci tarafindan calisilmaktadir. Bundan bagka, Laplace- Bessel diferansiyel

operatori
n—1
0? 0 2v 0
sr=Y g+ (e o)

nin dogurdugu fonksiyon uzaylar: teorisi ise bagta Klyuchantsev (1970), Kipriyanov
ve Klyuchantsev (1970) olmak iizere son yillarda bir¢ok matematik¢i tarafindan
calisilmig ve giiniimiizde de iizerine hala ¢aligmalar yapilmaktadir.

Singular integral operator teorisine gelince Fourier harmonik analizinin prob-
lemlerinin ¢oztimlenmesinde, hem kismi tiirevli denklemler teorisinde hem de matema-
tik- fizigin bir¢ok uygulamalarinda yaygin bir gekilde kullanilmaktadir. Bagta Cal-
deron ve Zygmund (1956), Mihlin (1965) olmak {izere bircok matematik¢inin bu
teoriye katkilar1 yadsinamaz.

Fourier harmonik analizi aslinda Oklid kaymasi ile caligmaktadir ve cogu za-
man klasik Fourier harmonik analizi olarak anilir. Burada gecen fonksiyon uzaylari,
singular integral operatéorler hep Oklid kaymasi iizerine kurulmustur ve Oklid kay-
masi ile A- Laplace diferansiyel operatoriiniin iligkisi iyi bilinmektedir. A- Laplace
diferansiyel operatorii yerine Ap- Laplace- Bessel diferansiyel operatorii alinarak
olugturulan Fourier- Bessel harmonik analizinde ise benzer bir iligki genellesmis
kayma operatorii ile Laplace- Bessel diferansiyel operatorii arasinda vardir.

Bu caligmanin genel amaci, Fourier- Bessel harmonik analizinde tanimlanan
bazi fonksiyon uzaylarini ve singular integral operatorleri incelemektir. Bu amag
dogrultusunda tezin on bilgiler kisminda Fourier- Bessel harmonik analizinden ge-
rekli bilgiler verilmis ve ardindan literatiirde var olan Fourier- Bessel harmonik ana-
lizinde taniml baz fonksiyon uzaylari ve singular integral operatorleri tanitilmigtir.
Tez Fourier- Bessel harmonik analizinde iki farkli caligma icermektedir.

Once, Fourier- Bessel harmonik analizindeki fonksiyon uzaylar1 kategorisinde
yerini alacak olan B- Campanato uzay1 tamimlanacak ve bu uzayin baz 6zellikleri,
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ilgili gomme teoremleri verilecektir.

Ardindan Fourier- Bessel harmonik analizine katki saglayacagi diisiiniilen sin-
gular integral operatoriin ve vektor degerli singular integral operatoriin siirliligi
incelenecektir. Buna ilaveten bu boliimiin son kismi, Fourier- Bessel harmonik anali-
zinde onemli bir yeri olan karesel fonksiyonun, vektor degerli singular integral opera-
tor vasitasiyla sinmirhhiginin gosterilmesini igermektedir.

Bu tez calismasinin hazirlanmasinda ¢ok emegi gecen, benden bilgi ve destek-
lerini hig esirgemeyen ve her zaman yardimei, yol gosterici olan danigman hocalarim
Do¢. Dr. Simten Bayrakg ve Prof. Dr. Vagif Guliyev’e sonsuz tesekkiirlerimi su-
narim.

Tiim ¢alismalarim boyunca her ihtiyag duydugumda yardimei olan, degerli ve
derin bilgileri ile bana 1g1k tutan, oniime ¢ikan her konuda yardimlarini esirgemeyen,
beni tiim ictenligi ve samimiyeti ile destekleyen saygr deger hocam Prof. Dr. ITham
Aliyev’e tegekkiirii bir borg bilirim.

Son olarak, bugiinlere gelmem de en az benim kadar emek veren sevgili esim
Sinan Keleg’e, benden desteklerini hi¢ bir zaman esirgemeyen Altinkol ve Keleg aile-
lerine siikranlarimi sunarim.
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1. GIRIS

Klasik Fourier harmonik analizin esas amaci, Oklid kaymasmm (7" f (z) =
f (z — h)) dogurdugu fonksiyon uzaylari lizerinde girigim tipli operatorleri incele-
mektir. Bu fonksiyon uzaylariin baginda L,- Lebesgue uzayi, agirhkli L,- Lebesgue
uzay1, BM O uzayi, Morrey uzay1, Campanato uzay1 ve bu gibi uzaylar gelir. Fourier
harmonik analizinde 6nemli bir yere sahip olan bu fonksiyon uzaylarinin analizin
diger dallarinda ozellikle de kismi tiirevli denklemler teorisinde bircok uygulamalar:
vardir. Fourier harmonik analizindeki bu fonksiyon uzaylar: iizerinde girigim tipli
operatorlerin incelenmesi meselesi ise basli basina bir teoridir. Bahsedilen girigim
tipli operatorlerin baginda singtiler integral operatorler 6zellikle de potansiyeller (Ri-
esz, Bessel,...), maksimal fonksiyonlar, karesel fonksiyonlar gelmektedir. Girigim tipli
operatorlerin en 6énemlilerinden biri olan singiiler integral operatorler

Tf(:v)Zp-v/f(y)k(x—y)dy

harmonik analizin 6nemli konusu olmakla beraber matematik- fizigin, kismi tiirevli
denklemlerin, analitik fonksiyonlar teorisinin ve matematigin diger dallarinin yaygin
bir uygulama alanidir. Singiiler integral operatorler teorisi bagta Mihlin, Calderon ve
Zygmund'un ¢aligmalar1 olmak tizere son 60 yil igerinde oldukga geligmistir. Singiiler
integral operatorlerin sinirlilik kogullarinin belirlenmesi bu alandaki ¢aligmalarin en
onemli problemlerinden birisidir. Calderon- Zygmund operatorlerinin gesitli fonk-
siyon uzaylarinda siirliligindan alinmig neticeler analizin bu ve diger alanlarinda,
ornegin, kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerligi problemlerinin aragti
rilmasinda uygulanmaktadir.

Fourier- Bessel harmonik analizi ise Ag- Laplace- Bessel diferansiyel ope-
ratorii tarafindan tretilen 7Y genellesmis kayma operatorii ile caligmaktadir. Ge-
nellegmis kayma operatorii ilk olarak Levitan (1951) tarafindan tanimlanip, ¢ahigilmig
ve ardindan Kipriyanov ve Klyuchantsev (1970), Mouruo ve Trimeche (1998) ta-
rafindan geligtirilmistir.

Genellesmis kayma tarafindan dogrulan fonksiyon uzaylari basta Kipriya-
nov, Klyuchantsev olmak iizere son yillarda Gadjiev, Aliyev, Guliyev gibi matema-
tikgilerin ilgi alani olmustur. 1994 yilinda Gadjiev ve Aliyev agirhkh L, , uzayini,
1998 yilinda Guliyev B — BM O uzayim ve 1999 yilinda Guliyev B — Morrey uzayini
tanimlamig ve bu uzaylarin ozelliklerini incelemislerdir.

Klasik Fourier harmonik analizinde oldugu gibi Fourier- Bessel harmonik
analizinde de fonksiyon uzaylar: tizerinde girigim tipli operatorleri incelemek birgok
matematikci tarafindan popiiler caligma alani olmustur. Bu operatorlerden B- singiiler
integral operatorti, ozellikle de B- Riesz potansiyeli, B- maksimal fonksiyon, B- ka-
resel fonksiyon tizerine ¢aligmalar giincelligini korumaktadir.

Fourier- Bessel harmonik analizinde girigim tipli operator denilince ilk akla



gelen ve genel anlamda

Tf (2) = pv / f @)K (2.y) du(y)

ile gosterilen B- singiiler integral operatorii ile Muckenhoupt ve Stein (1965), Kipri-
yanov (1968), Stein (1970), Kipriyanov ve Kluychantsev (1970), Gadjiev ve Aliyev
(1994), Guliyev (1998) Gadjiev ve Guliyev (2005), Ekincioglu ve Serbetci (2005) gibi
onemli matematikciler ¢aligmiglardir.

Bu tez caligmasinda, Laplace- Bessel diferansiyel operatoric Ag’nin dogur-
dugu TY genellesmis kayma operatorii tarafindan tretilen, B- Campanato uzayi
tanimlanacak ve bu uzayin ozellikleri incelenecektir. Ardindan Laplace- Bessel di-
feransiyel operatoriiniin iirettigi B- singliler integral operatorii tanmimlanacak ve
Ly, (Ri) uzayinda sinirlilign incelenecektir. Ayrica bu boliimii referans alarak vektor
degerli B- singiiler integral operator tanimi verilecek, H Hilbert uzay1 olmak tizere
Ly, (]RSLF,H ) uzayinda smirlhiligi elde edilecektir. Son olarak, B- karesel fonksiyon
tanimi verilecek ve simirlilign kanitlanacaktir.



2. FOURIER- BESSEL HARMONIK ANALIZINDEN GEREKLI BILGILER

2.1. L,, Uzay1 Hakkinda Gerekli Bilgiler

Bu tezin biitiiniinde R”, n- boyutlu Oklid uzay1 olup
R" ={z:2 = (r1,29,....,m,) ,x; ER,i=1,2,...,n}

1

n 2
seklinde tanimlanir ve R™ de norm |x| = (Z x2> esitligi ile verilir. Ayrica
i=1

R} ={z €¢R":x, > 0}

biciminde tanimlanacak ve dv = dxdz,...dr, ile R" deki ( ve R’ daki) hacim
elemani (Lebesgue olgiimii) gosterilecektir.

Tanim 2.1.1 (X, M, u) o— sonlu él¢iim uzay olsun. 1 < p < oo olmak tizere

1

Ly (X) =1 f: f, X = de dlgilebilir, ||fl,, ) = / |f(2)Pdu(z) | < oo
X

ile tamimlanar. X = R%, dp (x) = 22dzx aliarsa

Lo (BR2) =3 £+ 18 fay = | [ IF@Paide | <o
BRI
elde edilir. p = oo durumunda ise
Loo (RY) = {f Al ey = €55 Sup |f ()] < OO}
TERY

esitligi ile tanvmlanwr (Folland 1984).

Tanim 2.1.2 ( Dagilim fonksiyonu) (X, M, u) o— sonlu él¢im uzays ve f, (X, M, u)
de ol¢iilebilir fonksiyon olsun.

Ar:(0,00) = [0,00)

olmak tzere Af(a) = p({z:|f(z)| > a}) idle tansmlanan s fonksiyonuna f’in
dagilim fonksiyonu denir (Folland 1984).

Tamm 2.1.3 (Chebishev esitsizligi) 0 < p < oo iken f € Ly, ise herhangi o > 0

$cin
plz:|f (@) > a} < (M)

«

esitsizligi saglanuwr (Folland 1984).



Tamm 2.1.4 ( Zayif Ly, , (X) wzayr) (X, M, pn) o— sonlu él¢iim uzay ve 0 < p < 00
olmak tizere zayf Ly, (X) uzay:

WLy, (X)= {f, X de olgiilebilir : [f], = (supap)\f (a))p < oo}

a>0

bicimindedir (Folland 1984).

Tanim 2.1.5 Lokal integrallenebilir fonksiyon uzaiyn Lllofj (R?r)
Lllofj (R}) =< f: /|f (z)| 22 dx < 0o, K C R kompakt kiime
K
olarak tanimlanar.

Teorem 2.1.6 (Hélder egitsizligi) (X, M, ) o— sonlu él¢im uzayr olsun. Bu du-
rumda f € L,,(X), g € Ly, (X), 1 <p,p < oo ve %—i—}% = 1 olmak fizere
asaqrdaki esitsizlik saglanar:

J 15 @ @@ < 11,00 Il
X
Ozel halde dyu (z) = z2dx, f € Ly, (Ri) ve g€ Ly, (Ri) i¢in

J15 @@ a2 < £l e ol , )

RY
olur (Sadosky 1979, Rubin 1996).
Teorem 2.1.7 (Minkowski egitsizligi) (X, M, ) o— sonlu dlgim uzayr olsun. Bu
durumda f,g € L, (X) ve 1 <p < oo igin

1 +9lz,,.00 <l .0+ 9l .0
esitsizligi saglanar. Ozel halde dp () = 2¥dz, f,g € L, (Ri) icin
|f + g”prl,(Ri) < HfHLp,,,(Ri) + HgHLp,u(Ri)

dir (Folland 1984).
Teorem 2.1.8 (Integraller igin Minkowski esitsizligi) (X, M, u) ve (Y,N,~) o—

sonlu olgim uzaylary ve f : X XY — R fonksiyonu da p X - él¢ulebilir olsun.
Eger h.h.y € Y igin f (- y) € Ly, (X) (1 <p<o0) ve [If ()l 0 dr(y) < oo
Y

18€

/f (z,y) dy(y)

4



integrali de h.h.x € X i¢in sonludur ve

[ ) L/w Wl oo )

Lpu(X

esitsizligi saglanar. Ozel halde dvy(y) = y>dy, du(x) = z2dx ve f, R? x R%} da
olctilebilir fonksiyon ise

[ 1wy /foyme@iWy
1

Rn
Ly, V

dir (Sadosky 1979, Folland 198/).
Teorem 2.1.9 (Fubini teoremi) (X, M, u) ve (Y,N,v) o— sonlu él¢iim uzaylar,

X vise M x N dzerinde u ve v nmin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R
fonksiyonu p x v olgimine gore integrallenebilir ise h.h.x € X icin [ f (z,y)dv (y)
%

ve h.h.y € Y dgin [ f (x,y)dp () integralleri sonludur ve
X

/f(x,y)d(uxv / /f:rrydv du(fv):/ /f(fv,y)du(fv) dv (y)

XxY Y X

egitligi saglanir (Folland 1984).

Tanim 2.1.10 (Yari- lineer operator) (X, M, u) ve (Y, N,v) o— sonlu él¢iim uzay-
lary olmak tizere T : X —'Y operatoriu herhangi bir ¢ > 0 sabiti i¢in

T (f+9)| <ITf]+ Ty
T (cf)| = c|Tf]

ozelliklerini saglarsa T operatérine yari- lineer operatér denir (Folland 1984).

Tanim 2.1.11 (Gigli (p, q) tipli operator) 1 < p,q < oo ve
T:Ly,(X)—= Ly, (Y)
yari- lineer operator olmak tzere her f € L, , (X) i¢in

||Tf||Lq,l,(Y) <C ||f||Lp,M(X)

egitsizligini saglayan bir C > 0 sabiti varsa T ye giicli (p,q) tipli operator denir
(Folland 1984).



Tanim 2.1.12 (Zayif (p,q) tipli operatir) 1 <p < oo, 1 < ¢ < oo ve
T Ly, (X) = WLy, (Y)
yari- lineer operator olmak tzere her f € L, , (X) i¢in
T, <ClflL,,.x)
egitsizligini saglayan bir C° > 0 sabiti varsa T 'ye zayf (p,q) tipli operator denir
(Folland 1984).

Teorem 2.1.13 (Marcinkiewicz interpolasyon teoremi) (X, M, u) ve (Y, N,v) iki
ol¢tim uzayr ve

1 1-t t 1 1—-t t

= +— wve -—= +—, 0<t<1
p Po b1 q 4o a1
olacak sekilde 1 < pg < qop < 00, p1 < q1 ve qo # q1 olsun. Ayrica T yari- lineer ope-
ratori zayif (po, qo) tipli ve zayf (p1, qu) tipli ise T' yari- lineer operatéri, gili¢li (p, q)
tiplidir (Folland 1984).

Teorem 2.1.14 (Lebesque diferansiyelleme teoremi) f € LY (R%) olsun. O halde
h.h.x € RY igin

.
tl—%|Et’y

/ T f(2)y2dy = f(z)

Ey

dur. Burada E, = {y € R} : |y| < t} ve |Ey|, = Ct?, § = n+ 2v dir.

Tanim 2.1.15 (Gomme (embedding) operatori) X ve Y normlu lineer uzaylar ve
X C Y olsun. I birim operatériniin tanvm ve deger kimesi, D(I) = R(I) = X
olmak tzere

I:X—=>Y

birim operatori lineer ve surekli ise I operatorine, X den'Y ye gomme operatori de-
nir ve X — Y ile gosterilir. Gomme operatori siurekli oldugundan dolayr oyle bir
C > 0 sabiti vardwr ki Vu € X icin

[ully < Cllullx

esitsizligi saglamr. Eger X — Y ve Y — X ise X SY yazilir (Kufner, John ve
Fucik 1977).

2.2. Genellegsmis Kayma (f)teleme) Operatérii ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1 TY genellesmis kayma operatorinin R? da tanwml bir f (x) fonksi-
yonuna etkisi, v > 0 sabit tutulmus bir parametre olmak tizere

1 ™
T'f(x) = 11:((5)—;:(?) / / (I’ — /22 — 22, cos a + y%) (sina)®tda
0

6



bigiminde tanwmlamir. Burada x = (2 2,), y = (V,y,) ve ',y € R dir.
Gorildigi gibi genellesmis kayma ' dejiskenine gore Oklid kaymasu ile x,, dediskenine
gore Bessel kaymasinan stiperpozisyonudur (Levitan 1951, Kipriyanov ve Klyuchant-
sev 1970, Klyuchantsev 1970, Aliev ve Bayrakci 1998, Mourou ve Trimeche 1998).

Genellesmis kaymanin agagidaki ozellikleri iyi bilinmektedir.

Teorem 2.2.2 feL,, (Ri), 1 <p < o0 olsun. Vy € R igin
HTnyLp,V(Ri) <C ||fHLp7V(R1)

esitsizligi saglaner. Yani, TV operatori Ly, (RQE) dan L, , (R’jr) ya sinarly yani surekli
bir dénisimdir ( Levitan 1951).

Teorem 2.2.3 fe€L,, (R’fr), 1 <p < oo olsun. O halde |y| — 0 igin
|Tf (z) — f (I)HLP,V(R@ — 0
dir (Léfstrom ve Peetre 1969).

2.3. Bessel Fonksiyonu ve Bazi Ozellikleri

Tamim 2.3.1 J, (t) ,v > 3F, birinci tip Bessel fonksiyonu (£y"+ty'+(t* — v*)y =0
diferansiyel denkleminin bir ¢ézimii) olmak tzere
Ju (1)

tl/
ile tanmamlanan j, (t) fonksiyonuna normallestirilmis Bessel fonksiyonu denir. Ozel
olarak t = 0 ve Vv > 0 igin j, 1 (0) =1 ve j:/—% (0) =0 dir. ¥Vt € R i¢in |j, (t)] <1

ve buna ilaveten j, (t) fonksiyonu

J, ) =2"T (v +1)

: (v +1) / oL
Ju (t) = m[ (1—u?)" 2 cos (tu) du

ile de ifade edilir. Ayrica Y\ € C i¢in

esitligi saglanir (Levitan 1951).

2.4. B- Girigim (Convolution) Operatorii ve Ozellikleri

Tanmim 2.4.1 f,ge€ Ly, (R’}r) olmak tzere f ile g nin B- girisim operatori

(f©g) () = / f (9) TV () y2*dy

biciminde tanimlanar.



B- girisim operatorii agagidaki iki onemli ozelligi saglar:

) feg=g9®f,

2) (Young esitsizligi) f € Ly, (R7), g € Lq, (R}) i¢in 1 < p,q,7 < o0 ve

1,1 _1 .
5+a—r+11ken

I ®9HLW(R1) < |‘f’|Lp7V(Ri) HQHL(IW(R:{) :
2.5. Fourier- Bessel Doniigiimii ve Bazi Ozellikleri

Tamim 2.5.1 fecL,, (Rﬁr) fonksiyonunun Fourier- Bessel donusiumiu

(FD) ) = [ 7@y () o2
4

ile tansmlanar (Kipriyanov 1968).

Ayrica Fourier- Bessel doniigiimiintin B- girigimine etkisi
E(f®g)(z)=(F.f)(2) (F.9) (2)
dir.
Teorem 2.5.2 (Plancherel Teoremi) f € Ly, (R’i) N Ly, (Ri) ise
”f”LQ,,,(Ri) = ||FufHL2,,,(R7}r)

esitligi saglanir (Kipriyanov 1967).

2.6. Vektor Degerli Fonksiyon Uzaylari

Tanim 2.6.1 H Hilbert uzay, M C H olsun. Eger M = H ise M ye H Hilbert
vzaynda yogqundur denir. H Hilbert uzayinin sayilabilir yogun bir alt kimesi varsa
Hilbert uzayina ayrilabilir Hilbert uzayu denir (Kreyszig 1989).

Tez igerisinde, H ayrilabilir Hilbert uzay {izerinde i¢ garpim (.,.) ile norm
1
da [|h||; = (h, h)? ile gosterilecektir.

Tamim 2.6.2 H aynrilabilir Hilbert uzay ve f : R} — H olmak tizere x € RY} igin
f(x) € H ise f fonksiyonuna, H vektdr degerli fonksiyon denir.



Tamim 2.6.3 R’} da tanwmh, H Hilbert uzaymda deger alan f fonksiyonu igin
(f (x),h), (Yh € H) skaler fonksiyonu Lebesque dl¢ilebilir ise bu durumda f fonk-
siyonuna, H vektor degerli dl¢ilebilir fonksiyon denir (Torchinsky 1986).

Tanim 2.6.4 1 <p < 0o i¢in L,, (Ri, H) uzayn

L, (R?,H) = { f, H vektir degerti dlgiebilir | f]l,, w1y < oo}

B =

olarak tanvmlanwr. Burada HfHLW(]Ri ) = / | f ()|l z2dx | < oo dir-
R

p = oo iken
Lo (R}, H) = {f, H vektor degerli él¢ilebilir : HfHLoo(Ri my = esssup || f(2)]| g < oo}
’ TER™
dir (Torchinsky 1986).

Tanim 2.6.5 H; ve Hy ayrilabilir Hilbert uzaylar, olmak tzere
B(Hy,Hy) ={T | T : Hi — Hj sunurl, lineer operator}

lineer uzain,

Tl = gup Pl
B(H:, 1) heH; Hh||H1 ’

normu ile Hy den Ho ye vektor degerli sinarly lineer operatorlerin olusturdugu Banach
uzayduwr (Torchinsky 1986).

Tanim 2.6.6 R" da taneml f fonksiyonu icin f(x)h, (Vh € Hy) fonksiyonu, H,
degerli olgulebilir ise bu durumda f fonksiyonuna, B(Hy, Hy) vektor degerli dlgtile-
bilir fonksiyon denir (Torchinsky 1986).

Tanim 2.6.7 1 < p < oo igin Ly, (R}, B(Hy, Hy)) uzay dyle B(Hy, Hy) vektir
degerli ol¢ilebilir K fonksiyonlarindan olusur ki

1
P
1Ky s = | 1K@ g 727 | < o0
Rn

+

dir (Torchinsky 1986).



Bu boliim, tez caligmasinin igerisinde kullanilacak olan vektor degerli fonksi-
yonlarin bazi ozellikleri verilerek sona erecektir.

Asagidaki integraller vektor degerli fonksiyonlarin Bochner integrali olarak
diigiintilmelidir (Grafakos 2008, s. 322).

K € Ly, (R%, B(Hy, Hy)) ve f € L, (R, Hy) olmak tizere

4(z) = / K (y) T f ()2 dy

integrali Hy degerlidir ve h.h.x € R’} igin

9@, < / VK st T @)l 92y
Rn

+

esitsizligi saglanir. Buna ilaveten

< 1Kl ,

”gHLp,VOR’}HHQ) (R%,B(H:,Hs)) HfHLp,,,ORi,Hl)

dir.
Ayrica f € Ly, (R?F, H 1)’nin Fourier- Bessel doniigiimii

(FD) ) = [ 1)y () o2
4

seklinde olup F, f, H; degerlidir ve

HFVfHLOO(Ri,Hl) < HfHL1,u(Ri,H1)

esitsizligi saglanir. Eger f € Ly, (]R’}F,Hl) N Lg, (Rﬁﬁ, Hl) ise FL,f € Loy, (R’}r,Hl)

ve
||Fuf||L2’V(R1,H1) = ||f||L2,V(R1,H1)
dir.
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3. FOURIER- BESSEL HARMONIK ANALIZININ BAZI ONEMLI
UZAYLARI

Fourier- Bessel harmonik analizi, Laplace- Bessel diferansiyel operatoriiniin
dogurdugu uzaylari, bu uzaylarda tanimlanmig operatorleri, singiiler integralleri,
potansiyelleri v.s. ¢aligma konusu edinmis hem teorik hem de uygulamalari agisindan
son yillarda oldukca gelismis bir teoridir. Laplace- Bessel diferansiyel operatorii Ag,
Fourier- Bessel harmonik analizinin 6énemli teknik aracidir. Bu operator, ilk n — 1
degiskene Laplace, sonuncu degiskene Bessel diferansiyel operatoriiniin uygulandigi
bir hibrit operatordiir. Bu boliimde, bu tezin amaci dogrultusunda Laplace- Bessel
diferansiyel operatoriintin dogurdugu birkag uzaydan bahsedilecek ve bazi 6zellikleri
verilecektir.

Ik érnek, tammu 6nceki boliimde verilen L,, (R:ﬁ) uzayidir. Klyuchantsev
(1970), Kipriyanov ve Klyuchantsev (1970), Gadjiev ve Aliyev (1988), Guliyev (1998),
Guliyev gibi bir¢cok matematikci bu uzay iizerinde ¢aligmigtir.

Bundan bagka, 1994 yilinda Aliyev ve Gadjiev agirhkh L, , (]R’}r) uzayini

Ly (BY) =3 £ 1fly, 0 s (/Wf (D ez | < oo

bigiminde tamimlamiglardir. Burada w (|z]) radial agirhgi, 0 < ¢ < oo iken nega-
tif olmayan w (t) fonksiyonu tarafindan tiretilmigtir. Bu galigmalarinda Aliyev ve
Gadjiev agirhkh L, ., (R’}r) uzayinda singiiler integral operatorlerin sinirhliklar ile
ilgilenmislerdir.

Son olarak Laplace- Bessel diferansiyel operatorii Ag’nin dogurdugu onemli
uzaylardan BMO, ve B— Morrey uzaylari tanitilacaktir. Bunun igin gerekli olan
birka¢ notasyon ve tanim agagida verilmistir.

x € R} ve r > 0 olmak iizere x— merkezli, r yaricaph yuvar
E(z,r)= {y€R1 e — vy <T}
ile tammlanir. Ayrica B, = E(0,7), |E,|, = [ 2?dz = 1w (n,v),  =n+2v ve

PRI
w(n,v) = 2 T (1)

Tamim 3.0.8 R’} da lokal integrallenebilir ve

/www—mm&w

E,

f sup
H HBMOV 2€R +r>O|E |

11



normu ile tamimlanmas fonksiyonlarin olusturdugu vuzaya BMO, (Ri) uzayr denar.
Burada
1

JE, =
|Ey|

/ TV f () y2r dy

T

14

bigimindedir (Guliyev 1998).
Tamim 3.0.9 1 <p < oo, 0 < A <0 olmak tizere RYy da lokal integrallenebilir ve

7‘>‘ v
o) =50 | oo [ T @i

z€R?Y ,7>0

r

normu ile tanimlanmas fonksiyonlarin olusturdugu Ly », (RZ‘F) uzayina B- Morrey
uzayr denir (Guliyev 1999, 2008).

B- Morrey uzay1, A nin ozel durumlarma gore Laplace- Bessel diferansiyel
operatorii tarafindan iiretilen diger fonksiyon uzaylar ile cakigir. Ornegin,

A<0veX>0igin Ly, (Ry) = {0} di.
A=0iken Ly, (R%) = L,, (R?) ve A =0 iken L, (R}) = Lo (R%) dir.

B- Morrey uzayi A'nin 6zel durumlarina gore tezin 5. boliimiinde tanimlanacak
olan B- Campanato uzay1 ile de cakigmaktadir. Bu durumla ilgili teoremler 5. boéliimde-
dir.

Not 3.0.10 1 < p < oo ve f, R da lokal integrallenebilir olmak fizere zp,,\y (Ri)

uzayr
Lyaw (RE) = {f:Ifll;  <oc},

Lp,)\,l/
1
1 P
I, = sw (P [y

AV T€RY >0 |Et|,,
Ey
bigiminde tansmlanirsa, ||.||~  ve |||, normlary arasinda
Lp,)\,u DA,V

I71; < Clfll,

P,A v

esitsizligi saglanvr. Yani Ly, (R) < Ly, (R7) dir.

12



Gercekten de

p

3)

—> /f (x/ _ y’, \/CL'ZL - 2xnyn cos o + y%) (Sina)QV*l doy
0

(sin@)* " dov

P ™
—> /’f (:c’ —y Va2 — 2:cnyncosa—|—yﬁ>
0

. 2v=1 2v—1 . 2w—1
wemF+—=1ve (sina) 7 (sina) ¢« = (sina)
p q

P
(sina)® ! do

rw+\' ([
< 2 /‘f (a:’—y', \/:E%—anyncosa+y%)
T ()T
0

Q[

dir.

Fourier- Bessel harmonik analizinde tanimli baz fonksiyon uzaylarindan bah-
settikten sonra, simdi Fourier- Bessel harmonik analizinde tanimli baz1 integral ope-
ratorlerden soz edilecektir.
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4. FOURiER; BESSEL HARMONIK ANALIZININ BAZI INTEGRAL
OPERATORLERI

Fourier harmonik analizinde oldugu gibi Fourier- Bessel harmonik analizinde
de baz1 integral operatorler oldukca onemli yer tutmaktadirlar. Bu integral ope-
ratorlerin baginda singiiler integral operatorler, zayif singiiler integral operatorler
(potansiyeller) ve maksimal operatorler gelmektedir. Fourier- Bessel harmonik ana-
lizinde tanimh integral operatorlere Muckenhoupt, Stein (1965), Kipriyanov (1967),
Stein (1970), Aliev (1987, 1992), Maksudov ve Aliev (1984), Aliev, Gadjiev (1990,
1992, 1994), Gasanov, Guliyev, Narimanov (1996), Guliyev (1998, 2000), Guliyev,
Narimanov (2000), Aliev ve Rubin (2001), Aliev ve Uyhan (2002), Uyhan, Gadjiev
ve Aliev (2006), Aliev ve Eryigit (2005), Guliyev, Hasanov (2006), Guliyev, Serbetgi,
Ekincioglu (2007, 2011), Guliyev, Serbetgi, Safarov (2008), Guliyev, Garakhanova,
Zeren (2008), Gadjiev, Guliyev (2008), Guliyev, Hasanov, Zeren (2009), Guliyev,
Garakhanova (2009), Gadjiev, Guliyev, Serbetci, E. Guliyev (2011), Akyol, Guliyev,
Serbetci (2013), Guliyev, Isayev (2013), Guliyev, Isayev, Safarov (2014) gibi birgok
matematikci caligmigtir.

Singiiler integral operatorler harmonik analizde, kismi tiirevli denklemler te-
orisinde 6nemli rol oynar. Apg, Laplace- Bessel diferansiyel operatorii ile baglantili
singiiler integral operatorler Muckenhoupt ve Stein (1965), Kipriyanov (1967), Stein
(1970), Kipriyanov ve Klyuchantsev (1970), Klyuchantsev (1970), Aliev ve Gad-
jiev (1992, 1994), Guliyev (1998), Gadjiev ve Guliyev (2005) ve birgok matematikgi
tarafindan calisilmigtar.

Fourier- Bessel harmonik analizinde, singiiler integral operatorler en genel
sekilde

(Tf) () = / K (2.) f (v) du (9)

bigiminde ifade edilebilir. Burada K (z,y) fonksiyonu gekirdek adimi alir ve K, z =y
icin singiileriteye sahiptir. Bu ytizden yukaridaki integral, Cauchy’ nin p.v anlaminda
ifade edilir.

Ik olarak Klyuchantsev ve Kipriyanov (1970), Apg- Laplace- Bessel diferan-
siyel operatorii tarafindan iiretilen singiiler integralin L, , uzaymda sinirhligini in-
celemistir. Aliyev ve Gadjiev (1994) radial agirhikl L, , uzaymnda verilen B- singiiler
integral operatoriin sinirhiligini incelemistir.

Simdi, Fourier- Bessel harmonik analizinden bazi integral operator ornekle-
rine yer verilecektir. Bunlar, B- maksimal operator, kesir B- maksimal operator, B-
Riesz potansiyeli, vb dir. Ilk olarak 1988 yilinda Aliev ve Gadjiev tarafindan galigilan
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B- Riesz potansiyeli

Loy f (7) = /Ty [T f (y) yrdy, 0<a<n+2v

RY
seklindedir. Gadjiev ve Aliev (1988, 1990, 1994) 1 < p < g < oo iken
Mool ey < C 11y )

esitsizligini her f € Ly, (]Ri) fonksiyonunun saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kogulu
1 1
a=(n+2v) (———)
p g

bi¢iminde belirlemiglerdir. Bu ise I, , f, B- Riesz potansiyelinin sinirhihg igin gerekli
ve yeterli koguldur.

1998 yilinda Guliyev, Agp— Laplace- Bessel diferansiyel operatorii tarafindan
tiretilen B- maksimal operatoriinii, f : R — C olg¢iilebilir fonksiyon olmak tizere

1

Mgf (xr) =sup——— TV | f (x)]| y*d

f (£) = suprisT (/) 7 @)y
E(O,r

0

bi¢iminde tammlamistir. Burada E (0,7) = {y € R} : |y| <7} ve |E(0,7)], = r’w (n,v),

0 = n + 2v dir. Buna ilaveten Guliyev (1998, 1999, 2003) B- maksimal operatoriin,
(1,1) zayif tipli oldugunu yani, f € Ly, (Ri) ise her a > 0 i¢in

C
o s 1Maf @] > a}l, < = 1y, )

esitsizligini saglayan f’ den bagimsiz bir C' > 0 sabiti var oldugunu, 1 < p < oo iken
(p,p) giiclii tipli oldugunu yani,

HMBJCHLP’V(]R@ < Cp HfHLp,U(]Ri)

esitsizligini saglayan f den bagimsiz bir C), > 0 sabitinin var oldugunu gostermistir.

Kesirli B- maksimal fonksiyon ise 2002 yilinda ilk olarak Guliyev ve Safa-
rov tarafindan tanimlanmig ve sinirhilik kogullar: incelenmigtir. Kesirli B- maksimal
fonksiyon M, ile gosterilmek tizere n € N, 0 < a < n+2v ve f € LY (R?) igin

(Mo ) () = sup————— /Tylf(x)|yi”dy

1——o
>0 |E (O’ r) |V e E(O,T)

olarak tamimlanir.

Fourier- Bessel harmonik analizinde bagka integral operator ornekleri ve 6zel-
likleri de verilebilir. Verilen orneklerin yeterli olabilecegi diigtintilerek, simdi tezin
bulgular kismini olugturan 5. ve 6. boliimlere gecilecektir.
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5. B- CAMPANATO UZAYI ve BU UZAY UZERINDEKI BAZI GOMME
(EMBEDDING) TEOREMLERI

5.1. B- Campanato Uzay:1 Tanimi ve Bazi Ozellikleri

Bu bolimde B- Campanato uzay1 tanimlanacak ve bu uzay ile ilgili baz
ozellikler incelenecektir. R = {z € R" : z,, > 0} olmak tizere E (z,r) yuvar

E(x,r)={yeRl:|z—y| <r}

bi¢imindedir. Bu boliim boyunca olgiilebilir bir £ C R’} kiimesinin ol¢iimi

Bl, = [ e

E

olarak tammlanacaktir. By = E(0,t) = {y € R} : |[y| <t} ve § = n + 2v olmak

. E Y . nT_l F(V'f‘%) d
lizere |Ey|, = tw (n,v) ve w (n,v) = = twr(d) O

Tanim 5.1.1 1 <p < 00, A > —p olmak tizere B- Campanato Uzaiy

Lonw (RY) = {1 € L (R) - I fl,,,, < o0}

ile tanimlanir. Burada

B =

1
= su t)\
“fHLP,A,u 16R18>0 ‘Et|”

/ T f(2) — f, () 2y
Ly

ve
1

fi @) = 7 [ Ay
VE'z

dir.
Not 5.1.2

1) , Ly (RY) wzays dzerinde bir yare norm belirler. Gergekten de
£p’A7D p7 ) +
1Nz, ., =0 halinde f, R da hemen hemen her yerde sabittir. Bununla beraber
g, + 1M,

ifadesi, Ly, (RY) wzayinda bir normdur.

2) Herhangi bir k sabiti igin

If+El,,, =l

DAV DA,V
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dir. Soyle ki

I+ Hle,,, = s |Eb!ﬂWf+@@%%f+@a@WM?@
T+ k)(w) = T () + k ve (f +R)g, (2) = fi () +
:Zﬁﬁo“iizmﬂﬂ‘m“Wﬁ@ Il -

Onerme 5.1.3 1 < p < 0o ve A > —p olmak tizere
felor (]R") — fe LloC (Rﬁ) ve H|f|||p7)\7y < o0

dir ve burada

A1l = sup tgwt/mf 'y

mERi,t>0

biciminde tanimlanar.
Kamt. = f € L,,, (R}) ise £l < Hf||£pM oldugu agiktir.

= f € L (RY) ve 11 £[ll,.,, < oo olsun. Herhangi bir ¢ € R i¢in

— f (@) g2y < /ww )= o ydy

IEt

“To /‘fEt ) el ey

/|fEt (z) — P y2dy < /|Tyf x) — P y*dy...
By

<rtr / TV () — off y2dy

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, herhangi bir ¢ € R i¢in saglandigindan ¢t > 0 ve
A > —p igin

t)\ / t)\
TYf(x) — fg, ()P y>dy < 2P*! [ inf /Tyfx — Py dy
’Et‘l, ‘ ( ) Et( )| cER|Et|V ’ ( ) ‘
Et Et
dir. Simdi bu esitsizligin her iki tarafindan sup alinirsa
mERi,t>0
141
1Fllz, ., <272 WA

bulunur. m
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Sonug 5.1.4 |||, + N, delll-/ll,\, + I, normiare denktir.

Onerme 5.1.5 Her f € Ly (]R’}r) ve x € R} igin oyle bir K > 0 sabiti vardur ki
0 <r <t oldugunda

1
PO—X 4 402\ 7
o )= g < 5 () i,
esitsizlig saglanar.

Kanmit. 0 < r <t iken E, C E; olur. Dolaysiyla |E,|, < |E|, ve f > 0 iken

[ < [fdi
E, E;

[, (2) = [, (@)I" < 2°[fp, (x) = TVf(2)]" + 2| fe, (x) — T f ()"
esgitsizliginin her iki tarafindan, F, tlizerinden integral alinirsa ve | E1| = (f)g | Etl
kullanilirsa ’ ’

/ fe, (@) — fo () g2y < 20 / fe, (&) = T F ()| g2 dy + / fi (2) = TV (@) 42
jo

[ f5. (2) = [, ()" <

— TV f ()" yx

e -17 Py P Y p, 2
2 |Er’yE/’fET () =TYf(x)|" y;V dy + 2 ( ) /|fEt — TYF(2)P y2dy

t@ A
- P p
<o, 2 I

9 A 60—\
+1
:2p( )HprpAV
7" )

elde edilir. Yani

0—X | 10-AN\ b
) o) < 5 ()

dir. m

Onerme 5.1.6 f € L,,, (R) ve dyle bir K' > 0 sabiti vardwr ki

A

e, (0) = iy (@) < K'fllg, ., ?Z H

esitsizlig saglanar.

18

dy

= / i () = TV 7 ()P 2y



Kanit. f € £,,, (Ri) olsun. Onerme 5.1.5’den Vm € N i¢in r = Ty b= 3w
alinirsa

—A mA
fe o (@)= fe, (@) <Kp?27 ||fll,
omFT gm P,
bulunur. Boylece,
k—1 k—1
S (Fe e, 0 fo @) <X |re (@)= fiy @)
=0 om+1 2m m—0 om—+1 2m

k—1
=2 mA
<Kpv |Ifle, .. Z 2
m=0

dir. Bu ise

pr (z) — fEE% ()

k—1
=2 mX
<K fl,,,, S 2%
m=0

demektir. =

Onerme 5.1.7 \ < 0 olmak tzere her f € L, (R%) ve h.hw € R igin F () =
[ (z) olacak sekilde dyle bir ' fonksiyonu vardwr ki F(x) = lim fg, (), (h.h.x e R}
p—o

dir ve yakimsama R, "da dizgindiir.

Kanit. Teorem 2.1.14" e gore h.h.z € R, icin

lim
p—0 |E,0‘;,

[ i@y = (@)

P

yani, lim fg, (r) = f (z) dir. Bundan baska Onerme 5.1.5’¢ gore herhangi n,q € N
p—o
icin

oy 0= fo, @] <Clfle, (2)7

P
2 an+q

()

esitsizligi saglanir. Simdi { fe, (a:)} dizisinin x’e gore diizgiin Cauchy dizisi

oldugu gosterilecektir.

olsun.

F, p'nun seciminden bagimsizdir. S6yle ki, o > 0 icin Onerme 5.1.5 ve Onerme
5.1.6’den

fog (@) = F@)| < |fey (0) = F@)|+ |feg () = o, (@)

kX
S C (fa P, U) Hf”ﬁp,A,V 2
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bulunur. Béylece lim ‘fEL (x) — F (z)| =
k—o0 ok

) {fEQ% (x)}jl tipindeki

dizilerin diizgiin limitidir. Onerme 5.1.6’den

p)\u

o2 mA
fi, (@) = fo g @] KNS, 07 327
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte £ — oo iken limite gecilirse

\fe, (@) = F(@)| < K'|[fll, o7

DAV

bulunur. Boylece

lim sup | s, (z) — F(x)] = 0

o—0
z€RT

dir. =

5.2. B- Campanato Uzay1 Uzerinde Baz1 Gémme (Embedding) Teorem-
leri

Bu alt boliimde, B- Campanato uzayimin A'nin durumlarina gore diger fonk-
siyon uzaylari ile iligkileri, birbirlerine gomiilmeleri gosterilecektir.

Teorem 5.2.1 1 < p < o0 olsun. Bu durumda

1) A=0,0=n+2vise Ly, (R?)=L,, (R}),

2) 1<p<oove)\:OikenLoo(R’fr)<—>£p0V(R) po,,( ﬁ)\
L (R’i) # 0. Ozel olarak p=1wve X =0 iken ELO,,,( 1) = BMO ( ”) ve
1712y o) = 1o, a2

8) A< —p veya A >0 iken L, , (R?) = {0},

4) 1<p<qg<oo, 0 =n+2v olmak tzere A\, ;n < 0 wve %glqﬁ ise

Lopw (RY) = Lyay (RY)

dir.
Kanit. 1 < p < oo olsun
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1) A=40, 0 =n+ 2v durumunda.

p

. / TV () — i, (@) y2dy

zERY >0 |E |

B (W (71, 16§B€>0 (E/ |Tyf fEt( )|p de

IFle,,, = sup

p,0,v

3=

ve
1 v
fi0) = o [ Tp)dy
|4,
E;
oldugundan
1., = Ifl,, .

dir.

2) 1 < p < ooiken A = 0ve f € Ly (R:ﬁ) olsun. Boylece Not 3.0.10
kullanilarak

1
T / TV (@) — f, (2 y2dy
VEt

1 v 1 v
o [ @ P s+ 2 e [ @
VEt VEt

1
<y / TV ()P 2 dy

1 1%
<y / TV | f () 42 dy

oA

< L / /‘f -, \/x2—2xnyncosa+yn>
t

Ey

< M| fII%

(sin )™ " da | y*dy

elde edilir. Bu ise Lo, (R7) < L,,0,, (R?) demektir.

Simdi £,0,, (R7) \ Ls (R7) # 0 oldugu gosterilecektir.

 Injz], 0< || <1
f(‘c)—{ 0. |oa| > 1

fonksiyonu tanimlansm. Once f € Lo (R’fr) oldugu gosterilecektir. Yani,

1 v
ey, = s | [ 0@ = e sy | <o
l/Et

ace]Ri,t>0
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olmalidir. Bunun yerine Onerme 5.1.3’den dolay1 herhangi bir ¢, ; sabiti icin

/ TV f(x) — cuul” Y2 dy < 00
Ey

1
sup
z€RY ,t>0 |Et’1/

oldugunu gostermek yeterlidir.

I (v+1) / , e
——= | f (x — 4, a4+ y2 — 2x,y, cos oz) (sin)™ " da
FT () v

TV f(x) =

In|zq], 0 <|zq] <1

0, [z >1 igin |71 — 11| < 1 olmak iizere
) 1

ve fo) = {

TYf(x) = C'/ln |21 — 1| (sina)® ' da = In |z — |
0

dir. Ayrica E; = {y € R : |y| < t} ve |E;|, = t%w (n,v) oldugundan

1
[ 1705 = oy = [T = el 22
’ w(n,v) ’

lyl<t |z|<1

|Ex|

dir. Boylece |z — t21| < 1 iken

- p
/ In |2 — tz1| — oy’ 22dz = / In |z — t 7oy |+ Int — ¢y | 220 d2
|z]<1 lz|<1
=1ty Cyq = Cat — Int...

:/‘m

|z]<1

P 2v
2, dz

z1 — %‘ —Cyy
esitligi elde edilir.
‘5‘ < 2 halinde v, =0 alinirsa

~1? o
‘ln’zl—xH 2 dz < C
|z]<1

bulunur ki bu istenilendir.

‘:;’ > 2 halinde Cr = In ‘%‘ alimirsa

1

p

~

o~ 1P 21— X
/ ’hl ‘zl - x‘ —1In ‘xH 22dy = / In ‘N 2dz < 1n?2
7

|z|<1 |z|<1
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elde edilir. Burada

ik P c U O B

o

zl—x‘ ‘ ‘—1
dir.

O halde f € L,0, (R%) fakat HfHLoo(JM) = esssup | f(z)| = oo oldugundan

z€RY
[ ¢ Lo (RY) dur.
A=0vep=1iken |f] ou(B2) = ||f||BMoV(R1) oldugu aciktir. Dolayisiyla
Lo, (RY) = BMO, (R%) dir.
3) Simdi A < —p durumunda £, », (R%) = {0} oldugu gosterilecektir.

f € Lyx, (RT) olsun. =X > p oldugundan —X = p + € olacak sekilde bir
€ > 0 vardir.

— f (@) g2y / TVf(2) — fi (@) 42"y
m/|Tyf — [, ()" g2 dy
1 p 1%
- S / 795 (x) — i, (2)" 42y
Ey

esitligini elde ederiz. Teorem 2.1.14’a gore

1

Yy o P, 2v
%5%—|E| TV f(x) = fr, (2)]" v, dy

Ey

limiti var oldugundan |TY f(x) — fg, (x)| = 0 olmadik¢a hemen hemen her yerde
e [ 1T7(0) = f @ g2y = o0
t—00+ptey, (n7 y) Ey Yn @Y
E

elde edilir. Buise A < —p iken L, , (R7%) = {0} demektir.

A > 0 durumu da ayni1 yontemle gosterilebilir.
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4)1<p<g<oo, \u<b, % <bvefeLyu, (R%) olsun. Boylece,

B | @) = f @iy

r
q

1-2
— fr @)y dy | B, °

Q3

= - / TV (@) — f, ()] y2dy

esitsizligi elde edilir. % < % oldugundan

1 P
tk@ / T f(2) = fo, ()P yady | <
VEt

ifadesinin her iki yanindan sup alinirsa
z€RY t>0

1Allz, ., < 1Flc,,.

A,V

u 1 Y _ q,2v
Al E/ 795 (x) ~ e, (2)|" 42 dy

Q=

bulunur. Dolayisiyla A,y < 6 ve £ A < £ kogulu altinda Ly, (R%) uzayr £, (R7})

uzayl i¢ine gomiiliir. m

Not 5.2.2 f fonksiyonunun E; yuvar tuzerindeki ortalamast fg, (x) fonksiyonu,

|fE, ()" < TVf (@) yn dy

ozelligini saglar.

Gergekten de Holder esitsizligi kullanilarak

p

1

v

1
e @F = | [ TG < / |
"E

t

elde edilir.

Teorem 5.2.3 0 < A\ < 6 tken B— Morrey uzayr, B— Campanato uzayina gomailir.

Yani, Ly, (R%) < Ly, (RY) dir.
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Kamt. 0 <A <6 ve f € Ly, (R}) olsun.

- fEt (x)’p de

P / T ) P2y + / i ()P 2y

2(:/\
il /ITyf )Py dy

1
< OQth/\W /Ty |f (@) vy dy

<5 2p+1

esitsizliginden

IAle,,, < KNI

A,V P,V

elde edilir. Bu ise
Lypw (RY) <= L, (RY)

dir. =

Tamim 5.2.4 , R? da sinarl bolge, ¢cap§) =6 ve 0 = n + 2v olmak dizere
Qy,t) ={r e Q: |z —y[ <t}

1cin
Q(y,t)| > At?, 0<t<§
olacak sekilde bir A > 0 sayist varsa €2 bolgesine A — tipli bélge denir.

Not 5.2.5 Q, = Q(0,t) ve |Q], =w (n,v)t?, 0 =n+2v dir.

Onerme 5.2.6 f € L, () i¢in ¢capQ =6 ve p € (0,6) olmak iizere

|fo, (@)] < [fa; @)+ ClIfIl,

esitsizliging saglayan bir C' > 0 sabiti vardar.

p)\u

Kamt. f € £,,, () ve p € (0,0) olsun. Bu durumda

| fa, (@)| < |fa, (@)| + |fo, () — fﬂ% (@)| + | fas (x) — fa s (2)

0
ok

ik olacak sekilde bir & € N alinsin. Onerme 5.1.5’den

fo, (@) = fo, (@) < K77 [If]l,

~—

ik PNV

2

ve Onerme 5.1.6’den

fos (2) = fo, (@) < K'p7 |l

o DA,V

~—
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oldugundan
A

|fo, @)] < Ifa; @)+ ClIfll,,, P+

DAV
esitsizligi bulunur. m

Sonug 5.2.7 Q C R% swnrl bolgesi A—tipli ve 0 < X < 0 iken }Jp’,\,,, (Q) uzay ile
L, () B— Campanato uzayr birbirleri i¢ine gomailirler. Yani
Loy (Q) & Ly, ().

Burada NLI,M\,V (Q) uzayr Not 3.0.10°de tanimlanmastar.

Kanit. Q C R} cap1 § olan A — tipli smirh bolge ve t € (0,0) olsun.Oncelikle
Lyay (Q) = L5, () oldugu gosterilecektir. f € L, 5, (£2) alinsin.

A
o [ 1@ = fa @ iy

t)\
< TY p 2Vd u/n p Ud
< [P |+ o | i [ @ vy

Not 5.2.2 t

e / TV ()P 2 dy
o,

t

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafindan sup alinirsa
ze,t>0

< Cllfll;

LPAW(Q)

1f1l.

p>\1/

bulunur. Dolayisiyla Z,,)\,l, () = L, 2, () dir. Simdi, f € L, () olmak iizere
Onerme 5.2.6’e gore

| fo, ()] < <|f95 @) +CIfl,, Mt%)”
< 27| fo, (@)[" + 2°CP | fI;, ¢

esitsizligi saglanir. Buna ilaveten Not 5.2.2 ve Teorem 2.2.2°e gore

|fo, ()" < |Q| 1A%,

dir. Boylece

o [ 1Ty < g (1056~ o @ vays o [ @ iy
Yo, v v

1 1 _
QPW / TV f(x) = fo, ()P yidy + 2% || fII7, Tl +2°CPEA 111z,
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dir. Bu ise

PV

I7l; < KIS,

demektir. =m

Tanim 5.2.8 (5- mertebeli B- Holder fonksiyonlar uzay) 0 < § < 1 vev > 0
olmak “izere B- mertebeli B- Holder fonksiyonlar uzays

€08 (R2) = {f € C (RY) : 1, (1) < o)
olarak tanimlanir. Burada

v 7% f(z) — f(z)|
Hi s (f) = nggi WE

ifadesi bu uzay tzerinde bir yare norm belirler (Gadjiev, Aral, Aliev 2007).

Simdi, asagidaki teorem bu uzay ile B— Campanato uzay1 arasindaki iligkiyi
verecektir.

Teorem 5.2.9 1<p<oo, —p<A<0wvef= ’7’\ olmak tzere
Co7 (RY) = Lyaw (RY)
dir.

Kanit. 1 < p < o0, —pg)\<0veﬁ:’7’\iken0<ﬁ§1olur.Simdi,f€
CY? (R%) almsm. Bu durumda H{ 4 (f) yarn- normu sonludur. Boylece

tA,Et‘ / T f () = fo, ()| v dy = o / TV f(z) — f () + f (z) = fp, (2)]P y2dy
QM
<TB[ / [T 1) = FP 2y + / £(2) — fi ()P 2y
A
i / T f(@) = @) ity + 21 (@) = i @)
VEt
pE1EA pH1EA y p
<E / 7 0) = S iy = T / ST
2p+1t)\

(H, (f / P y2dy < C (HY 5 ()

esitsizliginin her iki tarafindan  sup alinirsa
$6R1¢>0

1l . < CHE ()
elde edilir ki bu 0 (R%) < L, 5, (R") demektir. m
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6. FOURIER- BESSEL HARMONIK ANALIZINDE SINGULER INTEGRAL
OPERATORLER

6.1. Fourier- Bessel Singiiler integral Operatorii ve Simirliliga

1999 yilinda Guliyev ve Narimanov anisotropik B- singiiler integral ope-
ratorinin, L) uzaymda smirli oldugunu gostermislerdir. Bu boliimiin amac1 Guliyev
ve Narimanov'un (1999) caligmalarindan esinlenerek skaler degerli Fourier- Bessel
singiiler integral operatoriinii (B- singtiler integral operatoriinii) tammmlayip bu ope-
ratoriin Ly, (R") uzaymnda smirlhiligini incelemektir. Bu sinirhiligi gosterebilmek i¢in
oncelikle baz1 6n calismalar yapilacaktir.

Onerme 6.1.1 k € Ll (R7) fonksiyonu
k(tz) =t k(z) ,t>0
wy, () = Stggﬂk(f) — kM|l =1l = 1,1 —nl <t} olmak tzere

1
t
/wkTOdt<oo

0

ozelliklerini saglarsa

/ |k (z)| 22de < M, 0<r<oo (6.1)
r<|z|<4r
1
[T9k(x) — ko) 22w < M, o] < 5 (6.2
2| =4y

esitsizlikleri saglanar.

Kanit. Oncelikle (6.2) esitsizligini elde etmek i¢in baz1 ¢aligmalar yapilacaktir.

I= / TYk(z) — k(z)| 22 dw

lz|>1

<ec, / / ‘k (:v’ -, \/x% — 2T, Yy, COS O + yfl) — k(x)‘ (sin @)® 'da | 22 dx
lz|>1 LO

™

= Cu/ / )k <35' — ', /22 — 23,y cos o + y,%) - k:(:v)‘ 2 dx | (sina)® *da.

0 |lz|>1

(6.3)
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esitsizligi elde edilir. Simdi (6.3) integralini hesaplamak igin

/ ‘k: (:B’ — ', /12 — 23y, cos o + y%) — k‘(x)’ ¥ dx

|z|>1

integrali ile ¢aligilacaktir.

/ ‘k (x' — ', /22 — 22,y cos o + y%) — k;(x)’ ¥ dx

|z|>1
/ k(2 (z)] 22 dx + / ‘k 'y a2 —2xnyncosoz+yn) — k(2)| 22 dx
|z[>1 |z|>1
=L+ L.
Burada
‘ (x’ — ', /22 — 22y, cosa + y,%)
z= x
]
ve |z| = ‘(:c’ — ', /22 — 2.y, cosa + yﬁ) dur.
0= = & olsun. z = || &= || € ve x = |x] o= |z| € olmak iizere
I, = / |k (2 z)| 22 dx
|z|>1
= [ (el ~ (el €D
|z|>1
= [k ~ el k)| 22
|z|>1
1 2v
= ‘ (5)’ ’Z‘n—‘,—QV - |x’n+2y xn da:
|z|>1
_ | <§)| || |n+21/ . | |n+2u‘x2ydx (6 4)
|Z|n+21/ |x|n+2u n ’
|z|>1
elde edilir. min {|z|, |2|} < ( < max{|z|,|z|} iken
[l ™2 = 2| < (- 20) PR ] - 2| (6.5)

esitsizligi saglanir. Burada

< x| =z —y| < |y

lz| — |2| = |z| — ‘(:Bl — ', /12 — 2y, cos +y721>
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~

ve y = (¥, —y,) olmak iizere

|| = 2] = |z] — ‘(1/ — o, /T2 — 22y cOS Q@ +yg) > — ‘gj‘ = —|y|
oldugundan ||z| — |z|| < |y| olur. Béylece (6.5) esitsizligi
2" = 2] < (n+ 20) ¢ |y (6.6)

bigimine gelir. Ayrica |y| < 1, |z| > 1 ve (6.6) den

~ ||

|z] = ‘(z’—y/, \/x% —2xnyncosa+yfb>

dir. Boylece,yukaridaki asimptotik davrang ve (6.6) esitsizligi (6.4) integralinde ye-
rine yazilirsa

I1§C1/ |k5(§)|—| |Jfly+1xiyd$
x
|z|>1

< 01/ |k(6)|93”d0/d—g < oo
T
S+t 1

elde edilir. Bundan baska, |z| &~ |z| kullanilarak

I, = / k (x' — ', /22 — 22,y cos o + y%) — k(z)’ 2 dx

lz|>1

2v
x, dx

|z|>1 |Z|n+21/ |Z|n+211

= 7/ 'k (5(93/1/',\/56%21nyncosa+y%)> - k(§m>
1 5+

= C// ‘k <€<x'y/7\/m%2xnyncosa+yg)) —k (é.ac)
1 S+

[ C—
1 5+
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elde edilir. Yukarida integral i¢indeki ifade

(:1:’ — ¥, /22 — 22y, cosa + yfl) 5

‘ (m’ — \/a:% — 22,y COS v + yﬁ)

oy Trmremt) ~ &

<x’ — ¥ /22 — 2x,y, cosa + y,%) .

2| |2
1 / / \/ 2 2 2 1
_m —y 12 —2x,ypcosa+yl) —x —i—m]z—:d
1 1
= —A+ —B. (6.7)
2| |2|

bi¢iminde yazilabilir.
A= ‘(x' — ', /22 — 22,y cOs o + y%) - x)

— ‘ (-y’, \/x% — 2x,y, cosa + Y2 — :l?n)

n—1 9
- (z<—yz->2+ (VT ~Zomgmoowa ¥ 4 — an) )

i=1

N

1
n—1 9 3
— <Z|yl|2+ ‘\/x%—2xnyncosa+y%—xn ) (6.8)
i=1

seklinde bulunur. Burada

|y721 - 2xnyn COs Od|

‘\/x% — 2x,y, cosa + Y2 — x,

’\/x% — 2z, yn cosa + Y2 + 1z,

2
‘\/x%—anyncosoanyfl—i-wn
21| |Yn

. 2]l
‘\/x%—anyncosoz—i-y%jon
< 3ynl

oldugundan, bu esitsizlik(6.8) de yerine yazilirsa
A <3ly|

olur. Ayrica

)(:U’ —y’,\/x% — 22,Yn cosoz—l—y%)
B=l|z—zx|=|z— 2 x
x

= ’|l’| - ‘(ZC/ - yl7 \/1'721 - 2xnyncosa+y,21>
= [lz| = 2]l <[yl
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dir. Simdi A ve B i¢in bulunan bu ifadeler (6.7) da yerine yazilirsa

4 1
<M<—<

€<x’7y’7\/w%*233nyn Ccos a+y%> - 53)

elde edilir. Boylece, |y| < %, |2| ~ |z| de goz éniinde bulundurularak

dt

) < C’/wk (ct_l) "

t>1

1
<c[= () g
0

u

olur. O halde
I= / Tk (x) — k(z)|22de < M
|z|>1

(6.2) esitsizligi elde edilmig olur. (6.1) esitsizligi ise

/ ke (2)] 22 dz — / e (2)| 22 da

r<|z|<4r 1<|z|<4

esitliginden ve k € Li°¢ (R7) oldugundan

|k (2)| 2*de < M

r<|z|<4r

hemen goriiliir. m

Onerme 6.1.2 K € L% (R?) fonksiyonu

/ K (x)z2de| <M, 0<e<r<o0

<lz|<r

/ |K (z)]22de < M, 0<r<oo

r<|z|<4r
1
[ @ - K@l < )<
[z[>4]y]

ozelliklerini saglarsa

(F,K) (z)| < CM, x€S7!

esitsizligi saglanvr. Burada ST = {z € R} : |z] = 1} dur.
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Kamt. K, (z) := t""* K (tx) , (t > 0) fonksiyonu tamimlansin. K; fonksiyonu (6.9),

(6.10), (6.11) ozelliklerini saglar. Gergekten de 0 < € < r < oo ve t > 0 igin

K, (z) 2*dz| = / " K (tx) 22 dx
s <|z|<F E<|tz|<r

wtr =y, tdr = dy...

= /K(y)yi”dy <M

e<lyl<r

elde edilir. Buna ilaveten

/ K, (2)| 22 de = 7+ / K (t2)| 22 do
I a|<r r<|tz|<4r

ot =y, t"de = dy...

- [ IKwlyis<u

r<|y|<4r
ve
ITYK, (z) — K, (z)| 2% dx
| >4 12l
= / ITYK (tz) — K (tz)| 22 dx
[tz|>4]y|
ot =z, t"dr = dz...
= / ITYK (2) — K (2)| 22dz < M
z[>4y|
dir. Simdi

(B ) () = [ K ()™ i,y o) 2y
R%
ifadesinde y yerine ty alinirsa

(FK) () = [ (ty) e,y () 20 dy
i}

= [t i, () 2 dy
i

= (F ) (tx)
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elde edilir. (F,K;) (x) ifadesini tiim ¢ > 0 ve |z| = 1 iken incelenirse ispat tamam-
lanmig olur.

/ eV 1 (@) TK (y) yidy

R}
B / e HWEOTE Gy (2ayn) K (y) g dy

R}
= [y )y () K )y

R

712 —7:.T/ /. v
= il Ju—1 (l’n) /e Vi, 1 (Tnyn) K (y) y?z dy
RY

=, (a2) (R K) (x). (6.13)

(6.12) ve (6.13) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarihirsa
A2
(7,1 (12) = 1) (R (2)

_ / e gy () (T°K (y) = K () i dy

_ +/+ /--213(113)+14($)

ly|>4 |[yl<4
elde edilir. I3 (z) igin,
I (x)] < / T*K (y) — K()| y2dy < M
ly|>4

bulunur. I, (z) i¢in

lyl<4
- / (€77 ooy (@agn) = 1) K(y)y2dy
lyl<4
— / K(y)y2dy + / T*K (y) y2rdy
lyl<4 lyl<4
= Ly (z) + Lo (z) + L3 + L4 (2) (6.14)
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elde edilir.

e_ix/y,ju—% (J}nyn) - 1‘ < ju—% (mnyn) ‘e_im,y/ - 1‘ + ju—% (xnyn> - 1’
< ‘e‘i’”/y/ — 1‘ + cy/ |eix”y"t — 1| |1 — t2|'j71 dt
< Cly|

oldugundan
L@l < [ e, ) = 1] 1K) 2 dy
ly|<4
< C/ lyl | K (y)] v dy
ly|<4
SOV NI
4=k <|y|<4htl

< 024_k+1 / K (y)| y>dy < C

4=k <y|<q—k+1

bulunur. Lj i¢in, (6.9) den dolay1 Ve > 0 igin IM > 0 vardir ki

|Ls| = /K(y)yi”dy = | lim / K(y)y*dy| < M

e—0t
y|<4 e<|y|<4
dir.
/ e Y 1 (TnYn) — 1) T K (y) y2*dy
ly|<4
= [ T" |Xqueny W) (€Y 5,1 (2nyn) — 1) | K (y) yo¥dy
2
dur.

s

IT*Xq11<ar ()| < cy/ ‘X{|.|<4} <$' — 9, Va2 — 2y, cosa + yﬁ)
0

<1

(sin @) " dov

ve a € (0,7) icin

(& VB ) 24

oldugundan
T"X(1<ay ()] =0
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olur. Boylece

D, = {y eR’} :a € (0,7) i¢in ‘(az' — ', /22 — 21,y cOS —i—y,%)

kiimesi tamimlanabilir.

<4}

@) < [ 77 (e 5,y an) = 1) | |IK ()2 dy

i (' =) <Twn Joi (xnyn)> - 1( K ()] " dy

/
/
/
/

—ix'y |z |? - . v
< [ e e g, 1 (@) g1 (27 —1’|K )|y dy
o2 . izl v
ey (@) | oy o) = 1| 1K ()] 2 dy
+/ 6i|xl|2j 1( —1‘ K (y)| 2" dy
Dy
olsun.
yl < ly — x|+ |2| < |2' = o/, /a2 = 2w,yncosa+ 42| +1 <5
oldugundan
w5|</\wb_m%—ﬂw )y
< / IRy < [ lol K| s2dy < €
lyl<5
ve

M|<ﬂKWWMC

elde edilir. Bu ifadeler (6.15) de yerine yazilirsa
Ly (z)| < C

bulunur.

Ly(z) = / T*K (y) y2 dy = / TK (y) xq1 <4y (v) y2- dy
jui<a %

B / K (y) T (xq.1<a (v)) o' dy

/ K (y) T" (X <1y (v)) v dy
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olur. Burada

7 = {yGR’}rzae (O,W),)(:E'—y’, \/x%—anyncosa+y%>

>4}

dir. Aynicay € R} \ Zicin |y| < |y — x|+ |z| <4+ 1=5ve

|(+' = v/ /a2 = 20agacosa + 2) | < V2(Ja] + ly)
esitsizlikleri saglanir. Boylece
L@ = [ KT (xpicn o) sy
R?\Z
= / K@) T (g @) y'dy + | K@) T (xq1<q () y2'dy (6.16)
\y|<% |ZI‘Z%

dir. |y| < 2 iken

’ (w’ —q, \/x% — 22,y COS O+ yﬁ)

<V2 (g + 1) <4
olup T (x{| <1} (y)) = 1 olur ve

/ K (y) T* (x{.1<ay (v)) y2rdy = / K (y) y2dy

3 3
lyl<s lyl<s

elde edilir. Yukarida bulunan esitsizlikler(6.16) da yerine yazilirsa

L (2)] < /K<y>y£fdy+ / K (y)| g2 dy < C

yl<3 3<lyl<5
olur. Son olarak L; (), Le (z), Ly ve Ly (x) tahminleri (6.14) de kullanilirsa
(s ()] <C

ve dolayisiyla

e,y (@) = 1| IR K) (@) < ©

bulunur. Yani § := e“x"zjy_% (z2) — 1’ > 0 olmak tizere
(FK) (2)] < OB~

dir. m
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Onerme 6.1.3 k ¢ Ly, (R’fr) ve sup |(EF,k) (z)| < B olsun.f € Ly, (R’}F)DLZV (R?r)

xERi
olmak tzere

(L) @) = [T @) k)2 dy
R%
operatori tanimlansin. Bu taktirde

HLfHLQ,V(Ri) <B HfHLQW(m)

esitsizligi saglanar.

Kamt. Vf e L, (Rﬁ) N Ly, (Rﬁ) ve Vo € R icin
F,(Lf)(z) = F, (k@ [) (x) = (Fuk) () (£, f) ()

oldugundan
LA, oy = [ L) @) 22da
i}
~ [1he 5 @
4
= [1ER) @ (B (@) a2
R
< B? / (Ff) @) e = B FIE, )
Ry
olur. m

Simdi A f operatorii, x € R, i¢in
Un@= [ TI@E@Rd >0
{yer? Jy|>e}

olarak tanimlansin. Amag A, f operatoriintin L, ,, (R’}r) (1 < p < 00) uzaymda sinirhligini
gorebilmektir. Oncelikle A, f operatoriiniin Ly, (R’}r) sinirliligr incelenecektir.

f € G5 (RY) icin
HAEfHLg,V(Ri) <C HfHLZ,,,(Ri)

dir. Gergekten de

Af(x) = / TVf (@) K () y2*dy = (f ® K.) (2)

ly|>e
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ve K () = K () X{a:|z|>¢} (¢) olmak {izere
|‘A6in,27y(Ri) =[f® KGH;’V(RQ) = [|(F.f) (FVKE)H;W<R1)

— [IEf @ IRK, @) o2z
R”L

+
- / Fof (@) |F K (2) e da
|z|>e

wx=r0,dr=r""tdrdd...

— [ [ 1B 6o 1K GO 2o aras

St €
o0

://|FVK(0)|2|F,,f (r0)[* 62*r"~dfdr

e S+

< C? / / |E, f (r0)? 62 dor™dr

e S+
< / IFf @) i de < O IFIL, , ()
|z|>e

elde edilir. O halde f € C§° (RZ‘F) icin
1Ay ) < C WSy, ) (6.17)

esitsizligi saglanir. C§° (Ri) , Loy (Ri) da yogun oldugundan (6.17) esitsizligi her
f € Ly, (R?) igin de saglamr.

Simdi verilecek 6nerme L, , (Ri) uzayinda Calderon- Zygmund ayrigimi ola-
rak bilinir.

Onerme 6.1.4 feLly, (]Ri) vet > 0 olsun. O halde R’} ‘nin
RizF*UQ*, FrnQt=90

biciminde oyle bir ayrisima vardir ki
1) h.hox € F*oagin | f(x)] < t,
2)Qf ={z eRY : |z — x| <b;, i € N} ve QF N QS =0, i # j olmak iizere

o= Jor

€N
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dir ve dahast
|Q’ [ f@)aXde , ©€Qf

v(x) = v Qf
[ (@) , x € FT
¢cim
t<|v(x)| < 2"t reQf
3) f(x) ) + sz ,wi € Ly, (RY), = ¢ Qf igin w;(z) = 0,
/wl- (z) 22 dx = 0,
RY

4) HUHLLV(Ri) + Z HWZ‘HLLV(RQ) <C HfHLl,u(Rlﬁ) )

i=1
o) 1 <t £l (E2) ifadeleri saglanar.
Not 6.1.5 Coifmann- Weiss homojen tipli (X, d, i) uzaylary igin Onerme 6.1.4 1 is-

patlamiglardir. Bu ispatda X = R, d(x,y) = |z — y| ve dp(x) = 22dx almarsa
Onerme 6.1.4 elde edilir.

Teorem 6.1.6 f € L, (]R”) R% da kompakt supportlu ve k € LZOC (]Ri) olsun.
Oyle B,C > 0 sabitleri vardir ki

/ [Tk () — k(@) a2de < M, Jy] <

|z|>B

ve

[l n@para<c [ 17 @ (6.19
R™ R™
esitsizlikleri saglanir. Bu takdirde

{reRy: (k0 ) @] > s}, < 2 [ 1 @)]ads

olacak sekilde Cy > 0 sabiti vardur.
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Kamt. Herhangi bir s > 0 sayis1 ve R’ da kompakt supportlu f € Ly, (Ri) icin
Onerme 6.1.4 kullamlacaktir. Af (z) = (k® f) (z) ve w = 3 w; olmak fizere,

i=1

}{xER" |Af (z |>t}‘

reRY :|Av (z)] > %}

{
{x€R1:|Aw(:v)| >

v

t
= 6.19
+ s} e
seklinde yazilir.
HUHiZ,uOR:ﬁ) _/|U(aj)|2xil/dl’_/‘U(m)|2xi’/dl’+/‘U(m)|2xilfdl’
R? F+ o+
2
< C%s ”fHLLVORi)
ve buradan
1 1
||U||L2,V(R1) < Cs> Hszl,u(Rz)
dir. (6.18) egitsizliginden dolay1
s
400, a) < o Mol a) < C5* U1,
elde edilir. Boylece,
t 4 t\?
HxGRZ:|AU(x)|>§}V:t—2 / (§> o2 dx
{LL‘ER”'lAU(J))l>%}
< tz/]Av 222 dx
< C— /|v 22 dy
t2 Tn
s
< —
< g HfHLL,(Ri) (6.20)

bulunur. Simdi (_6 19) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci toplanan i¢in tahminde
bulunulacaktir. Oncelikle 2; = {x eER™: |z| < B} olmak tizere supp w; C Q; ve

/ wi () 22¥dxr = 0 kosullarmi saglayan w; fonksiyonu goz oniine alinsin. Ayrica
Q1
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QF = NRY, Q1 ={z € R": |z| < B} ve Q7 = Q1 NR" olsun. Béylece
A (2) = [T (a) o () 2y

= / Tk () wy (y) v dy

dir. Fubini teoremi kullamilarak

[ s @lazrae= [ | [@() - k@) ) 2y 22 da

°Qf Qi pf

< / / TV (2) — k (2)] «2de | Jon ()] g2 dy
QF \cof

<Ci ||W1||L1V rr) < Ch ||f||L1V R”
»(R2) »(R2)

elde edilir. Q7 nin karakteristik fonksiyonu Xq7 (z) olarak gosterilirse Chebishev
esitsizliginden

erRi ; ’(1—XQ1+ (a:)) Aw(x)’ >t}

c
vt
c
t
bulunur. Ote yandan

{o e Ry Aw (@) > 1}, < [{o e Ry | (1-xgr @) Awn (@)] > t}| + 0],

< ISl my) + @1, (6.21)

ve

C.
|QHV <y ’Qﬂy < ?2 ||f||L1,U(R1)

oldugundan (6.21) esitsizligi

C!
[{z e RY: Aw (@) > 8}, < T 1FNpy, my) + = WD, (m)
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olur. Simdi supportu €; = {x eR™: ‘x — 0 | < B} icinde olan w; fonksiyonu
alinsin. Buradan, Q) = {x e R} : ‘x — ! | > B} olmak ftizere

/ / TV (x) wi (y) yp dy| =3’ dz

cQf nt

3 7

_ / / [Ty/{;((p)_Ta:(i)k (x)} wi () v dy| 22

CQ+ +

7 [

< [l | [ [0 -1k @) a2var | g2y
Qf cQf
esitsizligi elde edilir. ¢ B = {z eRY |22+ 22, @] > B} ve 2, =

Tpcosa, 2 =2/ 2z = xpsine, (0 < a < 7)igin z = (2, 2, 2py1) € ]Rﬁ“, Zna1 >0
olmak tizere

1= [ (e ) < (- ) )

CB+

21/ 1
n+1 dz

olsun. Simdi

’

€= (€1 6) € R, € = ¥ — (a¥) , &= 5 —a)

ve
! wntl i)/ ! i
n=(n'm,0) € RETL 0 = (a9) =y, mo =2l ~y,

degisken degistirmesi yapilarak

J = / ‘k (f’ + 1, \/(fn + nn)z + Z¢2L+1) —k (5,7 \/ §2 + ZZH)

(eBr)

2v—1
nl—lo—l d§

bulunur. Burada

AN\ 2 .
\/ (é‘n + xﬁf)) + 22, —al

bi¢imindedir. Tekrar &, = x, cosa, 2,11 = x, sina, x, > 0 degisken degisimi ile

B < \/(§n+xn) +z2 —al)

A 2 ‘
(xn + xff)) - :U,(j)

(CB;_)/ = {(£I>€nazn+1) S R:L_Jrl .

> B, [¢— ()| >B}

IN
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ve
|| < / Tk (2) — k (z)| 22 dw
|z|>B

elde edilir. |n| < & oldugundan |J| < C dir. O halde

/ | Aw; (z)| 2% dx < ||wi||L17V(Ri)

OQ;"

bulunur. w = Zwi oldugundan

i=1
(o €Y : [Aw(@)] >}, < O (1l o)+~ Wl a)) (622
dir. O halde (6.19) esitsizliginde (6.20) ve (6.22) ifadeleri yerlerine yazilirsa

s
{o e R AF @) > 1}, < C (5 1F by, )+ Wy (mr) + 57 1S )
(6.23)
elde edilir. Bu egitsizligin sag tarafini minimize etmek icin segilen s > 0 sayisi arit-
metik ortalamanin geometrik ortalamaya egit olma durumda bulunur. Boylece (6.23)
esitsizligi

n 1
Hx e R} : |Af (z)| > t}{y < - Hf”Ll,u(Ri)
haline gelir. Dolayisiyla Af operatori (1,1) zayiftir. m

Teorem 6.1.7 f € C5° (R%) ve k € Ll (R%) fonksiyonu igin

1
TV (v) — k (z)| 22de < M, |y| < 1
lz[>4]y]
ve
Ik & f||L27V(R1) <M HfHLQ’U(Rj_)

1se 1 < p < oo olmak tzere

5@ fllg,  (rr) < C 11, ) (6.24)

esitsizligini saglayan f den bagimsiz bir C > 0 sabiti vardr.

Kanit. 1 < p < 2 i¢in Teorem 6.1.6 ve Marcinkiewicz interpolasyon teoremi kul-
lanilarak

Ik ® f”Lp,l,(Ri) <C HfHLp,V(Ri)

esitsizligi elde edilir. Bu ylizden 2 < p < oo igin (6.24) esitsizliginin saglandig

gosterilirse ispat biter. Bu kismin ispatinda i + 1 = 1 iken 1 lokal integrallene-

bilir fonksiyon ve kompakt supportlu, siirekli ve ||¢|| Low(®2) < 1 ozelligindeki ¢
RAG S

fonksiyonu igin

=A< o0

Je@ @t

sup
©
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ise ) € L, (R7) ve || Ly (E1) = A dir, ifadesinden faydalanilacaktir. Bu durumda

2 < p < oo halinde f € Ly, (Ri) NLp, (R’}r) fonksiyonu ve yukaridaki ozellikleri
saglayan ¢ € L, (]Ri) fonksiyonu alinsin. £ € Llf,ﬁ (Ri) olmak iizere

I= / / Tk (x) f (y) ¢ (2) yp xy) dady
R7TR™
integrali mutlak yakinsaktir. Soyle ki

I= [ [17060) £ ) @ 2wy

R} RY

— [| [rr@e@aiar | £y
BT \RT
dir. Ayrica 1 < ¢ < 2 igin /Tyk: () ¢ (z) 22 dx integrali L,, (R") uzaymdandur.
RY
Boylece
Ik @ SOHLq,V(Ri) <Ay HSO“LW([M) < Ay

ve Holder esitsizligi kullanilarak

1= / (k® ) () f (v) y2dy
< Aq,v HfHLp,,,(IM)

mutlak yakinsaklik goriiliir. Bundan bagka

1] = /(k ® ) (y) f (y) v dy| = /(k @ f) (@) ¢ (@) 2y de) < Agy fll,, , (ry)
7 7

oldugundan (k @ f) € L, (R) dir ve ||k ® fHLpu(Ri) < Agu 111, (R elde edilir.

]

Bu bolimiin temel sonucu asagidaki teorem ile verilecektir. A, f, B- singiiler
integral operatoriintin Ly, (Rﬁ) siirhiliginin gosterilmesinin yaninda linlL A f (x)
e—0

limitinin L, , (Ri) da varligindan ve bu limit degerinin de simirhiligindan bahsedile-
cektir.

Teorem 6.1.8 f € L,, (R’jr) , 1 < p < oo verilsin. Ayrica K € Lll"l’i (Ri) fonksi-
yonu

/K(:c):ci”dx <M, o0<e<r<oo (6.25)

<|z|<r

45



/ |K (2)|2*dx < M, 0<r < oo (6.26)

r<|z|<4r
1
/ ITYK (z) — K ()| 22dz < M, |y| < 1 (6.27)
j[>4]y|

ozelliklering saglasin. O halde
A @) = [ 17 ) K )iy (6.25)
ly|>e

ile tamumlanan A, : f — Acf operatéri Ly, (R%) dan Ly, (R%) ya strhdir. Yani,
||AefHLp7V(R1) < CP,V ||fHLp7V(R1) (6'29>

olacak sekilde f den bagumsiz bir C,, > 0 sabiti vardwr. Dahasi, her f € Ly, (]R’}r)
¢cim
lim A.f (x) (6.30)

e—0+

limiti Ly, (R) normunda vardur ve bu limit Af ile gosterilirse
HAfHLp,V(Rﬁ) < Cpw Hf”Lp,,,(Ri) (6.31)

esitsizlig saglanar.

Kanit. (6.28) de verilen A, f operatoriiniin

”AefHLp’V(R?}r) < Op,l/ ”fHLp,V(Rﬁ)
esitsizligini saglayacagi Teorem 6.1.7 den agiktir. Simdi, (6.30) da verilen limitin
Ly, (Ri) uzayinda varhigi ve Af operatoriiniin (6.31) esitsizligini sagladigi gosteri-
lecektir. Kompakt supportlu smooth fonksiyonlar icin ispat yapmak yeterli olacaktir.

Cinki herhangi bir f € L, (Rl) fonksiyonu

f=n+/

olarak yazilabilir. Burada f; kompakt supportlu smooth fonksiyon, fs ise || f2]| Ly (B2)

normu yeterince kiiciik olan ihmal edilebilir bir fonksiyondur. Boylece

(Acf) () = (Acf1) () + (Acf2) (2)

dir. fy fonksiyonu i¢in (6.29) esitsizligi dikkate alinirsa
|Acf — AeleL”"’(Ri) = HAEfQHprl,(Rﬁr) < CHf2HLp,U(R1) <4

elde edilir. Burada ¢ yeterince kiictiktiir.
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Boylece, f kompakt supportlu smooth fonksiyon, z,y € R’} ve herhangi ¢, €;
icin

x@ﬂ@—&J@ZU/Wﬂ@K@ﬁ%k /Wﬂ@K@%%/

ly|>e2 ly|>e1

= / TVf (x) K (y) y2! dy

€1<\y|<62

_ / (TVf () — f (2)) K (y) y2dy

e1<|y|<ez

- / f (@) K (y) y2rdy

e1<]y|<ez

ve

172 C) = F Ol gny = Clyl

+

ifadesi goz ontine alinarak

3=

40t = Al gy = | [ 1408 @) = A f @) 22da
g

D=

B p

/ / TV f (x) — f ()| |K (y)|ydy | 7 da

RT \ei<|yl<e2

IN

» 1
- / / f (@)K (y)yordy| ) dx

R? E1<|y|<e2
:J/_|_J” (632)

esitsizligi elde edilir. Burada

1
p P

J = / Q/IWﬂ@—H@WﬂM%%/x%M

RY  \a<[|yl<e2

< / K@) Iyl 2dy < exM

e1<]y|<e2
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dir. J” ise

B =

p

J" = / / f (@) K (y)ya'dy| a7 da

R? E1<|y|<ea

= £z, (=) / K (y) v dy

1<]y|<e2

olup (6.25) den dolay:

lim / K (y)yy'dy| =0

61,62—)0
1<]yl<e2

dir. Simdi, (6.32) esitsizliginin her iki tarafindan limit alinirsa

lim Ao f = A fl, ) =0

€1,e0—0t
bulunur. Boylece L, , (Rﬁ) Banach uzay oldugundan lim+ A f (x) limiti vardir. Bu
e—0

limit degeri Af () ile gosterilirse

lim A, f

e—0t

= 1Afllz, , (mg) < Cow 1 f1l1,,, (mr)

Ly (R})

elde edilir. m
6.2. Vektdr Degerli Fourier- Bessel Singiiler Integral Operatorii ve Sinirhihig

Bu boliimde vektor degerli Fourier- Bessel singiiler integral operatorii (vektor
degerli B- singiiler integral operatorii) tammlanacak ardindan bu operatoriin sinirlihg
incelenecektir.

Teorem 6.2.1 L2 (Ri, Hl) , kompakt supportlu Hy vektor degerli suinwrly fonksiyon-
larin uzay, M (R:ﬁ, HQ) ol¢iilebilir ve Hy vektor degerli fonksiyonlarin uzayr olmak
tizere A yari- lineer operatori

A: LY (R, Hy) — M (R, H)

olarak tamwmlansin. f € LY (Ri, Hl) cin

C
|{x ASf N g, > )\HV < 71 ||f||LLV(R1,H1)

ve
cro
o 1Ay > M, < SE I, i)
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esitsizlikler: saglansin.

Bu taktirde 1 <p <rwve f € L,, (R17H1) icin Af € L, (Ri,HQ) ve
HAf”Lp,V(Ri,HQ) <C ||f||Lp,u(R1,H1)
dir. Burada Cy, C,. ve C sabitleri f ve X dan bagimsizdar.

Kanait.

, f (@)

olmak iizere skaler degerli g fonksiyonu icin Bg (v) = [|A (F' (x) g)|| y,0lsun. O halde
yarl- lineer B operatorii (1,1) ve (r,r) zayifdir. S6yle ki,

[{z € R} : [Bg ()| > A}|, = {z € RL: [A(F (2) )|l g, > A},
1 2v . ﬁ
< [1F@I, lo @lads = S gl )
R}

F(:C)I{Of v;()#o
(2

esitsizliginden B’operatoriiniin (1, 1) zayif ve

HxERi:|Bg(x)|>)\}| _HOCERH'HA( (@) 9 >>‘Hy

<& / IF @5l (@) a2
< C:
=5 ||9||LT.V(R1)

esitsizliginden (r,r) zayif oldugu goriiliir. O halde Marcinkiewicz interpolasyon te-
oremine gore B operatorii 1 < p < r igin (p, p) glclidiir, yani

HBQHLWJ(R@ <C HgHLp,l,(Ri) (6.33)

dir. (6.33) esitsizliginde g (v) = || f (z)| 5, almirsa

D =

B9l ey = | [ 1B @) a2da

3 =

- /nA( (1) g) ()13, 22 dx

B =

— | [ 1Aty w2
= ||Af||Lp,V(R1,H2)
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ve boylece
HAfHLp’V(R?HQ) <C |‘f’|Lp7V(R’+L,H1)

elde edilir. m

Tanim 6.2.2 H, ve Hy ayrilabilir Hilbert uzaylar
B(Hy,Hy) ={T | T : Hi — Hy sunurly, lineer operatir}

olmak tzere
K R:L_ — B(Hl, HQ)

fonksiyonu

1) K élgiilebilirdir ve orjini icermeyen kompakt kiimelerde integrallenebilirdir,

2)0<e<r<ooigin

/ K () 2*dx <M (6.34)

<|z|<r B(Hy,Ha)

ve her h € Hy i¢in € — 0 iken

/ K (z)zdx| h (6.35)

e<|z|<r

yakinsaktar,
8) ||hll, <1 ozelligini saglayan her h € Hy igin

2 | K (2) bl , 23’ d < Cr, (6.36)

r<lz|<dr

4)

Y 1
| K @ = K @l e <M. l<g (637

|| >4]y|

ozelliklerini saglarsa K fonksiyonuna vektor degerli B- singiiler integral ¢ekirdegi
denir.
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Onerme 6.2.3
K: RZL_ — B(Hl,Hg>

vektor degerli B- singuiler integral ¢ekirdegi olsun. O halde
I(FE) @) g, gy < CM, w e ST

esitsizligi saglanar ve burada Sﬁ_l = {x e R} :|z| = 1} dur.

Kanit. K; (z) :=t"™K (tx), t > 0 olsun. K; fonksiyonu vektor degerli B- singiiler
integral cekirdeginin 6zelliklerini saglar. Simdi

(F) (@) = [ K () ™y Goan) 2y (6.38)
RY
ifadesinde y yerine ty alinarak
(B () = [ () e ™75, () 200 dy
R

N / Ky (y) e "V g,y (teayn) v dy

elde edilir. (F,K;) (x) ifadesini tiim ¢ > 0 ve |z| = 1 iken incelenirse ispat tamam-
lanmig olur. Soyle ki

/ e Y 1 (@) TTK (y) yidy

R}
_ / e W, (waya) K (y) v dy

R}
_ / eV Gy (wayn) Gyt (27) K (y) gt dy

R}

L2 izl - v
=G, 1 (27) /6 Yot (@ayn) K (y) v dy
E7

=,y (1) (R (2) (6.39)



ve (6.38) ve (6.39) ifadeleri taraf tafara gikarilirsa

(eux'ﬁ jos (22) 1) (F,K) ()

N / eV g, (xayn) (T7K (y) — K(y)) ya'dy

R"

_ +/Jr /..:Ig(x)+l4($)-
ly|>4 lyl<4

bulunur. I3 (z) igin

s @i < [ 177K @)= K@,y 927y < M

ly| >4

esitsizligi ve I, (x) igin

L) = [ ey o) (T7K () = K () o2y

lyl<4
B / (6_”'@"%—%(%%) —1> T°K (y) y2dy
lyl<4
[y ) 1) Ky
ly|<4
— / K(y)ys'dy + / T°K (y) ya'dy
lyl<4 lyl<4
= Ly (2) 4 Ly (2) + Ls + Ly () (6.40)

ifadesi elde edilir.

fix/y/ .

€ ‘71/7% (xnyn> - 1‘ <

il

jz/fé (xnyn> j,,,% (xnyn) - 1‘

<

1
iy 1‘ —i—cy/ et — 1] |1 — 2"t
-1
< Clyl
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oldugundan

1L @l < [ o750y o) = 1 K,y 2
ly|<4
<C [ IR g 52
ly|<4

<cy / 191 1K @) g, ) 92
k=0

Tk |y|<a— k1

< O3 gk / VK )ty 927y < C
k=0

4k <y|<a—k+1

bulunur. Lj i¢in, (6.34) den dolay1 Ve > 0 i¢in 3 M > 0 vardir ki

e—0t
4
yl< B(H:,H>) e<|y|<4 B(H1,Ha)

L3l oy mp) = / K(y)y'dy = || lim / K(y)y' dy <M

dir. L (z) integrali hakkinda tahminde bulunmak i¢in agagidaki iglemler yapilacaktir.

™

\TxX{|.\<4} (y)\ < Cl// ‘X{|.|<4} <$' -, \/$% — 2xpYp cOS a + y,%)

0
<1

(sina)® ! dav

ve a € (0,7) igin

> 4

‘ <$/ - y/7 \/x?@ — 2%y, cOs o + y?),)

oldugundan

T*X{.1<ay ()| =0

olur. Boylece

<4}

D, = {y eR} :a € (0,7) i¢in ‘([El — ', /12 — 23,y, cos o + y%)

23



kiimesi tamimlanabilir.

| L1 ('T)HB(HI,HQ) < / T" (e—m yjy—% (Tnyn) — 1)‘ HK(?/)HB(Hl,HQ) yiyd?/
D,
< [ e (17, ) = 1| K)oy v
D,
—ix'y ilz'|? - . v
S/ e Ve g, 1 (@ayn) Gyt (a7) —1‘IIK(y)||B(H1,H2)yZ dy
D,
iz |? - —ix'y - v
< [ ey @) ey ) = 1| @,y 92
D,
A2 v
[,y 2) = [ g 2
D,
olsun.
yl <ly — x|+ |z| < |2’ — v, /22 — 2zy, cosa+ 42| +1 <5
] . y Yr
oldugundan
1o Nl < [ ey ) = 1) 82

Dy
< [ NE@ s 5245 < [ 191K, 92y < €
Dy

ly|<5

ve

126 o < [ I sy 2

Dy
< [ NEG o vy < €

ly|<5

elde edilir. Bu ifadeler (6.41) da yerine yazilirsa

[ (x)HB(Hl,Hg) <cC

bulunur.

Ly(z) = / T*K (y) y2 dy = / TK (y) xq1 <4y (v) y2- dy
jui<a %

B / K (y) T (xq.1<a (v)) o' dy

R?
= /K(y)Tx (X{11<ar () y2' dy
R™\Z
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olur. Burada

7 = {yERi:aE (O,ﬂ),)(x’—y’,\/x%—anyncosa—l—y,%)

> 4}

dir. Ayricay € R \ Z icin |y| < |y — x|+ |z| <4+ 1=5ve

< V2 (| +y))

‘ <$, - yly \/‘T% - 2xnyn cosa + y?z)

esitsizlikleri saglanir. Boylece

Li@) = [ KW)T (s W) 12y
= [ BT (e ) s
+ / K (y) T* (xq1<ay (v)) ' dy. (6.42)

dir. |y| < 2 iken

<\/§<g+1)<4

‘ <(L’/ - y/a \/x% - 2xnyn cos o + yg)
olup T (x{|j<a} (y)) = 1 olur ve

/ K () T* (xqj<ay () y2dy = / K (y) y2dy

lyl<3 lyl<3

elde edilir. Bu durumda yukarida bulunan esitsizlikler (6.42) da yerine yazilirsa

L@y < || [ K@+ [ a2y < €

3 3
yl<3 5<lyl<5

B(H1,H?2)

olur. Son olarak L, (), Ls (z), L3 ve Ly (x) tahminleri (6.40) de kullanilirsa

||]4 (x)HB(Hl,Hz) S C

ve
/|2 .

e,y (@2) = 1 IFK) @)y < C

bulunur. Yani § :=

eilx'|2jy_% (22) — 1’ > 0 olmak {izere
I(FE) (@) oy ) < CB7
dir. =

95



Onerme 6.2.4 K : R — B(Hy, Hy) vektor degerli B- singiiler integral ¢ekirdegi
ve f € L% (R%, Hy) olsun. Bu durumda

(T.f) (x) = / K (5) TV (2) g2 dy, ¢ >0
ly|>e

operatori
HTefHLQ,V(Ri,HQ) <C HfHLQ,,,(Ri,Hl)

esitsizligini saglar.

Kamt. (T.f) (z) = (K. ® f) (x) ve Kc(x) = K(2)X{a:a|>e} () olsun. Plancherel
Teoremi kullanilarak istenilen esitsizlik

2 2 2
||T6f||L2,V(R17H2) = ||KE & f||L2,u(R1,H2) = ||(F,,KE) (Fljf)”LQ)y(Ri,HQ)

711 oy = | VB @, 1B @, 2

iy
2 2 v
- / VK @)y 1o f (@)%, 22
|z|>€

x =10, dr=r""tdrds..

= // ||F1/K (TQ)HZB(HLHQ) HFl,f (7‘6)”?{1 ,,,n-‘r?u—leiydrde

St €

o

~ [ 15 O, |t GO, 0200 | s
+

€

< [ If @, a2da

lz|>e

2 2
<C HfHLz’V(]R’LHl)

seklinde elde edilir. m

Onerme 6.2.5 H ayriabilir Hilbert wzay, f € Ly, (R’j_, H) vet > 0 olsun. O halde
R? nin

R =FTUQ", FrnQ =0
ayrisims varder ki

1) h.hx € F*oigin | f(x)] <t,
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2)Qf ={z eR} : |z —x;| <b, i € N} ve QF NQf =0, i # j olmak iizere
or = Jor
ieN
dur ve dahast

o S [ (@) ayde, v e Qf

i

vt

i

f(x) , x € FT

v(z) =
1cin

t<v(@)ly <27,  2eqf,

3) f(x) :U(:E)—FZwi(x), w; € L1y (RY,H), 2 ¢ QF, w; () =0 ve

/wi (z) 2% dx = 0,

By

4) HUHLLV(Rﬁ,H) + Zl ||wi||L1,,,(R1,H) <C ”f||L1,u(R1,H)7
o) 1 <t £l (B2, H) ifadeleri saglanar.

Onerme 6.2.6 f ¢ Ly, (R, Hy) R" 'da kompakt supportlu ve k € LY (R, B(Hy, Hy))
olsun. Oyle B,C > 0 sabitleri vardur ki

5 1
|TYk (z) — k (x)||B(H1,H2) zde < Ci, |yl < B

|z|>B

ve

JlEe £ @i, a2 < ¢ [ 15 @, 2o
R? R?
esitsizlikleri saglanwr. Bu taktirde
n 03 2v
o R k@ ) @, > M}, < S| [ 17 @y, 2
R

olacak sekilde C5 > 0 sabiti vardur.
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Kamt. Herhangi bir s > 0 sayis1 ve R} da kompakt supportlu f € Ly, (R’}F,Hl)
icin Onerme 6.2.5 kullamlacaktir. Af (z) = (k® f) (z) ve w = 3 w; olmak fizere

i=1

{{x e Ry [ Av (@), > %}

n t
c R v @y, > 5}

|{x eERL :AS (@), > tHy <

q
seklinde yazilir.
o] _ / lo @), 22de = / lo @)%, 22de + / lo @)%, 22*da
Lo, (R ,HY) — H; *n = H; *n Hy Tn
R" F+ O+
2
< C%s HfHL1,,,(R1,H1)

olup

1 1
5 2
1912, g ) < O U, )

dir. Dolayisiyla
. 1
3 2
1AV L, , gny < OV, , (mn) < Cs ”f”Ll,u(Ri)

elde edilir. Boylece,

12 2
{zery | Av(@) | g, >4}

<3 / Ao (@), 42 ds

<0y / o &), 22

<C t_2 HfHLL,,(Ri,HI)

4 t\?
== (—) 2 dx

n t
{eertiav@l, > 5}

v

bulunur. Simdi (6 43) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci toplanan i¢in tahminde
bulunulacaktir. Oncelikle 2, = {x eER™: |z| < B} olmak tizere supp w; C Q; ve

/ wi () 2?*dx = 0 kosullarmi saglayan w; fonksiyonu goz oniine alinsin. Ayrica

Q1

o8



Qf = NRE, Q1 ={z € R": |z| < B} ve Qf = @1 NRY olsun. Boylece

Ay (z) = / Tk (2) i (y) y2*dy

— / Tk (z) wi (y) y2' dy
= / [TYE (2) — k()] wi (y) y2 dy

dir. Fubini teoremi kullamlarak

[ s @latris = [ ] [ @) - k@) ) iy o2

QY Qi pf

< / / TV (2) — k (2)] «2da | Jon ()] g2 dy
of \cQf

<G leHLLy(R’}HHl) <G HfHLM(RQ,Hl)

elde edilir. Qf nin karakteristik fonksiyonu Xot (x) ile gosterilirse

{2 € RY : [[Aws (@)llg, > t}], <

5 t}
Ho

{:c e R : H (1 ~ Xof (x)) Aw; (x)‘
+]Qr],
< N F Ul g + QT

v

G

@i, <csloil, <

HfHLL,,(Ri,Hl)
oldugundan

Cy

n C
o € Ry Awr @, > 8], < TSI, () + =

Hf”LL,,(JRi,Hl)

29



dir. Simdi supportu, €2; = {:c e R™": } — z® ! <1 } iginde olan w; fonksiyonu alinsin.
Burada €Q; = {z € R? : |z — 2| > B} olmak iizere

/ / Tk () wi (y) yo dyzy || da

cot |+
Q; i Ho

:/ / [Tyk (2) =Tk (x)] wi(y)ya'dy|  ayde

cQf Inf H,
@
wi ( Tk (x) =T "k (x H z2dr | y*d
/ s @l | [ | @]y 22 | 20
CQ+
esitsizligi elde edilir. Burada “B;" = {z € R} : | 24224 (")} > B}

olmak iizere z,, = z,cos, 2 = ', 2,11 = xpsina, (0 < a < ) icin z = (2, 2, Zpa1) €
]R’}fl, Znt1 > 0 iken

i= [ Je(-fian +zn+1)—k(z'—<x<“>’,¢(z ) +)

CB;F

2v—1
Zn+1 dz

B(H1,H?2)

integrali tanimlansin. Simdi

= ySn) n:Zn_x'7 =z — (2"

£=(.6), € 0 ¢ = — (a)

ve N |
n=('m,0) € RET, 0 = (@) — g/, =2l — y,

degisken degistirmesi yapilarak

J = / Hk (5’ +17, \/(£n )" + zi+1) —k (6’, Vé T+ ZZH)

(eB7)

21/ 1
n+1 df
B(H1,H>2)

bulunur. Burada

D> L2 )
ntan’) +2i—w

bi¢imindedir. Tekrar &, = x, cos o, z,+1 = x, sina, x, > 0 degisken degigimi ile

B < \/(£n+:cn) +22 — )

(:cn + xﬁ?) x,(f)

(CB;_)I = {(5/7§nazn+l) € R:L_Jrl .

> B, ¢ — ()| >B}

IN
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ve

nwmmﬂﬂs(/HT%@»—kummmﬂgﬁwx

|z|>B

elde edilir. || < 5 oldugundan 11 p(ery a1y < € dir. O halde

/mewmﬁwswmwwm
CQ;"
bulunur. Boylece
{z € Ry : AT (@), > t}],

S —1 —1
< ¢ (t_2 HfHLLu(Rile) Tt Hf”LLu(Ri’Hl) ts HfHLL”(Ri’Hl)>

dir. Bu esitsizligin sag tarafini minimize etmek i¢in secilen s > 0 i¢in

. c
’{17 eRY:|JAf (I)”Hz > t}‘,, < ?1 Hf”Ll,U(RZ}_,Hl)

bulunur. Bu da Af operatoriiniin (1,1) zayif oldugunu gosterir. m

Onerme 6.2.7 f € LY, (R?, H,) ve k € LYS(R?, B(H,, H,)) fonksiyonu icin

72K () = b () gy 23 < M, ] <
|lz|>4]y]
ve
Ik ® f”LQ,V(Ri,HQ) <C HfHLQW(R;l,Hl)
ise 1 < p < oo iken
Ik ® f||Lp7V(R1,H2) <C ||f||Lp,V(R1,H1) (6.44)

esitsizliging saglayan f den bagimsiz bir C' > 0 sabite vardar.

Kanit. 1 < p < 2 i¢in Onerme 6.2.6 ve Teorem 6.2.1 kullamlarak

Ik ® fHLp,V(RQ,HQ) <C HfHLp,V(Ri,Hl)

elde edilir. Bu yiizden 2 < p < oo igin (6.44) esitsizligi gosterilirse ispat biter.
Bu kismin ispatinda % + é = 1 iken H Hilbert uzay olmak tizere 1, H vektor
degerli lokal integrallenebilir fonksiyon ve skaler degerli kompakt supportlu, siirekli
ve o]l Low(B2) < 1 6zelligindeki ¢ fonksiyonu igin

=A< o0
H

mewwﬁm

sup
©
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ise ¥ € Ly, (R7, H) ve ¢ Ly (B2 H) = A dir, ifadesi kullanilacaktir. O halde

2<p<ooiken f €Ly, (RZLF, H 1)ﬂLp7,, (R’}r, H 1) fonksiyonu ve yukaridaki ozellikleri
saglayan ¢ € Ly, (R?) fonksiyonu almsmn. k € Lt (R, B (Hy, Hs)) olmak iizere

1= [ [17000) £ ) @ 2wy
R7TR™
integrali mutlak yakinsaktir.

I= / / Tk (z) f (y) ¢ () yp xy) dxdy

R}R™

— / / Tk (x) ¢ (z) aprda | f (y) yo'dy

R™

TORYE

+

dir. Ayrica 1 < ¢ < 2 i¢in /Tyk (z) ¢ (x) 22 dx integrali L,, (R, B (Hy H,))
R%
uzayindandir. Boylece

Hk ® SOHLq,u(Ri,B(HLHQ)) < A%V HSOHL(LUOR?) < Aq,u

esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilarak

1, = | [ 60 9) ) )20 < A 171, .

n

+ Ho>

mutlak yakinsaklik gosterilir Bundan bagka

1Ly, = / (ko e) () f (y) y2dy| = / (h® f) () (2) 22da
i Ho + Ho
< Agw HfHLp,V(Ri,HI)
elde edilir. Boylece (k @ f) € L, (R}, H) ve ||k ® fHLp,V(Ri,Hz) <A, ||fHLp,V(R1,H1)

dir. m

Teorem 6.2.8 1 < p < oo olmak iizere f € L, (R, Hy) , K € L’(R%, B(H,, H))
vektor degerli B- singuler integral cekirdegi olsun. Yani

1) 0 <e<r<oo igin
/ K (v) 2% dx <M

<|z|<r B(Hy,Hs)
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ve her h € Hy i¢in € — 0 iken

/ K () 2?dx| h

e<|z|<r

yakinsaktor.

2) |||y, <1 dzelligini saglayan her h € Hy igin

/ |K (2) B, 22dz < Or

r<|z|<4r

3)
Y 1
|TYK () — K(x)HB(Hl,Hg) 1}21 de <M, |yl < 1
|z|>4]y]

ozellikleri saglansin. O halde

(T.1) () = / K (5) TV (2) g2 dy, ¢ >0

ly[>e

ile tansmlananT, : f — T.f operatori L, , (R’fr, H 1) wzaymdan L, (R’fr, Hz) UZayYIna
swnarldir. Yani
HTefHLp’V(]R?HQ) < Cp,l/ HfHLp,V(]Ri,Hl)

esitsizligini saglayan f den bagimsiz bir C,, > 0 sabiti vardur.

Dahas her f € Ly, (R, Hy) igin
lim (T.f) (x) (6.45)

e—0t

limiti Ly, (R’}r, Hg) normunda vardwr ve bu limit T f ile gosterilirse
HTfHLp’VORi,HQ) < Cpy HfHLp,V(Rg,Hl) (6.46)

esitsizlig saglanar.

Kanzit.
T @) = [ KT @)y, >0
ly|>e
i'l.e tanimh 7, f operatoriiniin ||T€fHLp7V(Ri’H2) <Cpu ||f||Lp7V(Rinl) esitsizligini sagladig
Onerme 6.2.7 den agiktir. Simdi (6.45) de verilen limitin varhg gosterilecektir. Her-
hangi bir f € L, (R’}r, Hl) icin
f=h+/
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esitligi yazilabilir. Burada f;, H; degerli kompakt supportlu smooth fonksiyon ve
fas || f2ll Ly (R, 1) BOTIIU yeterince kiiciik olan H; degerli fonksiyondur.

(Tef) (z) = (Tefr) () + (Tef2) (z)
dir. fy fonksiyonu igin
||T6f2”Lp’V(]R17H2) <C Hf?“Lp,l,(Rﬁ,Hl) <9

yazilir. Burada 0 yeterince kiigiiktiir. O halde lin@r (T.f) (z) limitine kompakt sup-
e—0
portlu H; degerli smooth fonksiyonlar i¢in bakmak yeterlidir.

Boylece, f kompakt supportlu smooth fonksiyon, z,y € R’} ve herhangi
€1, €2 icin

T.f (@) —Tof (z / K (y) TVf () y2*dy
e1<|y|<e2
| K@@ - @)y
e1<|y|<e2
/ K (y y2 dy
€1<\y|<62

ve
1T () = F Ol ) < C ol

ifadeleri goz ontine alinarak

Teaf ~ T 1) = / ITf (@) = T f (@), 2

<c / VK O pan i / \T9F (2) — f ()|, 22

e1<|y|<e2 R7
2v
Y dy

+C / / K (y) f(x)yy'dy|| x3dx

RY|F1<]yl<ez Ho
<c / 911 ),y 92l
e1<|y\<eg

+ O,z ) / K (y) v dy

1<]y|<e2 B(H1,H)
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esitsizligi elde edilir. Buradan €1, e — 0 iken
HY—‘QJC - TElfHLp,V(Rﬁ,Hg) — O

olur. L,, (R, H,) Banach uzay oldugundan lim (7f) () limiti vardir ve (6.46)

e—0t
esitsizligini saglar. m

6.3. Fourier- Bessel Harmonik Analizinde Karesel Fonksiyonun
(B- Karesel Fonksiyonun) Sinirlilig:

Buradaki amag, Fourier- Bessel harmonik analizinde tanimlanan karesel fonk-
siyonun sinirliligini gostermektir. Calismanin bundan sonraki kisminda 6zel olarak

H, =Cve Hy = Ly (R+, %) ayrilabilir Hilbert uzaylar ile galigilacaktir. Eger her-

hangi bir f fonksiyonu H; vektor degerli ise ||f ()|, = (f (z), f (3:))% ve h € Hy

ise
i dt
I, = | [ 1eor S
0

1
2

olarak tamimlanir.

Tamm 6.3.1 (B- Littlewood- Paley Fonksiyonu) ¢, R} da skaler degerli fonksiyonu

¢ €Ly, (RY) wve /90 (z) 2*dx = 0, (6.47)
R
lp ()| < C(1+]z) ", Fa>0 0=n+2v (6.48)
/ T (z) — ¢ (z)| 22de < C|n[", Fv>0 (6.49)
Ry

ozelliklerini saglarsa @ ye B- Littlewood- Paley fonksiyonu denir.

Onerme 6.3.2 @, R da B- Littlewood- Paley fonksiyonu olsun. Bu durumda Vz €
R? i¢in oyle bir C' > 0 sabiti vardir ki

1Ep (2)lg, <C

esitsizlig saglanar.

Kanit. Amag

N

dt
1B (), = / o L) <o
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oldugunu géstermektir. Bunun igin |F, ¢ (2)| ifadesi incelenecektir.

(Fup) () = [0 @)e ™, (az) oo

+
= /gp (x) (e’m/z/jl,fé (Tnzn) — 1) r2 dx
iy
oldugundan
(B DI < [ o @I]e 5, (waz) = 1] a2ds
Ky
<2 [ Jo (@) min {Jo| 2], 1} ¥ do
iy
<2 [ lp@llallelo¥de+2 [ lp()|adda
|z|<n |z|>n
=T+J
yazilabilir.
1=2 [ lo@llol ol s2de < 2cfel [ Jol o2ds
|z|<n lz|<n
< 2c|z| 79
ve

J:2/ o (z)| 22 dx < 20/ ||~ 22y

|z[>n |lz|>n
<2en™ ¢

bigimindedir. (6.51) ve (6.52) esitsizlikleri (6.50) de kullanilirsa

|(Fop) ()] < 2¢ (l2l 0™ +07%)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

elde edilir. Bu ifade her n > 0 i¢gin saglandigindan 7 lara gére minimum alinarak en

sade hale getirilir. Soyle ki

g(n) =|z[n" +n

olsun.

/

g (m) =120+ 1)n" —an !
_ n—afl (|Z| (6 + 1) n9+a+1 . Oé)
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dir. ¢' (n) = 0 icin |2| (8 + 1) n?+o*! = a oldugundan

SN
= (|z\<e+1>>

N -
“©= (2\z|<e+1>>

0 <1 <coiken g (1) <0ven>ciken g () >0

elde edilir. Simdi
olmak lizere

olup min g (n) = g(co) dir. Bu durumda

0+1

_ |Z|1—aiil+1 ( @ )W + |z|0+3+1 ( @ )H;H
0+1) 0+1)
)

— 2|75 C (0,

seklinde bulunur ve .
min g () = |z[7#1 C (e, 0)

olur. O halde (6.53) ifadesi
(Fop) (2)] < |2|7777 O (a,6)

bi¢imini alir. Simdi

B (T'0) () = [ (1) @),y (o) oo

R?’L

+
— /gp (z)T" <e’i""”lzlj,j7% (xnzn)) a2 dx
£
— /80 (ZU) 6—i($’_h/)z/Thn (jy_% (Inzn)> xil/dx
7
— ethZI\/SO (l’) e—i:c’z/Thn (jy—% (%ﬂn)) xiudx
s}

/

.h=(h' h,) i¢gin b =

b1

ve h, =0...
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esitligi ve
(F) () = [0 @)e ™,y (waz) oo
R%
esitligi taraf tarafa toplanirsa

2(Fyp) (2) = / (o (@) = T (@)] €%, s (2n0) 22da

R}

elde edilir. Ayrica (6.49) esitsizligi kullanilarak

(Bee) I < 5 [ T 2) = o (o) a2do < 5 AP

bulunur. A = (k' h,) igin A’ = =z ve hy, = 0 olmak tizere bu son esitsizlik

o
\(Fwﬂ) () <Oz (6.55)

bigimine gelir. (6.54) ve (6.55) esitsizliklerinden
(Fup) ()] < Cmim {27557, |27}

olur. Boylece

dt
1Ee (I, = / ) &

.\
gC/min{|tz\9+a+1 =}

<C

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

(Caligmanin bu son béliimiinde kullanilacak olan T'f operatoriinti, ¢, B- Littlewood-

Paley fonksiyonu vasitasiyla tanimlayabilmek icin agsagidaki on bilgiye ihtiyac vardir.
¢, B- Littlewood- Paley fonksiyonu, K (x) € L ((C, Lo (R+, %)) , z € R%, a kompleks
skaler olmak iizere, K (z)’in a kompleks skalerine etkisi

K(@)a=t"(2)a=¢(2)a
bi¢iminde olsun. Boylece

Tf(z) =lim [ K(y)T"f (x)y,"dy

ly[>e

= lim / o (y) TV f () yi”dy
e—0
ly|>e¢

olarak tanimlanir.
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Onerme 6.3.3
Tf(x)=lim [ o (y)T"f (x) y;"dy
ly|>e

operatori Lo, (R’}r, (C) den Loy, (R’}r, Lo (R+, %)) ye sinarldar.

Kamt. f € Loy, (R"}HC) iken

T dt
[k f@iaa= [ [loor@r] |
Rﬁ 0

By

7 dt
[ o s @i, aae= [ oo @f ot
R

0 R?
r dt
- [ [ 1 n@Paat
ORi
r ) 2 o | dt
=C |[Fope (@) |Ef ()" 3" de | =
0 Ri
r , ) o | di
=C [Fop (t2)" |B f (@) 2y de | —
0 R™

+
[ dt

—c[ | [ BT | I5f @ a2
0

< C/ sup/ |FLp (tx) 2% |E, f (x)|2 xi”dx
0

z€RY

< Csup ||F,,90 (Z)H}QLIQ ”FV]CHiQ’V(RLHl)

z€RY

olur. Boylece
”TfHLw(Rﬁ,Hg) <C HfHLg,V(Ri,Hl)

dir. =

Teorem 6.3.4 ¢, B- Littlewood- Paley fonksiyonu olmak tzere

Tf(z)=lim [ ¢ (y)T"f (z)ydy

e—0
ly|>e
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verilsin. O halde T operatiri Ly, (R}, C) den L,, (R%, Ly (Ry, %)) ye sunwrhdar.
Yani

||Tf||L,,,V(R1,H2) <C ||f||LP7D(R1,H1)

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir.

Kamt. ¢, (z) = t7% (%), 6 = n + 2v fonksiyonunun Tamm 6.2.2 deki 6zellikleri
sagladigr gosterilirse Teorem 6.2.8’den dolay1

||Tf||Lp’V(R17H2) <C ||f||Lp7V(R1,H1)

esitsizliginin saglandig1 soylenir.
Oncelikle

o€ L, (R}) ve /gp (z)2*dx =0

n
R%

oldugundan ¢; dlgiilebilir ve orjini icermeyen kompakt kiimelerde integrallenebilirdir.
Ayrica

/go (z)2*dx =0

RY
oldugundan

/ o (2) 2y de = — / ¢ (x) x da

|z|<R |z|>R
dir. Bu durumda

CR?

r)r¥dr| < ————— 6.56
/Rm) el S o (6.50
z|<
bulunur. Amag
/ o (z)a2dx|| <C
z|<R

Hy
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oldugu gostermektir. Bunun i¢in (6.56) esitsizligi kullamlarak

2 3
/got (:c):ci”dx = / /gpt (x)xi”d:c
z|<R s 0 |z|I<R
2 3
dt
(Tl oy 2
0 |z|<R
2 3
dt
= / /gp(u)ui”du n
O Jui<¥

VAN
0\8
/_\
“I:U <~+|m

D

+

Q
N~

[\
~|&
(I

N|=

i 20,42(0+0)
<c / Rt = dt
120 (¢ + R)?H) ¢

N|=

(e 9]

< CR’ /tm—_ledt
(t+ R)**

<C
bulunur. Bundan bagka ¢, B- Littlewood Paley fonkiyonunun
o) <CA+]z) ", >0 0=n+2w

ozelliginden dolay1
AR (R

elde edilir. Bu esitsizlikten

[ lalller @y, a2 < cr

r<|z|<dr

olur. Simdi Hormander kosulu olarak da bilinen

1

1T 0e () — 1 (@)l g, 2 dx < M, [yl < 1

|z[>4]y]
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kogulunun saglandigy gésterilecektir. Bunun igin 0 < € < min («, 7, 0) iken

/ 1771 (2) — o1 (0)ll g, 22" de

|z|>4]y|
_ [ 6+ O+e¢ v
= [ U (177 0) — @)y ol 5 ) a2
|z|>4|y|
} }
< / |~ 22 / 1T, (x) — @0 (2) [, |2 T 22 dw
x| >4ly| x| >4y

dt
R

<O / 12|+ / TV, (2) — o1 ()
0

z|>4ly|

—c Ote vy (X T\ |2 dt y
<cl® | [ | [|rte(5) e (5] g | e

\lm|24ly| 0
>
7 ) 2 dt
<Cly|? /tzo / || 0T | T % (%) — @ <%> 2 dx n (6.57)
0 x| >4ly|

elde edilir. Burada

y T T y T T
e () e (D) = [ (7)) ]+ (3)
‘ P\ e =) TP

—yy 2 + 92 — 22,1y,
Scy/(p(ﬂc TARVE y)

t t
0

olup (6.57) de yerine yazilirsa

(sina)® " da + ’go <%> ‘

/ 1771 (2) — o1 (0)|] 5, 22" de

|z|>4]y]
1
) 2
= dt
<cl® | fer| [ a0t () - e (5)] et | §
t t t
0 2|24y
00 2
_ dt
<Cly|® /t”e / ‘T%so (£> — (E) ‘ ayde | —
t t t
0 x| >4ly|
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N

. . dt
<Clyl= /t_eJr6 / ’T?go <£> —p <£> ‘ ¥ dr | —
t t t
= 7 dt
< = - 0 0 lyl at
<oyl | frroremin {2 ol ey 00 (1)1
0

e Cpee dt Core ly|\" dt
< Cly|= \,/t B P s / e (7) "

0,lyl) (lyl,00)

3
N|=

N|—=

<Clyl® ly|?=C

olur. O halde
17 (2) = 0 (@), 22 < C

|z[>4]y|
dir.
Dolayisiyla, Teorem 6.2.8 den dolay1
HTfHLp’V(]R@HQ) <C ”fHLp,u(Ri,Hl)
dir. m

Tanim 6.3.5 (B- karesel fonksiyon) ¢, B- Littlewood- Paley fonksiyonu, = n+2v
iken ¢y () =t¢ (%) ve f € Ly, (R7,C) igin

F(x,t) = (f @ @) (z)

olmak tzere

[NIES

2 dt
t

oF) @) = | [ P
0,00)
fonksiyonuna B- karesel fonksiyon denir.

Teorem 6.3.6 1 < p < oo tken

VI

dt
oF) @ = | [ IF@orT
0,00)
B- karesel fonksiyonu, L, , (R:ﬁ) uzaymdadir ve
”g(F)HLp,,,(RT}F) <C HfHLp’,,(R’jr,fh)

esitsizligini saglayan bir C' = C,,, sabiti vardar.
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Kamt. ¢, B- Littlewood paley fonksiyonu, ¢, (z) = t7% (£), 0 = n+2v ve f €
Ly, (Ri, (C) olmak tizere
F(x,t) = (f®¢) (x)

dt
Pl by (1 (51

1 (@, ), = 9(F) ()
dir. Bu esitlik Teorem 6.3.4 kullanilirsa

icin

ve

3=

(), ) = | [ ) @ a2

+

<| [ 1P @I,
R}

= ”F(7 -)HLP,V(RQ,HQ)
<C ||f||Lp,u(Ri,H1)

esitsizligini saglayan bir C' > 0 sayis1 bulunur. m
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7. SONUC

Bu ¢aligmada, fonksiyon uzaylar: teorisine katki saglayacagi diigtiniilen Laplace-
Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu B- Campanato uzayi, A > —p olmak
uzere

Lono (BY) = {f € 125 () < 1l ,, < oo}

bi¢iminde tanimlanmigtir. Burada

S =

1 12
Iy, = s (P (1770~ fr () 2y
B TER™ >0 | t|y
Ey
ve 1
fo (1) = / T f(a)y2dy
|Et|VE

seklindedir. B- Campanato uzayimnin, A nin 6zel durumlarina gore diger fonksiyon
uzaylari ile baglantilari incelenmigtir.

Ayrica, yine bu ¢alismada Laplace- Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu,
onemli teknik araclardan olan B- singiiler integral operatorii ve vektor degerli B-
singiiler integral operatorii tanimlanmig, ardindan siirlilik kogullari incelenmistir.
Vektor degerli B- singiiler integral operatoriin sinirhiligindan faydalanilarak B- kare-
sel fonksiyonun siirliligi incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuclar, “ Vector- valued B- singular integral
operators in Lebesgue spaces”, “ Square functions, associated with the Laplace-
Bessel differential operator” ve “ On B- Campanato Spaces” bagliklari ile uluslararasi
saygin dergilerde yayina sunulacaktir.

Bu ¢aligmanin devami olarak B- karesel fonksiyonun B- Campanato uzayinda
sinirliliginin incelenmesinin Fourier- Bessel harmonik analizine onemli katk: saglaya-
cagl diigiintilmektedir.
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