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Aralik 2011, 38 Sayfa

Bu galigmada iirete¢ fonksiyonlar1 ve Cauchy integrali yardimiyla n. derece-
den genellestirilmis dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarinin sabitlenmis
z € C ve p € Nigin Fourier agilimlar: elde edilmigtir. Yeteri kadar biiyiik n degerleri
ve sabitlenmig z € C, p € N igin bu polinomlarin asimptotik gosterimleri Fourier
serileri yardimiyla elde edilmigtir. Ayrica p = 0,—1,—2,... igin de bu polinom-
larin asimptotik ifadeleri incelenmistir. Benzer sonuglar genellestirilmis Apostol-

Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlari i¢in de elde edilmistir.
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nomlari, dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinom-
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In this work, Fourier expansions of generalized degenerate Bernoulli, Euler,
Genocchi polynomials and generalized Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-
Genocchi polynomials have been obtained via Cauchy integral and generating func-
tions of these polynomials for fixed positive integer y and z € C. Using these ex-
pansions, we establish asymptotic behavior of these polynomials for fixed positive
integer 1 and z € C, as n — oo. We also investigate the cases y = 0,—1,—2,...

asymptotically.
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ONSOz

Bu caligma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar: ile Bulgu-
lar olmak iizere iki boliimden olugsmaktadir. Bulgular boliimiinde kullanilacak olan
genellestirilmis Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar: ve
genellestirilmis dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar:t Kuramsal Bilgiler

ve Kaynak Taramalar1 boliimiinde tanitilmig ve bazi 6zellikleri verilmigtir.

Bulgular boliimiinde ise genellestirilmis dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi
polinomlarinin Fourier serileri ve yeteri kadar biiyiitk n degerleri icin asimptotik
ifadeleri elde edilmistir. Benzer gekilde genellestirilmis Apostol-Bernoulli, Apostol-
Euler ve Apostol-Genocchi polinomlarinin Fourier serileri ve asimptotik ifadeleri elde
edilmistir.

Bu tez ¢alismasinin, bu alandaki calismalara 6nemli katkilar saglayacagi inancin-

dayiz.

Bu c¢alisma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esirge-
meyen damigmanim Saym Yard. Dog¢. Dr. Miimiin CAN’a (A.U.F.F), yardimlarimi
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1. GIRIS

Baz1 operatorleri yeterince biiyiik sayilar icin hesaplamak oldukga zor olabilir. Bu
zorlugun iistesinden gelebilmek icin farkli metotlar bulunmustur. Bu metotlarin en
kullanighilarindan birisi "Asimptotiklik " kavramidir. Cok yaygin olan bu kavram
tiim matematiksel analizde kullanilmaktadir. f ve g fonksiyonlar: i¢in lim, % =
1 oluyorsa f ile g fonksiyonlar1 asimptotiktir denir ve f(x) ~ ¢ (x) ile gosterilir.
Ornegin, Stirling formiilii lim,, o #ﬁ = 1 den yeteri kadar biiyiik n degerleri
icin n! ~ e "n"\/27n asimptotik sonucu gikar. Ayrica z > 0 i¢in 7 (z), x e esit

veya x den kiiciik asal sayilarin sayisi gostermek iizere, meshur asal say1 teoremi;

m(z)logx

—— = 1 oldugunu saglar. Bu sonug asal sayilarin dagihmn iizerine gok

lim,

onemli bilgiler icermektedir.

Weinmann (1963) F¥(z) = L B(z + ) seklinde tammladigy F%(z) fonksi-
yonu i¢in, genellestirilmis Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonundan ve Cauchy
integralinden yararlanarak, sabitlenmis z € C ve yeteri kadar biiyiik n degerleri icin
1 niin 0 ve negatif tamsay1 veya pozitif tamsayr olma durumuna goére iki farkh

asimptotik gosterim elde etmistir.

Loépez ve Temme (2010) ise ayn1 yontemle Tanmim 2.1 (sayfa 3) ile tamimlanan
n. dereceden genellegtirilmis Bernoulli ve Euler polinomlarinin, sabitlenmis z € C,
i € Z ve yeteri kadar biiylik n degerleri i¢in, asimptotik gosterimlerini elde et-
miglerdir. Ayrica sabitlenmis z € C, n € Z ve u — oo i¢in bu polinomlarin asimp-

totik gosterimleri Lopez ve Temme (1999) tarafindan elde edilmistir.

Navas vd (2011) B, (z, «) polinomunun Fourier agilimi yardimiyla sabitlenmis
z€C, u€Zven — oo igin asimptotik gosterimini elde etmigtir. Ayrica B, (z, «)
ile &, (z, a) arasindaki bagmtidan yararlanarak benzer gosterim &, (z, a) polinomu

i¢in de bulmustur.

Bu caligmanin amaci Tamim 2.6 da (sayfa 5) verilen n. dereceden genellesti-
rilmis dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarindan
ve Cauchy integralinden yararlanarak bu polinomlarin Fourier agilimlarimi elde et-

mektir. Daha sonra bu Fourier agilimlarindan yararlanarak sabitlenmis z € C, y € Z



ve yeteri kadar biiyiik n degerleri i¢in bu polinomlarin asimptotik gosterimlerini elde
etmektir. Ayrica, Tanim 2.7 de (sayfa 5) verilen genellestirilmis Apostol-Bernoulli,

Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar: i¢in de benzer sonuclar1 incelemektir.



2. KURAMSAL BIiLGILER ve KAYNAK TARAMALARI

f ve g iki fonksiyon ve a € R olmak iizere Vo > a igin |f (z)| < M |g (z)| olacak

sekilde M € R* sayist bulunabiliyorsa f () = O (g (z)) seklinde gosterilir.

Sonlu farklarin hesaplanmasinda énemli rol oynayan genellestirilmis Bernoulli
ve Euler polinomlar1 agagidaki gibi tamimlanir. Aslinda interpolasyon, sayisal tiirev
ve integral i¢in merkez-fark formiillerinin katsayilar1 bu polinomlar cinsinden ifade

edilir.

Tanim 2.1 g € C olmak dizere z degiskenine gore n. dereceden genellestirilmis

B#(z) Bernoulli, E¥(z) Euler ve G" (z) Genocchi polinomlar:

whev > w"

n=0 ’

2k erw > w"
e ZEﬁf(z)m, jwl <

n=0 ’

(2’(1])# eW? e w”
@17 = ZGZ(Z)F s wl <
n=0 '

treteg fonksiyonlar: ile tanwmlanir (Milne-Thomson 1951).

Weinmann (1963), F£(z) = 4 BE(z + ) seklinde tammladigy F%(z) fonksi-

yonu icin agagidaki asimptotik ifadeleri elde etmistir.

Teorem 2.2 (Weinmann 1963) F!'(z) = LBt(z + sp) ve p=—m, m=0,1,2,...
olsun. Bu takdirde

F,"(z) = m i(—l)’” (T:) (z+ %m — )t
Fon'(0) = 2m+2n7_l?(+;:+ o) {1 +0 (e%>} . n—oo (2.1)

dir.

Teorem 2.3 (Weinmann 1963) = € C, b € Z\{0}, n,N € NU{0} olsun. Bu



takdirde

1 1 1 1 1
Frii(z) = e yRE g {Acosw (577, + §b - b) + Bsinm (§n + §b - z)]
1
+0 < 7) , N — 0 (2.2)
2"nz

dir. Burada = n + « ve

1 —b—1\ 4
A = 1+{22 +Z—( 9 >7T2};
{22 L5, +__(oz—b—l)?élz —|—5+<a—b—1>4_8}i
2 4 w2 | p?
B — _<oz—b—1> +{_(a—b—1)8z +5Z+(a—b—1>482}i
1 Tl 1 T 3 w3 ) u?
dir.

Lépez ve Temme ise yeteri kadar biiyiik n degerleri ve sabitlenmis z € C, u € Z
icin genellestirilmis Bernoulli ve Euler polinomlarinin asimptotik gosterimlerini elde

etmislerdir.

Teorem 2.4 (Lépez ve Temme 2010) p = —m, m = 0,1,2,--- ve z = z+ iy olsun.

Bu takdirde x > —5 iken

B, "(z) = (nf—!m)!(z +m)" 140 (%)nﬂn] (2.3)
E-m(z) = 27(z 4 m)" [1 +0 (%)n] (2.4)

dir. x < =2 1ken
Bm(z) = ﬁ 2140 <Zj1>n+m] (2.5)
Em(z) = 2man [1 +0 (Z i lﬂ (2.6)

dir. = —™ iken
B ~ o o (gmea) o (gmea) m] 27)
E™(z) ~ 277 [<—§m+iy)n+ <2m+zy>n] (2.8)

dir.



Teorem 2.5 (Lépez ve Temme 2010) pn =m ve m =1,2,3--- olsun. Bu takdirde

RO o= 1)37(”‘_11) (29)

— n—uv—1)
Z B (z ( 1) ﬁ(?ﬂ)” coso + O (2_”)]

2m+1n! <n +m — 1)

(2.10)

ntm -1

m( m—1\(n+m-v—-1)" . -n
ZB < ) (ot m -1l 7TSIHT+O(3 )]

dir. Burada 0 = (2z+ in—jv)mrver = (2 —in— 1 (m—1)) 7 dw.

Tanim 2.6 (Carlitz 1979, Cenkci ve Howard 2007) w, p € C olmak tizere, z degiske-

nine gore, genellestirilmis dejenere Bernoulli, Fuler ve Genocchi polinomlar, sirasiyla,

wh 1+ w)s w_ .
(HM} 1>u = Zﬁ” (Az) o wl < )\(e 1)‘ (2.11)
(1+)\w§ — S w" 1
(1+)\w 1y )M Zé?ﬁ()\,z)ﬁ ; |w|<'x(€ —1)' (2.12)
(2w)" (1+>\w)z ) ad iy w” ’1 2mi _ 1 ‘ 913
((1_‘_)\10)%_‘_1)# ;gn( ,2) o lw| < 3 (e ) (2.13)

treteg fonksiyonlar ile tanimlanar.

A — 0icin 84 (0,2) = B¥ (2), e (0,z) = EF (2) ve G# (0, z) = G* (2) oldugun-
dan bu sgekilde tanimlanan dejenere polinomlar Tanim 2.1 de verilen polinomlarin

bir genellegtirmesidir.

Genellegtirilmis degenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar: ve sayilarinin
acik formiilleri ve rekiirens bagintilar: Carlitz (1956, 1979), Adelberg (1995), Howard
(1996), Young (2008), boliinebilirlik 6zellikleri Carlitz (1956), Howard (1996), Young
(2004, 2008) ve simetri ozellikleri ise Young (2008), Liu (2009), Cenkci (2011) tarafin-

dan incelenmigtir.



Tanim 2.7 (Luo and Srivastava 2005, Luo 2009) a, i € C olmak tzere, z degiske-
nine gore genellestirilmis B! (z,«) Apostol-Bernoulli, E! (z,«) Apostol-Euler ve

G" (z, ) Apostol-Genocchi polinomlar: sirasiyla

whe?? > w™ .
(ae" —1)F ;Bﬁ (z.0) - |w| < |27i Flnal (2.14)
MWz igu( ) w" ‘ ‘ - ’ 1 | (2 15)
T L 1E zZ, ) — w| < |m Flno ,
(aew+1)ﬂ ot n ) n ) +
(Q,w)ﬂ ewz o U)n .
(aew + 1) ;gﬁ (2, ) T lw| < |mi Flnal (2.16)
iiretec fonksiyonlar: ile tanamlanar. Burada o = |ale?, —7m < 0 < 7 ve Ina =

In |a| + 6 dar.

Bu polinomlar Tanim 2.1 de verilen polinomlarin farkh bir genellestirmesidir
ve BY(z,1) = BF(z), EF(2,1) = EF(2), GF(2,1) = GF(z) dir. Ayrica p = 1
igin B! (z, ) = B,(z,a) Apostol-Bernoulli polinomu elde edilir (Apostol 1951). Bu
polinomlarin agik formiilleri ve temel 6zellikleri Apostol (1951), Luo and Srivastava
(2005, 2006), 2011, Wang vd (2008), Kurt (2009), Luo (2009) tarafindan incelen-
mistir. Lipschitz toplama formiilii kullanilarak Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler

polinomlarimin Fourier serisi, Luo (2009) tarafindan

B 5 ! il 2.17
n(ma) = - n(z,a)—g Z (2kmi — log o) (2.17)
kez\{0}
on! 6(2]9—1)7riz
En(z,0) = — Z ST — (2.18)
kez\{0} (( - )7” — log Oé)
seklinde elde edilmigtir. Burada
0 , a=1
O (z,a0) = !
Oy
o* (—log )

dir. Apostol-Genocchi polinomlarimin Fourier agilimi ise Bayad (2011) tarafindan

2k—1)miz

2n) el
) _2n! 2.1
g (z, a) o E : ((Qk _ 1) i — log a)" ( 9)
kez\{o}

seklinde elde edilmigtir.



Navas vd (2011) B, (z,«) Apostol-Bernoulli polinomlarinin Fourier agilimi

yardimiyla sabitlenmis z € C ve yeteri kadar biiyiik n sayis1 i¢in

a € C\{0,1} ve a ¢ (—00,0) oldugunda

Loyt OB L (exp (2(|log o] + 7 (m + 1)) w) (2.20)

: 2(mt1)mi
n! min |1 + (TJF i
og o

ve o < 0 oldugunda

(—1)"! log B (2.0) = 14_<log o] + m) o2z | ) (exp (2(m + |log af) \z|)>

n! log || — 7i min |1+ 2|
(2.21)
asimptotik gosterimlerini elde etmislerdir.
Ayrica Navas vd (2011) &, (2, ) = — 2B, (2, ) bagmtisi yardumyla a > 0

icin

-\ n+l
. (an (.0) (&) ) L, 22

n—00 IOg |Cl{| —

ve a ¢ (—00,0) igin
. Eon(z,a) =1 logla| + i
lim =

n—oo &, (z,a)—1  log|al — i

(2.23)
gosterimlerini elde etmiglerdir.

Throughout this paper )\ wil always represent a pure imaginary com-
plex number, i.e., A =it € C\ {0} with ¢ € R, (so the fundemental branch
of the logarithm is taken), and p will be an integer . z,a € C ve m negatif
olmayan bir tamsay1 olmak {iizere (a:|a3m, a ya gore genellestirilmis azalan faktoriyel

fonksiyonu; m > 0 icin (z|a),, = [] (v —ka) ve (z]a), = 1 seklinde tanimlanir.
k

a =1 almrsa (z[1),, = (x),, azalan ?aktb’riyel fonksiyonu elde edilir.



3. BULGULAR

3.1. Dejenere Bernoulli Polinomlar:

Genellegtirilmis dejenere Bernoulli polinomlarinin iireteg fonksiyonu w = 0’da
kaldirilabilir tekil noktasina sahip oldugundan (2.11) ve Cauchy tiirev formiilii yardimiyla

i n! wh (14 Mw)>  dw
B (A z) = 27”/ <(1 +)\w)% B 1>uwn+1 (3.1)

seklinde yazilabilir. Burada C' orijin merkezli, yarigapt min {|w_4|, |w;|} den kiigiik
olan ¢emberdir (wy, = 1 (e*™* —1)).

p=m > 1icin 8" (), z) polinomunun Fourier acilimin inceleyelim. Ik olarak

m = 1 durumunu ele alalhm. Daha sonra m > 1 icin Fourier agilimini elde edelim

orijin merkezli, r yarigaph uygun ~ egrisi boyunca

w™ (14 Aw)> 1
Jm (w) = fm (w727/\) = ((1 N Aw)§ B 1)mwn+1

fonksiyonun intagralini hesaplayalim. Rezidii teoreminden ve (3.1) den

1 (14 w)>  dw B o
ﬁ/m : = 3 Relhi

- w),wy) + Rez (f1 (w),0)
+ Aw)X — 1) wnt keZ)\ {0}

Z Rez (fi (w),wy) + %5; (A 2),

keZ\{0}

elde edilir. Ayrica, w = re doniisiimii yapilirsa, 0 < z < 1 icin

» 2m . N 2 .
‘/ (1+ /\w N odw | / re (1 + )\Te"g) X iredo
A

14+ )\U} . 1) wnt1 1+ )\rei")% . 1> Tn—‘rlei(n-‘rl)@

27 0\ %

1 ‘(1 + Are )
o1 floeen]
r s (14 Are?)x 1‘

1 F (1 + )\ew)x
Sy B L
r ] (2 + Xei?) —1‘

21 z
1 1 A |X|
< 1/ (; +||) d) — 0, r— oo (3.2)
rn— ex arg( +)\619) . 1‘
0

8



oldugundan

Br(\z) =B, (\z)=-n! > Rez(fi(w),w) (3.3)

kez\{0}
L (14 dw)

(( 1+ Mw)* — 1)
talarinda basit kutba sahip oldugundan

fonksiyonu w; =

esitligi elde edilir. f; (w) = (e — 1) nok-

> =

(1 + )\’wk)%il

Rez (fi (w),wy) =

erTrzi €2k7ri(z+)\)
wze%(lq)m - wy
bulunur. Boylece
€2k7ri(z+)\)
Br(\z)=B,(\z)=-nl > ——r (3.4)

kezZ\{0} W

elde edilir. Oran testinden n > 1, 0 < z < 1 ve sabitlenmis A i¢in (3.4) deki serinin

mutlak yakinsak oldugu gosterilebilir. Buradan n > 1 ve 0 < z < 1 igin

erTri(z+)\) e_2k7ri(z+)\) >

Ban (X 2) = —(2n)IN*" Z ((62k)\7ri —1)* + (e=2kAmi _ 1)?"

k=1

A" & cos (2kmz + 2k (1 —n) )
) &

— _1\ntl )2
2(-1) (2n) < £ (sin (k:ﬂ')\))%

ve

)\>2”+1 i": sin (2kmz 4 km (1 — 2n) )

Bonsr (A, 2) =2 (—1)"Jrl (2n +1)! <§ (sin (l{:ﬂ)\))%“

acilimlar1 elde edlir. Bu seriler sirasiyla (,, (A, 2) ve S5, (), 2) polinomlarmin

Fourier acilimlaridir.

m > 1 i¢in (3.4) e benzer olarak 0 < z < 1 ve n > m i¢in

Bt (A z)=—nl Y Rez(fm(w),wp)=-nl Y D;ﬂ(n,z,x)&tw, (3.5)

Wi
kez\{0} kez\{0}

seklinde yazilabilir. Burada m = 1 oldugunda her k € Z igin D} (n,z,\) = 1

dir. Simdi m > 1 igin D} (n,z,\) katsayilarim hesaplayalim. f,, (w) fonksiyonu

1 (62k)\7ri

5 — 1), & # 0 noktalarmda m. mertebeden kutup noktasma sahip

W —



oldugundan

1 od™ [ (w—wp)™w™ (1 + )\w)§ . e2kmi(z+A)
= D, G " =D ) —p—
: k ((1 + Aw)> — 1) wntl k

(w — wp)™ w™ (1 4 Aw)>
<(1 + )\w)% - 1>mw"+1

olur. Ayrica wy noktasi fonksiyonun kaldirilabilir tekil

noktas1 oldugundan

(w—wk)mwm(l—i-)\w)% _ > O — W) 16
<(1+)\w)%—1>mw”+1 ; ! g &0

seklinde Taylor agilimina sahiptir. (3.6) ifadesinde her iki taraftan (m—1) defa tiirev

alinirsa
dm—1 (w — 'LUk)m w™ (1 + )\’w)X _ i Cop.. (’l“ —m4+ 2)(w N wk)r—m-i-l
dwm <(1 +Aw) — 1) wntl r=m—1
(3.7)
elde edilir. (3.7) ifadesinde her iki tarafdan w — wy i¢in limite gegilirse
p2kmi(z+2)
Cm,1 = DZL (n, zZ, )\) - (38)
Wy,

bulunur. Ayrica (3.6) da w = s + wy, doniigiimii yapilirsa

s™ (s + wy) (1 + )xsm+ Awy,) _ Z Cs
((1 A (s + wp))F — 1) (s +wy)" =

olur. Esitligin sol tarafinda wy, = §(e***™ — 1), k # 0 yerine yazihrsa

f: Cs — s™ (1+ As + A% (e2kAmi _m1>) 5
= ((1 + X (s + Lezini —1)))3 — 1) ( i
5™ (As 4 €2 X
(()\3 | e2Ami)R 1)m (5 + ;)"

s™(1+ As (e—%km))i o2hiz

((1 4 s (ef%m))% _ 1>m (5 + wy)" 1™

>|=

10



sekline doniisiir. Son esitlikte ¢t = se=2** doniistimii yapilirsa

~—~

f: O 2kAmiryr "™ (1 + At)> X p2kmAmi 2kmiz
" 1
( 1+ )\t X — 1) t€2k)\7r7, +w )n-i-l—m

= Z 5;” ()\, Z) T_: 62k7ri(z+m)\) (t€2k/\m' + wk)mfn—1

2k7rz (z4+mA) > 2k

= T Zﬁm A 2) ‘Z(m_f_1> <t6wk )T

r=0

mnl)

bulunur. Burada ( genellestirilmis binom katsayisidir. Son esitlikte Cauchy

carpimi yapilirsa

Z C 2k>\mrtr e2kﬂz(z+m)\) - 27”: 6:1 <)‘7 Z) (m —n — 1) €2k)‘(T_”)7ri
e = Fv \"H ™) c -

tT’
”*1 m v! r—ou wy,

r=0 v=0

esitligi elde edilir. Buradan

o €2km'(z+m/\ r B;f)n (/\7 Z) (m —n— 1> e 2kAvmi
r n+1 —-m | _ r—uv
wy s v! r—uo wy,
olur. Boylece
o B e2kmilzAmA) 0 B (N 2) (m —n — 1) e~ kAT
_1 — — -
" wptm v! m—1—v) "t
v=0
2kmi(z+A) M—1 om
_ ekrilzA) Z ﬁv (/\7 Z) m—n—1 wve2k7ri(m717v))\ (3 9)
wp v! m—1—v) *
v=0

bulunur. (3.8) ve (3.9) den

m—1 Am
Dy (n,z,A) =y =2 B” >‘ i ( —n- 1)wzezkm(m_1_m

—1—-w
elde edilir. Ayrica

<m—n—1)1 (m—n—1)(m—n—1—(m—2—1v))(m—1)!

m—1—uv) vl (m—1—v)l! (m —1)!
o (m=1\ o, (rtl-m-—1)
- (") (n—m)
X(n—l—l—m)(n+1—(m—l))---(n+1—[m—(m—?—v}])
(m—1)!

o (m=1\, 1w (n—1-0) (™) (=)
= <1))(]) m—Dln—m)  (n—1)

S [ o EE
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oldugundan

DF (n,20) = (-1 (”_l)mZ< LD e,

v=

(3.11)
elde edilir. Dolayisiyla (3.5) den
n—1
(A z)=nl(=1)"
g = o (1))
_1)11 e?lmri(z—i—(m—v))\)
—_ _ A2
< S e T s

keZ\{0} v=0
seklinde yazilir. Bu seri n > m ve 0 < z < 1 i¢in mutlak yakinsak olup n > m ve

0 <z < 1igin " (A, 2) polinomunun Fourier agilimina kargilik gelmektedir.

(3.12) de verilen seri n > m ve z € R i¢in mutlak yakinsak oldugundan

B (X 2)

B™ (A, 2) = 2nl (—1)"™ (n - 1)

m—1

(RS G) e

k=1 v=0

seklinde yazilabilir. Burada p = 2z + ( ;“’) A dir.

Simdi g pozitif sayist igin 5" (A, z) polinomunun asimptotik davranigimi in-

celeyelim.

Teorem 3.1 z € C, m pozitif bir tamsay, A = it € C\ {0}, t € R olmak tizere X,

z ve it = m sabitlenmis olsun. Egert > 0 ise

Ba (A, z) =nl(=1)" (;—_11) ezmn [;01 ( ) (n— 1)
n

XBZ”L ()\72){ 2mi(z+(m—ov)A) 4§ —27rz(z+(m v)/\)} O< >:|’ (313)
2T

—e min {|w_ woll = lw_ 2kmiX _ 1
dir. Burada 6 = ’ Ll Jeal} = o] ve wy = e -2 ke

0, min{|lw_y|, ws|} = |ws A

Z\ {0} dar.

12



Egert <0 use

ro=er (e (B

Xﬂym ()\,Z){ —27i(z+(m—v)A) + 7777, v 27rz(z+(m v)A )} +0 (‘ ):|, (314)

—e72™ . min {|wn], [w_o|} = [w]

dwr. Burada n = dar.
0 , min {[wi], [w_s|} = [w_y]

Ispat. Vk > 1 ve t € R\ {0} icin
jwi| < Jwys1| and Jw_g| < |w_(rsy)] (3.15)
dir. Ayrica k > 1 iken t > 0 icin
|we| < |w_g] (3.16)

ve t < 0 i¢in
dir.

t > 0 olsun. Bu durumda (3.15) ve (3.16) dan sadece |w_;| ve |ws| nin

karsilastirilmasi yeterlidir.

AmiN 1 —2miA 1 ) )
| = e _|€ (627”)‘ + €4m>\) = |w_4| (6—27rt + 6747rt)
A A
oldugundan
]w_1| < |U}2| S 0<t<tyve |U}2| < |w_1\ S 0<ty <t, (318)

burada tg, e 2™ + e~ 4™ = 1 denkleminin ¢oziimiidiir. Eger |w_;| < |wy| ise

| < Jw_1] < fws] < |ws| < |wg| < ---

(3.19)
wn] < Jw_] < fws| < Jw_o| <fw_s| <---,
ve eger |wy] < |w_q] ise
wi| < |wa] < |wzg| < |wy| < -+
n] < o] < | < a0

|U)1| < |U)2| < |w_1| < |U}_2| < |’U)_3| < v

13



dir. Boylece (3.12) de ;' (A, z) nin asimptotik davranist igin genel terimi k£ = 1
durumunda ortaya gikar. Dolayisiyla (3.19), (3.20) ve (3.12) den (3.13) elde edilir.

t < 0 olsun. (3.15) ve (3.17) den |w;| ve |w_s| konumunu incelemek yeterlidir.

Eger min {|w; |, jw_s|} = |w| ise

jwor| < fwi] < Jw-o| < |w-s| <|w_yf <---

(3.21)
jw_i| < |wi| < |w-s| < fwa| < |ws| <---,
dir ve eger min {|wy |, |w_s|} = |w_s| ise
W < |Wog| < |w_g| < |W_yg| < -
wa] < o] < ] < o 5o

|UJ_1| < |U)_2| < |w1| < |w2| < |U}3| < - .-

dir. Bu takdirde (3.12) de asimptotik davrams igin £ = —1 oldugunda temel terim
goriiliir. Sonug olarak (3.21), (3.22) ve (3.12) den (3.14) elde edilir. m

Not 1 A = 0 limit durumunda (3.12) formilinden Lopez ve Temme’nin (2010)
elde ettigi (2.9) formiili elde edilir. Fakat (2.9) formiili genellestirilmis dejenere
Bernoulli polinomlarimin asimptotik ifadesini veren Teorem 3.1 den elde edilemez.
Aslinda bu beklenmedik bir sonug degildir, ¢inki, A\ = it = 0 durumunda |wi| =
lw_1] = 27 olmasina karsin Teorem 8.1 de t > 0 iken |wi| < |we| < |w_q] <

- ve t < 0 dken |w_q] < |lw_a] < |wy| < -+ (A=1it) dwr. Bununla beraber

limy Lo+ (B (A, 2) + B0 (=, 2)) limit degeri (2.9) formiiliine karsiik gelmektedir.

m € NU{0} i¢in 8,,™ (), z) polinomunun asimptotik gosterimi (3.1) ve binom

teoremi yardimiyla asagidaki gibi elde edilebilir.

Teorem 3.2 z=x+1y € C, m=0,1,2,--- olmak tizere p = —m ve z sabitlenmig
olsun. Bu durumda n — oo igin, eger x > —7 1ise
- ! (z+m—1|)) )]
(N z)=—— (2z+m|\ 1+0 ntm o) 3.23
" 02) = oy (o ) |10 (S (323
eger ¥ < — ise

n! (z+1|N)

14



4 _ _m .
€ger v = 5 5€e

gm0~ e o (C i) ()| )

dar.

Ispat. (3.1) de p yerine —m yazlirsa

o n! 1 m : dw
c
_ b / i (- m (1+ Awﬁ (1+ /\w)§ _dw
T 97 - r ntm+1
c "=
“ mer (MY 1 las dw
r=0 C
bulunur. Cauchy tiirev formiiliinden
1 1 dw 1
i 1 5 (r+2) _
i ( + )‘w) wn+m+1 (TL 4 m)| (Z +r | )\)n—i-m

C
olarak hesaplanir. Buradan

0 = T () 620

elde edilir. n — oo igin }(z +r|A), +m| nin en hizh artan degerleri (3.27) deki toplama
en biiyiik katkiy1 saglayacaktir. Dolayisiyla

n+m—1
|(z—|—7’|)\)n+m‘ = H lz4+7r—a)\ ve |z4+r—a\’ = (x+7)+ (y—at)
a=0

oldugundan h(r) = (z + r)? fonksiyonun [0, m] aralhiginda maksimum degerlerini

aragtirmak yeterlidir.

x> —'¢ iken maxo<,<m h (r) = h (m) oldugundan her r = 0,1,--- ,m — 1 igin
lz4+r—a)? < (x+m)’+ (y—at)’ = |z 4+ m — a)|,

yani |(z + 7|A), | < [(z 4+ m|N),,,,| olur. Béylelikle (3.23) iin ispat: tamamlanmus

olur.
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r < —% iken maxo<,<m b (r) = b (0) oldugundan her r =1,2,--- ,m icin

|(z + r|)\)n+m| < ’(z|)\)

n+m |

dir. Buradan (3.24) elde edilir.

Son olarak, eger x = —% ise maxo< < A (1) = h(0) = h(m) oldugundan her

r=12---,m—1icin

‘(z—l—r|)\)n+m} < |(z|)\)n+m| = |(z—|—m|)\)

n—i—m‘

olur. Bu da (3.25) i verir. m

Not 2 A\ = 0 limit durumunda Teorem 3.2 deki (3.23), (3.24), (3.25) formiiller-
den siraswyla Lopez ve Temme’nin (2010) elde etmis olduklart (2.3), (2.5), (2.7)

formiilleri elde edilir.

3.2. Dejenere Euler Polinomlar:

(2.12) ve Cauchy tiirev formiilii yardimiyla

z

n! 20 (1 4+ w)>  dw
(M) = o / P o (3.28)
T ((1+/\w)* +1) w

seklinde yazilabilir. Burada C' orijin merkezli yarigapt min {|w_1|,|wo|} den kiigiik

e(2k+1)mix_q
B w—

olan ¢emberdir (wk =
e’ (X, z) polinomunun g = m > 1 i¢in Fourier acihmim bulahm. Ik olarak
m = 1 durumunu inceleyelim.

n! 2(1+ w)*  dw
A = () = g [
m ((1+>\w)x+1>w

vg orijin merkezli yaricap: artan uygun cember dizisi olmak tizere
n! / 2(1+ ) dw

27 ) (1 )t 1) o
TK

integralini ele alalim.

2 (1+Aw)x 1
gm(W) 1= gm(w, 2,A) = 1 oM
((1 + Aw)> + 1) w

16



olmak iizere Rezidii teoreminden

=n! Z Rez (g1, wy) + Rez (¢1,0)

2m ((1 + /\w)% + 1) wrt keZ

TK

n! / 2(1+ A w)>  dw

dir. Ayrica (3.2) ye benzer olarak 7 iizerinden alinan integral 0 olacagindan

Rez(g1,0) =¢l (\,2) =&, (A, 2) = —n! Z Rez (g1, wy) (3.29)
2= (14 Aw)

(1+ Aw)% +1
kutba sahip oldugundan

e(2k+1)mix_q

elde edilir. g, (w) = fonksiyonu wy, = “———— noktalarinda basit

>n

# (1 + Awg)

Rez (g1,wy) = T
(1 + )\wk) A
26(2k+1)7rzz e(2k:+1)7ri(z+)\)
= Wi Te@k (1N =2 W

bulunur. Boylece

0 2k+1 Ymwi(z+N)

et (N, 2) =g, (N, 2) = 2n! Z

elde edilir. n > 1 ve z€ R i¢in elde edilen seri mutlak yakinsak oldugundan

AN S&sin {(2k+ 1) 7 (2 + 520) — inm}
en (N, 2) = 4n! <§> Z — (%2_“72”\) 2

k=0

seklinde yazlabilir. Bu ifade 0 < z < 1 ve n > 1 igin ¢, (A, z) nin Fourier serisidir.

Simdi m > 1 i¢in

>n

n! 2™M (14 \w) dw
2m ) (1 awph = 1) e
VK

integralini inceleyelim. Rezidii teoreminden

n! 2™ (1 4+ w)>  dw >
/ ( ) . Rez (g (w),0) + n! Z Rez (gm(w), wy)

2mi ((1+Aw)§ +1>m =

TK
olur. Ayrica (3.2) ye benzer olarak v iizerinden alinan integral 0 olacagindan

6(2k+1)7m(z+)\)
= —nl Z A (n, 2, \) T (3.30)

k=—o00
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seklinde bir agilima sahiptir. m = 1 oldugunda her k € Z igin A} (n, z, \) = —2 dir.

m > 1igin A" (n, z, A) katsayilarin bulmaya ¢alisalim. g, (w) fonksiyonu wy, =

1 (eF+DAm _ 1) noktalarinda m. mertebeden kutup noktasma sahip oldugundan
1 dm—1 _ mom (1 1)\ £ (2k4+1)7i(z+N)
(m — 1)! n—oo dw <(1 + Aw)> + 1) wntl Wy,

(w— wg) 2™ (1 4 Aw)>
(( + )xw)A + 1) wntt

olur. Ayrica wy noktasi fonksiyonun kaldirilabilir tekil nok-

tast oldugundan

(w — wp)™ 2™ (1 4 Aw)> i (w — wy) (3.31)

((l—i—)\w)% —l—l)mw”“ =0

seklinde Taylor agilimina sahiptir. (3.31) ifadesinde w degigkenine gore (m — 1) defa

tiirev alinirsa

a1 — )™ 2™ (1 + dw)>
- w — i) ; (1Lf 2w) Z By (r—m+2)(w — wy) "™
dw <(1 + Aw)> + 1) wntl r=m—1
(3.32)
elde edilir. (3.32) ifadesinde w — wy, igin limite gegilirse
o(2k+1)mi(z+)
Ep1=A0 (n,2,\) ~ (3.33)
Wy

olur. Ayrica (3.31) de w = s + wy, doniigiimii yapilirsa

mom (1 4 As + Awg)* e
T2 A5+ i) ~Y B
((1 FA (s 4+ wy))F + 1) (5 + we)"

elde edilir. Boylece

>ln

i E.s" = s (1 + As + )\1(6(%+1)m _ 1))
((1+ 25+ Ad (e — 1) 1) (5 + )™
2mgm ()\3 + e(2k+1))\7ri) z
I
2msm (1 + s ( —(2k+1) Am))i (2k-+1)riz

1

(— (1 + As (e~ (@k+DAmi))x 1) s+ wy)"
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bulunur. Son esitlikte t = se~2*+DA™ dniisiimii yapilirsa
Z ETe(2k+1))\7rirtr _
r=0

_ ( 2) (2k+1)m z+mA) Zﬁ )\ Z (te(2k:+1))\7m +w )*nfl

e(2k+1)mi(z4mA) 0 —n—1 e(2k+1)Ami r
(T § j O § ! P

'TO

(_l)mzmtm (1 + /\t)§ 6(2k+1)m)\ﬂ'i€(2k+1)ﬂ'iz

(L4 0% = 1) (tetenim 4y

elde edilir. Boylece

> ) (2k+1)mi(z4+mA) X 5m /\ P n — 1\ e@k+DA(r—v)mi
ETe(2k+1))\7r'Lrtr — (_Z)me ( > - "
yani

E, = (_2)m

n+l—-m
W

T—v

6(2k+1)m’(z+m)\) r 521 ()\’ Z) —n—-1 67(2k+1))\vm’
Wy,

vl r—o

v=0

elde edilir. Buradan

e(ZR+1)mi(z+2) mz—l B (N z) [ —n—1
m—1—wv

v (2k+1)mi(m—1—v)\ 3.34
wy o v! )wke (3:34)

olarak bulunur. (3.33) ve (3.34) ten

A (n, 2, \) m2mz Bm /\ z ( _nl_ 1 >wke(2k+1)7m(m 1-v)A

elde edilir. Ayrica
( —n—1 ) 1 (—n—1)(-n—-1-1)...(-n—=1—=(m —2—v)) (m—1)!

m—1-v)vl (m—1—v)l! (m—1)!
g fm—=1\/n+m—-1\(n+m—v—1)!
— —1 m—1—v .
(=1) ( v >< m—1 ) (n+m—1)! (3:35)
oldugundan
m—1 y
A (n,z,\) = =2 (n tm - l) ( > o (A 2) (—we) o2k D)mi(m—1-v)A
0 (n+m—1),
(3.36)

olarak bulunur. (3.36) ve (3.30) dan

n+m—1)

e\ z)=n (m—l

co m—1 .
m — 1 (_l)v 6(2k+1)7m(z+(mfv))\)
X Z Z < v ) (n +m — 1)v v ( ’Z) wz—&-m—v (3 37)

k=—o00 v=0
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bulunur.

(3.37) yardimiyla m > 1 igin € (), z) nin asimptotik davranisi bulunabilir.

Teorem 3.3 z € C, m pozitif bir tamsayr ve X = it € C\{0}, t € R olsun.
Sabitlenmis X\, z ve i = m sayilary ve yeteri kadar biyik n saysi igin € (A, 2) nin

asimptotik davramisy asagidaki gibidir. Eger t > 0 ise
27 (A, 2) ((nt+m—1 2m \"tm mz:l m—1 (—wp)?
z) =n! —_— — 7
O N e v Jatm-1),

N s

dir. Burada siraswyla min {|w_q|, |wi|} = [w_1[ veya |wi| ise k = % = —e™ veya

v=

Wo

Xﬂzn ()\’ Z) {eﬂ'i(z—i-(m—v)/\) + Kn—i—m—ve—ﬂi(z—&-(m—v))\)} +0O (
w1

0 dwr. Egert < 0 ise

n+m

e (A, 2) = nl n+m—1 Zm)\"+m
A et A

XBZL ()\72){ —7i(z+(m—v)A) +€n+m v m(z+(m v) }+ O(

e*Aﬂ’L _

dir. Burada siraswyla min {|wo| , |w_s|} = [wo| veya [w_s| ise § = = = —e™ ™ veya

0 dor.

(2k+1)Ami __

Ispat. Ilk olarak |wy| = 3 (e 1)| in sralamgmi inceleyelim.

t >0, (A=1dt) ve her k > 0 i¢in

lwe| < |wgs1], |we] < }w_(k_i'_l)‘ ve |w_g| < ‘w_(k+1)|

oldugu goriiliir. Bu takdirde |wg| < |wy| < Jwa] < -+, Jwo| < Jwn| < Jw_q| < |w_3| <
- ve |wo| < |w_1] < |w_s| < --- dir. Buradan
|wo| < min {|w_4|, |wy|} < --- (3.40)

elde edilir. min {|w_;|, |w;|} degeri (3.18) de oldugu gibi belirlenir. Eger min {|w_;|, |w;|} =
lw_1]| ise
|wol < fw] < Jwi| < |wa| < fws| <--

(3.41)
wo| < w_1| < |w1| < [w_o| <|w_s| <
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ve min {|w_1|, |w|} = |w,] ise
Wo| < W] < |[wa| < |wg| <+ -+
ol < ] < ] < s .
[wol < |wi| < fwoy| < |w_of < |w_z| <

dir. Dolayisiyla (3.41) ve (3.42) den (3.37) de k = 0 asimptotik davrams igin ana

terimi verir. Boylece (3.38) ispatlanur.

t <0veher k>1icin
| < |w_grn| < |wi| < [wpa] with [w_.] < Jwe| < [uw]
dir. Buradan
|w_1] < min {|wo|, |w_a|} < -+, (3.43)

olur. Bu takdirde min {|wy|, |w_a|} = |wo| ise

woa| < |wol < Jwoo| < ur| <fws| <---

[woi] < |wo| < |w-s| < |w-g| <---
dir. Eger min {|wo|, |w_2|} = |w_o| ise

wor| < |wos| < Jwo| < |wr] <fws| <---

|’LU_1‘ < ’U)_2’ < |w_3| < \w_4\ < -

dir. Dolaysiyla (3.38) de asimptotik davranig igin ana terim k = —1 deki terimdir.

Bu da (3.39) un ispatin1 tamamlar. m

Not 3 A =0 limit durumunda (3.37) den Lopez ve Temme nin (2010) elde ettikleri
(2.10) formiilii elde edilir. Ayrica limy_o+ (€] (A, 2) + el (=, 2)) degeri (2.10) for-
miiline karsihk gelmesine ragmen, Not 1 dekine benzer nedenlerden dolain, Teorem

3.3 den (2.10) formiili elde edilemez.

m = 0,—1,-2,... i¢in € (A, z) polinomunun asimptotik davranig asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 3.4 z = x + 1y € C ve m negatif olmayan bir tamsayr olsun. Sabitlenmis

p = —m ve z kompleks saysi i¢in v > —5 ise
_ (z +m|\) (z+m — 1|\
TN z)=—140 L 3.44
€n ( 7Z) om + (Z+m|)\)n ;y = 00 ( )
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T < Y 18€e
et (A 2) = (Zzli;)" [1 +0 (%)} , N — 00 (3.45)
(A, 2) ~ 2 m[(—%—l—iy\)\) +(%+zy|x)n}, n— o0 (3.46)

dar.

Ispat. (3.28) de u yerine —m yazilirsa

)\ d
" (A2) = 5 / L+ dw) S (3.47)
) 1 +Aw)R) + 1) v

olur. Buradan,

dw

wn—i—l

[

e (Nz) = — [27" ((1 + w)F + 1)m (14 Aw)

m

n! m r dw
- — —-m X
2m/2%2 (T)(HAw) (1+ ) 2
c =
i my\ 1 1 dw
= nly 27 14 Aw)xr )
nE; (r)Qm/( +Aw) wntl
= C

>|n

elde edilir. n — oo i¢in |(z 4+ r|A),,| nin maksimum degerleri (3.27) deki toplama en
n—1

bityiik katkiy1 saglayacaktir. Dolayisiyla |(z +7[A), | = [] |z +7 — a)| ve |z +r — a\]* =
a=0

(z +7)* + (y — at)? oldugundan h(r) = (x + r)? fonksiyonun [0, m] araliginda mak-

simum degerlerini aragtirmak yeterlidir.
r > — iken maxo<,<m h (r) = h (m) oldugundan her r = 0,1,--- ,m — 1 igin
lz 47 —ar? < (x4 m)+ (y —at)’ = |z +m —a)]*,
yani |(z +7|A),,| < |(z +m|A),| olur. Boylelikle (3.44) iin ispat: tamamlanmsg olur.
r < —% iken maxo<,<m i (r) = h (0) oldugundan her r = 1,2,--- ,m icin
(2 +7IA), | < 1(2[A),,]
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dir. Buradan (3.45) elde edilir.

Son olarak, eger x = —% ise maxo<,<m 1 (1) = h(0) = h(m) oldugundan her
r=12---,m—11icin
(2 +7[A), | < 1(2[A), | = 1(z +mlA), |

olur. Buradan (3.46) elde edilir. m

Not 4 \ = 0 limit durumunda (3.44), (3.45), (3.46) formiillerinden siraswyla Lopez
ve Temme’nin (2010) elde etmis olduklar (2.4), (2.6), (2.8) formiilleri elde edilir.

3.3. Dejenere Genocchi Polinomlar:

(2.13) ve Cauchy tiirev formiilii yardimiyla

_nl w)" (1+ M) dw
Gh(A2) = 27rz/ ((1+)\w L ) Wt
1
A

(3.48)

seklinde yazilabilir. Burada C' orijin merkezli yaricapi

( AT 1)‘ den kiigiik olan

¢emberdir.

(3.12) ye benzer sekilde n > m ve 0 < z < 1 i¢in

m B mfn—1
G(\ z)=nl2 (m— 1)

1 .
oo m-— _ ) . 6(2k+1)m(z+(m7v))\)
X Z Z ( ) TL _ 1) B ( ) WY ’ (349)

k=—o00 v=0 k

elde edilir. Bu seri n > m ve z € R i¢in mutlak yakinsaktir. Bu seri n > m ve

0 <z < 1igin G (A, z) polinomunun Fourier agihmina kargihik gelmektedir.
G (A, z) polinomunun asimptotik davranigini veren agagidaki iki teoremin is-

pat1 Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 ile aynidir.

Teorem 3.5 z € C, m pozitif tamsay ve A = it € C\ {0}, t € R olsun. n — oo

1¢in p = m ve z sabitlendiginde t > 0 i¢in

m—1
n—1\ A" )
m(\z) = pl2m
gn ( 72) n (m_ 1> e i ] n s ( ) 1)1}

ATE ) o
<orne (S) em<z+<mvw+o( !

63)\71'@' -1
23

)




vet <0 i¢in

o) = (1 ) S () )i

m—1 —~
e—)\m' -1 "):|

. e—)\m' -1 v
X@U ()\, Z) T +0 677/\7”——1

dar.

Teorem 3.6 z = x + iy € C ve m negatif olmayan bir tamsayr olsun. n — oo i¢in
p = —m ve z sabitlendiginde v > —75 igin

G," (\2) = o !m); 2t 7;!3)% [1 o <(z(i - n:|i‘)A)n+m>] |

n+m

o m -
eger x < D) 5e

6 (s . Jr:!m)! (z\;izﬁm [1 +0 (

G (A, 2) ~ (n+!m>!2—m [(—% n iy|)\>n+m + (% + z‘yIA)Wn]

dar.

3.4. Apostol-Bernoulli Polinomlar:
(2.14) egitliginde u = m yazilirsa
wev* " w ,
WZZBH (Z,CY) m, ’U)’ < ‘271'2—11101’

elde edilir. n < m oldugunda B]" (z,«) = 0 dir. Bu takdirde, Cauchy tiirev for-

miiliinden
B (2,0) n! wme*  dw
AT 2mi ) (cew — 1) wntl
C

olur. Burada C' orijin merkezli yaricap1 |27i — In «| den kiigiik olan ¢emberdir.
m = 1 igin B! (2,a) = B, (2,a) polinomunun Fourier agihmi (2.17) deki
gibidir.
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Simdi m > 1 icin inceleyelim. Bunun i¢in

n! wmeW?* dw

21 ) (aew — 1) wnt?
Y

integralini hesaplayalim. Burada ~ orijin merkezli |(2K + 1) wi — In «| yarigaph gem-

berdir.
wme® 1
(aew — 1) wnt!

fonksiyonu wy = (2k7i — In ) noktalarinda m. mertebeden kutba sahip oldugu i¢in

b (W) :=h(w, z,a) =

Rezidii teoreminden

n! wme"®  dw
omi ) (e — 1) wrl = n! Zk: Rez (hy, (w) ,wg) + n!Rez (hy, (w),0)
N

olur. Ayrica w = re? doniisiimii yapilirsa, 0 < z < 1 icin

n! wmew? TL' rm zm@ re 02 irewdQ
2me (O[@w — 1) wn—i—l N aerew — 1\ pntleif(n+l)
Y 0
2
n! erzcosa do
- 2m (aercoseeirsine _ l)m | rn—m
0
2
n! 1 do
- 271 (aer(lfz) cos@eirsine _ 6frzc059)m | P LN 0 (350)

0

oldugundan
n!Rez (hy, (w),0) = B (z,a) = —n! Z Rez (hy, (w) , wg)
k
elde edilir. Dolayisiyla

B, (za——n'ZReszk =

k=—o0 k=—o0

. (3.51)

seklinde bir acilima sahiptir. Burada Vk icin &} (z,n,a) = 1 dir. h,, (w) fonksiyonu
wy, noktalarinda m. mertebeden kutba sahip oldugundan

1 dm—! ((w — wy)" wme*

——— lim
(m—1)! w o, ™1 (aew — 1) wntt

Wiz
ek

) = f;ﬂn (Z’n’a> wn

k
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(w — wy)" wme®*
(aew — 1) wntt
taya sahip oldugundan

olur. Ayrica fonksiyonu w;, noktalarinda kaldirilabilir tekil nok-

(w—wk) wrer ZC w — wg)" (3.52)

(aew — 1) wnt!

seklinde Taylor agilmina sahiptir. (3.52) ifadesinde (m — 1) defa tiirev alinirsa

! (“"_w’“) wn+1) Zow—1 )oro(r — m 4 2)(w — wy,)" ™

m—1 wo__
dw (aew —1)" S~

olur. w — wy, i¢in limite gegilirse

ewkz
Om—l = 5? <Z7 n, Oé) n (353)
Wy,

bulunur. Ayrica (3.52) de w = s + wy, doniigtimii yapilirsa

rS = m n
— (cvestwr — )™ (s + wy ) +

SmeSZ
= e ———0 (s + wy

(e° = 1)

oo
ewr® s m—n—1\ s
- n+1 m § : § : v ,w_z

)mfnfl

v=0
(Z) m—n-—1 v—r T
ey R
r=0 v=0
olur. Buradan .
wyz M~ B™ —n—1
e
wp L= v m—1—v

bulunur. (3.53) ve (3.54) ten

B —-n—1
v (2) (m " )wg (3.55)
elde edilir. (3.10) ve (3.55) ten

& (zm,0) = (=1)"" (:f_ ! >

bulunur. Dolayisiyla (3.56) dan

mea-are () SR () GEAE o

m—1 wy,

> (") e ) aso)




olarak bulunur. n > m oldugunda 0 < z < 1 icin bu seri mutlak yakinsaktir ve

B (z,«) polinomunun Fourier agihmina kargilik gelmektedir.

& (z,n, ) katsayilarimin asimptotoik davranigt

& (z,m, @) = (—D’"‘lL_1 <1+0 (1)) L n— o0

(m—1)! n
seklinde olur.

B (z, «) polinomunun asimptotik davranigi agagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 3.7 Sabitlenmis p = m € N, z € C ve yeteri kadar biiyik n saylar: igin
a € C\(—00,0)U{1l} oldugunda

B™ (z,a) = (—1)" _onl (n — 1>

a? (log )" \m — 1
m—1

<Y % (m N 1) B™(2)+0 CH (3.58)

(Y

v=0

ve a € (—00,0) oldugunda

By () = (-1 () r o (e o)

a®(loga)" \m -1/ | = (n—1),\ v
1 AN 1
1 (sl N b (L (3.59)
log |a| — i ‘1 | 2mi
log

dar.

Ispat. Her & > 0 icin
0< |w:|:k| < |wi(k+1)| (360)

oldugu kolayca goriiliir.

a € C\(=00,0) U {1} igin, |wo| < |wsa| ve %) = ‘11@3‘1 > 1 dur.

Dolayisiyla B! (z, a) polinomunun asimptotik davranisi i¢in (3.57) de sadece k =0
terimini almak yeterlidir. Bu takdirde sabitlenmis m ve z sayilar1 ve n — oo igin

(3.58) elde edilir.
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a € (—00,0) i¢in [wo| = |=loga| = [2mi —loga| = |wi| < [w_q| ve |{=%
‘1 + lggg > 1 dir. Bu takdirde (3.57) de sadece k = 0, 1 terimlerini almak yeterlidir.

Dolayisiyla (3.57) den (3.59) elde edilir. m

Not 5 Teorem 3.7 de verilen (3.58) ve (3.59) ifadeler aym kosullar altinda o €
C\(—00,0) U {1} i¢in

B (z0) = (—1)t ™ [1 +0 G)] :

o (log )" (m — 1)!

ve o € (—00,0) igin

! m-1 1 AL 1
B"(z,a) = (~1)""™ — " " ; {H(w) ezmqo(_)},

o (loga)” (m — 1 log || — i

seklinde yazilabilir.

Not 6 Ayrica (3.57) de o = 1 alimarsa Lopez ve Temme nin (2010) elde ettigi (2.9)

formiili elde edilir..

Not 7 Teorem 3.7 iin sonucu olarak Navas vd (2011) tarafindan elde edilen (2.20)
ve (2.21) formiilleri elde edilir.

Teorem 3.8 z = = + 1y € C ve m negatif olmayan bir tamsayr olsun. Sabitlenmis

p = —m, z ve yeteri kadar biyik n saylar i¢in x > —73 oldugunda
! -1 n+m
B (20) = a"— (G +m)m 140 (22 . (360)
(n+m)! zZ+m

r < —Foldugunda

. m n! e Z4+1\""
ve v = —Zoldugunda
“m (—l)m n! _m L\ vtm m m o\ ntm
B," (z,«) g m) ( 5t Zy) + (—a) (5 + 2y> : (3.63)
dar.
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Ispat. (2.14) de u yerine —m yazilirsa

w .
(aew - ZB —‘ , lw| < |27 — Ina

elde edilir. Cauchy tiirev formiiliinden

1 w~Mew* dw
B =nl—
c

bulunur. Burada C' orijin merkezli yarigap: |27i — In | den kiigiik olan ¢emberdir.

Bu takdirde

n! dw

B"(z,a) = — [ (ae” —1)"e"?

wn+1+m

n' S m—r (T ToTW W2 dw
- Q_M‘/z;(_l) (r)ae € ntitm
c "=
- m 1 dw
_ | _q\ym-—r r_— w(z+r)
- ”Z( 1) (T)Oz 27m,/6 wntl+m
C

bulunur. (3.64) deki toplama n — oo iken |z + 7| nin maksimum degeri en biiyiik
katkiy1 saglayacaktir. z € R igin |z 4+ r| maksimum degerini » = m de aldigindan
(3.61) elde edilir. z = z 4 iy € C olsun. Bu takdirde |z + r| nin maksimum degerini
bulmak icin f (r) = (z + )? fonksiyonunun [0, m] araligimda maksimumunu incele-
mek yeterlidir. # < —% oldugunda f (r) fonksiyonu 7 = 0 noktasinda maksimum
olur. Bu da bize (3.62) yi verir. z = —% durumunda ise f (r) fonksiyonu r = 0 ve
r = m noktalarinda maksimum degerlm alir. Bu da bize (3.63) ii verir. Son olarak

r > —% iken f(r) fonksiyonu r = m noktasinda maksimum degerini aldigindan

(3.61) elde edilir. m

Not 8 Ayirca teorem 3.8 de a = 1 alimrsa sirasiyla Lopez ve Temme’nin (2010)

elde etmis olduklar: (2.3), (2.5), (2.7) formiilleri elde edilir.
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3.5. Apostol-Euler Polinomlar:

Genellestirilmis Apostol-Euler polinomlarinin iireteg fonksiyonu w = 0 nok-

tasinda analitik oldugundan (2.15) ve Cauchy tiirev formiilii yardimiyla

n! 2te™®  dw
bl = — 3.65
n (29) 2mi ) (e + 1) wntt (3:65)
C

seklinde yazilir. Burada C orijin merkezli yarigap: |7i — In | den kiigiik olan ¢em-

berdir.

p = m > 1 durumunda & (z, ) polinomunun Fourier a¢ilimini inceleyelim.

m = 1igin &} (z,a) = &, (2, @) polinomunun Fourier agilim (2.18) deki gibidir.
m > 1 i¢in Fourier acilimini bulmaya caligalim. Bunun i¢in

n! QM W= dw

2mi ) (aew +1)™ wntt
¥

integralini hesaplayalim. Burada «y orijin merkezli 2K 7i — In «| yarigapli gemberdir.

21e* 1

ae® + 1) wntl

Pm (w) = Pm (U),Z, )\) = (

fonksiyonu wy, = (2k+ 1) mi — Ina noktalarmmda m. mertebeden kutba sahiptir.

Ayrica (3.50) ye benzer gekilde v iizerinden alinan integral 0 olacagindan ve Rezidii

teoreminden

nl 2m€wz dw 00
i (@e® + )" o = nlRez (¢, (w),0) + n! k_z Rez (¢, (w) ,w;,) =0
vy =—0Q

olur. Bu takdirde

o ewkz
EN (z,a) = —n! Fi' (z,n,a) — (3.66)
k:ZOO ; o
seklinde bir agilima sahiptir. Burada Vk i¢in F} (z,n,a) = —2 dir. ¢,, (w) :=

oW 1
oze“’e—i— 1) it fonksiyonu wy, = (2k + 1) mi — Ina noktalarinda

m. mertebeden kutup noktasina sahip oldugundan

Om (W, 2,\) = (

W2
ek

1 dm—1 ((w — wy,)" 2me"?

I = 7 e
(m —1)! A (aew 4+ 1)™ wntl > ¢ (zma) wt

30



(U) _ wk) QM Wz

(e +1)" w
sahip oldugundan

olur. Ayrica fonk31yonu wy, noktalarinda kaldirilabilir tekil noktaya

(w —wy)™ 2mev*
(ae + 1) 0l ZC’ w — wg)" (3.67)

seklinde Taylor agilimina sahiptir. (3.67) ifadesinde (m — 1) defa tiirev alinirsa

" ((“’_“”“) 2 M) Z Cor(r = 1).wc(r — m + 2)(w — wy) "

dwm=1 \ (ae® +1)" wnt! S~

elde edilir. w — wy, i¢in limite gecilirse

WE 2
ek

Cre1 = F" (2,0, ) (3.68)

n+1
Wi

olur. Ayrica (3.67) de w = s + wy, doniigiimii yapilirsa

Sm2me(s+wk )z

Z Crs"™ = m n+1
— (aestwr 4+ 1) (s + wy, )

Smesz

= MW~ (s4aw,) "]
—2)™ eWkz  gMes? s —nl
wk (65 - 1" \wy

m 5 = [(—n—1\ s
S nmeny ()5
(_2) ewkz - T (Z ( ’I’L-].) v T

n+1
wk r= Ov 0

bulunur. Buradan

(=2 e =B () ( =n=1 Y\ i
Chiq = e > . wy™mt (3.69)

olur. (3.68) ve (3.69) dan

m—1
B —n—1
A ey = (-7 Y PEE( T (3.70)
elde edilir. (3.35) ve (3.70) den

fg(z’n’a):i(m;izl)mz_lfﬁ(z) (m—1> (n+m—1—;})!(_wk)u

(wk)m ' v=0 v




bulunur. Dolayisiyla (3.66) dan

E" (z,a) = 2Mn! <n+m - 1)
k

elde edilir. Bu ifade 0 < z < 1 ve n > 1 i¢in £ (2, &) nin Fourier serisine karsilik

3

1( >(_1)UBm< A 3

(n+m_1) n+mv

Il
=)

€Z v

gelir.

EM (z,a) nin seri temsili yardimiyla 4 = m > 1 durumunda asimptotik

davranigi incelenir.

Teorem 3.9 z € C ve m pozitif bir tamsay olsun. n — oo ve sabitlenmis p = m

ve z i¢in, 0 < arga < 1 ve a # —1 oldugunda

2m ! -1
a* (mi — log «) m—1
= (loga — i) (m—1 mi —loga|”
B 0| | ——— 3.73
[Z o (e o (T >]( |

€ (0,00) oldugunda

£ (2.) = 2m (="l <n+m— 1)
T af (mi4 log )™

m—1

loga—i—m m—1
(n+m-—1), v

CM

A 1 .\ nN+m—v A l n
«B™ (2) { e~ ogat m ECA M . (3.74)
loga — i 3mi — log
ve —m < arg < 0 oldugunda
2™ (=1)"" p ~-1
ey (s = 2o (e
o (mi + log ) m—1
m—1 . n
(loga + i) (m —1 . i + log
B "+ O| | ———— 3.75
X[; (n+m—1), ( v ) v (e (m’—loga )] (3:75)

dar.

Ispat. Eger 0 < argar < 7 ve a # —1 ise her k > 0 icin
0 < fw_| < Jwp| < Jw_gryny| < |wpsa] (3.76)
dir. Eger —m < arga < 0 ise her k£ > 0 i¢in
0 <|wgl < ‘w,(kﬂ)‘ < Nwg| < Jwiaq] with |w_q| < |we| < |w_s] (3.77)
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dir. Bu takdirde 0 < argav < 7 ve o # —1 i¢in |wg| = |mi —log oo < |w_4| < --- dur.
Dolayisiyla sabitlenmis m ve z i¢in n — oo iken £ (z, @) nin asimptotik davranisi
icin (3.72) de temel terim k& = 0 oldugunda goriiliir. Bu takdirde (3.72) den (3.73)
elde edilir. a € (0,00) i¢in |wg| = |w_1| < |wy| < -+ dir. Bu takdirde (3.72) de
k = 0,—1 oldugunda goriiliir. Bu da bize (3.74) yi verir. —7 < arga < 0 igin
lw_1] < |we| < --- dir. Bu durumda (3.72) de temel terim k = —1 de goriiliir.

Boylece (3.75) nin ispatini tamamlanir. m

Not 9 Teorem 3.9 da verilen asimptotik formlar Not 1 deki gibi yazilabilir.

Not 10 (3.72) de o = 1 alindvganda, Lopez ve Temme nin (2010) elde etmis olduk-
lary (2.10) formiili elde edilir.

Not 11 Teorem 3.9 un sonucu olarak Navas vd (2011) tarafindan elde edilen (2.22)
ve (2.23) formiilleri elde edilir.

Teorem 3.10 z = x + 1y € C, a # —1 ve m negatif olmayan bir tamsayr olsun.

Sabitlenmis p = —m, z ve yeteri kadar biiyik n saylary icin eger v > —7 ise
—1\"
E-m(z,a) = 27™a™ (2 + m)" {1 +0 ((”L) )} , (3.78)
z+m
eger v < —14 ise
1 n
£ (2,0) = 272" {1 e ((Z ! ) )} (3.79)
z
ve eger ¥ = — ise
£ (z,a) ~ 27 [(—% + zy) +am (% + zy) ] (3.80)
dar.
Ispat. (3.65) de u yerine —m yazilirsa
n! 27me® dw

E M (z,a) = —

- 2mi) (aew 4 1) wnt
C
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elde edilir. Bu takdirde

n! dw
—m — 1 m 2—m wz
E M (z,a) - (e + 1) e
C
“ d
— Z 7" Tw2—mewz_w
27rz wntl
c = 0

m 1 dw
_ ! =Ml w(z+r)
nZ(r) 042m,/e wntl
r=0 C
= 2- mZ( ) (z+71)"

seri agilimu elde edilir. £, ™ (z, «) i¢in elde ettigimiz toplama n — oo iken |z + 7| nin
maksimum degeri en biiyiik katkiy1 saglayacaktir. Dolayisiyla Teorem 3.8 e benzer

olarak sirasiyla (3.79), (3.80) ve (3.78) ispatlanir. m

Not 12 Teorem 3.10 da o = 1 alimrsa siraswyla Lopez ve Temme nin (2010) elde
etmis olduklary (2.4), (2.6), (2.8) formiilleri elde edilir.

3.6. Apostol-Genocchi Polinomlar:

BE (z,a) ve G (z, ) polinomlarimin iireteg fonksiyonlarindan
Gh (2, 0) = (=2)" B} (2, —a)

oldugu goriiliir. Boylece (3.57) yardimiyla G* (z, ) i¢in de bir Fourier serisi elde
edilir. Ayrica G* (z,«) ile € (z, ) polinomlarmin iirete¢ fonksiyonlarmin kutup
noktalar: ayni oldugu igin (3.77) kullanilarak Teorem 3.7 ve Teorem 3.8 e benzer

teoremler G# (z, ) polinomu i¢in de agagidaki gibi elde edilebilir.

Teorem 3.11 z € C ve m bir pozitif tamsayr olsun. n — oo i¢in © = m ve z

sabitlendiginde 0 < arga < 7 ve o # —1 i¢in
2m n! n—1
G (z0) = ————7
o (mi —loga)” \m — 1

m—1
(logav — wd)" (m —1\ _ is )
X [Z TR ( ; >BU (2)e —|—O<

» i + log o

—log

)]
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m - m (_1>nn' n—1 m—1 10ga+m o
G (20 = S (1 )[Z el (1)

v=0
. 1 n—u 4 §
. {em i (M) ™y + 0 < >] :
logav — mi

ve —m < arga < 0 ig:in

gqg“(z,a)zﬁg—#%!n(nﬂ)

o (mi +loga)" \m — 1

T+ log o

T+ loga

m—1
(1 m—1 |
X [ Ogoz+m ( )B;n(z)eﬂzz_i_O(
n_l ! L —

)

@M

log «

dar.

Teorem 3.12 z =z + iy € C ve m negatif olmayan bir tamsayr olsun. Sabitlenmig

(E=
o))

p=—m, z ven — o0 i¢in r > —5 ise

27! .
g;m(zﬂ):mjL—%(z—l—m) -

r < —12 ise

2—mn!
. = — n+m

ver = — e

dar.
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4. SONUQ

Bu ¢aligma kapsaminda, genellestirilmis dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi
polinomlar:1 ve genellestirilmis Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi
polinomlar:1 icin Cauchy integrali ve iirete¢ fonksiyonlarindan yararlanarak bu poli-
nomlarin Fourier serileri elde edilmistir. Bu Fourier acilimlar: yardimi ile yeteri kadar
biiyiik n degerleri i¢in bu polinomlarin asimptotik ifadeleri elde edilmistir. Lopez
ve Temme’nin (2010) genellestirilmis Bernoulli ve Euler polinomlar: igin elde et-
tigi asimptotik ifadeler bu caligmada genellestirilmis dejenere Bernoulli ve Euler
polinomlar1 icin elde edilen asimptotik ifadelerin A — 0 durumunun bir 6zel ha-
lidir. Ayrica genellegtirilmis Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlar i¢in bu
caligmada elde edilen asimptotik ifadelerde p = 1 alindiginda Navas vd nin (2011)

sonuclar1 elde edilmektedir.
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