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ÖZET

BAZI ÖZEL POL·INOMLARIN AS·IMPTOT·IK GÖSTER·IMLER·I

·Ilyas YAKAN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mümün CAN

Aral¬k 2011, 38 Sayfa

Bu çal¬̧smada üreteç fonksiyonlar¬ve Cauchy integrali yard¬m¬yla n: derece-

den genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬n¬n sabitlenmi̧s

z 2 C ve � 2 N için Fourier aç¬l¬mlar¬elde edilmi̧stir. Yeteri kadar büyük n de¼gerleri

ve sabitlenmi̧s z 2 C, � 2 N için bu polinomlar¬n asimptotik gösterimleri Fourier

serileri yard¬m¬yla elde edilmi̧stir. Ayr¬ca � = 0;�1;�2; : : : için de bu polinom-

lar¬n asimptotik ifadeleri incelenmi̧stir. Benzer sonuçlar genelleştirilmi̧s Apostol-

Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlar¬için de elde edilmi̧stir.

ANAHTARKEL·IMELER : Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi poli-

nomlar¬, dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinom-

lar¬, Asimptotik Form, Üreteç fonksiyonu, Fourier serisi
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ABSTRACT

ASYMPTOTICS REPRESENTATIONS OF SOME POLYNOMIALS

·Ilyas YAKAN

M. Sc. Thesis in Mathematics

Adviser: Asst. Prof. Dr. Mümün CAN

December 2011, 38 Pages

In this work, Fourier expansions of generalized degenerate Bernoulli, Euler,

Genocchi polynomials and generalized Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-

Genocchi polynomials have been obtained via Cauchy integral and generating func-

tions of these polynomials for �xed positive integer � and z 2 C. Using these ex-

pansions, we establish asymptotic behavior of these polynomials for �xed positive

integer � and z 2 C, as n ! 1. We also investigate the cases � = 0;�1;�2; : : :

asymptotically.

KEY WORDS: Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polynomials,

degenerate Bernoulli, Euler, Genocchi polynomials, Asymtotics

representation, Generating functions, Fourier series
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ÖNSÖZ

Bu çal¬̧sma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar¬ ile Bulgu-

lar olmak üzere iki bölümden oluşmaktad¬r. Bulgular bölümünde kullan¬lacak olan

genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar¬ve

genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬Kuramsal Bilgiler

ve Kaynak Taramalar¬bölümünde tan¬t¬lm¬̧s ve baz¬özellikleri verilmi̧stir.

Bulgular bölümünde ise genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi

polinomlar¬n¬n Fourier serileri ve yeteri kadar büyük n de¼gerleri için asimptotik

ifadeleri elde edilmi̧stir. Benzer şekilde genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli, Apostol-

Euler ve Apostol-Genocchi polinomlar¬n¬n Fourier serileri ve asimptotik ifadeleri elde

edilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬n-

day¬z.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m Say¬n Yard. Doç. Dr. Mümün CAN�a (A.Ü.F.F), yard¬mlar¬n¬

gördü¼güm hocalar¬m Prof. Dr. Veli KURT (A.Ü.F.F) ve ·Ing. Okt. Devrim ARDIÇ�a

(A.Ü.Y.D.Y.O) teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

Baz¬operatörleri yeterince büyük say¬lar için hesaplamak oldukça zor olabilir. Bu

zorlu¼gun üstesinden gelebilmek için farkl¬metotlar bulunmuştur. Bu metotlar¬n en

kullan¬̧sl¬lar¬ndan birisi "Asimptotiklik " kavram¬d¬r. Çok yayg¬n olan bu kavram

tüm matematiksel analizde kullan¬lmaktad¬r. f ve g fonksiyonlar¬için limx!1
f(x)
g(x)

=

1 oluyorsa f ile g fonksiyonlar¬asimptotiktir denir ve f (x) � g (x) ile gösterilir.

Örne¼gin, Stirling formülü limn!1
n!

e�nnn
p
2�n

= 1 den yeteri kadar büyük n de¼gerleri

için n! � e�nnn
p
2�n asimptotik sonucu ç¬kar. Ayr¬ca x > 0 için � (x) ; x e eşit

veya x den küçük asal say¬lar¬n say¬s¬göstermek üzere, meşhur asal say¬teoremi;

limx!1
�(x) log x

x
= 1 oldu¼gunu sa¼glar. Bu sonuç asal say¬lar¬n da¼g¬l¬m¬üzerine çok

önemli bilgiler içermektedir.

Weinmann (1963) F�
n (z) =

1
n!
B�n(z +

1
2
�) şeklinde tan¬mlad¬¼g¬F�

n (z) fonksi-

yonu için, genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonundan ve Cauchy

integralinden yararlanarak, sabitlenmi̧s z 2 C ve yeteri kadar büyük n de¼gerleri için

� nün 0 ve negatif tamsay¬ veya pozitif tamsay¬ olma durumuna göre iki farkl¬

asimptotik gösterim elde etmi̧stir.

López ve Temme (2010) ise ayn¬yöntemle Tan¬m 2.1 (sayfa 3) ile tan¬mlanan

n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernoulli ve Euler polinomlar¬n¬n, sabitlenmi̧s z 2 C;

� 2 Z ve yeteri kadar büyük n de¼gerleri için, asimptotik gösterimlerini elde et-

mi̧slerdir. Ayr¬ca sabitlenmi̧s z 2 C; n 2 Z ve � ! 1 için bu polinomlar¬n asimp-

totik gösterimleri López ve Temme (1999) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Navas vd (2011) Bn (z; �) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬yard¬m¬yla sabitlenmi̧s

z 2 C; � 2 Z ve n ! 1 için asimptotik gösterimini elde etmi̧stir. Ayr¬ca Bn (z; �)

ile En (z; �) aras¬ndaki ba¼g¬nt¬dan yararlanarak benzer gösterim En (z; �) polinomu

için de bulmuştur.

Bu çal¬̧sman¬n amac¬Tan¬m 2.6 da (sayfa 5) verilen n: dereceden genelleşti-

rilmi̧s dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬ndan

ve Cauchy integralinden yararlanarak bu polinomlar¬n Fourier aç¬l¬mlar¬n¬elde et-

mektir. Daha sonra bu Fourier aç¬l¬mlar¬ndan yararlanarak sabitlenmi̧s z 2 C; � 2 Z

1



ve yeteri kadar büyük n de¼gerleri için bu polinomlar¬n asimptotik gösterimlerini elde

etmektir. Ayr¬ca, Tan¬m 2.7 de (sayfa 5) verilen genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli,

Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar¬için de benzer sonuçlar¬incelemektir.
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2. KURAMSAL B·ILG·ILER ve KAYNAK TARAMALARI

f ve g iki fonksiyon ve a 2 R+ olmak üzere 8x > a için jf (x)j � M jg (x)j olacak

şekilde M 2 R+ say¬s¬bulunabiliyorsa f (x) = O (g (x)) şeklinde gösterilir.

Sonlu farklar¬n hesaplanmas¬nda önemli rol oynayan genelleştirilmi̧s Bernoulli

ve Euler polinomlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r. Asl¬nda interpolasyon, say¬sal türev

ve integral için merkez-fark formüllerinin katsay¬lar¬bu polinomlar cinsinden ifade

edilir.

Tan¬m 2.1 � 2 C olmak üzere z de¼gişkenine göre n: dereceden genelleştirilmiş

B�n(z) Bernoulli, E
�
n(z) Euler ve G

�
n (z) Genocchi polinomlar¬

w�ezw

(ew � 1)� =
1X
n=0

B�n(z)
wn

n!
; jwj < 2�

2�ezw

(ew + 1)�
=

1X
n=0

E�n(z)
wn

n!
; jwj < �

(2w)� ewz

(ew + 1)�
=

1X
n=0

G�n (z)
wn

n!
, jwj < �

üreteç fonksiyonlar¬ile tan¬mlan¬r (Milne-Thomson 1951).

Weinmann (1963), F�
n (z) =

1
n!
B�n(z +

1
2
�) şeklinde tan¬mlad¬¼g¬F�

n (z) fonksi-

yonu için aşa¼g¬daki asimptotik ifadeleri elde etmi̧stir.

Teorem 2.2 (Weinmann 1963) F�
n (z) =

1
n!
B�n(z +

1
2
�) ve � = �m; m = 0; 1; 2; : : :

olsun. Bu takdirde

F�m
n (z) =

1

(n+m)!

mX
r=0

(�1)r
�
m

r

�
(z +

1

2
m� r)m+n

F�m
2n (0) =

nm+2n

2m+2n�1 (m+ 2n)

n
1 +O

�
e
�4n
m

�o
; n!1 (2.1)

dir.

Teorem 2.3 (Weinmann 1963) z 2 C, b 2 Zn f0g ; n;N 2 N[f0g olsun. Bu

3



takdirde

Fn+�
n+b (z) =

1

�
3
2
��+b2��

3
2�

1
2

�
A cos �

�
1

2
n+

1

2
b� b

�
+B sin �

�
1

2
n+

1

2
b� z

��
+O

�
1

2nn
7
2

�
; n!1 (2.2)

dir. Burada � = n+ � ve

A = 1 +

�
2z2 +

1

4
�
�
�� b� 1

2

�
4

�2

�
1

�

+

�
2z4 +

5

2
z2 +

1

32
�
�
�� b� 1

2

�
24z2 + 5

�2
+

�
�� b� 1

4

�
48

�2

�
1

�2

B = �
�
�� b� 1

1

�
4z

��
+

�
�
�
�� b� 1

1

�
8z3 + 5z

�
+

�
�� b� 1

3

�
48z

�3

�
1

�2

dir.

López ve Temme ise yeteri kadar büyük n de¼gerleri ve sabitlenmi̧s z 2 C; � 2 Z

için genelleştirilmi̧s Bernoulli ve Euler polinomlar¬n¬n asimptotik gösterimlerini elde

etmi̧slerdir.

Teorem 2.4 (López ve Temme 2010) � = �m; m = 0; 1; 2; � � � ve z = x+ iy olsun.

Bu takdirde x > �m
2
iken

B�mn (z) =
n!

(n+m)!
(z +m)n+m

"
1 +O

�
z +m� 1
z +m

�n+m#
(2.3)

E�mn (z) = 2�m(z +m)n
�
1 +O

�
z +m� 1
z +m

�n�
(2.4)

dir. x < �m
2
iken

B�mn (z) =
n!

(n+m)!
zn+m

"
1 +O

�
z + 1

z

�n+m#
(2.5)

E�mn (z) = 2�mzn
�
1 +O

�
z + 1

z

�n�
(2.6)

dir. x = �m
2
iken

B�mn (z) � n!

(n+m)!

"
(�1)m

�
�1
2
m+ iy

�n+m
+

�
1

2
m+ iy

�n+m#
(2.7)

E�mn (z) � 2�m
��
�1
2
m+ iy

�n
+

�
1

2
m+ iy

�n�
(2.8)

dir.

4



Teorem 2.5 (López ve Temme 2010) � = m ve m = 1; 2; 3 � � � olsun. Bu takdirde

Bmn (z) =
2 (�1)m

(2�)n

�
n� 1
m� 1

�
(2.9)

�
"
m�1X
v=0

Bmv (z)

�
m� 1
v

�
(n� v � 1)!
(n� 1)! (2�)v cos� +O

�
2�n
�#

Emn (z) =
2m+1n!

�n+m

�
n+m� 1
m� 1

�
(2.10)

�
"
m�1X
v=0

Bmv (z)

�
m� 1
v

�
(n+m� v � 1)!
(n+m� 1)! �v sin � +O

�
3�n
�#

d¬r. Burada � =
�
2z + 1

2
n� 1

2
v
�
� ve � =

�
z � 1

2
n� 1

2
(m� 1)

�
� d¬r.

Tan¬m 2.6 (Carlitz 1979, Cenkci ve Howard 2007) w; � 2 C olmak üzere, z de¼gişke-

nine göre, genelleştirilmiş dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬, s¬ras¬yla,

w� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�� =

1X
n=0

��n (�; z)
wn

n!
, jwj <

����1� �e2��i � 1�
���� (2.11)

2� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�� =
1X
n=0

"�n (�; z)
wn

n!
, jwj <

����1� �e��i � 1�
���� (2.12)

(2w)� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�� =
1X
n=0

G�n (�; z)
wn

n!
, jwj <

����1� �e2��i � 1�
���� (2.13)

üreteç fonksiyonlar¬ile tan¬mlan¬r.

�! 0 için ��n (0; z) = B
�
n (z) ; "

�
n (0; z) = E

�
n (z) ve G�n (0; z) = G�n (z) oldu¼gun-

dan bu şekilde tan¬mlanan dejenere polinomlar Tan¬m 2.1 de verilen polinomlar¬n

bir genelleştirmesidir.

Genelleştirilmi̧s degenere Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬ve say¬lar¬n¬n

aç¬k formülleri ve rekürens ba¼g¬nt¬lar¬Carlitz (1956, 1979), Adelberg (1995), Howard

(1996), Young (2008), bölünebilirlik özellikleri Carlitz (1956), Howard (1996), Young

(2004, 2008) ve simetri özellikleri ise Young (2008), Liu (2009), Cenkci (2011) taraf¬n-

dan incelenmi̧stir.
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Tan¬m 2.7 (Luo and Srivastava 2005, Luo 2009) �; � 2 C olmak üzere, z de¼gişke-

nine göre genelleştirilmiş B�n (z; �) Apostol-Bernoulli, E
�
n (z; �) Apostol-Euler ve

G�n (z; �) Apostol-Genocchi polinomlar¬s¬ras¬yla

w�ewz

(�ew � 1)� =

1X
n=0

B�n (z; �)
wn

n!
, jwj < j2�i� ln�j (2.14)

2�ewz

(�ew + 1)�
=

1X
n=0

E�n (z; �)
wn

n!
, jwj < j�i� ln�j (2.15)

(2w)� ewz

(�ew + 1)�
=

1X
n=0

G�n (z; �)
wn

n!
, jwj < j�i� ln�j (2.16)

üreteç fonksiyonlar¬ ile tan¬mlan¬r. Burada � = j�jei�; �� � � < � ve ln� =

ln j�j+ i� d¬r.

Bu polinomlar Tan¬m 2.1 de verilen polinomlar¬n farkl¬bir genelleştirmesidir

ve B�n (z; 1) = B�n (z), E�n (z; 1) = E�n (z) ; G�n (z; 1) = G�n (z) d¬r. Ayr¬ca � = 1

için B1n(z; �) = Bn(z; �) Apostol-Bernoulli polinomu elde edilir (Apostol 1951). Bu

polinomlar¬n aç¬k formülleri ve temel özellikleri Apostol (1951), Luo and Srivastava

(2005, 2006), 2011, Wang vd (2008), Kurt (2009), Luo (2009) taraf¬ndan incelen-

mi̧stir. Lipschitz toplama formülü kullan¬larak Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler

polinomlar¬n¬n Fourier serisi, Luo (2009) taraf¬ndan

Bn (z; �) = ��n (z; �)�
n!

�z

X
k2Znf0g

e2k�iz

(2k�i� log�)n (2.17)

En (z; �) =
2n!

�z

X
k2Znf0g

e(2k�1)�iz

((2k � 1)�i� log�)n+1
(2.18)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada

�n (z; �) =

8><>:
0 ; � = 1

n!

�z (� log�)n ; � 6= 1

d¬r. Apostol-Genocchi polinomlar¬n¬n Fourier aç¬l¬m¬ise Bayad (2011) taraf¬ndan

G�n (z; �) =
2n!

�z

X
k2Znf0g

e(2k�1)�iz

((2k � 1)�i� log�)n (2.19)

şeklinde elde edilmi̧stir.
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Navas vd (2011) Bn (z; �) Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n Fourier aç¬l¬m¬

yard¬m¬yla sabitlenmi̧s z 2 C ve yeteri kadar büyük n say¬s¬için

� 2 Cn f0; 1g ve � =2 (�1; 0) oldu¼gunda

(�1)n�1 log
n �

n!
�zBn (z; �) = 1 +O

 
exp (2 (j log�j+ � (m+ 1)) jzj)

min j1� 2(m+1)�i
log�

jn

!
(2.20)

ve � < 0 oldu¼gunda

(�1)n�1 log
n �

n!
�zBn (z; �) = 1+

�
log j�j+ �i
log j�j � �i

�n
e2�iz+O

 
exp (2 (� + j log�j) jzj)

min j1 + 2�i
log�

jn

!
(2.21)

asimptotik gösterimlerini elde etmi̧slerdir.

Ayr¬ca Navas vd (2011) En (z; �) = � 2
n+1
Bn (z; �) ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla � > 0

için

lim
n!1

 
En (z; �)�

�
log j�j+ �i
log j�j � �i

�n+1
e2�iz

!
= 1 (2.22)

ve � =2 (�1; 0) için

lim
n!1

En+1 (z; �)� 1
En (z; �)� 1

=
log j�j+ �i
log j�j � �i (2.23)

gösterimlerini elde etmi̧slerdir.

Throughout this paper � wil always represent a pure imaginary com-

plex number, i.e., � = it 2 Cn f0g with t 2 R, (so the fundemental branch

of the logarithm is taken), and � will be an integer . x; a 2 C ve m negatif

olmayan bir tamsay¬olmak üzere (xja)m, a ya göre genelleştirilmi̧s azalan faktöriyel

fonksiyonu; m > 0 için (xja)m =
m�1Q
k=0

(x� ka) ve (xja)0 = 1 şeklinde tan¬mlan¬r.

a = 1 al¬n¬rsa (xj1)m = (x)m azalan faktöriyel fonksiyonu elde edilir.
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3. BULGULAR

3.1. Dejenere Bernoulli Polinomlar¬

Genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu w = 0�da

kald¬r¬labilir tekil noktas¬na sahip oldu¼gundan (2.11) ve Cauchy türev formülü yard¬m¬yla

��n (�; z) =
n!

2�i

Z
C

w� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�� dw

wn+1
(3.1)

şeklinde yaz¬labilir. Burada C orijin merkezli, yar¬çap¬min fjw�1j ; jw1jg den küçük

olan çemberdir
�
wk =

1
�

�
e2k�i� � 1

��
.

� = m � 1 için ��n (�; z) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬n¬inceleyelim. ·Ilk olarak

m = 1 durumunu ele alal¬m. Daha sonra m > 1 için Fourier aç¬l¬m¬n¬elde edelim.

orijin merkezli, r yar¬çapl¬uygun 
 e¼grisi boyunca

fm (w) := fm (w; z; �) =
wm (1 + �w)

z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�m 1

wn+1

fonksiyonun intagralini hesaplayal¬m. Rezidü teoreminden ve (3.1) den

1

2�i

Z



w (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

� dw

wn+1
=

X
k2Znf0g

Rez (f1 (w) ; wk) +Rez (f1 (w) ; 0)

=
X

k2Znf0g

Rez (f1 (w) ; wk) +
1

n!
�1n (�; z) ;

elde edilir. Ayr¬ca, w = rei� dönüşümü yap¬l¬rsa, 0 � z < 1 için������
Z



w (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

� dw

wn+1

������ =
������
2�Z
0

rei�
�
1 + �rei�

� z
��

(1 + �rei�)
1
� � 1

� irei�d�

rn+1ei(n+1)�

������
� 1

rn�1

2�Z
0

����1 + �rei�� z� ������(1 + �rei�) 1� � 1���d�

� 1

rn�1

2�Z
0

�����1r + �ei�� z� �����������1r + �ei�� 1� ���� 1���d�
� 1

rn�1

2�Z
0

�
1
r
+ j�j

�j z� j���e i� arg( 1r+�ei�) � 1���d� �! 0; r !1 (3.2)
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oldu¼gundan

�1n (�; z) = �n (�; z) = �n!
X

k2Znf0g

Rez (f1 (w) ; wk) (3.3)

eşitli¼gi elde edilir. f1 (w) =
1
wn
(1 + �w)

z
��

(1 + �w)
1
� � 1

� fonksiyonu wk = 1

�

�
e2k��i � 1

�
nok-

talar¬nda basit kutba sahip oldu¼gundan

Rez (f1 (w) ; wk) =

1
wnk
(1 + �wk)

z
�

(1 + �wk)
1
�
�1

=
e2k�zi

wnke
2k(1��)�i =

e2k�i(z+�)

wnk

bulunur. Böylece

�1n (�; z) = �n (�; z) = �n!
X

k2Znf0g

e2k�i(z+�)

wnk
(3.4)

elde edilir. Oran testinden n > 1, 0 � z < 1 ve sabitlenmi̧s � için (3.4) deki serinin

mutlak yak¬nsak oldu¼gu gösterilebilir. Buradan n > 1 ve 0 � z < 1 için

�2n (�; z) = � (2n)!�2n
1X
k=1

�
e2k�i(z+�)

(e2k��i � 1)2n
+

e�2k�i(z+�)

(e�2k��i � 1)2n
�

= 2 (�1)n+1 (2n)!
�
�

2

�2n 1X
k=1

cos (2k�z + 2k� (1� n)�)
(sin (k��))2n

ve

�2n+1 (�; z) = 2 (�1)
n+1 (2n+ 1)!

�
�

2

�2n+1 1X
k=1

sin (2k�z + k� (1� 2n)�)
(sin (k��))2n+1

aç¬l¬mlar¬ elde edlir. Bu seriler s¬ras¬yla �2n (�; z) ve �2n+1 (�; z) polinomlar¬n¬n

Fourier aç¬l¬mlar¬d¬r.

m > 1 için (3.4) e benzer olarak 0 � z < 1 ve n > m için

�mn (�; z) = �n!
X

k2Znf0g

Rez (fm (w) ; wk) = �n!
X

k2Znf0g

Dm
k (n; z; �)

e2k�i(z+�)

wnk
; (3.5)

şeklinde yaz¬labilir. Burada m = 1 oldu¼gunda her k 2 Z için D1
k (n; z; �) = 1

dir. Şimdi m > 1 için Dm
k (n; z; �) katsay¬lar¬n¬ hesaplayal¬m. fm (w) fonksiyonu

wk =
1
�
(e2k��i � 1); k 6= 0 noktalar¬nda m. mertebeden kutup noktas¬na sahip

9



oldu¼gundan

1

(m� 1)! limw!wk

dm�1

dwm�1

0@(w � wk)mwm (1 + �w) z��
(1 + �w)

1
� � 1

�m
wn+1

1A = Dm
k (n; z; �)

e2k�i(z+�)

wnk

olur. Ayr¬ca wk noktas¬
(w � wk)mwm (1 + �w)

z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�m
wn+1

fonksiyonun kald¬r¬labilir tekil

noktas¬oldu¼gundan

(w � wk)mwm (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�m
wn+1

=
1X
r=0

Cr(w � wk)r (3.6)

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. (3.6) ifadesinde her iki taraftan (m�1) defa türev

al¬n¬rsa

dm�1

dwm�1

0@(w � wk)mwm (1 + �w) z��
(1 + �w)

1
� � 1

�m
wn+1

1A =
1X

r=m�1
Crr � � � (r �m+ 2)(w � wk)r�m+1

(3.7)

elde edilir. (3.7) ifadesinde her iki tarafdan w ! wk için limite geçilirse

Cm�1 = D
m
k (n; z; �)

e2k�i(z+�)

wnk
(3.8)

bulunur. Ayr¬ca (3.6) da w = s+ wk dönüşümü yap¬l¬rsa

sm (s+ wk)
m (1 + �s+ �wk)

z
��

(1 + � (s+ wk))
1
� � 1

�m
(s+ wk)

n+1
=

1X
r=0

Crs
r

olur. Eşitli¼gin sol taraf¬nda wk = 1
�
(e2k��i � 1); k 6= 0 yerine yaz¬l¬rsa

1X
r=0

Crs
r =

sm
�
1 + �s+ � 1

�
(e2k��i � 1)

� z
���

1 + �
�
s+ 1

�
(e2k��i � 1)

�� 1
� � 1

�m
(s+ wk)

n+1�m

=
sm
�
�s+ e2k��i

� z
��

(�s+ e2k��i)
1
� � 1

�m
(s+ wk)

n+1�m

=
sm
�
1 + �s

�
e�2k��i

�� z
� e2k�iz�

(1 + �s (e�2k��i))
1
� � 1

�m
(s+ wk)

n+1�m
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şekline dönüşür. Son eşitlikte t = se�2k��i dönüşümü yap¬l¬rsa

1X
r=0

Cre
2k��irtr =

tm (1 + �t)
z
� e2km��ie2k�iz�

(1 + �t)
1
� � 1

�m
(te2k��i + wk)

n+1�m

=

1X
r=0

�mr (�; z)
tr

r!
e2k�i(z+m�)

�
te2k��i + wk

�m�n�1
=

e2k�i(z+m�)

wn+1�mk

1X
r=0

�mr (�; z)
tr

r!

1X
r=0

�
m� n� 1

r

��
t
e2k��i

wk

�r
bulunur. Burada

�
m�n�1

r

�
genelleştirilmi̧s binom katsay¬s¬d¬r. Son eşitlikte Cauchy

çarp¬m¬yap¬l¬rsa

1X
r=0

Cre
2k��irtr =

e2k�i(z+m�)

wn+1�mk

1X
r=0

rX
v=0

�mv (�; z)

v!

�
m� n� 1
r � v

�
e2k�(r�v)�i

wr�vk

tr

eşitli¼gi elde edilir. Buradan

Cr =
e2k�i(z+m�)

wn+1�mk

rX
v=0

�mv (�; z)

v!

�
m� n� 1
r � v

�
e�2k�v�i

wr�vk

olur. Böylece

Cm�1 =
e2k�i(z+m�)

wn+1�mk

m�1X
v=0

�mv (�; z)

v!

�
m� n� 1
m� 1� v

�
e�2k�v�i

wm�1�vk

=
e2k�i(z+�)

wnk

m�1X
v=0

�mv (�; z)

v!

�
m� n� 1
m� 1� v

�
wvke

2k�i(m�1�v)� (3.9)

bulunur. (3.8) ve (3.9) den

Dm
k (n; z; �) =

m�1X
v=0

�mv (�; z)

v!

�
m� n� 1
m� 1� v

�
wvke

2k�i(m�1�v)�

elde edilir. Ayr¬ca�
m� n� 1
m� 1� v

�
1

v!
=

(m� n� 1) � � � (m� n� 1� (m� 2� v))
(m� 1� v)!v!

(m� 1)!
(m� 1)!

=

�
m� 1
v

�
(�1)m�1�v (n+ 1�m� 1)!

(n�m)!

�(n+ 1�m) (n+ 1� (m� 1)) � � � (n+ 1� [m� (m� 2� v)])
(m� 1)!

=

�
m� 1
v

�
(�1)m�1�v (n� 1� v)!

(m� 1)!(n�m)!

�
m�1
v

�
(�1)m�1�v

(n� 1)!

=

�
m� 1
v

�
(�1)m�1�v

�
n� 1
m� 1

�
(n� 1� v)!
(n� 1)! (3.10)
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oldu¼gundan

Dm
k (n; z; �) = (�1)

m�1
�
n� 1
m� 1

�m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
�mv (�; z)

(n� 1)v
(�wk)ve2k�i(m�1�v)�:

(3.11)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (3.5) den

�mn (�; z) = n! (�1)
m

�
n� 1
m� 1

�
�
X

k2Znf0g

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)v
(n� 1)v

�mv (�; z)
e2k�i(z+(m�v)�)

wn�vk

; (3.12)

şeklinde yaz¬l¬r. Bu seri n > m ve 0 � z < 1 için mutlak yak¬nsak olup n > m ve

0 � z < 1 için �mn (�; z) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir.

(3.12) de verilen seri n > m ve z 2 R için mutlak yak¬nsak oldu¼gundan

�mn (�; z)

�mn (�; z) = 2n! (�1)
n+m

�
n� 1
m� 1

�
�

1X
k=1

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
�mv (�; z)

(n� 1)v

�
�

2

�n�v cos �2k��+ n�v
2
�
�

sinn�v (k��)
;

şeklinde yaz¬labilir. Burada � = z +
�
m� n+v

2

�
� d¬r.

Şimdi � pozitif say¬s¬ için �mn (�; z) polinomunun asimptotik davran¬̧s¬n¬ in-

celeyelim.

Teorem 3.1 z 2 C, m pozitif bir tamsay¬, � = it 2 Cn f0g ; t 2 R olmak üzere �;

z ve � = m sabitlenmiş olsun. E¼ger t > 0 ise

�mn (�; z) = n! (�1)
m

�
n� 1
m� 1

�
�n

(e2�i� � 1)n

"
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�w1)v

(n� 1)v

��mv (�; z)
�
e2�i(z+(m�v)�) + �n�ve�2�i(z+(m�v)�)

	
+O

�����w1w2
����n��; (3.13)

d¬r. Burada � =

8<: �e2�i� ; min fjw�1j ; jw2jg = jw�1j

0 ; min fjw�1j ; jw2jg = jw2j
ve wk =

e2k�i� � 1
�

; k 2

Zn f0g d¬r.
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E¼ger t < 0 ise

�mn (�; z) = n! (�1)
m

�
n� 1
m� 1

�
�n

(e�2�i� � 1)n

"
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�w�1)v

(n� 1)v

��mv (�; z)
�
e�2�i(z+(m�v)�) + �n�ve2�i(z+(m�v)�)

	
+O

�����w�1w�2

����n��; (3.14)

d¬r. Burada � =

8<: �e�2�i� ; min fjw1j ; jw�2jg = jw1j

0 ; min fjw1j ; jw�2jg = jw�2j
d¬r.

·Ispat. 8k � 1 ve t 2 Rn f0g için

jwkj < jwk+1j and jw�kj <
��w�(k+1)�� (3.15)

dir. Ayr¬ca k � 1 iken t > 0 için

jwkj < jw�kj (3.16)

ve t < 0 için

jw�kj < jwkj (3.17)

dir.

t > 0 olsun. Bu durumda (3.15) ve (3.16) dan sadece jw�1j ve jw2j nin

kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬yeterlidir.

jw2j =
����e4�i� � 1�

���� = ����e�2�i� � 1�

���� �e2�i� + e4�i�� = jw�1j �e�2�t + e�4�t�
oldu¼gundan

jw�1j � jw2j , 0 < t � t0 ve jw2j < jw�1j , 0 < t0 < t; (3.18)

burada t0, e�2�t + e�4�t = 1 denkleminin çözümüdür. E¼ger jw�1j � jw2j ise

jw1j < jw�1j � jw2j < jw3j < jw4j < � � �

jw1j < jw�1j � jw2j < jw�2j < jw�3j < � � � ;
(3.19)

ve e¼ger jw2j � jw�1j ise

jw1j < jw2j < jw3j < jw4j < � � �

jw1j < jw2j � jw�1j < jw�2j < jw�3j < � � � :
(3.20)
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dir. Böylece (3.12) de �mn (�; z) nin asimptotik davran¬̧s¬ için genel terimi k = 1

durumunda ortaya ç¬kar. Dolay¬s¬yla (3.19), (3.20) ve (3.12) den (3.13) elde edilir.

t < 0 olsun. (3.15) ve (3.17) den jw1j ve jw�2j konumunu incelemek yeterlidir.

E¼ger min fjw1j ; jw�2jg = jw1j ise

jw�1j < jw1j � jw�2j < jw�3j < jw�4j < � � �

jw�1j < jw1j � jw�2j < jw2j < jw3j < � � � ;
(3.21)

d¬r ve e¼ger min fjw1j ; jw�2jg = jw�2j ise

jw�1j < jw�2j < jw�3j < jw�4j < � � �

jw�1j < jw�2j � jw1j < jw2j < jw3j < � � � :
(3.22)

d¬r. Bu takdirde (3.12) de asimptotik davran¬̧s için k = �1 oldu¼gunda temel terim

görülür. Sonuç olarak (3.21), (3.22) ve (3.12) den (3.14) elde edilir.

Not 1 � = 0 limit durumunda (3.12) formülünden Lopez ve Temme�nin (2010)

elde etti¼gi (2.9) formülü elde edilir. Fakat (2.9) formülü genelleştirilmiş dejenere

Bernoulli polinomlar¬n¬n asimptotik ifadesini veren Teorem 3.1 den elde edilemez.

Asl¬nda bu beklenmedik bir sonuç de¼gildir, çünkü, � = it = 0 durumunda jw1j =

jw�1j = 2� olmas¬na karş¬n Teorem 3.1 de t > 0 iken jw1j < jw2j � jw�1j <

� � � ve t < 0 iken jw�1j < jw�2j � jw1j < � � � (� = it) d¬r. Bununla beraber

limt!0+ (�
m
n (�; z) + �

m
n (��; z)) limit de¼geri (2.9) formülüne karş¬l¬k gelmektedir.

m 2 N[f0g için ��mn (�; z) polinomunun asimptotik gösterimi (3.1) ve binom

teoremi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir.

Teorem 3.2 z = x+ iy 2 C, m = 0; 1; 2; � � � olmak üzere � = �m ve z sabitlenmiş

olsun. Bu durumda n!1 için, e¼ger x > �m
2
ise

��mn (�; z) =
n!

(n+m)!
(z +mj�)n+m

�
1 +O

�
(z +m� 1j�)n+m
(z +mj�)n+m

��
; (3.23)

e¼ger x < �m
2
ise

��mn (�; z) = (�1)m n!

(n+m)!
(zj�)n+m

�
1 +O

�
(z + 1j�)n+m
(zj�)n+m

��
; (3.24)
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e¼ger x = �m
2
ise

��mn (�; z) � n!

(n+m)!

�
(�1)m

�
�m
2
+ iyj�

�
n+m

+
�m
2
+ iyj�

�
n+m

�
(3.25)

d¬r.

·Ispat. (3.1) de � yerine �m yaz¬l¬rsa

��mn (�; z) =
n!

2�i

Z
C

��
(1 + �w)

1
�

�
� 1
�m
(1 + �w)

z
�

dw

wn+m+1

=
n!

2�i

Z
C

mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
(1 + �w)

r
� (1 + �w)

z
�

dw

wn+m+1

= n!

mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
1

2�i

Z
C

(1 + �w)
1
�
(r+z) dw

wn+m+1
(3.26)

bulunur. Cauchy türev formülünden

1

2�i

Z
C

(1 + �w)
1
�
(r+z) dw

wn+m+1
=

1

(n+m)!
(z + r j �)n+m

olarak hesaplan¬r. Buradan

��mn (�; z) =
n!

(n+m)!

mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
(z + r j �)n+m (3.27)

elde edilir. n!1 için
��(z + rj�)n+m�� nin en h¬zl¬artan de¼gerleri (3.27) deki toplama

en büyük katk¬y¬sa¼glayacakt¬r. Dolay¬s¬yla

��(z + rj�)n+m�� = n+m�1Y
a=0

jz + r � a�j ve jz + r � a�j2 = (x+ r)2 + (y � at)2

oldu¼gundan h(r) = (x + r)2 fonksiyonun [0;m] aral¬¼g¬nda maksimum de¼gerlerini

araşt¬rmak yeterlidir.

x > �m
2
iken max0�r�m h (r) = h (m) oldu¼gundan her r = 0; 1; � � � ;m� 1 için

jz + r � a�j2 < (x+m)2 + (y � at)2 = jz +m� a�j2 ;

yani
��(z + rj�)n+m�� < ��(z +mj�)n+m�� olur. Böylelikle (3.23) ün ispat¬tamamlanm¬̧s

olur.
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x < �m
2
iken max0�r�m h (r) = h (0) oldu¼gundan her r = 1; 2; � � � ;m için��(z + rj�)n+m�� < ��(zj�)n+m��

d¬r. Buradan (3.24) elde edilir.

Son olarak, e¼ger x = �m
2
ise max0�r�m h (r) = h (0) = h (m) oldu¼gundan her

r = 1; 2; � � � ;m� 1 için��(z + rj�)n+m�� < ��(zj�)n+m�� = ��(z +mj�)n+m��
olur. Bu da (3.25) i verir.

Not 2 � = 0 limit durumunda Teorem 3.2 deki (3.23), (3.24), (3.25) formüller-

den s¬ras¬yla Lopez ve Temme�nin (2010) elde etmiş olduklar¬ (2.3), (2.5), (2.7)

formülleri elde edilir.

3.2. Dejenere Euler Polinomlar¬

(2.12) ve Cauchy türev formülü yard¬m¬yla

"�n (�; z) =
n!

2�i

Z
C

2� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�� dw

wn+1
(3.28)

şeklinde yaz¬labilir. Burada C orijin merkezli yar¬çap¬min fjw�1j ; jw0jg den küçük

olan çemberdir
�
wk =

e(2k+1)�i��1
�

�
.

"�n (�; z) polinomunun � = m � 1 için Fourier aç¬l¬m¬n¬bulal¬m. ·Ilk olarak

m = 1 durumunu inceleyelim.

"1n (�; z) = "n (�; z) =
n!

2�i

Z
C

2 (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

� dw

wn+1


K orijin merkezli yar¬çap¬artan uygun çember dizisi olmak üzere

n!

2�i

Z

K

2 (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

� dw

wn+1

integralini ele alal¬m.

gm(w) := gm(w; z; �) =
2m (1 + �w)

z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�m 1

wn+1
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olmak üzere Rezidü teoreminden

n!

2�i

Z

K

2 (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

� dw

wn+1
= n!

X
k2Z

Rez (g1; wk) +Rez (g1; 0)

d¬r. Ayr¬ca (3.2) ye benzer olarak 
K üzerinden al¬nan integral 0 olaca¼g¬ndan

Rez (g1; 0) = "
1
n (�; z) = "n (�; z) = �n!

1X
k=�1

Rez (g1; wk) (3.29)

elde edilir. g1(w) =
2

wn+1
(1 + �w)

z
�

(1 + �w)
1
� + 1

fonksiyonu wk = e(2k+1)�i��1
�

noktalar¬nda basit

kutba sahip oldu¼gundan

Rez (g1; wk) =

2
wn+1k

(1 + �wk)
z
�

(1 + �wk)
1
�
�1

=
2e(2k+1)�zi

wn+1k e(2k+1)(1��)�i
= �2e

(2k+1)�i(z+�)

wn+1k

bulunur. Böylece

"1n (�; z) = "n (�; z) = 2n!
1X

k=�1

e(2k+1)�i(z+�)

wn+1k

elde edilir. n � 1 ve z2 R için elde edilen seri mutlak yak¬nsak oldu¼gundan

"n (�; z) = 4n!

�
�

2

�n+1 1X
k=0

sin
�
(2k + 1) �

�
z + 1�n

2
�
�
� 1

2
n�
	

sinn+1
�
2k+1
2
��
�

şeklinde yaz¬labilir. Bu ifade 0 � z < 1 ve n � 1 için "n (�; z) nin Fourier serisidir.

Şimdi m > 1 için

n!

2�i

Z

K

2m (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� � 1

�m dw

wn+1

integralini inceleyelim. Rezidü teoreminden

n!

2�i

Z

K

2m (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�m dw

wn+1
= Rez (gm(w); 0) + n!

1X
k=�1

Rez (gm(w); wk)

olur. Ayr¬ca (3.2) ye benzer olarak 
K üzerinden al¬nan integral 0 olaca¼g¬ndan

"mn (�; z) = �n!
1X

k=�1

Amk (n; z; �)
e(2k+1)�i(z+�)

wn+1k

(3.30)
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şeklinde bir aç¬l¬ma sahiptir. m = 1 oldu¼gunda her k 2 Z için A1k (n; z; �) = �2 dir.

m > 1 için Amk (n; z; �) katsay¬lar¬n¬bulmaya çal¬̧sal¬m. gm(w) fonksiyonu wk =
1
�
(e(2k+1)��i � 1) noktalar¬nda m: mertebeden kutup noktas¬na sahip oldu¼gundan

1

(m� 1)! limn!1
dm�1

dwm�1

0@(w � wk)m 2m (1 + �w) z��
(1 + �w)

1
� + 1

�m
wn+1

1A = Amk (n; z; �)
e(2k+1)�i(z+�)

wn+1k

olur. Ayr¬ca wk noktas¬
(w � wk) 2m (1 + �w)

z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�m
wn+1

fonksiyonun kald¬r¬labilir tekil nok-

tas¬oldu¼gundan

(w � wk)m 2m (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�m
wn+1

=

1X
r=0

Er(w � wk)r (3.31)

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. (3.31) ifadesinde w de¼gi̧skenine göre (m� 1) defa

türev al¬n¬rsa

dm�1

dwm�1

0@(w � wk)m 2m (1 + �w) z��
(1 + �w)

1
� + 1

�m
wn+1

1A =
1X

r=m�1
Err � � � (r �m+ 2)(w � wk)r�m+1

(3.32)

elde edilir. (3.32) ifadesinde w ! wk için limite geçilirse

Em�1 = A
m
k (n; z; �)

e(2k+1)�i(z+�)

wnk
(3.33)

olur. Ayr¬ca (3.31) de w = s+ wk dönüşümü yap¬l¬rsa

sm2m (1 + �s+ �wk)
z
��

(1 + � (s+ wk))
1
� + 1

�m
(s+ wk)

n+1
=

1X
r=0

Ers
r

elde edilir. Böylece

1X
r=0

Ers
r =

sm2m
�
1 + �s+ � 1

�
(e(2k+1)��i � 1)

� z
���

1 + �s+ � 1
�
(e(2k+1)��i � 1)

� 1
� + 1

�m
(s+ wk)

n+1

=
2msm

�
�s+ e(2k+1)��i

� z
��

(�s+ e(2k+1)��i)
1
� + 1

�m
(s+ wk)

n+1

=
2msm

�
1 + �s

�
e�(2k+1)��i

�� z
� e(2k+1)�iz�

� (1 + �s (e�(2k+1)��i))
1
� + 1

�m
(s+ wk)

n+1
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bulunur. Son eşitlikte t = se�(2k+1)��i dönüşümü yap¬l¬rsa

1X
r=0

Ere
(2k+1)��irtr =

(�1)m2mtm (1 + �t)
z
� e(2k+1)m��ie(2k+1)�iz�

(1 + �t)
1
� � 1

�m
(te(2k+1)��i + wk)

n+1

= (�2)me(2k+1)�i(z+m�)
1X
r=0

�mr (�; z)
tr

r!

�
te(2k+1)��i + wk

��n�1
= (�2)m e

(2k+1)�i(z+m�)

wn+1k

1X
r=0

�mr (�; z)
tr

r!

1X
r=0

�
�n� 1
r

��
t
e(2k+1)��i

wk

�r
elde edilir. Böylece

1X
r=0

Ere
(2k+1)��irtr = (�2)m e

(2k+1)�i(z+m�)

wn+1�mk

1X
r=0

rX
v=0

�mv (�; z)

v!

�
�n� 1
r � v

�
e(2k+1)�(r�v)�i

wr�vk

tr

yani

Er = (�2)m
e(2k+1)�i(z+m�)

wn+1�mk

rX
v=0

�mv (�; z)

v!

�
�n� 1
r � v

�
e�(2k+1)�v�i

wr�vk

elde edilir. Buradan

Em�1 = (�2)m
e(2k+1)�i(z+�)

wnk

m�1X
v=0

�mv (�; z)

v!

�
�n� 1
m� 1� v

�
wvke

(2k+1)�i(m�1�v)� (3.34)

olarak bulunur. (3.33) ve (3.34) ten

Amk (n; z; �) = (�1)m2m
m�1X
v=0

�mv (�; z)

v!

�
�n� 1
m� 1� v

�
wvke

(2k+1)�i(m�1�v)�

elde edilir. Ayr¬ca�
�n� 1
m� 1� v

�
1

v!
=

(�n� 1) (�n� 1� 1) ::: (�n� 1� (m� 2� v))
(m� 1� v)!v!

(m� 1)!
(m� 1)!

= (�1)m�1�v
�
m� 1
v

��
n+m� 1
m� 1

�
(n+m� v � 1)!
(n+m� 1)! (3.35)

oldu¼gundan

Amk (n; z; �) = �2m
�
n+m� 1
m� 1

�m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
�mv (�; z) (�wk)v
(n+m� 1)v

e(2k+1)�i(m�1�v)�

(3.36)

olarak bulunur. (3.36) ve (3.30) dan

"mn (�; z) = n!2
m

�
n+m� 1
m� 1

�
�

1X
k=�1

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)v

(n+m� 1)v
�mv (�; z)

e(2k+1)�i(z+(m�v)�)

wn+m�vk

(3.37)
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bulunur.

(3.37) yard¬m¬yla m � 1 için "mn (�; z) nin asimptotik davran¬̧s¬bulunabilir.

Teorem 3.3 z 2 C, m pozitif bir tamsay¬ ve � = it 2 Cn f0g ; t 2 R olsun.

Sabitlenmiş �; z ve � = m say¬lar¬ve yeteri kadar büyük n say¬s¬için "mn (�; z) nin

asimptotik davran¬̧s¬aşa¼g¬daki gibidir. E¼ger t > 0 ise

"mn (�; z) = n!

�
n+m� 1
m� 1

�
2m�n+m

(e��i � 1)n+m

"
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�w0)v

(n+m� 1)v

��mv (�; z)
�
e�i(z+(m�v)�) + �n+m�ve��i(z+(m�v)�)

	
+O

�����w0w1
����n�� (3.38)

dir. Burada s¬ras¬yla min fjw�1j ; jw1jg = jw�1j veya jw1j ise � = w0
w�1

= �e�i� veya

0 d¬r. E¼ger t < 0 ise

"mn (�; z) = n!

�
n+m� 1
m� 1

�
2m�n+m

(e���i � 1)n+m

"
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�w�1)v

(n+m� 1)v

��mv (�; z)
�
e��i(z+(m�v)�) + �n+m�ve�i(z+(m�v)�)

	
+O

�����w�1w�2

����n�� (3.39)

d¬r. Burada s¬ras¬yla min fjw0j ; jw�2jg = jw0j veya jw�2j ise � = w�1
w0
= �e��i� veya

0 d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak jwkj =
�� 1
�

�
e(2k+1)��i � 1

��� in s¬ralan¬̧s¬n¬inceleyelim.
t > 0; (� = it) ve her k � 0 için

jwkj < jwk+1j ; jwkj <
��w�(k+1)�� ve jw�kj < ��w�(k+1)��

oldu¼gu görülür. Bu takdirde jw0j < jw1j < jw2j < � � � , jw0j < jw1j < jw�2j < jw�3j <

� � � ve jw0j < jw�1j < jw�2j < � � � d¬r. Buradan

jw0j < min fjw�1j ; jw1jg � � � � (3.40)

elde edilir.min fjw�1j ; jw1jg de¼geri (3.18) de oldu¼gu gibi belirlenir. E¼germin fjw�1j ; jw1jg =

jw�1j ise
jw0j < jw�1j � jw1j < jw2j < jw3j < � � �

jw0j < jw�1j � jw1j < jw�2j < jw�3j < � � �
(3.41)
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ve min fjw�1j ; jw1jg = jw1j ise

jw0j < jw1j < jw2j < jw3j < � � �

jw0j < jw1j � jw�1j < jw�2j < jw�3j < � � �
(3.42)

d¬r. Dolay¬s¬yla (3.41) ve (3.42) den (3.37) de k = 0 asimptotik davran¬̧s için ana

terimi verir. Böylece (3.38) ispatlan¬r.

t < 0 ve her k � 1 için

jw�kj <
��w�(k+1)�� < jwkj < jwk+1j with jw�1j < jw0j < jw1j

d¬r. Buradan

jw�1j < min fjw0j ; jw�2jg � � � � ; (3.43)

olur. Bu takdirde min fjw0j ; jw�2jg = jw0j ise

jw�1j < jw0j � jw�2j < jw1j < jw2j < � � �

jw�1j < jw0j � jw�2j < jw�3j < � � �

d¬r. E¼ger min fjw0j ; jw�2jg = jw�2j ise

jw�1j < jw�2j � jw0j < jw1j < jw2j < � � �

jw�1j < jw�2j < jw�3j < jw�4j < � � �

d¬r. Dolay¬s¬yla (3.38) de asimptotik davran¬̧s için ana terim k = �1 deki terimdir.

Bu da (3.39) un ispat¬n¬tamamlar.

Not 3 � = 0 limit durumunda (3.37) den Lopez ve Temme�nin (2010) elde ettikleri

(2.10) formülü elde edilir. Ayr¬ca limt!0+ ("mn (�; z) + "
m
n (��; z)) de¼geri (2.10) for-

mülüne karş¬l¬k gelmesine ra¼gmen, Not 1 dekine benzer nedenlerden dolay¬, Teorem

3.3 den (2.10) formülü elde edilemez.

m = 0;�1;�2; : : : için "mn (�; z) polinomunun asimptotik davran¬̧s¬aşa¼g¬daki

teoremde verilmi̧stir.

Teorem 3.4 z = x + iy 2 C ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun. Sabitlenmiş

� = �m ve z kompleks say¬s¬için x > �m
2
ise

"�mn (�; z) =
(z +mj�)n

2m

�
1 +O

�
(z +m� 1j�)n
(z +mj�)n

��
; n!1 (3.44)
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x < �m
2
ise

"�mn (�; z) =
(zj�)n
2m

�
1 +O

�
(z + 1j�)n
(zj�)n

��
; n!1 (3.45)

ve x = �m
2
ise

"�mn (�; z) � 2�m
h�
�m
2
+ iyj�

�
n
+
�m
2
+ iyj�

�
n

i
; n!1 (3.46)

d¬r.

·Ispat. (3.28) de � yerine �m yaz¬l¬rsa

"�mn (�; z) =
n!

2�i

Z
C

2�m (1 + �w)
z
���

(1 + �w)
1
�

�
+ 1
��m dw

wn+1
(3.47)

olur. Buradan,

"�mn (�; z) =
n!

2�i

Z
C

2�m
�
(1 + �w)

1
� + 1

�m
(1 + �w)

z
�
dw

wn+1

=
n!

2�i

Z
C

mX
r=0

2�m
�
m

r

�
(1 + �w)

r
� (1 + �w)

z
�
dw

wn+1

= n!
mX
r=0

2�m
�
m

r

�
1

2�i

Z
C

(1 + �w)
1
�
(r+z) dw

wn+1

= 2�m
mX
r=0

�
m

r

�
(z + r j �)n

elde edilir. n!1 için j(z + rj�)nj nin maksimum de¼gerleri (3.27) deki toplama en

büyük katk¬y¬sa¼glayacakt¬r. Dolay¬s¬yla j(z + rj�)nj =
n�1Q
a=0

jz + r � a�j ve jz + r � a�j2 =

(x+ r)2 + (y � at)2 oldu¼gundan h(r) = (x+ r)2 fonksiyonun [0;m] aral¬¼g¬nda mak-

simum de¼gerlerini araşt¬rmak yeterlidir.

x > �m
2
iken max0�r�m h (r) = h (m) oldu¼gundan her r = 0; 1; � � � ;m� 1 için

jz + r � a�j2 < (x+m)2 + (y � at)2 = jz +m� a�j2 ;

yani j(z + rj�)nj < j(z +mj�)nj olur. Böylelikle (3.44) ün ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

x < �m
2
iken max0�r�m h (r) = h (0) oldu¼gundan her r = 1; 2; � � � ;m için

j(z + rj�)nj < j(zj�)nj
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d¬r. Buradan (3.45) elde edilir.

Son olarak, e¼ger x = �m
2
ise max0�r�m h (r) = h (0) = h (m) oldu¼gundan her

r = 1; 2; � � � ;m� 1 için

j(z + rj�)nj < j(zj�)nj = j(z +mj�)nj

olur. Buradan (3.46) elde edilir.

Not 4 � = 0 limit durumunda (3.44), (3.45), (3.46) formüllerinden s¬ras¬yla Lopez

ve Temme�nin (2010) elde etmiş olduklar¬(2.4), (2.6), (2.8) formülleri elde edilir.

3.3. Dejenere Genocchi Polinomlar¬

(2.13) ve Cauchy türev formülü yard¬m¬yla

G�n (�; z) =
n!

2�i

Z
C

(2w)� (1 + �w)
z
��

(1 + �w)
1
� + 1

�� dw

wn+1
(3.48)

şeklinde yaz¬labilir. Burada C orijin merkezli yar¬çap¬

����1� �e��i � 1�
���� den küçük olan

çemberdir.

(3.12) ye benzer şekilde n > m ve 0 � z < 1 için

Gmn (�; z) = n!2m
�
n� 1
m� 1

�
�

1X
k=�1

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)v
(n� 1)v

�mv (�; z)
e(2k+1)�i(z+(m�v)�)

wn�vk

; (3.49)

elde edilir. Bu seri n > m ve z 2 R için mutlak yak¬nsakt¬r. Bu seri n > m ve

0 � z < 1 için Gmn (�; z) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Gmn (�; z) polinomunun asimptotik davran¬̧s¬n¬veren aşa¼g¬daki iki teoremin is-

pat¬Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 ile ayn¬d¬r.

Teorem 3.5 z 2 C, m pozitif tamsay¬ve � = it 2 Cn f0g ; t 2 R olsun. n ! 1

için � = m ve z sabitlendi¼ginde t > 0 için

Gmn (�; z) = n!2m
�
n� 1
m� 1

�
�n

(e��i � 1)n
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)v
(n� 1)v

��mv (�; z)
�
e��i � 1
�

�v
e�i(z+(m�v)�) +O

����� e��i � 1e3��i � 1

����n�
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ve t < 0 için

Gmn (�; z) = n!2m
�
n� 1
m� 1

�
�n

(e���i � 1)n
m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)v
(n� 1)v

��mv (�; z)
�
e���i � 1

�

�v
+O

�����e���i � 1e���i � 1

����n��
d¬r.

Teorem 3.6 z = x + iy 2 C ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun. n!1 için

� = �m ve z sabitlendi¼ginde x > �m
2
için

G�mn (�; z) =
n!

(n+m)!

(z +mj�)n+m
2m

�
1 +O

�
(z +m� 1j�)n+m
(z +mj�)n+m

��
;

e¼ger x < �m
2
ise

G�mn (�; z) =
n!

(n+m)!

(zj�)n+m
2m

�
1 +O

�
(z + 1j�)n+m
(zj�)n+m

��
;

e¼ger x = �m
2
ise

G�mn (�; z) � n!

(n+m)!
2�m

��
�m
2
+ iyj�

�
n+m

+
�m
2
+ iyj�

�
n+m

�
d¬r.

3.4. Apostol-Bernoulli Polinomlar¬

(2.14) eşitli¼ginde � = m yaz¬l¬rsa

wmewz

(�ew � 1)m =
1X
n=0

Bmn (z; �)
wn

n!
; jwj < j2�i� ln�j

elde edilir. n < m oldu¼gunda Bmn (z; �) = 0 d¬r. Bu takdirde, Cauchy türev for-

mülünden

Bmn (z; �) =
n!

2�i

Z
C

wmewz

(�ew � 1)m
dw

wn+1

olur. Burada C orijin merkezli yar¬çap¬j2�i� ln�j den küçük olan çemberdir.

m = 1 için B1n (z; �) = Bn (z; �) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬ (2.17) deki

gibidir.
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Şimdi m > 1 için inceleyelim. Bunun için

n!

2�i

Z



wmewz

(�ew � 1)m
dw

wn+1

integralini hesaplayal¬m. Burada 
 orijin merkezli j(2K + 1) �i� ln�j yar¬çapl¬çem-

berdir.

hm (w) := h (w; z; �) =
wmewz

(�ew � 1)m
1

wn+1

fonksiyonu wk = (2k�i� ln�) noktalar¬nda m: mertebeden kutba sahip oldu¼gu için

Rezidü teoreminden

n!

2�i

Z



wmewz

(�ew � 1)m
dw

wn+1
= n!

X
k

Rez (hm (w) ; wk) + n!Rez (hm (w) ; 0)

olur. Ayr¬ca w = rei� dönüşümü yap¬l¬rsa, 0 � z < 1 için

������ n!2�i
Z



wmewz

(�ew � 1)m
dw

wn+1

������ =
������ n!2�i

2�Z
0

rmeim�ere
i�z�

�erei� � 1
�m irei�d�

rn+1ei�(n+1)

������
� n!

2�i

2�Z
0

erz cos �

j (�er cos �eir sin � � 1)m j
d�

rn�m

=
n!

2�i

2�Z
0

1

j (�er(1�z) cos �eir sin � � e�rz cos �)m j
d�

rn�m
�!
r!1

0 (3.50)

oldu¼gundan

n!Rez (hm (w) ; 0) = Bmn (z; �) = �n!
X
k

Rez (hm (w) ; wk)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

Bmn (z; �) = �n!
1X

k=�1

Rez (f; wk) = �n!
1X

k=�1

�mk (z; n; �)
ewkz

wnk
(3.51)

şeklinde bir aç¬l¬ma sahiptir. Burada 8k için �1k (z; n; �) = 1 dir. hm (w) fonksiyonu

wk noktalar¬nda m: mertebeden kutba sahip oldu¼gundan

1

(m� 1)! limw!wk

dm�1

dwm�1

�
(w � wk)mwmewz
(�ew � 1)mwn+1

�
= �mk (z; n; �)

ewkz

wnk
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olur. Ayr¬ca
(w � wk)mwmewz
(�ew � 1)mwn+1 fonksiyonu wk noktalar¬nda kald¬r¬labilir tekil nok-

taya sahip oldu¼gundan

(w � wk)mwmewz
(�ew � 1)mwn+1 =

1X
r=0

Cr(w � wk)r (3.52)

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. (3.52) ifadesinde (m� 1) defa türev al¬n¬rsa

dm�1

dwm�1

�
(w � wk)mwmewz
(�ew � 1)mwn+1

�
=

1X
r=m�1

Crr(r � 1):::(r �m+ 2)(w � wk)r�m+1

olur. w ! wk için limite geçilirse

Cm�1 = �
m
k (z; n; �)

ewkz

wnk
(3.53)

bulunur. Ayr¬ca (3.52) de w = s+ wk dönüşümü yap¬l¬rsa

1X
r=0

Crs
r =

sm (s+ wk )
m e(s+wk )z

(�es+wk � 1)m (s+ wk )n+1

= ewkz
smesz

(es � 1)m (s+ wk )
m�n�1

=
ewkz

wn+1�mk

1X
v=0

Bmv (z)
sv

v!

1X
v=0

�
m� n� 1

v

�
sv

wvk

=
ewkz

wn+1�mk

1X
r=0

rX
v=0

Bmv (z)

v!

�
m� n� 1
r � v

�
wv�rk sr

olur. Buradan

Cm�1 =
ewkz

wnk

m�1X
v=0

Bmv (z)

v!

�
m� n� 1
m� 1� v

�
wvk (3.54)

bulunur. (3.53) ve (3.54) ten

�mk (z; n; �) =
m�1X
v=0

Bmv (z)

v!

�
m� n� 1
m� 1� v

�
wvk (3.55)

elde edilir. (3.10) ve (3.55) ten

�mk (z; n; �) = (�1)
m�1

�
n� 1
m� 1

�m�1X
v=0

Bmv (z)

�
m� 1
v

�
(n� 1� v)!
(n� 1)! (�wk)v (3.56)

bulunur. Dolay¬s¬yla (3.56) dan

Bmn (z; �) = (�1)mn!
�
n� 1
m� 1

�X
k2Z�

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)vBmv (z)
(n� 1)v

ewkz

wn�vk

(3.57)
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olarak bulunur. n > m oldu¼gunda 0 � z < 1 için bu seri mutlak yak¬nsakt¬r ve

Bmn (z; �) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir.

�mk (z; n; �) katsay¬lar¬n¬n asimptotoik davran¬̧s¬

�mk (z; n; �) = (�1)
m�1 nm�1

(m� 1)!

�
1 +O

�
1

n

��
; n!1

şeklinde olur.

Bmn (z; �) polinomunun asimptotik davran¬̧s¬aşa¼g¬daki teoremde verilmektedir.

Teorem 3.7 Sabitlenmiş � = m 2 N, z 2 C ve yeteri kadar büyük n say¬lar¬ için

� 2 Cn(�1; 0) [ f1g oldu¼gunda

Bmn (z; �) = (�1)
n+m n!

�z (log�)n

�
n� 1
m� 1

�

�

24m�1X
v=0

(log�)v

(n� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z) +O

0@ 1

min
���1� 2�i

log�

���n
1A35 (3.58)

ve � 2 (�1; 0) oldu¼gunda

Bmn (z; �) = (�1)
n+m n!

�z (log�)n

�
n� 1
m� 1

�"m�1X
v=0

(log�)v

(n� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z)

�
(
1 +

�
log j�j+ �i
log j�j � �i

�n�v
e2�iz

)
+O

0@ 1���1 + 2�i
log�

���n
1A35 (3.59)

d¬r.

·Ispat. Her k � 0 için

0 < jw�kj �
��w�(k+1)�� (3.60)

oldu¼gu kolayca görülür.

� 2 Cn(�1; 0) [ f1g için, jw0j < jw�1j ve
��� w�1log�

��� = ���1� 2�i
log�

��� > 1 d¬r.

Dolay¬s¬yla Bmn (z; �) polinomunun asimptotik davran¬̧s¬için (3.57) de sadece k = 0

terimini almak yeterlidir. Bu takdirde sabitlenmi̧s m ve z say¬lar¬ve n ! 1 için

(3.58) elde edilir.
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� 2 (�1; 0) için jw0j = j� log�j = j2�i� log�j = jw1j < jw�1j ve
��� w�1log�

��� =���1 + 2�i
log�

��� > 1 d¬r. Bu takdirde (3.57) de sadece k = 0; 1 terimlerini almak yeterlidir.
Dolay¬s¬yla (3.57) den (3.59) elde edilir.

Not 5 Teorem 3.7 de verilen (3.58) ve (3.59) ifadeler ayn¬ koşullar alt¬nda � 2

Cn(�1; 0) [ f1g için

Bmn (z; �) = (�1)
n+m n!

�z (log�)n
nm�1

(m� 1)!

�
1 +O

�
1

n

��
;

ve � 2 (�1; 0) için

Bmn (z; �) = (�1)
n+m n!

�z (log�)n
nm�1

(m� 1)!

�
1 +

�
log j�j+ �i
log j�j � �i

�n
e2�iz +O

�
1

n

��
;

şeklinde yaz¬labilir.

Not 6 Ayr¬ca (3.57) de � = 1 al¬n¬rsa Lopez ve Temme�nin (2010) elde etti¼gi (2.9)

formülü elde edilir..

Not 7 Teorem 3.7 ün sonucu olarak Navas vd (2011) taraf¬ndan elde edilen (2.20)

ve (2.21) formülleri elde edilir.

Teorem 3.8 z = x + iy 2 C ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun. Sabitlenmiş

� = �m, z ve yeteri kadar büyük n say¬lar¬için x > �m
2
oldu¼gunda

B�mn (z; �) = �m
n!

(n+m)!
(z +m)n+m

"
1 +O

 �
z +m� 1
z +m

�n+m!#
; (3.61)

x < �m
2
oldu¼gunda

B�mn (z; �) = (�1)m n!

(n+m)!
zn+m

"
1 +O

 �
z + 1

z

�n+m!#
; (3.62)

ve x = �m
2
oldu¼gunda

B�mn (z; �) � (�1)m n!
(n+m)!

��
�m
2
+ iy

�n+m
+ (��)m

�m
2
+ iy

�n+m�
: (3.63)

d¬r.
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·Ispat. (2.14) de � yerine �m yaz¬l¬rsa

w�mewz

(�ew � 1)�m
=

1X
n=0

B�mn (z; �)
wn

n!
, jwj < j2�i� ln�j

elde edilir. Cauchy türev formülünden

B�mn (z; �) = n!
1

2�i

Z
C

w�mewz

(�ew � 1)�m
dw

wn+1

bulunur. Burada C orijin merkezli yar¬çap¬ j2�i� ln�j den küçük olan çemberdir.

Bu takdirde

B�mn (z; �) =
n!

2�i

Z
C

(�ew � 1)m ewz dw

wn+1+m

=
n!

2�i

Z
C

mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
�rerwewz

dw

wn+1+m

= n!
mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
�r

1

2�i

Z
C

ew(z+r)
dw

wn+1+m

=
n!

(n+m)!

mX
r=0

(�1)m�r
�
m

r

�
�r (z + r)n+m (3.64)

bulunur. (3.64) deki toplama n ! 1 iken jz + rj nin maksimum de¼geri en büyük

katk¬y¬sa¼glayacakt¬r. z 2 R+ için jz + rj maksimum de¼gerini r = m de ald¬¼g¬ndan

(3.61) elde edilir. z = x+ iy 2 C olsun. Bu takdirde jz + rj nin maksimum de¼gerini

bulmak için f (r) = (x+ r)2 fonksiyonunun [0;m] aral¬¼g¬nda maksimumunu incele-

mek yeterlidir. x < �m
2
oldu¼gunda f (r) fonksiyonu r = 0 noktas¬nda maksimum

olur. Bu da bize (3.62) yi verir. x = �m
2
durumunda ise f (r) fonksiyonu r = 0 ve

r = m noktalar¬nda maksimum de¼gerini al¬r. Bu da bize (3.63) ü verir. Son olarak

x > �m
2
iken f (r) fonksiyonu r = m noktas¬nda maksimum de¼gerini ald¬¼g¬ndan

(3.61) elde edilir.

Not 8 Ay¬rca teorem 3.8 de � = 1 al¬n¬rsa s¬ras¬yla Lopez ve Temme�nin (2010)

elde etmiş olduklar¬(2.3), (2.5), (2.7) formülleri elde edilir.
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3.5. Apostol-Euler Polinomlar¬

Genelleştirilmi̧s Apostol-Euler polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu w = 0 nok-

tas¬nda analitik oldu¼gundan (2.15) ve Cauchy türev formülü yard¬m¬yla

E�n (z; �) =
n!

2�i

Z
C

2�ewz

(�ew + 1)�
dw

wn+1
(3.65)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada C orijin merkezli yar¬çap¬j�i� ln�j den küçük olan çem-

berdir.

� = m � 1 durumunda E�n (z; �) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬n¬inceleyelim.

m = 1 için E1n (z; �) = En (z; �) polinomunun Fourier aç¬l¬m¬(2.18) deki gibidir.

m > 1 için Fourier aç¬l¬m¬n¬bulmaya çal¬̧sal¬m. Bunun için

n!

2�i

Z



2mewz

(�ew + 1)m
dw

wn+1

integralini hesaplayal¬m. Burada 
 orijin merkezli j2K�i� ln�j yar¬çapl¬çemberdir.

'm (w) := 'm (w; z; �) =
2�ewz

(�ew + 1)�
1

wn+1

fonksiyonu wk = (2k + 1) �i � ln� noktalar¬nda m: mertebeden kutba sahiptir.

Ayr¬ca (3.50) ye benzer şekilde 
 üzerinden al¬nan integral 0 olaca¼g¬ndan ve Rezidü

teoreminden

n!

2�i

Z



2mewz

(�ew + 1)m
dw

wn+1
= n!Rez ('m (w) ; 0) + n!

1X
k=�1

Rez ('m (w) ; wk) = 0

olur. Bu takdirde

Emn (z; �) = �n!
1X

k=�1

Fm
k (z; n; �)

ewkz

wn+1k

(3.66)

şeklinde bir aç¬l¬ma sahiptir. Burada 8k için F1
k (z; n; �) = �2 dir. 'm (w) :=

'm (w; z; �) =
2�ewz

(�ew + 1)�
1

wn+1
fonksiyonu wk = (2k + 1) �i � ln� noktalar¬nda

m: mertebeden kutup noktas¬na sahip oldu¼gundan

1

(m� 1)! limw!wk

dm�1

dwm�1

�
(w � wk)m 2mewz
(�ew + 1)mwn+1

�
= Fm

k (z; n; �)
ewkz

wn+1k
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olur. Ayr¬ca
(w � wk)m 2mewz
(�ew + 1)mwn+1

fonksiyonu wk noktalar¬nda kald¬r¬labilir tekil noktaya

sahip oldu¼gundan
(w � wk)m 2mewz
(�ew + 1)mwn+1

=

1X
r=0

Cr(w � wk)r (3.67)

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. (3.67) ifadesinde (m� 1) defa türev al¬n¬rsa

dm�1

dwm�1

�
(w � wk)m 2mewz
(�ew + 1)mwn+1

�
=

1X
r=m�1

Crr(r � 1):::(r �m+ 2)(w � wk)r�m+1

elde edilir. w ! wk için limite geçilirse

Cm�1 = Fm
k (z; n; �)

ewkz

wn+1k

(3.68)

olur. Ayr¬ca (3.67) de w = s+ wk dönüşümü yap¬l¬rsa

1X
r=0

Crs
r =

sm2me(s+wk )z

(�es+wk + 1)m (s+ wk )
n+1

= 2mewkz
smesz

(�es + 1)m (s+ wk )
�n�1

=
(�2)m ewkz

wn+1k

smesz

(es � 1)m
�
s

wk
+ 1

��n�1
=

(�2)m ewkz

wn+1k

1X
v=0

Bmv (z)
sv

v!

1X
v=0

�
�n� 1
v

�
sv

wvk

=
(�2)m ewkz

wn+1k

1X
r=0

rX
v=0

Bmv (z)

v!

�
�n� 1
r � v

�
wv�rk sr

bulunur. Buradan

Cm�1 =
(�2)m ewkz

wn+1k

m�1X
v=0

Bmv (z)

v!

�
�n� 1
m� 1� v

�
wv�m+1k (3.69)

olur. (3.68) ve (3.69) dan

Fm
k (z; n; �) = (�2)

m
m�1X
v=0

Bmv (z)

v!

�
�n� 1
m� 1� v

�
wv�m+1k (3.70)

elde edilir. (3.35) ve (3.70) den

Fm
k (z; n; �) =

�2m
(wk)m�1

�
m+ n� 1
m� 1

�m�1X
v=0

Bmv (z)

�
m� 1
v

�
(n+m� 1� v)!
(n+m� 1)! (�wk)v

(3.71)
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bulunur. Dolay¬s¬yla (3.66) dan

Emn (z; �) = 2mn!
�
n+m� 1
m� 1

�X
k2Z

m�1X
v=0

�
m� 1
v

�
(�1)vBmv (z)
(n+m� 1)v

ewkz

wn+m�vk

(3.72)

elde edilir. Bu ifade 0 � z < 1 ve n � 1 için Emn (z; �) nin Fourier serisine kaŗs¬l¬k

gelir.

Emn (z; �) n¬n seri temsili yard¬m¬yla � = m � 1 durumunda asimptotik

davran¬̧s¬incelenir.

Teorem 3.9 z 2 C ve m pozitif bir tamsay¬olsun. n ! 1 ve sabitlenmiş � = m

ve z için, 0 < arg� � � ve � 6= �1 oldu¼gunda

Emn (z; �) =
2m

�z
n!

(�i� log�)n+m
�
n+m� 1
m� 1

�
�
"
m�1X
v=0

(log�� �i)v

(n+m� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z) e

�iz +O

������i� log��i+ log�

����n�
#
; (3.73)

� 2 (0;1) oldu¼gunda

Emn (z; �) =
2m

�z
(�1)n+m n!

(�i+ log�)n+m

�
n+m� 1
m� 1

�"m�1X
v=0

(log�+ �i)v

(n+m� 1)v

�
m� 1
v

�

�Bmv (z)
(
e��iz +

�
log�+ �i

log�� �i

�n+m�v
e�iz

)
+O

����� �i+ log�3�i� log�

����n�
#
; (3.74)

ve �� < arg� < 0 oldu¼gunda

Emn (z; �) =
2m

�z
(�1)n+m n!

(�i+ log�)n+m

�
n+m� 1
m� 1

�
�
"
m�1X
v=0

(log�+ �i)v

(n+m� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z) e

��iz +O

������i+ log��i� log�

����n�
#
(3.75)

d¬r.

·Ispat. E¼ger 0 � arg� � � ve � 6= �1 ise her k � 0 için

0 < jw�kj � jwkj �
��w�(k+1)�� � jwk+1j (3.76)

d¬r. E¼ger �� < arg� < 0 ise her k � 0 için

0 < jw�kj �
��w�(k+1)�� � jwkj � jwk+1j with jw�1j < jw0j < jw�2j (3.77)
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d¬r. Bu takdirde 0 < arg� � � ve � 6= �1 için jw0j = j�i� log�j < jw�1j � � � � d¬r.

Dolay¬s¬yla sabitlenmi̧s m ve z için n ! 1 iken Emn (z; �) nin asimptotik davran¬̧s¬

için (3.72) de temel terim k = 0 oldu¼gunda görülür. Bu takdirde (3.72) den (3.73)

elde edilir. � 2 (0;1) için jw0j = jw�1j < jw1j � � � � d¬r. Bu takdirde (3.72) de

k = 0;�1 oldu¼gunda görülür. Bu da bize (3.74) yi verir. �� < arg� < 0 için

jw�1j < jw0j � � � � d¬r. Bu durumda (3.72) de temel terim k = �1 de görülür.

Böylece (3.75) nin ispat¬n¬tamamlan¬r.

Not 9 Teorem 3.9 da verilen asimptotik formlar Not 1 deki gibi yaz¬labilir.

Not 10 (3.72) de � = 1 al¬nd¬¼g¬nda, Lopez ve Temme�nin (2010) elde etmiş olduk-

lar¬(2.10) formülü elde edilir.

Not 11 Teorem 3.9 un sonucu olarak Navas vd (2011) taraf¬ndan elde edilen (2.22)

ve (2.23) formülleri elde edilir.

Teorem 3.10 z = x + iy 2 C, � 6= �1 ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun.

Sabitlenmiş � = �m, z ve yeteri kadar büyük n say¬lar¬için e¼ger x > �m
2
ise

E�mn (z; �) = 2�m�m (z +m)n
�
1 +O

��
z +m� 1
z +m

�n��
; (3.78)

e¼ger x < �m
2
ise

E�mn (z; �) = 2�mzn
�
1 +O

��
z + 1

z

�n��
(3.79)

ve e¼ger x = �m
2
ise

E�mn (z; �) � 2�m
h�
�m
2
+ iy

�n
+ �m

�m
2
+ iy

�ni
(3.80)

d¬r.

·Ispat. (3.65) de � yerine �m yaz¬l¬rsa

E�mn (z; �) =
n!

2�i

Z
C

2�mewz

(�ew + 1)�m
dw

wn+1
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elde edilir. Bu takdirde

E�mn (z; �) =
n!

2�i

Z
C

(�ew + 1)m 2�mewz
dw

wn+1

=
n!

2�i

Z
C

mX
r=0

�
m

r

�
�rerw2�mewz

dw

wn+1

= n!

mX
r=0

�
m

r

�
2�m�r

1

2�i

Z
C

ew(z+r)
dw

wn+1

= 2�m
mX
r=0

�
m

r

�
�r (z + r)n

seri aç¬l¬m¬elde edilir. E�mn (z; �) için elde etti¼gimiz toplama n!1 iken jz + rj nin

maksimum de¼geri en büyük katk¬y¬sa¼glayacakt¬r. Dolay¬s¬yla Teorem 3.8 e benzer

olarak s¬ras¬yla (3.79), (3.80) ve (3.78) ispatlan¬r.

Not 12 Teorem 3.10 da � = 1 al¬n¬rsa s¬ras¬yla Lopez ve Temme�nin (2010) elde

etmiş olduklar¬(2.4), (2.6), (2.8) formülleri elde edilir.

3.6. Apostol-Genocchi Polinomlar¬

B�n (z; �) ve G�n (z; �) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬ndan

G�n (z; �) = (�2)
� B�n (z;��)

oldu¼gu görülür. Böylece (3.57) yard¬m¬yla G�n (z; �) için de bir Fourier serisi elde

edilir. Ayr¬ca G�n (z; �) ile E�n (z; �) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬n¬n kutup

noktalar¬ayn¬oldu¼gu için (3.77) kullan¬larak Teorem 3.7 ve Teorem 3.8 e benzer

teoremler G�n (z; �) polinomu için de aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir.

Teorem 3.11 z 2 C ve m bir pozitif tamsay¬ olsun. n ! 1 için � = m ve z

sabitlendi¼ginde 0 < arg� � � ve � 6= �1 için

Gmn (z; �) =
2m

�z
n!

(�i� log�)n
�
n� 1
m� 1

�
�
"
m�1X
v=0

(log�� �i)v

(n� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z) e

�iz +O

������i� log��i+ log�

����n�
#
;
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� 2 (0;1) için

Gmn (z; �) =
2m

�z
(�1)n n!

(�i+ log�)n

�
n� 1
m� 1

�"m�1X
v=0

(log�+ �i)v

(n� 1)v

�
m� 1
v

�

�Bmv (z)
(
e��iz +

�
log�+ �i

log�� �i

�n�v
e�iz

)
+O

����� �i+ log�3�i� log�

����n�
#
;

ve �� < arg� < 0 için

Gmn (z; �) =
2m

�z
(�1)n n!

(�i+ log�)n

�
n� 1
m� 1

�
�
"
m�1X
v=0

(log�+ �i)v

(n� 1)v

�
m� 1
v

�
Bmv (z) e

��iz +O

������i+ log��i� log�

����n�
#

d¬r.

Teorem 3.12 z = x+ iy 2 C ve m negatif olmayan bir tamsay¬olsun. Sabitlenmiş

� = �m, z ve n!1 için x > �m
2
ise

G�mn (z; �) =
2�mn!�m

(n+m)!
(z +m)n+m

"
1 +O

 �
z +m� 1
z +m

�n+m!#
;

x < �m
2
ise

G�mn (z; �) =
2�mn!

(n+m)!
zn+m

"
1 +O

 �
z + 1

z

�n+m!#

ve x = �m
2
ise

G�mn (z; �) � 2�mn!

(n+m)!

�
�m
�
�m
2
+ iy

�n+m
+
�m
2
+ iy

�n+m�
d¬r.
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4. SONUÇ

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda, genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli, Euler ve Genocchi

polinomlar¬ve genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi

polinomlar¬ için Cauchy integrali ve üreteç fonksiyonlar¬ndan yararlanarak bu poli-

nomlar¬n Fourier serileri elde edilmi̧stir. Bu Fourier aç¬l¬mlar¬yard¬m¬ile yeteri kadar

büyük n de¼gerleri için bu polinomlar¬n asimptotik ifadeleri elde edilmi̧stir. Lopez

ve Temme�nin (2010) genelleştirilmi̧s Bernoulli ve Euler polinomlar¬ için elde et-

ti¼gi asimptotik ifadeler bu çal¬̧smada genelleştirilmi̧s dejenere Bernoulli ve Euler

polinomlar¬ için elde edilen asimptotik ifadelerin � ! 0 durumunun bir özel ha-

lidir. Ayr¬ca genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlar¬için bu

çal¬̧smada elde edilen asimptotik ifadelerde � = 1 al¬nd¬¼g¬nda Navas vd nin (2011)

sonuçlar¬elde edilmektedir.
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