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ÖNSÖZ

Dönme matrisleri özellikle bilgisayar programlar¬için çok önemli matrislerdir.

Bu yüzden dönme matrisini üretmek matematikçiler için önemli bir problemdir.

Dönme matrislerini üretmek için çok farkl¬method vard¬r. Bunlar aras¬nda en kul-

lan¬̧sl¬yol birim kuaterniyonlar¬kullanarak dönme matrisi üretmektir. Ayr¬ca, Ro-

drigues formülü de verilen bir dönme ekseni etraf¬nda verilen bir � aç¬s¬kadar dön-

meyi ifade eden dönme matrisini üretmekte oldukça kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

Bu çal¬̧smada önce R3 ve Rn�de dönme matrislerinin nas¬l üretilece¼gi gösteril-

mi̧stir. Daha sonra R31, R41 ve R42�de dönme matrislerinin nas¬l üretilece¼gi belir-

tilmi̧stir. Son olarak da, Rn1�de dönme matrislerinin üretilmesi yeni bir metodla

sunulmuştur.
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paylaşan hocam Say¬n Prof. Dr. Abdullah Aziz ERG·IN�e, ayr¬ca sonsuz sevgi ve

destekleriyle her zaman yan¬mda olan ve beni ne pahas¬na olursa olsun destekleyen
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1. G·IR·IŞ

Bu bölümde, Öklid ve Lorentz uzay¬ile ilgili baz¬temel kavramlar verilmi̧stir.

1.1. Öklid Uzay¬

R, reel say¬lar cismini göstermek üzere, Rn = f(u1; u2; � � � ; un)g eşitli¼giyle be-

lirli Rn kümesinde toplama i̧slemi,

(u1; u2; � � � ; un) + (v1; v2; � � � ; vn) = (u1 + v1; u2 + v2; � � � ; un + vn)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Skalerle çarpma i̧slemi, � 2 R ve (u1; u2; � � � ; un) 2 Rn için,

� (u1; u2; � � � ; un) = (�u1; �u2; � � � ; �un)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Bu i̧slemlere göre, Rn kümesi R cismi üstünde bir vektör uzay¬

olur.

Rn vektör uzay¬nda, u = (u1; u2; � � � ; un) ve v = (v1; v2; � � � ; vn) olmak üzere,

hu;vi =
nX
i=1

uivi

eşitli¼giyle tan¬mlanan,

Rn � Rn ! R; (u;v)! hu;vi

fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir iç çarp¬md¬r. Bu iç çarp¬ma, Rn uzay¬n¬n do¼gal iç

çarp¬m¬veya Öklid iç çarp¬m¬denir.

u 2 Rn olmak üzere,

kuk =
p
hu;ui

diyelim.

Rn ! R; u! kuk

fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir normdur. Buna göre, Rn vektör uzay¬, normlu vektör

uzay¬d¬r.

d (u;v) = ku� vk

1



biçiminde tan¬mlanan,

d : Rn � Rn ! R

fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir metriktir. Dolay¬s¬yla, Rn bir metrik uzayd¬r.

Her metrik uzay, bir topolojik uzay oldu¼gundan, Rn uzay¬bir topolojik uzayd¬r.

Belirtilen topolojisiyle birlikte Rn uzay¬na Öklid Uzay¬denir (Sabuncuo¼glu 2001).

1.1.1. Öklid Uzay¬nda Ortogonal Matrisler

Tan¬m 1.1 (Gallier 2000) Vektörlerin uzunlu¼gunu koruyan matrise ortogonol mat-

ris denir. Yani, her u 2 Rn için,

hAu; Aui = hu;ui

ise A matrisine ortogonal matris denir.

Bir ortogonal matrisin kolonlar¬ve sat¬rlar¬Rn için ortonormal bir taband¬r.

Ortogonal matrisler tersleri ile karakterize edilir. A bir ortogonal bir matris ise

AT = A�1 eştili¼gi sa¼glan¬r. Yani; ATA = I eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitli¼gin her iki

taraf¬n¬n determinant¬al¬n¬rsa,

detAT detA = det I =) (detA)2 = 1 =) detA = �1

elde edilir. Buna göre, bir ortogonal matrisin determinant¬ya 1 ya da �1�dir.

Tan¬m 1.2 (Gallier 2000) Determinant¬1 olan ortogonal matrislere dönme matrisi

denir.

Rn uzay¬nda dönme matrislerinin kümesi,

SO (n) =
�
A 2Mn�n (R) : ATA = I ve detA = 1

	
ile gösterilir. Herhangi u;v 2 Rn vektörleri için uTATAv = uTv = hu;vi eşitli¼gi

sa¼glan¬r. Bundan dolay¬, A 2 SO (n) ise

hAu; Avi = (Au)T Av = uTATAv = uTv = hu;vi

oldu¼gu görülebilir. Dönme matrisleri aç¬lar¬, uzunluklar¬koruyan dönüşümlerdir. Rn

de her dönme matrisi, bir eksen etraf¬nda � aç¬s¬kadar dönmeyi ifade eder.

2



1.2. Lie Cebiri ve Lie Grubu

Tan¬m 1.3 (Ebbinghaus vd 1991)V, F cismi üzerinde vektör uzay¬olsun. Bu vektör

uzay¬nda, V �V kümesinden V�ye tan¬mlanm¬̧s bir ikili işlem aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼gl¬yorsa, bu vektör uzay¬na bu işlemle birlikte, F cismi üzerinde bir cebir denir.

Her u;v;w 2 V ve her � 2 F için,

i) u (vw) = (uv)w (Birleşme özelli¼gi)

ii) u (v +w)= uv + uw ve (v +w)u = vu+wu (Da¼g¬lma özelli¼gi)

iii) � (uv) = (�u)v = u (�v) (Skalerle çarpma özelli¼gi)

Tan¬m 1.4 (Hac¬saliho¼glu 2000) V, F cismi üzerinde vektör uzay¬olmak üzere,

[�; �] = V �V! V

dönüşümü,

i) 2-lineer

ii) Ters simetrik (Yani, her v;w 2 V için, [v;w] = � [w;v])

iii) u;v;w 2 V için,

[u; [v;w]] + [w; [u;v]] + [v; [w;u]] = 0

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, [�; �] dönüşümüne V üstünde bir Lie operatörü denir. Bu ope-

ratör V vektör uzay¬nda yeni bir çarpma işlemi tan¬mlar ki, bu işlemle birlikte V

uzay¬bir cebir oluşturur. Bu cebire de Lie Cebiri denir.

Tan¬m 1.5 (Gallier 2011) Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan boştan farkl¬bir G küme-

sine Lie grubu denir.

i) G bir gruptur.

ii) G bir diferensiyellenebilir manifolddur.

iii) G bir topolojik uzayd¬r.

Şimdi Lie Cebiri ve Lie grubunun tan¬m¬n¬verdikten sonra baz¬temel tan¬mlar¬

verebiliriz. Reel say¬lar cismi üzerindeki, n� n tipindeki matrislerin kümesi çarpma

3



i̧slemi alt¬nda bir grup oluşturur ve GL (n;R) ile gösterilir. Determinant¬ 1 olan

matrisleri içerenGL (n;R)�nin alt grubu SL (n;R) ile gösterilir. Reel n�n tipindeki

ortogonal matrislerin kümesi çarpma i̧slemi alt¬nda bir grup oluşturur ve O (n) ile

gösterilir. Yine determinant¬1 olan matrisleri içeren O (n)�nin alt grubu SO (n) ile

gösterilir. Ayn¬zamanda SO (n) grubundaki matrislere dönme matrisleri denir.

Tan¬m 1.6 (Gallier 2011) GL (n;R) grubu genel lineer grup ve onun alt grubu

SL (n;R) de özel lineer grup olarak isimlendirilir. Ortogonal matrislerin grubu olan

O (n) grubu, ortogonal grup ve onun alt grubu olan SO (n), özel ortogonal grup veya

dönme grubu olarak isimlendirilir. ·Izi 0 olan reel n� n tipindeki matrislerin vektör

uzay¬sl (n;R) ve reel n�n tipindeki ters simetrik matrislerin vektör uzay¬da so (n)

ile gösterilir.

Exponensiyel dönüşüm Lie cebirinden Lie grubuna giden dönüşümdür.

exp : so (n)! SO (n)

ve

exp : sl (n;R)! SL (n;R)

biçiminde tan¬mlan¬r.

Exponensiyel dönüşümün özellikleri Lie grubu çal¬̧smas¬nda önemli bir rol oy-

nar.

exp : gl (n;R)! GL (n;R)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r, ancak her eA şeklindeki matris pozitif determinanta sahip

oldu¼gu için exp örten de¼gildir. Benzer olarak

exp : sl (n;R)! SL (n;R)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r, ancak örten de¼gildir.

exp : so (n)! SO (n)

dönüşümü iyi tan¬ml¬ve örtendir.

exp : o (n)! O (n)

4



dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r, ancak örten de¼gildir. ÇünküO (n)�de determinant¬�1 olan

matrisler vard¬r.

exp : so (n)! SO (n)

dönüşümü iyi tan¬ml¬ve örten oldu¼gundan n = 3 ald¬¼g¬m¬zda ve A ters simetrik

matris oldu¼gunda, eA için aç¬k bir formül bulmak mümkün olur. Herhangi 3 � 3

tipinde

A =

0BBB@
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

1CCCA
ters simetrik matrisi için � =

p
a2 + b2 + c2 al¬n¬rsa biz Rodrigues formülü olarak

bilinen

eA = I3 +
sin �

�
A+

(1� cos �)
�2

A2

formülünü elde ederiz (Gallier 2011).

1.3. Lorentz Uzay¬

Tan¬m 1.7 (O�Neill 1983) V bir vektör uzay¬, F bir cisim olmak üzere,

B : V � V ! F

dönüşümü,

i) B (u+ v;w) = B (u;w) +B (v;w)

ii) B (w;u+ v) = B (w;u) +B (w;v)

iii) B (�u;v) = B (u; �v) = �B (u;v)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, B dönüşümüne bilineer form denir.

B (u;v) = B (v;u) ise, B�ye simetrik bilineer form denir. B simetrik bilineer

formunda,

Her u 6= 0 için, B (u;u) > 0 ise B�ye pozitif tan¬ml¬simetrik bilineer form,

5



Her u 6= 0 için, B (u;u) < 0 ise B�ye negatif tan¬ml¬simetrik bilineer form,

Her u 6= 0 için, B (u;v) = 0 olmas¬ v = 0 olmas¬n¬ gerektiriyorsa, B�ye

nondejenere simetrik bilineer form denir. (Yani, tüm vektörlere ortogonal olan tek

vektör 0 vektörü ise)

V vektör uzay¬nda tan¬ml¬nondejenere simetrik bilineer forma skaler çarp¬m

denir.

Tan¬m 1.8 (O�Neill 1983) Rn Öklid uzay¬üzerinde, Öklid iç çarp¬m¬yerine,

u = (u1; u2; :::; un) ; v = (v1; v2; :::; vn) için,

h�; �i : Rn � Rn ! R

hu;viL = �u1v1 � u2v2 � � � � � umvm + um+1vm+1 + um+2vm+2 + � � �+ unvn

biçiminde tan¬ml¬nondejenere, simetrik bilineer form al¬n¬rsa Rn uzay¬na yar¬Ök-

lidyen iç çarp¬m ile birlikte; m indeksine sahip ya da (�;�; :::;�| {z }
m tane

;+;+; :::;+| {z }
n�m tane

) işare-

tine sahip n boyutlu yar¬Öklidyen uzay denir. Özel olarak, m = 1 ve n = 3 al¬n¬rsa,

bu uzay Minkowski 3 uzay¬ olur. Sadece m = 1 al¬n¬rsa, Minkowski n uzay¬ veya

Lorentz uzay¬elde edilir ve Rn1 ile gösterilir.

hu;viL = �u1v1+u2v2+ � � �+unvn nondejenere, simetrik bilineer formuna da

(�;+;+; :::;+) işaretli Lorentz iç çarp¬m¬denir.

u 2 Rn1 vektörünün normu;

kuk =
p
jhu;uij

şeklindedir. O halde u birim vektör ise; hu;ui = �1�dir.
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Tan¬m 1.9 (Izumiya vd 2000) Lorentz iç çarp¬m¬pozitif tan¬ml¬de¼gildir. Bundan

dolay¬bu uzaydaki vektörler aşa¼g¬daki biçimde s¬n¬�ara ayr¬l¬r. Rn1 uzay¬nda herhangi

bir vektör u = (u1; u2; :::; un) olmak üzere;8>>><>>>:
hu;ui > 0 veya u = 0 ise u�ya spacelike vektör

hu;ui < 0 ise u�ya timelike vektör

hu;ui = 0 ve u 6= 0 ise u�ya lightlike veya null vektör

denir.

1.3.1. Lorentz Uzay¬nda Ortogonal Matrisler

Tan¬m 1.10 (Özdemir 2010) Lorentz uzay¬nda vektörlerin uzunlu¼gunu koruyan mat-

rise pseudo ortogonal matris denir. Yani her u 2 Rn1 için,

hAu; AuiL = hu;uiL

ise A matrisine pseudo ortogonal matris denir.

Bir pseudo ortogonal matrisin kolonlar¬ ve sat¬rlar¬Rn1 için bir ortonormal

taband¬r. Pseudo ortogonal matrisler tersleri ile karakterize edilir. A bir pseudo

ortogonal matris ise,

I� =

26666666666664

�1 0 0 � � � 0 0

0 1 0 � � � 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0
. . .

...
...

...
...
... 1 0

0 0 0 0 0 1

37777777777775
olmak üzere, I�AT I� = A�1 eşitli¼gi sa¼glan¬r. Yani, I�AT I�A = I eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Pseudo ortogonal bir matrisin determinant¬ya 1 ya da �1�dir.

Tan¬m 1.11 (Özdemir 2010) Determinant¬1 olan pseudo ortogonal matrise Lorentz

dönme matrisi denir.
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Rn1�de tüm dönme matrislerinin kümesi

SO (n; 1) =
�
R 2Mn�n (R) : RT I�R = I� ve detR = 1

	
ile gösterilir. Herhangi iki u;v 2 Rn1 vektörü için, matris çarp¬m¬ ile Lorentz iç

çarp¬m¬aras¬ndaki ili̧ski,

uT I�v = hu;viL

ile verilir. Böylece, u;v 2 Rn1 vektörü için, A dönme matrisi ise,

hAu; AviL = (Au)
T I�Av = uTAT I�Av = uT I�I�AT I�Av = uT I�v = hu;viL

oldu¼gu görülür. Minkowski n uzay¬nda dönme matrisleri uzunlu¼gu ve aç¬lar¬koruyan

dönüşümlerdir. Bir dönme matrisi, timelike, spacelike veya null bir vektörü s¬ras¬yla

timelike, spacelike veya null bir vektöre dönüştürür. Dönme matrisi, dönme ekseninin

spacelike veya timelike olmas¬na göre ve dönme türünün hiperbolik veya küresel

olmas¬na göre de¼gi̧sir.

1.4. Kuaterniyonlar

Kuaterniyon cebiri,

i2 = j2 = k2 = i � j � k = �1

koşullar¬n¬taş¬yan q = q1 + q2i + q3j + q4k (qi 2 R) say¬dörtlülerinin oluşturdu¼gu

birleşimli fakat de¼gi̧smeli olmayan bir bölüm cebiridir. Buradaki "�" i̧sareti, ku-

aterniyon çarp¬m¬n¬göstermektedir. Bu say¬dörtlülerinin oluşturdu¼gu küme H ile

gösterilir. q = q1 + q2i+ q3j+ q4k kuaterniyonunu, Sq = q1 ve Vq = q2i+ q3j+ q4k

olmak üzere q = Sq + Vq formunda gösterebiliriz. Bazen kuaterniyonlar¬ sadece

dörtlülerle q = (q1; q2; q3; q4) biçiminde de gösterebiliriz.

Kuaterniyon çarp¬m¬n¬n da¼g¬lma özelli¼gi vard¬r. ·Iki kuaterniyonun çarp¬m¬,

i2 = j2 = k2 = i � j � k = �1

ifadelerinin kullan¬lmas¬yla kolayca bulunabilir. Bu eşitlikler yard¬m¬yla,

i � j = k; j � k = i; k � i = j;

j � i = �k; k � j = �i; i � k = �j
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oldu¼gu görülebilir. Bu çarp¬m¬n vektörel çarp¬ma benzedi¼gi aç¬kt¬r. Şimdi bu eşitlik-

ler yard¬m¬yla iki kuaterniyonu çarpal¬m.

p; q 2 H olmak üzere, p = p1 + p2i+p3j + p4k ve q = q1 + q2i + q3j + q4k

kuaterniyonlar¬n¬n kuaterniyon çarp¬m¬

(p1 + p2i+p3j+ p4k) (q1 + q2i+ q3j+ q4k) = p1q1 � (p2q2 + p3q3 + p4q4)

+i (p1q2 + q1p2 + p3q4 � q3p4)

+j (p1q3 + q1p3 + p4q2 � q4p2)

+k (p1q4 + q1p4 + p2q3 � q2p3)

biçimindedir. Bu çarp¬m¬n de¼gi̧smeli olmad¬¼g¬aşikard¬r. Bu çarp¬m¬daha kolay şe-

kilde de ifade etmek mümkündür.

� : H�H! H (p; q)! p � q

p � q = SpSq � hVp;Vqi+ SpVq + SqVp+Vp�Vq

şeklinde ifade edilir. Burada, h; i ve � s¬ras¬yla Öklid iç çarp¬m¬ve Öklidyen vektörel

çarp¬m¬göstermektedir. Ayr¬ca, kuaterniyon çarp¬m¬,

p � q =

26666664
p1 �p2 �p3 �p4
p2 p1 �p4 p3

p3 p4 p1 �p2
p4 �p3 p2 p1

37777775

26666664
q1

q2

q3

q4

37777775
biçiminde yaz¬labilir.

Örne¼gin, p = (1; 2; 3; 1) ve q = (2;�1; 2; 3) kuaterniyonlar¬n¬n çarp¬m¬n¬n

(�5; 10; 1; 12) oldu¼gunu görürüz.

H kuaterniyonlar kümesi, q 2 H ve q = Sq+Vq için, Sq = 0 ise, bu durumda

q�ya saf kuaterniyon denir. ·Iki saf kuaterniyonun çarp¬m¬, p = p2i+p3j + p4k ve

q = q2i+ q3j+ q4k olmak üzere;

p � q = �hVp;Vqi+Vp�Vq = � (p2q2 + p3q3 + p4q4) +

26664
i j k

p2 p3 p4

q2 q3 q4

37775
9



şeklinde ifade edilir.

q = (q1; q2; q3; q4) = Sq + Vq bir kuaterniyon olmak üzere, kuaterniyonun

eşleni¼gi K (q) ile gösterilir veK (q) = Sq�Vq şeklinde tan¬mlan¬r. Kuaterniyonlar¬n

toplam¬n¬n eşleni¼gi, eşleniklerinin toplam¬na eşittir. q ve K (q) kuaterniyonlar¬n¬n

sadece vektörel k¬s¬mlar¬farkl¬oldu¼gu için, q �K (q) = K (q) � q eşitli¼gi vard¬r.

q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonunun normu

N (q) =
p
K (q) � q =

q
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

şeklinde tan¬mlan¬r. N (q) = 1 oldu¼gu zaman, q�ya birim kuaterniyon denir. Ayr¬ca,

N (q) 6= 0 olmak üzere,

q0 =
q

N (q)

bir birim kuaterniyon belirtir.

Kuaterniyonlar¬n kuaterniyon çarp¬m¬na göre tersleri vard¬r ve

q � q�1 = q�1 � q = 1 özelli¼gini sa¼glarlar ve

q�1 =
K (q)

N (q)

dir (Özdemir ve Ergin 2006).

Teorem 1.12 (Özdemir ve Ergin 2006) 8q; r; s 2 H olmak üzere, kuaterniyonlar

aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar:

i) q � (r � s) = (q � r) � s

ii) q � (r + s) = q � r + q � s

iii) K (q � r) = K (r) �K (q)

iv) N (q � r) = N (q)N (r)

v) Vq vektörünün Vr�ye paralel olmas¬ için gerek ve yeter şart q � r = r � q

olmas¬d¬r.
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1.5. Split Kuaterniyonlar

Tan¬m 1.13 (Inoguchi 1998, Inoguchi ve Toda 2004) Split kuaterniyon cebiri,

i2 = �1; j2 = k2 = ijk =1

koşullar¬n¬ taş¬yan q = q1 + q2i + q3j + q4k (qi 2 R) say¬dörtlülerinin oluşturdu¼gu

birleşimli fakat de¼gişmeli ve bölümlü olmayan bir cebirdir. Bu say¬dörtlülerinin oluş-

turdu¼gu küme bH ile gösterilir.

Tan¬m 1.14 (Özdemir ve Ergin 2006) bH split kuaterniyonlar kümesi ve p; q 2 bH
için, p = (p1; p2; p3; p4) ve q = (q1; q2; q3; q4) split kuaterniyonlar¬n split kuaterniyon

çarp¬m¬,

� : bH! bH; (p; q)! p � q

p � q = SpSq + hVp;VqiL + SpVq + SqVp+Vp�L Vq

şeklinde ifade edilir. Burada, h; iL ve �L s¬ras¬yla Lorentziyen iç çarp¬m¬ve Lorentziyen

vektörel çarp¬m¬göstermektedir.

Split kuaterniyonlar, R42 yani 2 indekse sahip 4 boyutlu yar¬Öklidyen uzay¬

ile özdeşleştirilir. Bunun yan¬nda, split kuaterniyonlar¬n vektörel k¬sm¬ise 3 boyutlu

Minkowski uzay¬ ile özdeşleştirilmektedir. Bu durum, split kuaterniyonlar¬ kulla-

narak Lorentziyen iç çarp¬m ve vektörel çarp¬m¬içeren bir çok vektörel analiz konusu-

nun yorumlanmas¬n¬sa¼glayabilir.

Ayr¬ca, split kuaterniyon çarp¬m¬, p = (p1; p2; p3; p4) ve q = (q1; q2; q3; q4) ol-

mak üzere,

p � q =

26666664
p1 �p2 p3 p4

p2 p1 p4 �p3
p3 p4 p1 �p2
p4 �p3 p2 p1

37777775

26666664
q1

q2

q3

q4

37777775
şeklinde de yaz¬labilir.

Tan¬m 1.15 (Özdemir ve Ergin 2006) bH split kuaterniyonlar kümesi, q 2 bH ve

q = Sq +Vq için, Sq = 0 ise, bu durumda q�ya saf split kuaterniyon denir.
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·Iki saf split kuaterniyonun çarp¬m¬, p = p2i+ p3j+ p4k ve q = q2i+ q3j+ q4k

olmak üzere,

p � q = hVp;VqiL +Vp�L Vq = �p2q2 + p3q3 + p4q4 +

26664
�i j k

p2 p3 p4

q2 q3 q4

37775
şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 1.16 (Özdemir ve Ergin 2006) q = (q1; q2; q3; q4) = Sq+Vq bir split kuater-

niyon olmak üzere, split kuaterniyonun eşleni¼gi K (q) ile gösterilir ve

K (q) = Sq �Vq şeklinde tan¬mlan¬r.

Split kuaterniyonlar¬n toplam¬n¬n eşleni¼gi, eşleniklerin toplam¬na eşittir. q ve

K (q) split kuaterniyonlar¬n¬n sadece vektörel k¬s¬mlar¬farkl¬oldu¼gu için,

I (q) = q �K (q) = K (q) � q

eşitli¼gi vard¬r.

Tan¬m 1.17 (Özdemir ve Ergin 2006) Bir q split kuaterniyonu için,

I (q) = q �K (q) = K (q) � q = q21 + q22 � q23 � q24

şeklinde tan¬mlanan eşitli¼ge göre,

I (q) > 0 ise q�ya timelike kuaterniyon

I (q) < 0 ise q�ya spacelike kuaterniyon

I (q) = 0 ise q�ya lightlike kuaterniyon

denir. Aç¬kça görülmektedir ki; burada �I (q) = �q21 � q22 + q23 + q24 eşitli¼gi

q = (q1; q2; q3; q4) split kuaterniyonunun 4 boyutlu bir vektör olarak hq; qiR42 şeklinde,

yar¬Öklidyen iç çarp¬ma eşittir.
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Tan¬m 1.18 (Özdemir ve Ergin 2006) q = (q1; q2; q3; q4) split kuaterniyonunun

normu

N (q) =
q
jq21 + q22 � q23 � q24j

şeklinde tan¬mlan¬r. N (q) = 1 oldu¼gu zaman, q�ya birim split kuaterniyon denir.

Ayr¬ca, N (q) 6= 0 olmak üzere, q0 = q=N (q) bir birim split kuaterniyon belirtir.

Spacelike ve timelike kuaterniyonlar¬n split kuaterniyon çarp¬m¬na göre tersleri

vard¬r ve q � q�1 = q�1 � q = 1 özelli¼gini sa¼glarlar ve q�1 = K (q) =I (q)�dur. Lightlike

kuaterniyonlar¬n tersi yoktur.

Teorem 1.19 (Özdemir ve Ergin 2006) 8q; r; s 2 bH olmak üzere, split kuaterniyon-
lar aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar.

i) q � (r � s) = (q � r) � s

ii) q � (r + s) = q � r + q � s

iii) K (q � r) = K (q) �K (r)

iv) I (q � r) = I (q) I (r)

v) N (q � r) = N (q)N (r)

vi) Vq vektörünün Vr�ye paralel olmas¬için gerek ve yeter şart q � r = r � q

olmas¬d¬r.

Bu teoremin bir sonucu olarak, split kuaterniyon çarp¬m¬na göre spacelike ku-

aterniyonlar bir grup oluşturmad¬¼g¬fakat timelike kuaterniyonlar¬n bir grup oluş-

turdu¼gu görülebilir. Teorem 1.19�un iv) ifadesi iki spacelike kuaterniyonun split ku-

aterniyon çarp¬m¬n¬n bir timelike kuaterniyon oldu¼gunu göstermektedir. Timelike

kuaterniyonlar¬n kümesi

TbH = fq = (q1; q2; q3; q4) : q1; q2; q3; q4 2 R; I (q) > 0g
ile gösterilir. Ayr¬ca, birim timelike kuaterniyonlar¬n kümesi ise TbH1 ile gösterilir.
TbH1 kümesi TbH kümesinin bir altgrubudur ve bu küme

S32 = fu 2 R42 : hu;uiR42 = 1g
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yar¬Öklidyen küresi olarak düşünülebilir.

Timelike bir kuaterniyonun vektörel k¬sm¬timelike, spacelike ya da null vektör

olabilir. Bu durum özellikle dönmelerde ve kutupsal formlarda önemlidir. Bunun

yan¬nda, spacelike kuaterniyonlar¬n vektörel k¬sm¬daima spacelike bir vektördür.

q21 + q
2
2 � q23 � q24 < 0 oldu¼gunda, 0 < q21 < �q22 + q23 + q24 = hVq;VqiL olacakt¬r.

Kompleks say¬larda ve kuaterniyonlarda oldu¼gu gibi split kuaterniyonlar da ku-

tupsal formda ifade edilebilir. Fakat, split kuaterniyonlarda, split kuaterniyonunun

spacelike ya da timelike olmas¬, hatta timelike kuaterniyonlarda vektörel k¬sm¬n

timelike ya da spacelike olmas¬bu kutupsal formu de¼gi̧stirir. Yani, spacelike kuater-

niyonlar için ayr¬ayr¬kutupsal formlar belirtilecektir.

1. Her q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH spacelike kuaterniyonu,
sinh � =

q1
N (q)

; cosh � =

p
�q22 + q23 + q24
N (q)

ve �!"0 =
q2i+ q3j+ q4kp
�q22 + q23 + q24

olmak üzere,

q = N (q) (sinh � +�!"0 cosh �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü R31 uzay¬nda spacelike birim vektördür.

Örne¼gin, q = (1; 1; 2; 2) spacelike kuaterniyonu,

q = sinh � +�!"0 cosh � =
1p
6
+
(1; 2; 2)p

7

p
7p
6

formunda yaz¬l¬abilir.

2. Vektörel k¬sm¬spacelike olan her q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH timelike kuaterniy-
onu,

cosh � =
jq1j
N (q)

; sinh � =

p
�q22 + q23 + q24
N (q)

ve �!"0 =
q2i+ q3j+ q4kp
�q22 + q23 + q24

olmak üzere,

q = N (q) (cosh � +�!"0 sinh �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü R31 uzay¬nda spacelike birim vektördür.

Örne¼gin, q = (2; 1; 0; 2) spacelike vektör k¬sm¬na sahip timelike kuaterniyonu,

q = cosh � +�!"0 sinh � = 2 +
(1; 0; 2)p

3

p
3
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olarak yaz¬labilir.

3. Vektörel k¬sm¬timelike olan her q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH timelike kuaterniy-

onu,

cos � =
q1
N (q)

; sin � =

p
q22 � q23 � q24
N (q)

ve �!"0 =
q2i+ q3j+ q4kp
q22 � q23 � q24

olmak üzere,

q = N (q) (cos � +�!"0 sin �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü R31 uzay¬nda timelike birim vektördür.

Örne¼gin, q = (1; 2; 1; 1) timelike vektör k¬sm¬na sahip timelike kuaterniyonu,

q =
p
3(cos � +�!"0 sin �) =

p
3(
1p
3
+
(2; 1; 1)p

2

p
2p
3
)

formunda yaz¬l¬r (Özdemir ve Ergin 2006).
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2. 3 Boyutlu Öklid Uzay¬nda Dönme Matrislerinin Üretilmesi

2.1. R3�de bir dönme matrisinin özde¼gerleri

R3�de bir A dönme matrisinin özde¼gerlerini inceleyelim. A dönme matrisinin

özde¼gerleri �1; �2 ve �3 olsun. Bu durumda, A matrisinin karakteristik polinomu

4A (x) = det (xI � A) = (x� �1) (x� �2) (x� �3)

olur. x = 0 yazarsak, detA = �1�2�3 = 1 elde edilir. Yani, dönme matrisinin

özde¼gerlerinin çarp¬m¬1�dir. Bundan dolay¬, bir dönme matrisinin özde¼gerleri

1; e�i� = cos � � i sin � ve ei� = cos � + i sin �

de¼gerleridir (Özdemir 2010).

Teorem 2.20 (Özdemir 2010) Bir A dönme matrisinin karakteristik polinomu

P (x) = x3 � iz (A)x2 + iz (A)x� 1 dir.

·Ispat. Herhangi bir A dönme matrisinin karakteristik polinomu, C 2 R olmak

üzere,

P (x) = det (xI � A) = x3 � iz (A)x2 + Cx� 1

formundad¬r. Özde¼gerlerinden biri 1 oldu¼gundan P (1) = 0 olmal¬d¬r. Buradan,

C = iz (A) elde edilir. Böylece karakteristik polinom

P (x) = x3 � iz (A)x2 + iz (A)x� 1

P (x) = (x� 1) (x2 + ((1� iz (A))x+ 1)

olarak bulunur.
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2.2. R3�de bir dönme matrisinin dönme aç¬s¬n¬n hesaplanmas¬

A bir dönme matrisi olmak üzere,

4A (x) = det (xI � A) = (x� �1) (x� �2) (x� �3)

karakteristik polinomunun kökleri

1; e�i� = cos � � i sin � ve ei� = cos � + i sin �

oldu¼gundan,

4A (x) = (x� 1)
�
x� ei�

� �
x� e�i�

�
= (x� 1)

�
x2 �

�
e�i� + ei�

�
x+ 1

�
eşitli¼ginde, cos � =

�
e�i� + ei�

�
=2 oldu¼gu kullan¬l¬rsa,

4A (x) = (x� 1)
�
x2 � 2 cos �x+ 1

�
elde edilir. Bir önceki teoremle kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, 1� iz (A) = �2 cos � eşitli¼ginden

cos � =
1

2
(iz (A)� 1)

bulunur (Özdemir 2010).

Örnek 2.21 A =
1

9

26664
�7 4 4

4 �1 8

4 8 �1

37775 dönme matrisinin dönme aç¬s¬,

cos � =
1

2

�
1

9
(�7� 1� 1)� 1

�
= �1

eşitli¼ginden � = � olarak bulunur.
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2.3. R3�de Dönme Matrisi Elde Etme Yöntemleri

2.3.1. 1. Yöntem: Birim Kuaterniyonlar

R3�de dönmelerin gösterilmesi için bir çok yöntem vard¬r. Euler aç¬lar¬, orto-

normal matrisler ve kuaterniyonlar bunlardan baz¬lar¬d¬r, fakat kuaterniyonlar di¼ger

yöntemlere göre dönmeleri göstermede daha kullan¬̧sl¬bir yöntemdir. Bir ortonor-

mal dönme matrisinin oluşturulmas¬için her kolonun birbirine dik ve birim vektör

olmas¬gibi baz¬k¬s¬tlamalar ve şartlar vard¬r. Bu k¬s¬tlamalar, dokuz tane say¬ile

ortonormal bir matrisin kurulmas¬n¬güçleştirir. Fakat birim kuaterniyon yard¬m¬yla

bir dönme matrisi çok kolay bir şekilde kurulabilir. Sadece dört say¬ve bu say¬lar¬n

oluşturdu¼gu kuaterniyonun birim kuaterniyon olmas¬yeterlidir. Yani, sadece dört

say¬bir dönme matrisinin kurulmas¬için yeterlidir ve tek k¬s¬tlamam¬z da kuaterni-

yonun normunun 1 olmas¬d¬r. Bu kolayl¬k, özellikle dönme içeren optimizasyon prob-

lemlerinin çözümünde kolayl¬k sa¼glamaktad¬r. Bu şekildeki problemleri alt¬tane li-

neer olmayan k¬s¬tlama, ortonormallik koşulu ve ayr¬ca determinant¬n 1�e eşit olmas¬

problemin çözümünü zorlaşt¬r¬r. Kuaterniyonlar¬n dönmeleri göstermedeki sa¼glad¬¼g¬

kolayl¬k, özellikle bugün bilgisayar animasyon, �zik, kinematik, bilgisayar program-

lama ve bir çok alanda kullan¬lmas¬n¬sa¼glam¬̧st¬r.

Her birim kuaterniyon, R3 Öklid uzay¬ndaki bir dönmeyi belirtir. � = 0� dere-

celik dönme q = (1; 0; 0; 0) birim kuaterniyonu ile gösterilir ve yine bir u birim

vektörü etraf¬ndaki � = 180� derecelik bir dönme ise q = (0;u) birim kuaterniyonu

ile ifade edilir. En genel haliyle, bir q = (q1; q2; q3; q4) birim kuaterniyonunu kulla-

narak,

R (q1; q2; q3; q4) =

26664
q21 + q

2
2 � q23 � q24 �2q1q4 + 2q2q3 2q1q3 + 2q2q4

2q2q3 + 2q4q1 q21 � q22 + q23 � q24 2q3q4 � 2q2q1
2q2q4 � 2q1q3 2q2q1 + 2q3q4 q21 � q22 � q23 + q24

37775
dönme matrisi üretilebilir (Hanson ve Ma 1995).
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Örne¼gin, üç boyutlu Öklid uzay¬nda, x ekseni etraf¬ndaki dönme aç¬s¬� olan

dönme matrisi ve birim kuaterniyonu

Rqx =

26664
1 0 0

0 cos� � sin�

0 sin� cos�

37775 ! qx = (cos
�

2
; sin

�

2
; 0; 0)

şeklinde, y ekseni etraf¬ndaki dönme aç¬s¬� olan dönme matrisi ve birim kuaterniyo-

nu

Rqy =

26664
cos � 0 sin �

0 1 0

� sin � 0 cos �

37775 ! qy = (cos
�

2
; 0; sin

�

2
; 0)

şeklinde ve son olarak z ekseni etraf¬nda dönme aç¬s¬ olan dönme matrisi ve birim

kuaterniyonu ise

Rqz =

26664
cos  � sin  0

sin  cos  0

0 0 1

37775 ! qz = (cos


2
; 0; 0; sin



2
)

biçimindedir.

2.3.2. 2. Yöntem: Rodrigues Formülü

Rodrigues formülü, 3 � 3 tipinde ters simetrik bir matristen bir dönme mat-

risinin nas¬l elde edebilece¼gimizi gösterir. Bunun için, exponensiyel dönüşümü kul-

lan¬r¬z. Öncelikle exponensiyel dönüşümü tan¬mlayal¬m. Her Lie grubu bir Lie ce-

birle ili̧skilendirilebilir. so (n) ; SO (n) Lie grubundan elde edilen Lie cebiridir. so (n)

kümesi, n� n tipindeki ters simetrik matrislerden oluşur. Exponensiyel dönüşüm,

exp : so (n)! SO (n)

biçiminde tan¬mlan¬r. Yani 3� 3 tipinde ters simetrik bir matris ise,

eA = I + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ � � �
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matrisi bir dönme matrisidir. Buradaki A matrisini en genel halde,

A =

26664
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

37775
biçiminde seçebiliriz. Yani, üç farkl¬de¼gerin pozitif ve negatif de¼gerleri kullan¬l¬r.

u = (a; b; c) diyelim. Yani, A ters simetrik matrisini u vektöründen oluştural¬m.

E¼ger, u vektörü birim olursa, bu durumda,

A3 = �A

olacakt¬r. Bu durumda,

R = eA� = I + �A+
�2A2

2!
+
��3A3
3!

+
��4A2
4!

+
�5A

5!
+
�6A2

6!
+ � � �

= I + A(� � �
3

3!
+
�5

5!
� � � � ) + A2(�

2

2!
� �

4

4!
+
�6

6!
� � � � )

= I + A(� � �
3

3!
+
�5

5!
� � � � ) + A2(1� (1� �

2

2!
+
�4

4!
� �

6

6!
+ � � � ))

eşitli¼ginde, sin � ve cos � aç¬l¬mlar¬da göz önüne al¬n¬rsa, Rodrigues formülünü

R = eA� = I + (sin �)A+ (1� cos �)A2

biçiminde elde edebiliriz. Buradaki u vektörü dönme ekseni ve � aç¬s¬da dönme

aç¬s¬d¬r (Gallier 2011).

Örnek 2.22 u =
1p
14
(1; 2; 3) olsun. Dönme aç¬s¬da 90� olsun. Bu durumda,

A =
1p
14

26664
0 �3 2

3 0 �1

�2 1 0

37775 ve A2 =
1

14

26664
�13 2 3

2 �10 6

3 6 �5

37775
oldu¼gundan, dönme matrisi

R =

26664
1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775+ 1p
14

26664
0 �3 2

3 0 �1

�2 1 0

37775+ 1

14

26664
�13 2 3

2 �10 6

3 6 �5

37775

=
1

14

26664
1 �3

p
14 + 2 2

p
14 + 3

3
p
14 + 2 4 �

p
14 + 6

�2
p
14 + 3

p
14 + 6 9

37775
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olarak bulunur.

2.3.3. 3. Yöntem: Cayley Formülü

Bu kez, u = (a; b; c) vektöründen elde edilen,

A =

26664
0 �c b

c 0 �a

�b a 0

37775
ters simetrik matrisinden,

R = (I � A) (I + A)�1

formülü ile bir dönme matrisi elde edece¼giz. Bu formüle Cayley formülü

denir (Bükçü 2006). Örne¼gin, u = (0; 1; 0) al¬rsak,

A =

26664
0 0 1

0 0 0

�1 0 0

37775
oldu¼gundan,

R =

0BBB@
26664
1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775�
26664
0 0 1

0 0 0

�1 0 0

37775
1CCCA
0BBB@
26664
1 0 0

0 1 0

0 0 1

37775+
26664
0 0 1

0 0 0

�1 0 0

37775
1CCCA
�1

=

26664
0 0 �1

0 1 0

1 0 0

37775
elde edilir.
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3. n boyutlu Öklid Uzay¬nda Dönme Matrislerinin Üretilmesi

Bu bölümde, n � 4 olmak üzere n � n tipinde ters simetrik A matrisinin ex-

ponensiyeli olan eA�n¬n nas¬l hesaplanaca¼g¬n¬göstermek için Rodrigues-like formülü

verece¼giz. Ayn¬zamanda Amatrisinin ayr¬̧s¬m¬nda kullan¬lan A1; :::; Ap matrislerinin

tekli¼gini gösterece¼giz. Aşa¼g¬daki önteorem A1; :::; Ap matrislerinin elde edilmesinde

oldukça önemli bir rol oynar.

Önteorem 3.23 (Gallier ve Xu 2003) n � 2 olmak üzere n�n tipinde ters simetrik

A matrisi verilsin.

A = PEP T

olacak şekilde bir P ortogonal matrisi ve bir E blok diagonal matrisi vard¬r. Buradaki

E blok diagonal matrisi

E =

0BBBBBB@
E1 � � �
...

. . .
...

� � � Em

� � � 0n�2m

1CCCCCCA
şeklindedir. Her Ei blo¼gu reel 2 boyutlu matris şeklindedir:

Ei =

24 0 ��i
�i 0

35 = �i
24 0 �1
1 0

35 (�i > 0)

A matrisinin özde¼gerlerinin �i�j veya 0 oldu¼guna dikkat edelim. Bilindi¼gi

üzere ters simetrik bir matrisin özde¼gerleri tamamen imajiner veya s¬f¬rd¬r. Şimdi

genelleştirilmi̧s Rodrigues formülünün yan¬s¬ra Aj�lerin tekli¼gini ve varl¬¼g¬n¬ispat-

layaca¼g¬z.
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Teorem 3.24 (Gallier ve Xu 2003) n � 3 olmak üzere n � n tipinde herhangi

s¬f¬rdan farkl¬ters simetrik bir A matrisi verilsin. E¼ger,

fi�1;�i�1; :::; i�p;�i�pg

�j > 0 ve her i�j (ve �i�j), kj � 1 katl¬l¬¼ga sahip olmak üzere A�n¬n birbirinden

farkl¬özde¼gerlerinin kümesi ise, 1 � i; j � p ve 2p � n olmak üzere

A = �1A1 + � � �+ �pAp (3.1)

AiAj = AjAi = 0n (i 6= j) (3.2)

A3i = �Ai (3.3)

olacak şekilde p tane tek A1; :::; Ap ters simetrik matrisleri vard¬r. Ayr¬ca:

eA = e�1A1+���+�pAp = In +

pX
i=1

�
sin �iAi + (1� cos �i)A2i

�
dir ve f�1; :::; �pg, �1=4

�
A� AT

�2
simetrik matrisinin 2m tane pozitif özde¼ger-

lerinin birbirden farkl¬pozitif karekökleridir. Ayn¬zamanda m = k1 + � � �+ kp�dir.

·Ispat. Önteorem 3.23�den, A matrisi

A = PEP T

şeklinde yaz¬labilir. Buradaki E matrisleri, �i > 0 olmak üzere

Ei = �i

0@ 0 �1

1 0

1A
şeklindeki m tane s¬f¬rdan farkl¬bloklar¬içeren blok diagonal matristir.

E¼ger,

fi�1;�i�1; :::; i�p;�i�pg

A�n¬n birbirinden farkl¬özde¼gerlerinin kümesi ise, her j için �j > 0 olmak üzere,

içerisinde �j�leri bar¬nd¬ran tüm Ej bloklar¬na ba¼gl¬s¬f¬rdan farkl¬

Sj =
�
i1; :::; ikj
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indisler kümesi vard¬r. Buradaki indisler f1; :::;mg kümesinden al¬nm¬̧st¬r. Fj matrisi

E blok diagonal matrisinin Ek bloklar¬n¬n s¬f¬rlanmas¬ile elde edilen matris olsun.

Burada k 62 Sj�dir. Fj matrisi içindeki �j�leri ay¬r¬rsak

Fj = �jGj

elde ederiz ve buradan

Aj = PGjP
T

elde edilir. Böylece (3:1); (3:2) ve (3:3) denklemlerinin de sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Ai ve Aj her i; j için de¼gi̧smeli oldu¼gundan

eA = e�1A1+���+�pAp = e�1A1 � � � e�pAp

olur. 3� 3 tipinde oldu¼gu gibi

A3i = �Ai

oldu¼gunu kullan¬rsak

e�iAi = In + sin �iAi + (1� cos �i)A2i

oldu¼gunu gösterebiliriz.

Gerçekten, A3i = �Ai olmas¬

A4k+ji = Aji ve A
4k+2+j
i = �Aji

oldu¼gunu gösterir ve böylece,

e�iAi = In +
X
k�1

�kiA
k
i

k!

= In +

�
�i
1!
� �

3
i

3!
+
�5i
5!
+ � � �

�
Ai

+

�
�2i
2!
� �

4
i

4!
+
�6i
6!
+ � � �

�
A2i

= In + sin �iAi + (1� cos �i)A2i

eşitli¼gini elde ederiz.

AiAj = AjAi = 0n (i 6= j)
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oldu¼gu için,

eA =

pY
i=1

e�iAi =

pY
i=1

�
In + sin �iAi + (1� cos �i)A2i

�
= In +

pX
i=1

�
sin �iAi + (1� cos �i)A2i

�
olur.

1=4
�
A� AT

�2
matrisi PE2P T şeklindedir. Burada,

E2i =

0@ ��2i 0

0 ��2i

1A
dir. Böylece, �1=4

�
A� AT

�2
matrisinin özde¼gerleri:

(�21; �
2
1; :::; �

2
m; �

2
m; 0; :::; 0| {z }

n�2m

)

dir ve buradan f�1; :::; �pg,�1=4
�
A� AT

�2
simetrik matrisinin özde¼gerlerinin pozitif

karekökleridir.

Şimdi Aj�lerin tekli¼gini gösterelim. E¼ger Aj�lerin gerekli özellikleri sa¼glayan

matrisler oldu¼gunu varsayarsak, Aj�lerin özelliklerini kullanarak

A =

pX
i=1

�iAi

A3 = �
pX
i=1

�3iAi

A5 =

pX
i=1

�5iAi

...

A2p�1 = (�1)p�1
pX
i=1

�2p�1i Ai

(3.4)

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin determinant¬:

�n =

26666664
�1 �2 � � � �p

��31 ��32 � � � ��3p
...

...
. . .

...

(�1)p�1 �2p�11 (�1)p�1 �2p�12 � � � (�1)p�1 �2p�1p

37777775
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dir. Dikkat edelim ki yukar¬daki matris

diag(1;�1; 1;�1; :::; 1; (�1)p�1)

diagonal matrisinin  
pY
i=1

�i

!
V
�
�21; :::; �

2
p

�
matrisiyle çarp¬m¬d¬r. Buradaki V

�
�21; :::; �

2
p

�
, Vandermonde matrisidir. Bu yüzden,

�n determinant¬hemen hesaplanabilir ve biz

�n = (�1)p(p�1)=2
pY
i=1

�i
Y

1�i<j�p
(�2j � �2i )

elde ederiz.

�i�ler pozitif ve hepsi birbirinden farkl¬oldu¼gu için, �n 6= 0�d¬r. Böylece,A1; :::; Ap
bir tek şekilde A�dan belirlenir ve özde¼gerleri s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Herhangi n�n tipinde ters simetrikAmatrisi verildi¼ginde, �1; :::; �p veA1; :::; Ap�yi

yukar¬daki gibi hesaplayabiliriz.

Bir önceki teoremden
�
�21; :::; �

2
p

	
, �1=4

�
A� AT

�2
simetrik matrisinin birbir-

den farkl¬s¬f¬r olmayan özde¼gerleridir ve simetrik matrislerin özde¼gerlerini hesapla-

mak için birkaç say¬sal metod vard¬r. O zaman, biz A1; :::; Ap�yi Teorem 3.24�ün

ispat¬nda kullan¬lan (3:4) nolu lineer denklem sistemini çözerek bulabiliriz.

Dikkat ediniz ki Aj her biri kj katl¬l¬¼ga ve n�2kj tane s¬f¬r katl¬l¬¼ga sahip olan

i;�i özde¼gerlerine sahiptir. Şimdi yukar¬daki yap¬y¬SO (n)�deki dönmeler için bir

önteorem olarak yeniden ifade edebiliriz.
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Önteorem 3.25 (Gallier ve Xu 2003) Her R 2 SO (n) dönme matrisi için,

R = PDP T

olacak şekilde bir D blok diagonal matrisi ve P ortogonal matrisi vard¬r. Buradaki

D,

D =

0BBBBBB@
D1 � � �
...

. . .
...

� � � Dm

� � � In�2m

1CCCCCCA
şeklindeki blok diagonal matristir ve buradaki ilk m tane Di bloklar¬

Di =

0@ cos �i � sin �i
sin �i cos �i

1A 0 < �i � �

şeklindedir.

exp : so (n)! SO (n) exponensiyel dönüşümün örtenli¼gini kullanarak, önteo-

rem 3.23�den, önteorem 3.25�den ve e¼ger

Ei =

0@ 0 ��i
�i 0

1A
ise o zaman

eEi =

0@ cos �i � sin �i
sin �i cos �i

1A
olaca¼g¬ndan n � 3 olmak üzere, SO (n)�deki dönmeler için aşa¼g¬daki karakterizas-

yonu elde ederiz:
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Önteorem 3.26 (Gallier ve Xu 2003) Herhangi n � 3 olmak üzere R 2 SO (n)

dönme matrisi verilsin. E¼ger

�
ei�1 ; e�i�1 ; :::; ei�p ; e�i�p

	
R�nin 1�den farkl¬özde¼gerlerinin kümesi ise 0 < �i � � olmak üzere,

A = �1A1 + �2A2 + � � �+ �pAp

AiAj = AjAi = 0n (i 6= j)

A3i = �Ai

olacak şekilde p tane A1; :::; Ap ters simetrik matrisleri vard¬r. Burada her i; j için

1 � i; j � p ve 2p � n�dir ve ayr¬ca

R = e�1A1+���+�pAp = In +

pX
i=1

(sin �iAi + (1� cos �i)A2i )

dir.

Önteorem 3.26 gösterir ki,

fcos �1; :::; cos �pg

1=2
�
R +RT

�
simetrik matrisinin 1�den farkl¬özde¼gerlerinin kümesidir. Ancak,A1; :::; Ap

matrisleri kesinlikle tek de¼gildir. Bu �i = � oldu¼gunda sin �i = 0 olmas¬ndan kay-

naklan¬r. Ayn¬zamanda R�den A1; :::; Ap matrislerini elde etmek mümkündür.
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4. 3 Boyutlu Lorentz Uzay¬nda Dönme Matrislerinin Üretilmesi

Bu bölümde ilk olarak Lorentz uzay¬nda dönme matrislerini üretmek için gerekli

olan temel tan¬m ve kavramlar verilmi̧stir. Daha sonra üç boyutlu Lorentz uzay¬nda

dönme matrislerinin nas¬l üretildi¼gi gösterilmi̧stir.

4.1. R31�de bir dönme matrisinin özde¼gerleri

R31�de bir Amatrisinin özde¼gerlerini inceleyelim. Amatrisinin özde¼gerleri �1; �2
ve �3 olsun. Bu durumda, A matrisinin karakteristik polinomu

4A (x) = det (xI � A) = (x� �1) (x� �2) (x� �3)

olur. x = 0 yazarsak, detA = �1�2�3 = 1 elde edilir. Yani, dönme matrisinin

özde¼gerlerinin çarp¬m¬1�dir. Dolay¬s¬yla, özde¼gerlerinden biri kesinlikle 1 olmal¬d¬r.

Di¼ger özde¼gerleri ise, dönme ekseninin spacelike veya timelike olmas¬na göre de¼gi̧sir.

Dönme ekseni timelike ise, Lorentz dönme matrisinin özde¼gerleri

1; e�i� = cos � � i sin � ve ei� = cos � + i sin �

de¼gerleridir.

Dönme ekseni spacelike ise, Lorentz dönme matrisinin özde¼gerleri

1; e�� = cosh � � sinh � ve e� = cosh � + sinh �

de¼gerleridir (Özdemir 2010).

Sonuç 4.27 (Özdemir 2010)

i) E¼ger dönme ekseni timelike vektör ise, o zaman R31�de Lorentz dönme

matrisinin özde¼gerleri

�1 = 1; �2 = e
i� = cos � + i sin � ve �3 = e�i� = cos � � i sin �

dir.
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ii) E¼ger dönme ekseni spacelike vektör ise, o zaman R31�de Lorentz dönme

matrisinin özde¼gerleri

�1 = 1; �2 = e
� = cosh � + sinh � ve �3 = e�� = cosh � � sinh �

dir.

Not 1 (Özdemir 2010) R31�de dönme matrisinin timelike dönme ekseninden başka

özde¼gerleri kompleks bileşenli null vektörlerdir. Ayn¬şekilde, R31�de dönme matrisinin

spacelike dönme ekseninden başka özde¼gerleri reel bileşenli null vektörlerdir.

Teorem 4.28 (Özdemir 2010) Bir A Lorentz dönme matrisinin karakteristik poli-

nomu

P (x) = x3 � iz (A)x2 + iz (A)x� 1

dir.

·Ispat. R31�de, herhangi bir A dönme matrisinin karaktersik polinomu, C 2 R

olmak üzere,

P (x) = det (xI � A) = x3 � iz (A)x2 + Cx� 1

formundad¬r. Özde¼gerlerinden biri 1 oldu¼gundan P (1) = 0 olmal¬d¬r. Buradan,

C = iz (A) elde edilir. Böylece, karakteristik polinomu

P (x) = x3 � iz (A)x2 + iz (A)x� 1

= (x� 1)
�
x2 + (1� iz (A))x+ 1

�
olarak bulunur.

Not 2 (Özdemir 2010)

P (x) = (x� 1)
�
x2 + (1� iz (A))x+ 1

�
oldu¼gundan dolay¬,

x2 + (1� iz (A))x+ 1

denkleminin kökleri di¼ger özde¼gerlerdir.

30



Bu denklemde, biz diskrimant¬

4=(1� iz (A))2 � 4 = (iz (A))2 � 2 (iz (A))� 3 = (iz (A) + 1) (iz (A)� 3)

olarak buluruz. Buradan, 4 < 0 ise �1 < iz (A) < 3 olur. Yani; Minkowski 3-

uzay¬nda bir dönme matrisi verildi¼ginde izi �1 ile 3 aras¬nda ise, o zaman özde¼ger-

ler kompleks say¬d¬r ve dönme ekseni timelikedir. Di¼ger durumda, yani 4 > 0 ise

iz (A) � 3 veya iz (A) � �1 olur. O zaman özde¼gerler reel say¬d¬r ve dönme ekseni

spaceliked¬r.

4.2. R31�de bir dönme matrisinin dönme aç¬s¬n¬n hesaplanmas¬

Teorem 4.29 (Özdemir 2010) A; R31�de bir dönme matrisi olsun.

i) E¼ger dönme ekseni spacelike ise, o zaman bu eksen etraf¬ndaki hiperbolik

dönme aç¬s¬��d¬r ve dönme ekseninin bu eksen etraf¬ndaki hiperbolik dönme aç¬s¬n¬n

kosinüsü cosh � =
1

2
(iz (A)� 1) olarak verilir.

ii) E¼ger dönme ekseni timelike ise, o zaman bu eksen etraf¬ndaki küresel dönme

aç¬s¬��d¬r ve dönme ekseninin bu eksen etraf¬ndaki küresel dönme aç¬s¬n¬n kosinüsü

cos � =
1

2
(iz (A)� 1) olarak verilir.

·Ispat. E¼ger dönme ekseni timelike ise, o zaman A�n¬n karakteristik polinomu

PA (�) = (�� 1)
�
�� ei�

� �
�� e�i�

�
= (�� 1)

�
�2 � 2 cos ��+ 1

�
= �3 � (1 + 2 cos �)�2 + (1 + 2 cos �)� 1

Di¼ger taraftan, e¼ger dönme ekseni spacelike ise, o zaman A�n¬n karakteristik poli-

nomu

PA (�) = (�� 1)
�
�� e�

� �
�� e��

�
= �3 � (1 + 2 cosh �)�2 + (1 + 2 cosh �)� 1

Böylece, önceki teoremle kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, dönme ekseninin karakteri s¬ras¬yla timelike

veya spacelike olmas¬na göre

cos � =
1

2
(iz (A)� 1) veya cosh � = 1

2
(iz (A)� 1)
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olarak bulunur.

Örnek 4.30 R31�de, 26664
9=4 �2 1=4

�1 1 �1

�7=4 2 1=4

37775
dönme matrisinin özde¼gerlerini bulal¬m.

Bu matrisin izi 9=4 + 1 + 1=4 = 7=2 > 3 oldu¼gundan, o zaman 2 cosh � + 1 =

7=2 ve buradan cosh � = 5=4 ve sinh � = 3=4 olur. Böylece bu matrisin özde¼gerleri

cosh � + sinh � = 2 ve cosh � � sinh � = 1=2 olur.

Örnek 4.31 R31�de, 26664
15=2 �5=2 �7

11=2 �5=2 �5

5 �1 �5

37775
dönme matrisinin özde¼gerlerini bulal¬m.

Bu matrisin izi 15=2 � 5=2 � 5 = 0 oldu¼gundan, o zaman 2 cos � + 1 = 0 ve

cos � = �1=2; sin � =
p
3=2 olur. Buradan dönme matrisinin 2�=3 dönme aç¬s¬na

sahip oldu¼gu görülür. Buradan; di¼ger özde¼gerler cos � + i sin � = �1=2 + i
p
3=2 ve

cos � � i sin � = �1=2� i
p
3=2 olur.

32



4.3. R31�de Dönme Matrisi Elde Etme Yöntemleri

Bu bölümde R31 uzay¬nda dönme matrislerinin üretilmesinde kullan¬lan yön-

temler verilecektir. ·Ilk olarak Özdemir ve Ergin (2006) taraf¬ndan R31�de birim time-

like kuaterniyonlar¬kullanarak dönme matrisinin nas¬l elde edilece¼gi gösterilecek-

tir. Daha sonra yine R31 uzay¬nda dönme matrislerinin üretilmesinde kullan¬lan Ro-

drigues formülü ve Cayley formülü verilecektir.

4.3.1. 1. Yöntem: Timelike Kuaterniyonlar

Teorem 4.32 (Özdemir ve Ergin 2006) q ve r timelike kuaterniyonlar olsun. Bu

durumda, bR : TbH! TbH; bRq (r) = q � r � q�1
şeklinde tan¬mlanan bR dönüşümü, normu ve r timelike kuaterniyonunun skalar k¬s-
m¬n¬koruyan lineer bir dönüşümdür.

·Ispat. bRq (r)�nun skalar k¬sm¬
S( bRq (r)) = S �q � r � q�1� = S �q � q�1 � r� = S (r)

oldu¼gundan bR dönüşümü r kuaterniyonunun skalar k¬sm¬n¬de¼gi̧stirmez. Yine,
N( bRq (r)) = N �q � r � q�1� = N (q)N (r)N �q�1� = N (r)

oldu¼gundan bR normu koruyan bir dönüşümdür. Ayr¬ca, r; r0 2 TbH için
bRq (ar + r0) = q � (ar + r0) � q�1 =

�
q � ar � q�1

�
+
�
q � r � q�1

�
= a

�
q � r � q�1

�
+
�
q � r0 � q�1

�
= a bRq (r) + bRq (r0)

oldu¼gundan bR lineer bir dönüşümdür.
Bu teoreme göre, bR dönüşümü alt¬nda r timelike kuaterniyonunun skaler k¬sm¬

de¼gi̧smedi¼gine göre, burada sadece r = (Sr;Vr) timelike kuaterniyonunun vektörel

k¬sm¬n¬n bR dönüşümü alt¬nda nas¬l de¼gi̧sti¼gi incelenecektir. Buna göre, q �Vr � q�1
split kuaterniyon çarp¬m¬kullan¬larak, üç boyutlu Minkowski uzay¬nda dönmeler
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incelenecektir. q = (q1; q2; q3; q4) timelike kuaterniyonu için, (q �Vr � q�1)i ile bu

kuaterniyonun i.inci bileşeni kastedilmek üzere,

�
q �Vr � q�1

�
i
=

3X
j=1

bRij(Vr)j
eşitli¼gi kullan¬larak, bR dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris

bRq =
26664
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4 2q1q4 � 2q2q3 �2q1q3 � 2q2q4

2q2q3 + 2q4q1 q21 � q22 � q23 + q24 �2q3q4 � 2q2q1
2q2q4 � 2q1q3 2q2q1 � 2q3q4 q21 � q22 + q23 � q24

37775
olarak bulunur. Bu matrisin tüm sat¬rlar¬ve sütunlar¬Lorentziyen anlamda ortogo-

naldir. Burada, q birim timelike kuaterniyon al¬n¬rsa, üç boyutlu Minkowski uza-

y¬nda bir dönme matrisi elde edilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Örnek 4.33 q = (
p
3=2; 1=2; 0; 0) birim timelike kuaterniyonunu göz önüne alal¬m.

Bu timelike kuaterniyona karş¬l¬k gelen dönme matrisi bRq matrisinden yararlanarak
bRq =

26664
1 0 0

0 1=2 �
p
3=2

0
p
3=2 1=2

37775
olarak bulunur. Burada, q = (

p
3=2; 1=2; 0; 0) birim timelike kuaterniyonu i = (1; 0; 0)

timelike ekseni etraf¬nda 120�lik bir aç¬kadar dönmeyi ifade etmektedir.

Örnek 4.34 Yine spacelike vektörlü p = (2; 1; 0; 2) timelike kuaterniyonuna karş¬l¬k

gelen dönme matrisi de

bRp =
26664
9 8 �4

8 7 �4

4 4 �1

37775
olarak bulunur. Burada ise, p timelike kuaterniyonu " = (1=

p
3; 0; 2=

p
3) spacelike

ekseni etraf¬ndaki cosh � = 2 ve sinh � =
p
3 olan 2��l¬k bir aç¬kadar dönmeyi ifade

eder.
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Burada, verilen 3�3 tipindeki bir dönme matrisi için, bu matrise kaŗs¬l¬k gelen

kuaterniyonlar (q ve �q) bulunabilir. Bunun için q1 6= 0 ise,

q21 =
1

4
(1 + bR11 + bR22 + bR33)

q2 =
1

4q1
( bR32 � bR23)

q3 = � 1

4q1
( bR13 + bR31)

q4 =
1

4q1
( bR21 + bR12)

formülleri kullan¬labilir. q1 = 0 ise,

q3 = �
1

2q2
bR12; q4 = � 1

2q2
bR12 ve q22 = 1 + q23 + q24

formülleri kullan¬labilir. 0 < q21 + q
2
2 � q23 � q24 oldu¼gundan dolay¬, bu formülleri

kullanarak q1 = 0 olmas¬durumunda dönme matrisine kaŗs¬l¬k gelen timelike ku-

aterniyonu bulmak mümkündür. Çünkü, 0 < q22 � q23 � q24 ve q2 6= 0 olur.

Bunun yan¬nda, bu formüllerden başka bir yöntem de kullan¬labilir: bRq 2
SO (3; 1) dönme matrisi için verildi¼ginde, önce bu dönme matrisinde 1 karakteristik

de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen karakteristik birim vektör �!" bulunur. Bu vektörün causal

karakteri ayn¬zamanda timelike kuaterniyonun vektörel k¬sm¬n¬n causal karakterini

belirtir. Daha sonra, bRqi;i ifadeleri eşlenerek ve�!" vektörünün timelike yada spacelike
olmas¬na göre

cos2
�

2
+ sin2

�

2
= 1 veya cosh2

�

2
� sinh2 �

2
= 1

özdeşlikleri kullan¬larak � aç¬s¬bulunur ve yine �!" dönme ekseninin timelike ya da

spacelike olmas¬na göre q kuaterniyonu

�(cos �
2
+�!" sin �

2
) veya � (cosh �

2
+�!" sinh �

2
)

olarak hesaplanabilir (Özdemir ve Ergin 2006).
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Örnek 4.35 A 2 SO (3; 1) matrisi

A =

26664
9=4 �2 1=4

�1 1 �1

�7=4 2 1=4

37775
olsun. +1 karakteristik de¼gerine karş¬l¬k gelen karakteristik birim vektör yani dönme

ekseni �!" = (2; 1;�2) olarak bulunabilir. �!" vektörü spacelike bir vektördür. Dolay¬s¬yla

A dönme matrisine karş¬l¬k gelen birim timelike kuaterniyon çifti �(cosh �
2
+�!" sinh �

2
)

formundad¬r. Buna göre,

A1;1 = q
2
1 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4 =

9

4
ve q = �(cosh �

2
+ (2; 1;�2) sinh �

2
)

oldu¼gu kullan¬larak, A dönme matrisine karş¬l¬k gelen birim timelike kuaterniyon

q = �( 3p
8
;
2p
8
;
1p
8
;
�2p
8
)

olarak bulunur.

Örnek 4.36 B 2 SO (3; 1) matrisi

B =

26664
2

p
2=2� 1 �

p
2=2� 1

p
2=2 + 1 �1=2

p
2� 1=2

1�
p
2=2

p
2� 1=2 �1=2

37775
olsun. Benzer şekilde, dönme ekseni �!" = (

p
2;
p
2=2;
p
2=2) olarak bulunur ve bu

vektör timelike bir vektördür. Buna göre B dönme matrisine karş¬l¬k gelen timelike

kuaterniyon çifti �(cos �
2
+�!" sin �

2
) formundad¬r. Böylece,

B1;1 = 2 ve q = �(cos
�

2
+�!" sin �

2
)

eşitlikleri kullan¬larak B dönme matrisine karş¬l¬k gelen kuaterniyon çifti elde edilebilir.

Burada, sin(�=2) = �
p
2=2 ve cos (�=2) = �

p
2=2 oldu¼gundan, B dönme matrisi

�!" = (
p
2;
p
2=2;
p
2=2) timelike eksen etraf¬nda 90�lik dönmeyi ifade etmektedir.

Teorem 4.37 (Özdemir ve Ergin 2006) TbH1 birim timelike kuaterniyonlar kümesi

için, q = cosh � + �!"0 sinh � 2 TbH1 kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬spacelike olsun.
�!" ; üç boyutlu Minkowski uzay¬nda non-lightlike bir vektör ise,

bRq(�!" ) = q � �!" � q�1
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dönüşümü, �!"0 spacelike ekseni etraf¬nda 2� kadar hiperbolik dönmeyi ifade eder.

3 boyutlu Minkowski uzay¬nda,
�!
j = (0; 1; 0) standart spacelike vektörü etraf¬n-

daki � aç¬l¬k dönmeyi,

bRqj =
26664
cosh� 0 sinh�

0 1 0

sinh� 0 cosh�

37775
ve
�!
k = (0; 0; 1) standart spacelike vektörü etraf¬ndaki � aç¬l¬k dönmeyi

bRqk =
26664
cosh � sinh � 0

sinh � cosh � 0

0 0 1

37775
ortonormal matrisleriyle ya da s¬ras¬yla,

qj = (cosh
�

2
; 0;� sinh �

2
; 0) ve qk = (cosh

�

2
; 0; 0; sinh

�

2
)

birim timelike kuaterniyonlar¬yla ifade etmek mümkündür.

Teorem 4.38 (Özdemir ve Ergin 2006) TbH1 birim timelike kuaterniyonlar kümesi

için, q = cosh � + �!"0 sinh � 2 TbH1 kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬ timelike olsun.
�!" ; üç boyutlu Minkowski uzay¬nda non-lightlike bir vektör ise,

bRq(�!" ) = q � �!" � q�1
dönüşümü, �!"0 timelike ekseni etraf¬nda 2� kadar dönmeyi ifade eder.
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4.3.2. 2. Yöntem: Rodrigues Formülü

Rodrigues formülü, dönme ekseni ve bu eksen etraf¬ndaki dönme aç¬s¬ ver-

ildi¼ginde dönme matrisini bulmak için oldukça kullan¬̧sl¬bir yöntemdir. Bu formül

A matrisi 3�3 tipinde yar¬ters simetrik bir matris olarak verildi¼ginde eA�n¬n hesap-

lanmas¬na izin verir. E¼ger biz R31�de yar¬ ters simetrik matrisi u = (a; b; c) birim

vektör olmak üzere,

A =

26664
0 c b

c 0 a

b �a 0

37775
olarak al¬rsak, o zaman A3 = �A özelli¼gini kullanarak Rodrigues formülünü

R = eA� = I + (sin �)A+ (1� cos �)A2

olarak elde ederiz.

Minkowski 3 uzay¬nda Rodrigues formülü dönme ekseninin spacelike veya time-

like olmas¬na göre de¼gi̧sir. E¼ger dönme ekseni spacelike ise o zaman A3 = A�d¬r,

ancak dönme ekseni timelike ise o zaman A3 = �A olur. Böylece R31�de Rodrigues

formülü,

i) Dönme ekseni timelike ise,

R = eA� = I + (sin �)A+ (1� cos �)A2

ii) Dönme ekseni spacelike ise,

R = eA� = I + (sinh �)A+ (cosh � � 1)A2

olarak elde edilir (Kula vd 2005).
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Örnek 4.39 u timelike olsun.

u = (3; 2; 2) ve � = 60� ise

A =

26664
0 2 2

2 0 3

2 �3 0

37775
için,

A2 =

26664
8 �6 6

6 �5 4

�6 4 �5

37775 ve A3 =
26664
0 �2 �2

�2 0 �3

�2 3 0

37775 = �A
oldu¼gundan,

R = eA� = I + A� +
�2

2!
A2 � �

3

3!
A� �

4

4!
A2 +

�5

5!
A+

�6

6!
A2 � �

7

7!
A+ � � �

= I + (� � �
3

3!
+
�5

5!
� �

7

7!
+ � � � )A+ (1� (�1 + �

2

2!
� �

4

4!
+
�6

6!
+ � � � )A2

= I + sin �A+ (1� cos �)A2

= I + (
p
3=2)A+ (1=2)A2

=

26664
5

p
3� 3

p
3 + 3

p
3 + 3 �3=2 3

p
3=2 + 2

p
3� 3 �3

p
3=2 + 2 �3=2

37775
olarak bulunur.

Örnek 4.40 u spacelike olsun.

u = (2; 1; 2) ve cosh � = 2 ise

A =

26664
0 2 1

2 0 2

1 �2 0

37775
için,

A2 =

26664
5 �2 4

2 0 2

�4 2 �3

37775 ve A3 =
26664
0 2 1

2 0 2

1 �2 0

37775 = A
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oldu¼gundan,

R = eA� = I + A� +
�2

2!
A2 +

�3

3!
A+

�4

4!
A2 +

�5

5!
A+

�6

6!
A2 +

�7

7!
A+ � � �

= I + (� +
�3

3!
+
�5

5!
+
�7

7!
+ � � � )A+ (�

2

2!
+
�4

4!
+
�6

6!
+ � � � )A2

= I + sinh �A+ (cosh � � 1)A2

elde edilir. Böylece, cosh � = 2 iken sinh � =
p
3 olaca¼g¬ndan,

R = I +
p
3A+ (2� 1)A2

=

26664
6 2

p
3� 2

p
3 + 4

2
p
3 + 2 1 2

p
3 + 2

p
3� 4 2� 2

p
3 �2

37775
olarak bulunur.
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4.3.3. 3. Yöntem: Cayley Formülü

u = (a; b; c) birim spacelike vektör ve lightlike vektör olmayan bir vektör olsun.

A =

26664
0 c �b

c 0 �a

�b a 0

37775
yar¬ters simetrik matrisi için

R = (I � A) (I + A)�1

formülü u dönme ekseni olacak şekilde bir dönme matrisini verir. Bu formül Cayley

formülü olarak bilinir (Özkald¬ve Gündo¼gan 2009).

Örne¼gin, biz u = (3; 2; 2) timelike vektörünü al¬rsak, o zamanR = (I � A) (I + A)�1

matrisi

R =

26664
9 �8 �4

4 �4 �1

8 �7 �4

37775
olacakt¬r.

E¼ger u = (a; b; c) vektörünü birim spacelike vektör al¬rsak, o zaman

�a2 + b2 + c2 = 1 olur. Buradan A + I matrisinin determinant¬0�d¬r ve bu yüzden

(A+ I) matrisinin tersi yoktur ve Cayley formülü kullan¬lamaz.

Sonuç olarak, u = (a; b; c) dönme ekseni olmak üzere Cayley formülü ile

üretilen dönme matrisi

1

[hu;ui � 1]

26664
� (a2 + b2 + c2 + 1) 2c+ 2ab 2ac� 2b

2c� 2ab a2 + b2 � c2 � 1 2bc� 2a

�2b� 2ac 2a+ 2bc a2 � b2 + c2 � 1

37775
olarak üretilir.
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5. 4 Boyutlu Lorentz Uzay¬nda Dönme Matrislerinin Üretilmesi

Bu bölümde R41 ve R42 uzay¬nda dönme matrislerinin üretilmesinde kullan¬lan

yöntemler verilecektir. ·Ilk olarak Özdemir taraf¬ndan R41�de 4 � 4 tipinde yar¬ters

simetrik A matrisi için Rodrigues-like formülünün üretilmesinde kullan¬lan yön-

tem verilecek. ·Ikinci olarak da Kula, Karacan ve Yayl¬ (2005) taraf¬ndan R42�de

4 � 4 tipinde yar¬ters simetrik A matrisi verildi¼ginde eA�n¬n nas¬l hesaplanaca¼g¬n¬

gösteren yöntem verilecektir. Böylece 4 boyutlu Lorentz uzay¬nda dönme matris-

lerinin üretilmesi için iki farkl¬metod gösterilmi̧s olacakt¬r.

5.1. R41 uzay¬nda dönme matrislerinin üretilmesi

Bu bölümde, 4� 4 tipinde yar¬ters simetrik matrisin exponensiyelini hesapla-

mak için Rodrigues-like formülü verece¼giz. Bunun için, A matrisi verildi¼ginde;

f�1;��1; i�2;�i�2g ; A matrisinin biribirinden farkl¬özde¼gerleri olmak üzere

A = �1A1 + �2A2

A1A2 = A2A1 = 0

A31 = A1; A
3
2 = �A2

olacak şekilde A matrisi ifade edilebilir.

Önteorem 5.41 (Özdemir 2010) R41�de, 4� 4 tipinde yar¬ters simetrik

A =

26666664
0 x y q

x 0 p s

y �p 0 k

q �s �k 0

37777775
matrisinin özde¼gerleri,

�1 =

p
2

2

r
K1 �K2 +

q
(K1 �K2)

2 + 4K2
3

�2 =

p
2

2

rq
(K1 �K2)

2 + 4K2
3 � (K1 �K2)
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olacak şekilde �1; ��1; �2i ve ��2i�dir. Burada;

K1 = x2 + y2 + q2

K2 = p2 + k2 + s2

K3 = sy � kx� pq

dir.

·Ispat. Uzun süren hesaplamalardan ve det (�I4 � A) = 0 oldu¼gundan, bu

matrisin özde¼gerlerini

�1 =

p
2

2

r
K1 �K2 +

q
(K1 �K2)

2 + 4K2
3

�2 =

p
2

2

rq
(K1 �K2)

2 + 4K2
3 � (K1 �K2)

olacak şekilde �1; ��1; �2i ve ��2i olarak buluruz. Aç¬kt¬r ki,

K1 �K2 �
q
(K1 �K2)

2 + 4K2
3

oldu¼gu için �1 ve �2 pozitif reel say¬lard¬r.

Örnek 5.42 (Özdemir 2010) R41�de,

A =

26666664
0 1 3 4

1 0 2 1

3 �2 0 3

4 �1 �3 0

37777775
matrisinin özde¼gerlerini bulal¬m.

Bunun için, öncelikle K1; K2 ve K3 de¼gerlerini bulmal¬y¬z.

K1 = x2 + y2 + q2 = 12 + 32 + 42 = 26

K2 = p2 + k2 + s2 = 22 + 12 + 32 = 14

K3 = sy � kx� pq = 1 � 3� 3 � 1� 2 � 4 = �8
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oldu¼gundan,

�1 =

p
2

2

r
26� 14 +

q
(26� 14)2 + 4 (�8)2 = 4

�2 =

p
2

2

rq
(26� 14)2 + 4 (�8)2 � (26� 14) = 2

olur. Böylece bu matrisin özde¼gerlerini 4; �4; 2i ve �2i olarak buluruz.

Önteorem 5.43 (Özdemir 2010) (�;+;+;+) işaretine sahip 4� 4 tipinde A 2 R41
yar¬ters simetrik matrisi verilsin.

A = I�PI�EP T

olacak şekilde bir P pseudo ortogonal matrisi ve bir E blok matrisi vard¬r. Buradaki

E blok matrisi,

E =

0@ E1 0

0 E2

1A veya E =

0@ E1 0

0 0

1A
şeklindedir ve burada

E1 =

0@ 0 ��1
��1 0

1A ve E2 =

0@ 0 ��2
�2 0

1A
dir.

Örnek 5.44 (Özdemir 2010) R41�de,

A =

26666664
0 �28 �16 �16

�28 0 32 8

�16 �32 0 �14

�16 �8 14 0

37777775
yar¬ters simetrik matrisi için A = I�PI�EP T eşitli¼gini sa¼glayan P pseduo ortogonal

matrisini bulal¬m. A matrisinin özde¼gerlerini 4; �4; 2i; �2i olarak bulabiliriz. Yani

�1 = 4 ve �2 = 2�dir. Buradan E matrisini

E =

26666664
0 �4 0 0

�4 0 0 0

0 0 0 �2

0 0 2 0

37777775
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olarak buluruz. Şimdi A = I�PI�EP T eşitli¼gine göre P pseudo ortogonal matrisini

P =

26666664
9 �4 �8 0

4 �1 �4 0

�8 4 7 0

0 0 0 1

37777775
olarak buluruz. Bu matris R41�de pseudo ortogonal matristir.

Not 3 (Özdemir 2010) A yar¬ters simetrik matrisi için, A = I�PI�EP T eşitli¼gini

sa¼glayan P pseudo ortogonal matrisini bulmak kolay de¼gildir. P matrisini bulman¬n

daha kolay yollar¬araşt¬r¬lmal¬d¬r.

Şimdi bu bölümün önemli teoremini ispat edece¼giz. Bu teoremi kullanarak, yar¬

ters simetrik matrisimizi iki tane yar¬ters simetrik matrise ayr¬̧st¬raca¼g¬z. Böylece,

R41�de 4�4 tipinde yar¬ters simetrik matris için Rodrigues-like formülü elde edece¼giz.

Teorem 5.45 (Özdemir 2010) R41�de null olmayan yar¬ters simetrik 4� 4 tipinde

A matrisi verilsin. E¼ger f�1;��1; i�2;�i�2g, A�n¬n birbirinden farkl¬özde¼gerleri ise,

o zaman

A = �1A1 + �2A2

A1A2 = A2A1 = 04

A31 = A1; A
3
2 = �A2

olacak şekilde iki tane tek yar¬ters simetrik A1 ve A2 matrisleri vard¬r. Ayr¬ca,

eA = e�1A1+�2A2

eA = I4 +
�
(sinh �1)A1 + (�1 + cosh �1)A21

�
+
�
(sin �2)A2 + (1� cos �2)A22

�
d¬r.
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·Ispat. Önteorem 5.43�den, A matrisi

A = I�PI�EP T

olarak yaz¬labilir. Buradaki E matrisi,

E =

26666664
0 ��1 0 0

��1 0 0 0

0 0 0 ��2
0 0 �2 0

37777775
şeklindeki s¬f¬rdan farkl¬bloklar¬içeren blok diagonal matristir.

Burada f�1;��1; i�2;�i�2g, A�n¬n birbirinden farkl¬özde¼gerleridir. F1 = �1G1
ve F2 = �2G2 eşitliklerini sa¼glayan F1 ve F2 matrisini alal¬m. Burada,

G1 =

26666664
0 �1 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

37777775 ve G2 =

26666664
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

37777775
dir. Bu durumda, A1 = I�PI�G1P T ve A2 = I�PI�G2P T olur. Buradan,

P T I�PI� = I özelli¼gini kullanarak,

A1A2 = I
�PI�G1P

T I�PI�G2P
T = I�PI�G1G2P

T = 0 ve A2A1 = 0

oldu¼gunu elde ederiz. Ayn¬zamanda G31 = G1 ve G
3
2 = �G2 eşitliklerinden,

A31 =
�
I�PI�G1P

T
� �
I�PI�G1P

T
� �
I�PI�G1P

T
�

= I�PI�G1G1G1P
T

= I�PI�G1P
T

= A1

oldu¼gunu ve benzer şekilde de A32 = �A2 oldu¼gunu elde ederiz. A1 ve A2 de¼gi̧smeli

oldu¼gu için,

eA = e�1A1+�2A2 = e�1A1e�2A2
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olur. Böylece 3� 3 durumunda oldu¼gu gibi A31 = A1 ve A32 = �A2 oldu¼gunu kulla-

narak

e�1A1 = I4 + sinh �1A1 + (�1 + cosh �1)A21

ve

e�2A2 = I4 + sin �2A2 + (1� cos �2)A22

oldu¼gunu gösterebiliriz. Gerçekten, A31 = A1 olmas¬

j = 1; 2 ve k � 0 için A2k+j1 = Aj1

oldu¼gunu gösterir ve böylece

e�1A1 = I4 +
X
k�1

�k1A
k
1

k!

= I4 +

�
�1
1!
+
�31
3!
+
�51
5!
+ � � �

�
A1 +

�
�21
2!
+
�41
4!
+
�61
6!
+ � � �

�
A21

= I4 + sinh �1A1 + (�1 + cosh �1)A21

olur.

Benzer olarak, A32 = �A2 olmas¬

j = 1; 2 ve k � 0 için A4k+j2 = Aj2 ve A
4k+2+j
2 = �Aj2

oldu¼gunu gösterir ve böylece

e�2A2 = I4 +
X
k�1

�k2A
k
2

k!

= I4 +

�
�2
1!
� �

3
2

3!
+
�52
5!
� � � �

�
A2 +

�
�22
2!
� �

4
2

4!
+
�62
6!
� � � �

�
A22

= I4 + sin �2A2 + (1� cos �2)A22

olur. A1A2 = A2A1 = 04 oldu¼gu için,

eA = e�1A1e�2A2

=
�
I4 + sinh �1A1 + (�1 + cosh �1)A21

� �
I4 + sin �2A2 + (1� cos �2)A22

�
= I24 +

�
A1 sinh �1 + A

2
1 � A21 cosh �1

�
+
�
A2 sin �2 + A

2
2 � A22 cos �2

�
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olur. Şimdi A1 ve A2�nin tekli¼gini gösterece¼giz. E¼ger A1 ve A2 gerekli özellikleri

sa¼glayan matrisler oldu¼gunu varsayarsak

A = �1A1 + �2A2

A2 = �21A
2
1 + �

2
2A

2
2

A3 = �31A
3
1 + �

3
2A

3
2 = �

3
1A1 � �32A2

denklemlerini elde ederiz. Buradan yukar¬daki denklem sistemini çözersek8<: A = �1A1 + �2A2

A3 = �31A1 � �32A2

olur. Burada A1 =
1

�22�1 + �
3
1

�
�22A+ A

3
�
ve A2 =

1

�21�2 + �
3
2

�
�21A� A3

�
şeklinde

buluruz.

Örnek 5.46 (Özdemir 2010) R41�de,

A =

26666664
0 �28 �16 �16

�28 0 32 8

�16 �32 0 �14

�16 �8 14 0

37777775
yar¬ ters simetrik matrisi için Teorem 5:45�deki özellikleri sa¼glayan A1 ve A2 ma-

trislerini bulal¬m. Bu matris için, �1 = 4 ve �2 = 2 olur. Buradan

A1 =
1

�22�1 + �
3
1

�
�22A+ A

3
�
ve A2 =

1

�21�2 + �
3
2

�
�21A� A3

�
eşitliklerini kullanarak,

A1 =

26666664
0 �7 �4 0

�7 0 8 0

�4 �8 0 0

0 0 0 0

37777775 ve A2 =

26666664
0 0 0 �8

0 0 0 4

0 0 0 �7

�8 �4 7 0

37777775
matrislerini elde ederiz. Şimdi

eA = I4 +
�
(sinh 4)A1 + (�1 + cosh 4)A21

�
+
�
(sin 2)A2 + (1� cos 2)A22

�
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formülünü kullanarak R = eA�y¬26666664
�64a+ 65b �32 (a� b)� 7y 56 (a� b)� 4y �8x

32 (a� b)� 7y 16a� 15b 28 (�a+ b) + 8y 4x

�56 (a� b)� 4y �28 (a� b)� 8y 49a� 48b �7x

�8x �4x 7x a

37777775
olarak hesaplayabiliriz. Burada a = cos 2 ve b = cosh 4�dir. Ayn¬zamanda

p
1� a2 = x ve

p
b2 � 1 = y

dir. Bu dönme matrisinin özde¼gerlerinin e4; e�4; e2i; e�2i oldu¼guna dikkat edelim.

Yukar¬daki önteoremi kullanarak yar¬ters simetirk matrisin özde¼gerlerini bu-

labiliriz.

Not 4 (Özdemir 2010) �
A� I�AT I�

�2
4

simetrik matrisinin özde¼gerleri �1; �2 > 0 olmak üzere
�
�21; �

2
1;��22;��22

	
veya�

�21; �
2
1; 0; 0

	
�dir.

·Ispat.�
ET
�2
= E2; EI�ET I� = I�ET I�E = �E2; P I�P T I� = I ve A = I�PI�EP T

eşitliklerini kullanarak

AI�AT I� =
�
I�PI�EP T

�
I�
�
PET I�P T I�

�
I� = I�PI�

�
�E2

�
P T = �I�PI�E2P T

I�AT I�A = I�
�
PET I�P T I�

�
I�
�
I�PI�EP T

�
= I�PI�

�
�E2

�
P T = �I�PI�E2P T

oldu¼gunu elde ederiz. Buradan,

1

4

�
A� I�AT I�

�2
= I�PI�E2P T

olur. Böylece
1

4

�
A� I�AT I�

�2
matrisi I�PI�E2P T şeklindedir. Burada

E2 =

26666664
�21 0 0 0

0 �21 0 0

0 0 ��22 0

0 0 0 ��22

37777775 veya E2 =

26666664
�21 0 0 0

0 �21 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

37777775
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şeklindedir. Yani
1

4

�
A� I�AT I�

�2
matrisinin özde¼gerleri

�
�21; �

2
1;��22;��22

	
veya�

�21; �
2
1; 0; 0

	
�dir.

Önteorem 5.47 (Özdemir 2010) Her R 2 SO (4; 1) dönme matrisi için,

R = I�PI�DP T

olacak şekilde bir D blok diagonal matrisi ve bir P pseudo ortogonal matrisi vard¬r.

Burada D blok diagonal matrisi

D =

0@ D1 0

0 D2

1A veya D =

0@ D1 0

0 0

1A
şeklindedir ve burada

D1 =

0@ cosh �1 sinh �1

sinh �1 cosh �1

1A ve D2 =

0@ cos �2 � sin �2
sin �2 cos �2

1A
dir. Dikkat ediniz ki, Di = eEi eşitliklerini kullanarak D matrisini elde edebiliriz.

Yani, A yar¬ters simetrik matrisi taraf¬ndan üretilen R dönme matrisinin özde¼ger-

leri e�1 ; e��1 ; ei�2 ve e�i�2�dir. Böylece, yukar¬daki önteoremi kullanarak

R 2 SO (4; 1) dönme matrisinin özde¼gerlerini bulabiliriz.

Örnek 5.48 (Özdemir 2010) Özde¼gerleri eln 2; e� ln 2; ei�=2; e�i�=2 olan R 2 SO (4; 1)

dönme matrisinin özde¼gerlerini bulal¬m. O zaman, cosh (ln 2) = 5=4;

sinh (ln 2) = 3=4; cos �=2 = 0 ve sin �=2 = 1 olur ve D matrisi de

D =

26666664
5=4 3=4 0 0

3=4 5=4 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

37777775
şeklinde olacakt¬r. Şimdi P pseudo ortogonal matrisini

P =

26666664
9 �4 �8 0

4 �1 �4 0

�8 4 7 0

0 0 0 1

37777775
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olarak alal¬m. O zaman, R = I�PI�DP T eşitli¼gini kullanarak R dönme matrisini

R =

26666664
325=4 181=4 �67 �8

�139=4 �75=4 29 4

73 41 �60 �7

�8 �4 7 0

37777775
olarak elde ederiz. Bu matrisin özde¼gerlerini kontrol edersek, 2;

1

2
;�i; i oldu¼gunu

buluruz. Bu da k¬sacas¬eln 2; e� ln 2; ei�=2; e�i�=2�dir.

Sonuç 5.49 (Özdemir 2010) Herhangi R 2 SO (4; 1) dönme matrisi verildi¼ginde,

E¼ger
�
e��1 ; e�1 ; ei�2 ; e�i�2

	
; �1 > 1 ve 0 < �2 < � olmak üzere R�nin 1�den farkl¬

özde¼gerlerinin kümesi ise,

A = �1A1 + �2A2

A1A2 = A2A1 = 04

A31 = A1; A
3
2 = �A2

olacak şekilde A1 ve A2 yar¬ters simetrik matrisleri vard¬r. Ayr¬ca,

R = eA = I4 +
�
(sinh �1)A1 + (�1 + cosh �1)A21

�
(5.1)

+
�
(sin �2)A2 + (1� cos �2)A22

�
dir. Dikkat edelim ki fcosh �1; cos �2g kümesi,

1

2

�
R + I�RT I�

�
ters simetrik mat-

risinin 1�den farkl¬ özde¼gerleridir. Böylece biz cosh �1 ve cos �2�i bulabiliriz. Ayn¬

zamanda aşa¼g¬daki teoremi kullanarak A1 ve A2 matrislerini de bulabiliriz.

Teorem 5.50 (Özdemir 2010) R, R41�de bir dönme matrisi olsun. O zaman (5:1)

eşitli¼gini sa¼glayan A1 ve A2 matrisleri,

A1 =
cos �2

�
R� I�RT I�

�
� 1
2
(R2 � I� (R2)T I�)

2 cos �2 sinh �1 � sinh 2�1
ve

A2 =
cosh �1

�
R� I�RT I�

�
� 1
2
(R2 � I� (R2)T I�)

2 cosh �1 sin �2 � sin 2�2
formüllerini kullanarak bulunabilir. Burada

�
e��1 ; e�1 ; ei�2 ; e�i�2

	
kümesi, R�nin bir-

birinden farkl¬özde¼gerlerinin kümesidir.
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5.2. R42 uzay¬nda dönme matrislerinin üretilmesi

R42 uzay¬nda 4� 4 tipindeki yar¬ters simetrik matrisi,

A =

26666664
0 �a6 a5 a3

a6 0 a4 �a2
a5 a4 0 �a1
a3 �a2 a1 0

37777775 (5.2)

olarak göz önüne alal¬m. Burada

AT = �"A"; " =

26666664
�1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

37777775
dir. Şimdi baz¬önbilgileri verelim.

Önteorem 5.51 (Kula vd 2005) (5:2) matrisinin karakteristik polinomu p (�) olsun.

O zaman p (��) = p (�)�d¬r.

·Ispat.

p (�) = det (A� �I)

= det
�
AT � �I

�
= det (�"A"� �I)

= det ("A"+ �I)

= det (" (A+ �I) ")

= det (A+ �I)

= p (��)

olur.
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Önteorem 5.52 (Kula vd 2005) E¼ger A matrisi (5:2) matrisi ise o zaman,

b2 = a21 � a22 � a23 � a24 � a25 + a26

b0 = (a1a6 � a3a4 � a2a5)2

olmak üzere

p (�) = �4 + b2�
2 + b0

d¬r.

Sonuç 5.53 (Kula vd 2005) (5:2) matrisinin özde¼gerleri

i) E¼ger b22 � 4b0 > 0 ve b2 > 0 ise,

�1 = i

s
�b2 +

p
b22 � 4b0
2

= i�1; �2 = �i

s
�b2 +

p
b22 � 4b0
2

= �i�1

�3 = i

s
b2 +

p
b22 � 4b0
2

= i�1; �4 = �i

s
b2 +

p
b22 � 4b0
2

= �i�1

ii) E¼ger b22 � 4b0 > 0 ve b2 < 0 ise,

�1 =

s
�b2 +

p
b22 � 4b0
2

= �2; �2 = �

s
�b2 +

p
b22 � 4b0
2

= ��2

�3 =

s
�b2 �

p
b22 � 4b0
2

= �2; �4 = �

s
�b2 �

p
b22 � 4b0
2

= ��2

iii) E¼ger b22 � 4b0 < 0 ve b2 6= 0 ise,

�1 =
1

2

q
2
p
b0 � b2 +

i

2

q
2
p
b0 + b2 = u+ iv = z

�2 = �1
2

q
2
p
b0 � b2 �

i

2

q
2
p
b0 + b2 = �u� iv = �z

�3 = �1
2

q
2
p
b0 � b2 +

i

2

q
2
p
b0 + b2 = �u+ iv = �z

�4 =
1

2

q
2
p
b0 � b2 �

i

2

q
2
p
b0 + b2 = u� iv = z

iv) E¼ger b22 � 4b0 = 0 ve b2 > 0 ise,

�1 = i

r
b2
2
= i�; �2 = �i

r
b2
2
= �i�
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E¼ger b22 � 4b0 = 0 ve b2 < 0 ise,

�1 =

r
�b2
2
= �; �2 = �

r
�b2
2
= ��

Teorem 5.54 (Kula vd 2005) (5:2) matrsinin özde¼gerleri için,

i) E¼ger b22 � 4b0 > 0 ve b2 > 0 ise,

a1 =
�21 cos�1 � �21 cos�1

�21 � �21
; b1 =

�31 sin�1 � �31 sin�1
�1�1 (�

2
1 � �21)

c1 =
cos�1 � cos�1
�21 � �21

; d1 =
�1 sin�1 � �1 sin�1
�1�1 (�

2
1 � �21)

olmak üzere

eA = a1I + b1A+ c1A
2 + d1A

3

dir. Ek olarak e¼ger b0 = 0 ise,

a1 = 1; b1 = 1; c1 =
1� cos�1

�21
; d1 =

�1 � sin�1
�31

veya

eA = I +
sin�1
�1

A+
1� cos�1

�1
A2

olur.

ii) E¼ger b22 � 4b0 > 0 ve b2 < 0 ise,

a2 =
�22 cosh�2 � �22 cosh�2

�22 � �22
; b2 =

�32 sinh�2 � �32 sinh�2
�2�2 (�

2
2 � �22)

c2 =
cosh�2 � cosh�2

�22 � �22
; d2 =

�2 sinh�2 � �2 sinh�2
�2�2 (�

2
2 � �22)

olmak üzere

eA = a2I + b2A+ c2A
2 + d2A

3

dir. Ek olarak e¼ger b0 = 0 ise,

a2 = 1; b2 = 1; c2 =
�1 + cosh�2

�22
; d2 =

��2 + sinh�2
�32

veya

eA = I +
sinh�2
�2

A+
�1 + cosh�2

�2
A2

olur.
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iii) E¼ger b22 � 4b0 < 0 ve b2 6= 0 ise,

a3 =
1

2

�
2uv coshu cos v �

�
u2 � v2

�
sinhu sin v

�
b3 =

1

2uv (u2 + v2)

�
v
�
�v2 + 3u2

�
sinhu cos v + u

�
�u2 + 3v2

�
coshu sin v

�
c3 =

1

2
(sinhu sin v)

d3 =
1

2uv (u2 + v2)
(u coshu sin v � v sinhu cos v)

ve ek olarak e¼ger b2 = 0 ise

a3 = coshu cosu

b3 =
1

2u
(sinhu cosu+ coshu sinu)

c3 =
1

2u2
(sinhu sinu)

d3 =
1

4u3
(coshu sinu� sinhu cosu)

olmak üzere

eA = a3I + b3A+ c3A
2 + d3A

3

dir ve burada I, 4� 4 tipinde birim matristir.
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6. n Boyutlu Lorentz Uzay¬nda Dönme Matrislerinin Üretilmesi

Bu bölümde, n � 4 olmak üzere n � n tipinde yar¬ters simetrik bir matrisin

exponensiyelini hesaplamak için Rodrigues-like formülü verece¼giz. Ayn¬zamanda A

matrisinin ayr¬̧s¬m¬nda kullan¬lan A1; :::; Ap yar¬ters simetrik matrislerinin tekli¼gini

gösterece¼giz. Aşa¼g¬daki önteorem A1; :::; Ap matrislerinin elde edilmesinde önemli bir

rol oynar.

Önteorem 6.55 (�;+;+; � � � ;+) işaretine sahip n � n tipinde yar¬ ters simetrik

A 2 Rn1 matrisi verildi¼ginde,

A = I�PI�EP T

olacak şekilde bir P pseudo ortogonal matrisi ve bir E blok diagonal matrisi vard¬r.

Buradaki E matrisi

E =

0BBBBBBBBB@

E1 � � �
...

. . .
...

� � � Em

� � � 0n�2m

1CCCCCCCCCA
şeklindedir ve ayn¬zamanda her Ei blo¼gu reel iki boyutlu matris şeklindedir:

E2i�1 =

0@ 0 ��2i�1
��2i�1 0

1A ve E2i =

0@ 0 ��2i
�2i 0

1A (i � 1)

Teorem 6.56 n � 4 olmak üzere Rn1�de yar¬ters simetrik A matrisi verilsin. E¼ger

f�1;��1; i�2;�i�2; :::; �2k�1;��2k�1; i�2k;�i�2kg

�j > 0 ve her �i (ve ��i) ve i�j (ve ��j) ki; kj � 0 katl¬l¬¼ga sahip olmak üzere A�n¬n

birbirinden farkl¬özde¼gerleri ise, 1 � k � p ve 2p � n için

A = �1A1 + �2A2 + � � �+ �pAp

A2k�1A2k = A2kA2k�1 = 0n

A32k�1 = A2k�1 ve A32k = �A2k
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olacak şekilde p tane tek A1; :::; Ap yar¬ters simetrik matrisleri vard¬r. Ayr¬ca:

eA = e�1A1+�2A2+���+�pAp

= In +

p�1X
(

k=1

�
sinh �2k�1A2k�1 + (cosh �2k�1 � 1)A22k�1

�
+
�
sin �2kA2k + (1� cos �2k)A22k

�
)

dir.

·Ispat. Önteorem 6.55�den, A matrisi

A = I�PI�EP T

şeklinde yaz¬labilir. Burada E matrisi

E =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 ��1 0 0 � � � 0 0 0 0

��1 0 0 0 � � � 0 0 0 0

0 0 0 ��2 0 0 0 0

0 0 �2 0 � � � 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 � � � 0 ��2k�1 0 0

0 0 0 0 ��2k�1 0 0 0

0 0 0 0 � � � 0 0 0 ��2k
0 0 0 0 � � � 0 0 �2k 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
şeklinde s¬f¬rdan farkl¬bloklardan oluşan blok diagonal matristir.

f�1;��1; i�2;�i�2; :::; �2k�1;��2k�1; i�2k;�i�2kg,A�n¬n birbirinden farkl¬özde¼gerleridir.

F1; F2; :::; Fp matrisleri F2k�1 = �2k�1G2k�1 ve F2k = �2kG2k eşitliklerini sa¼glayan

matrisler olsunlar. Burada G2k�1 ve G2k,

G2k�1 =

0BBBBBBBBB@

H2k�1 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0
. . . 0

� � � � � � � � � � � � 0

1CCCCCCCCCA
ve G2k =

0BBBBBBBBB@

H2k 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0 � � � 0

0 0 0
. . . 0

� � � � � � � � � � � � 0

1CCCCCCCCCA
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şeklinde blok diagonal matrislerdir. Ayn¬zamanda H2k�1 ve H2k,

H2k�1 =

0@ 0 �1

�1 0

1A ve H2k =

0@ 0 �1

1 0

1A
şeklinde ana köşegenleri 0 olan iki boyutlu reel blok diagonal matrislerdir. Bu du-

rumda A2k�1 = I�PI�G2k�1P T ve A2k = I�PI�G2kP T olur. Buradan, P T I�PI� = I

özelli¼gini kullanarak,

A2k�1A2k = I
�PI�G2k�1P

T I�PI�G2kP
T = I�PI�G2k�1G2kP

T = 0 ve A2kA2k�1 = 0

oldu¼gunu elde ederiz.

Ayn¬zamanda, G32k�1 = G2k�1 ve G
3
2k = �G2k eşitliklerinden,

A32k�1 =
�
I�PI�G2k�1P

T
� �
I�PI�G2k�1P

T
� �
I�PI�G2k�1P

T
�

= I�PI�G2k�1G2k�1G2k�1P
T

= I�PI�G2k�1I
�

= A2k�1

olur ve benzer şekilde A32k = �A2k olur. A2k�1 ve A2k de¼gi̧smeli oldu¼gu için,

eA = e�1A1+�2A2+���+�2k�1A2k�1+�2kA2k = e�1A1e�2A2 � � � e�2k�1A2k�1e�2kA2k

olur. Böylece n�n durumunda oldu¼gu gibi A32k�1 = A2k�1 ve A32k = �A2k oldu¼gunu

kullan¬rsak,

e�2k�1A2k�1 = In + sinh �2k�1A2k�1 + (cosh �2k�1 � 1)A22k�1

ve

e�2kA2k = In + sin �2kA2k + (1� cos �2k)A22k

oldu¼gunu gösterebiliriz.

Gerçekten, A32k�1 = A2k�1 olmas¬, her j = 1; 2 ve tüm m � 0 için

A2m+j2k�1 = A
j
2k�1
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oldu¼gunu gösterir ve böylece,

e�2k�1A2k�1 = In +
X
m�1

�m2k�1A
m
2k�1

m!

= In +

�
�2k�1
1!

+
�32k�1
3!

+
�52k�1
5!

+ :::

�
A2k�1

+

�
�22k�1
2!

+
�42k�1
4!

+
�62k�1
6!

+ :::

�
A22k�1

= In + sinh �2k�1A2k�1 + (cosh �2k�1 � 1)A22k�1

olur. Benzer şekilde, A32k = �A2k olmas¬, her j = 1; 2 ve tüm m � 0 için

A4m+j2k = Aj2k ve A
4m+2+j
2k = �Aj2k

oldu¼gunu gösterir ve böylece,

e�2kA2k = In +
X
m�1

�m2kA
m
2k

m!

= In +

�
�2k
1!
� �

3
2k

3!
+
�52k
5!
� :::

�
A2k +

�
�22k
2!
� �

4
2k

4!
+
�62k
6!
� :::

�
A22k

= In + sin �2kA2k + (1� cos �2k)A22k

olur.

A2k�1A2k = A2kA2k�1 = 0n oldu¼gu için

eA = e�1A1e�2A2 � � � e�2k�1A2k�1e�2kA2k

=
�
In + sinh �2k�1A2k�1 + (cosh �2k�1 � 1)A22k�1

�
�
In + sin �2kA2k + (1� cos �2k)A22k

�
= I2n + (A2k�1 sinh �2k�1 + A

2
2k�1 � A22k�1 cosh �2k�1)

+
�
A2k sin �2k + A

2
2k � A22k cos �2k

�
olur.

Şimdi A2k�1 ve A2k�lar¬n tekli¼gini ispatlayal¬m. E¼ger A2k�1 ve A2k matrislerinin

gerekli özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬varsayarsak, A1; A2; :::; A2k�1 ve A2k matrislerini kulla-
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narak,

A = �1A1 + �2A2 + � � �+ �2k�1A2k�1 + �2kA2k

A2 = �21A
2
1 + �

2
2A

2
2 + � � �+ �22k�1A22k�1 + �22kA22k

A3 = �31A
3
1 + �

3
2A

3
2 + � � �+ �32k�1A32k�1 + �22kA32k

A3 = �31A1 � �32A2 + � � �+ �32k�1A2k�1 � �22kA2k

denklem sistemini elde ederiz. Buradan,8<: A = �1A1 + �2A2 + � � �+ �2k�1A2k�1 + �2kA2k
A3 = �31A1 � �32A2 + � � �+ �32k�1A2k�1 � �22kA2k

denklem sistemini çözersek

A2k�1 =
1

�22k�2k�1 + �
3
2k�1

(�22kA+ A
3) ve A2k =

1

�22k�1�2k + �
3
2k

(�22k�1A� A3)

oldu¼gunu buluruz.

Örnek 6.57 R51�de,

A =

26666666664

0 1 �1 1 1

1 0 1 �1 1

�1 �1 0 1 �1

1 1 �1 0 1

1 �1 1 �1 0

37777777775
:

yar¬ters simetrik matrisi için Teorem 6:56�daki özellikleri sa¼glayan A1 ve A2 mat-

risini bulal¬m. Bu matris için, �1 = 1 ve �2 =
p
3 olur. Buradan, A1 =

�22A+ A
3

�22�1 + �
3
1

ve A2 =
�21A� A3

�21�2 + �
3
2

eşitliklerini kullanarak A1 ve A2 matrislerini

A1 =

26666666664

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1 0 0 �1 0

37777777775
ve A2 =

26666666664

0
p
3=3 �

p
3=3 0 0

p
3=3 0

p
3=3 �

p
3=3

p
3=3

�
p
3=3 �

p
3=3 0

p
3=3 �

p
3=3

0
p
3=3 �

p
3=3 0 0

0 �
p
3=3

p
3=3 0 0

37777777775
:
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şeklinde elde ederiz. Şimdi, R = eA�y¬

eA = I5 +
�
(sinh 1)A1 + (�1 + cosh 1)A21

�
+
h
(sin
p
3)A2 + (1� cos

p
3)A22

i
:

formülünü kullanarak

1

3

26666666664

�2a+6b� 1 �a+x+1 �a� x+1 2a� 3b+y+1 �2a+3b+y � 1

a+x� 1 2a+1 �a+x+1 �a� x+1 a+x� 1

a� x� 1 �a� x+1 2a+1 �a+x+1 a� x� 1

�2a+3b+y � 1 �a+x+1 �a� x+1 2a+1 �2a+3b+y � 1

2a� 3b+y+1 a� x� 1 a+x� 1 �2a+3b� y � 1 2a+1

37777777775
olarak elde ederiz. Burada a = cos

p
3 ve b = cosh 1�dir. Ayn¬zamanda

p
3� 3a2 = x ve

p
9b2 � 9 = y

dir. Bu dönme matrisinin özde¼gerlerinin e1; e�1; e
p
3i; e�

p
3i oldu¼guna dikkat edelim.

Not 5 �
A� I�AT I�

�2
4

simetrik matrisinin özde¼gerleri �i > 0 olmak üzere�
�21; �

2
1;��22;��22; � � � ; �22k�1; �22k�1;��22k;��22k

	

veya �
�21; �

2
1; 0; 0; :::; �

2
2k�1; �

2
2k�1; 0; 0; ::; 0

	
dir.

·Ispat.

�
ET
�2
= E2; EI�ET I� = I�ET I�E = �E2; P I�P T I� = I ve A = I�PI�EP T

eşitliklerini kullanarak

AI�AT I� =
�
I�PI�EP T

�
I�
�
PET I�P T I�

�
I� = I�PI�

�
�E2

�
P T = �I�PI�E2P T

I�AT I�A = I�
�
PET I�P T I�

�
I�
�
I�PI�EP T

�
= I�PI�

�
�E2

�
P T = �I�PI�E2P T :
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oldu¼gunu elde ederiz. Buradan,

1

4

�
A� I�AT I�

�2
= I�PI�E2P T :

oldu¼gunu buluruz. Böylece,
1

4

�
A� I�AT I�

�2
matrisi I�PI�E2P T şeklindedir. Bu-

rada E2 matrisi

E2 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�21 0 0 0 � � � 0 0 0 0

0 �21 0 0 � � � 0 0 0 0

0 0 ��22 0 � � � 0 0 0 0

0 0 0 ��22 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 �22k�1 0 0 0

0 0 0 0 � � � 0 �22k�1 0 0

0 0 0 0 � � � 0 0 ��22k 0

0 0 0 0 � � � 0 0 0 ��22k

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
veya

E2 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�21 0 0 0 � � � 0 0 0 0

0 �21 0 0 � � � 0 0 0 0

0 0 0 0 � � � 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 �22k�1 0 0 0

0 0 0 0 � � � 0 �22k�1 0 0

0 0 0 0 � � � 0 0 0 0

0 0 0 0 � � � 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
şeklindedir. Yani,

1

4

�
A� I�AT I�

�2
simetrik matrisinin özde¼gerleri

�
�21; �

2
1;��22;��22; � � � ; �22k�1; �22k�1;��22k;��22k

	
veya �

�21; �
2
1; 0; 0; � � � ; �22k�1; �22k�1; 0; 0; � � � ; 0

	
dir.
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Önteorem 6.58 Her R 2 SO (n; 1) dönme matrisi için,

R = I�PI�DP T

olacak şekilde bir D blok diagonal matrisi ve bir P psuedo ortogonal matrisi vard¬r.

Burada D blok diagonal matrisi

D =

26666666664

D1 � � �
...

. . .
...

� � � Dm

� � � In�2m

37777777775
şeklindedir ve ayr¬ca ilk m tane Di bloklar¬0 < �i < � olmak üzere

D2i�1 =

0@ cosh �2i�1 sinh �2i�1

sinh �2i�1 cosh �2i�1

1A ve D2i =

0@ cos �2i � sin �2i
sin �2i cos �2i

1A
şeklindedir. Eksponensiyel dönüşümün örtenli¼gini kullanarak, kolayl¬kla

önteorem 6:55�den, önteorem 6:58�den ve e¼ger,

E2i�1 =

0@ 0 ��2i�1
��2i�1 0

1A veya E2i =

0@ 0 ��2i
�2i 0

1A (i � 1)

ise o zaman,

eE2i�1 =

0@ cosh �2i�1 sinh �2i�1

sinh �2i�1 cosh �2i�1

1A ve eE2i =

0@ cos �2i � sin �2i
sin �2i cos �2i

1A
olaca¼g¬ndan SO (n; 1)�de dönmeler için n � 4 olmak üzere aşa¼g¬daki karakterizas-

yonu elde ederiz:

Önteorem 6.59 n � 4 olmak üzere herhangi R 2 SO (n; 1) dönme matrisi verilsin.

E¼ger, �
e�1 ; e��1 ; ei�2 ; e�i�2 ; :::; e�2k�1 ; e��2k�1 ; ei�2k ; e�i�2k

	
�2k�1 > 1 ve 0 < �2k < � olmak üzere R�nin 1�den farkl¬özde¼gerlerinin kümesi ise,

1 � k � p ve 2p � n için,

A = �1A1 + �2A2 + � � �+ �pAp

A2k�1A2k = A2kA2k�1 = 0n

A32k�1 = A2k�1 ve A32k = �A2k
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olacak şekilde A1; :::; Ap matrisleri vard¬r. Ayr¬ca;

eA = e�1A1+�2A2+���+�pAp

= In +

p�1X
k=1

�
sinh �2k�1A2k�1 + (cosh �2k�1 � 1)A22k�1

�
+
�
sin �2kA2k + (1� cos �2k)A22k

�
dir.

1

2

�
R + I�RT I�

�
yar¬simetrik matrisinin 1�den farkl¬özde¼gerlerinin kümesinin

fcosh �2i�1; cos �2ig oldu¼guna dikkat edelim.
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7. SONUÇ

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda,R3 veRn Öklid Uzay¬ndaki dönmematrislerin üretilmesini

gösterilmi̧stir. Ayr¬caR31; R41 veR42 Lorentz Uzay¬ndaki dönmematrislerinin üretilmesi

gösterilmi̧stir. En son olarak da Rn1 Lorentz Uzay¬ndaki dönme matrislerin üretilmesi

yeni bir metodla verilmi̧stir.
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