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UYUMLU DURUMLARIN KURULMASI
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Yiiksek Lisans Tezi Fizik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Nuri UNAL

2002, 30 Sayfa

Bu ¢alismada, genellestirilmis Morse potansiyeli i¢in, dalga fonksiyonlan ve enerji
“spektrumu, Feyman path integtali yontemi kullanilarak elde edildi Sonuglarin daha
Bnce Schrédinger denklemini ¢ozerek ve grup kuramt teknigiyle elde edilen ¢dziimlerle
| 'karsllastmldlgmda tutarli olduklar1 gézlendi.

Genellestirilmis Morse potansiyeli igin propagatér elde edilitken, problemin
dinamik simetrisinden faydalanildi Béoylece problem, dort boyutlu hiperboloid
lizerindeki serbest pargactk problemine doniistiiriildit.  Rijit rotator, iki atomlu
molekiillerin hareketini betimlemek igin iyi bir yaklasiklik sunmaktad. Boylece
pargacigin, dort boyutlu kiire iizerine hapsedildigi ¢oziimler almp, hiperboloid
¢ozlimlerine dontistiirillmiistiir

Ayiica, bu ¢oziimlerden elde edilen dalga fonksiyonlannin limit durumda Morse

potansiyeli i¢in verilen dalga fonksiyonlarina indirgendigi gosterildi.
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ABSTRACT

CONSTRUCTION OF COHERENT STATES
FOR GENERALIZED MORSE POTENTIAL
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In this study, the wave function and energy spectrum are obtained for the
generalized Morse potential by using Feynman path integral method. It is seen that our
_fesults are in agreement with results obtained from Schrbdinger equation and the group
fheory techniques.
- The dynamic symetry of the problem has been used to obtain the propagator. Thus
the problem has been converted to a free particle problem on the surface of a
* four-dimensional hyperboloid. The rigid rotator offers a good approach to describe the
: motion of diatomic molecules, hence the particles motion constrained on the surface of
the four-dimensional sphere, are transformed to hyperbolic solutions.

Furthermore, it has been shown that in the limiting case, the wave functions of the

generalized Morse potential could be reduced to those given for the Morse potential
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1.GIRIS

Kuantum mekaniginin standart gosterimleri 1920’lerde gelistirilen ve cebire
dayanan Heisenberg-Dirac formiilasyonuyla, diferansiyel yaklasimi temel alan
'Sch:'édmger‘ formiilasyonudur. Her iki yOntemde klasik mekanigin Hamiltonyen
'gﬁsterimine dayanmaktadr. Dirac 1930°’larda klasik mekanikte, Lagranjiven
gosteriminin Hamiltonyen gosteriminden daha temel oldugunu gorerek, eylemin
olduk¢a 6nemli bir yert oldugunu gézlemistit. Oysa o yilarda eylem kuantum mekanigi

~ formitlasyonunda hi¢ kullamimamaktaydi. Dirac bu eksikligin giderilmesi i¢in kuantum

mekaniginde propagatéiii (yayiciyi ) e%S olarak onerdi. Burada S klasik bir yol
boyunca klasik eylemdir.

Sonraki yillarda Dirac’m bu énerisi Feynman ( 1948 ) tarafindan gelistirilerek
kuantum mekaniginin “Path Integrali” adiyla anilan ve ;ntegral bir yaklagim olan
lgtincti formiilasyonu kuruldu, Bu y6ntemle, fiziksel siireglerin kuantum mekaniksel

betimlemeleri yapiluken, ¢ aminda x’ noktasmda bulunan bir pargacigm, " amnda

S{x o8, ) ) hesaplanmakta ve bu olasiik

x" noktasinda bulunan olasihk genlikleri ( e—’e
genlikleri tiim olasi1 yollar {izerinden toplanmaktadiz.

Feynman path integrali formiilasyonunun Lagranjiyen icermesi nedeniyle verdigi
sonuglar klasik fizige daha yakindyr. Ayrica Hamiltonyeni agik bir bigimde yazilamayan
sistemlerin ¢éziilmesi bu ybtem sayesinde miimkiin olmaktadu ( Feynman 1962 ). Bu
tistiinliiklerinden &tiirii path integrali yontemi kuramsal fizigin en dnemli basarilarindan
bir tanesi olmug ve 50 yil boyunca evien biliminde, molekiil fizijinde ve polimer
fiziginde vazgegilemez bir ara¢ haline gelmigstir ( Khandekar vd 1993 ),

Otuzlu yillarda molekiillerin titresim spektrumlarim harmonik osilatdrden daha
incelikli betimlemek i¢in ortaya atilan Mozise potansiyelinin ( Morse 1929 ) bazi
eksiklikleri bulunmaktaydi  Bu eksikligin giderilmesi i¢in “Genellestilmis Morse
Potansiyelt” ( G.M.P) &nerilmis ve potansiyel i¢in Schrodinger denklemi ¢oziilmiistiir
( Deng ve Fan 1957 ). Doksanl: yillarda G.M P igin grup kuramu teknigiyle bagh durum
spektrumu elde edilmigtir ( Mesa vd 1997 ).




Bu ¢aligmanin amaci path integrali yOntemini kullanarak GMP problemini tekrar ele
almak, enerji 6zdegerlerini ve dalga fonksiyonlarim tiiretmektit. Ayrica bu ¢oziimlerin
_.ﬁmit durumunda Morse potansiyelinin ¢6ziimlerini verdigi gdsterilecektir.

Cahismanin Materyal ve Metod kismmda path integrali yontemt ve genellestirilmis
;Morse potansiyeli i¢in Schrodinger denkleminin gozumle;n verilmigtir. Bulgular
Jismnda ise problemin dinamik simetrisinden faydalanaxak eylem, Euler agilariyla
:fade edilen donme matrisleri cinsinden kurulmus, dort boyutlu kiire iizerinde serbest

pargacik olarak propagator, bu eylem ifadesini i¢in tliretilmigtir




MATERYAL ve METOD
1 Feynman Path integreli Formiilasyonu

Standart kuantum mekanigl gosteriminde ¢ aninda x noktasinda buluxffén bir
arcacigin dalga fonksiyonu w ( x , ¢ ) olarak gdsterilir. Bu pargacifin t aninda x
oktasinda bulunma olasilik yogunlugu ise ] wx,t) |2 ile verilir. Feynman ise
zamanin bir fonksiyonu olarak pargacigin hareketini, pargacifin ydriingesi x ( t ) yada
sittii yolla olasilik genligini iliskilendirdi.

- Klasik olarak verilen bir b olayinda meydana gelen bir a olaymn kosullu olasiligs
P(a 1 b) olarak gosterilirse, benzer olarak P ( a E c)veP(b | c) ise 0 zaman asafidaki
kural gecerlidir |

P(ale)=> P(a|b)P(b]c) * ' (211)

b
a ile ¢ arasinda meydana gelebilecek biitiin olaylar ( yada durumlar ) {izerinden
toplama yapilir.

QOvysa kuantum mekaniksel kural ise ;
¢ac=2 ¢ab¢bc (212)
b

bigiminde verilir. Burada biitiin olast b durumlar lizerinden toplama yapilmaktadir
{ 2 1.2 ) denklemi kuantum mekaniksel iist {iste gelme ilkesinin yollara genellemesidir

ve Sekil 1’de ¢ift yark deneyi icin ¢izilmistir,

....

Sekil 1. Cift yarik deneyi




Sekil 1’de ¢ noktasmdaki elektron cba yolunu yada cba yolunu izleyerek ekrandaki
o noktasma ulagabilir. cba yolu i¢in genlik;

¢ abe = =Pu. @y, cbayoluigin ise;

¢ab- @ . @y dir. Toplam genlik ise;

b= Put Puse = D Prut Bus. P olur

Kendi yolundan ekrana giden elektron iki yangin birisinden ( yada ikisinden de )
gcéen. Ust tiste gelme ilkesi ekranda bir girisim deseni olusacagmi sSyler. Eger
.él.ektronun hangi yoldan gectigi belirlenmeye kalkisiliusa bu girisim deseni yok olur.
Feynman bunu ¢ab’yi b den a’ya elektronun yolu igin .genlik olarak “tiim yollar
uzeunden toplama” deyisiyle ifade etmistir ve “Path Integrali Formillasyonunu”
tiiretmek i¢in denklem ( 2.1.2 Yyi postiilat olarak kullamlmustu. Burada pargacigmn
‘hangi yoldan gittigine dair bir kesinlik yoktur. Bu yiizden toplam genligi bulmak icin
. degisik yollar igin olasihk genlikleri elde edilmeli ve bunlar toplanmahd

Cift yarik girisim deneyi ile bir benzegim yapilirsa Feynman formiilasyonunda temel
nicelik ( x, t ) uzay-zaman noktasindan ( x, ¢ Yne giden bir pargactk i¢in olasilik

genligi K (x, ¢ ; x, £ )’dr. Tém ara olasiliklar toplanur ve bu toplam, ( x, { Ynil

(x" £ Yne baglayan her bir yolun katkisin icerir. @ [x ()]  x (1) yolu igin olasilik

genligini gdstermek iizere toplam genlik :

K(x', {5x,0)=Y ¢ [x(1)] (213)
(1)

olur.

Dirac, propagatdr olarak bilinen, bir par¢acigin (x', 3 Y’den ( Xt )’ye gecis genligi

ile, § Hamilton-Jacobi denkleminin ¢6ziimi olmak lizere eh in aynt seyler oldugunu
gordii. Kiitlesi m olan ve V( x ) potansiyelinde harcket eden bir pargacigm

Langranjiyeni ;
L=%mi2-V(x) (2.14)

olarak verilir. Boylece Dirac propagatdrit ¢ sonsuz kiiglik olmak lizere ;




' 1 ielm{x—y) ?
: =K t+e;y,t)=—exXp 1|7 -V 2.1.5
(xy: € )=K(xtHe;y, 1)= —exp 1o .2[8} ()| (215)

Buradan ¢ anmndaki dalga fonksiyonu ¥ (y, ¢ ) ile t +& anmdaki dalga

.jzronu ¥ (x,t+& ) arasindaki iligki su ifade ile verilir ;

¥ (x,t+e )= I K(xt+e ;nt) ¥ (y t)dy (2.16)
urada b ara durumlarn {izerinden toplama, ¢ amndaki y pargacik konumuna kargilik

. (215 ) denklemi ( 216 ) denkleminde yerine konuldugunda,
' (m/2nihe ) olmak tizere Schrodinger denklemine kargilik gelir.
in(a/oty =(-h2/2m )(62/6x2)w +Vy

Zaman aralign [ ¢/, 1] N egit pargaya boliniip ( her b
1" olmak iizere x (1) = x ; olarak gdsterilir. Boylecex (1)

ir uzunluk £ olmak lizere

til, ff] vetg=t'veln=

yolu Sekil 2'de gosterildigi gibi { x', ¥ 1, ¥ 2, Xy, X" yile temsil edilir.

Sekil 2. x (t) yolunun tipik gosterimi.

O zaman ( 2.1.3) ifadesi;
K.N = j j¢ { X 2 X1, X250 XN-1s x" } Xm dXN..1 (2.‘1..7 )
olur. ( 2.1.2 ) kurah kullanilarak olasilik genligi K (Xi, X1, €) ile g6yle yazlu

N-1
KN=I K(XN,XN13 &) HK(xi,xi.l,a)dx; (2.1.8)




N — o0 limit durumunda

K= lim Ky (2.19)

Now

olur. Boylece (2.1.5) ifadesinde K ( x i, X i1, ¢ ) yetine konulursa, propagatdr;

. ;N N-1 oy
ROt 0= lim [epEY Stroxese ) £ (2110)
Noxw h k=1 k=1“‘A
fh?sl):r'-r')

olarak elde edilir. Bwrada S ( X, X k.1; & ), sonsuz kiiclik zaman aralifn & = ty-ty.

“{izerinden eylemdir. Feynman bunu kapali bigimde yollar yada zamanlar iizerinden

toplam olarak su sekilde yazmgtir ;

K(f;ﬂ;f;ﬁ=N‘§}mnésh(ﬁ] | (21.11)
(x(+})

 Buada N normalizasyon sabitidir Path integralinin stirekli durumdaki ifadesi;

*

K (x", 13X, 1) = fexp ;;s[x O] D ()] (21.12)
bigiminde verilir.
D [x (t)] ifadesi x (t') = x' den baglayip x ( t" ) = X" ne uzanan biitiin yollar

lizerinde toplamu gosteren path diferansiyel élgiisiidiir. Ayrica
i

S= [Ldi
?

Iki ug nokta arasinda elde edilen klasik eylemdir

2.2. Feynman Path Integrali Formiilasyonunun Kuantum Mekeniginin Diger

Betimlemeleriyle Iliskisi

Propagatér, iki konum durumu arasinda alman eviim iglemcisinin  matiis
elemanlatna esit olan veya Heisenberg —Dirac cebirsel yaklasiminin  doniisiim
matrisidir

A

K(x",t";x,t)=<x",t" l x1’t->:<x”|exp —%(tl —t')H l X'> (221)

A

Burada  exp ——% (t —1 )H eviim islemcisi A ise hamiltoniyendir.




Boylece K sistemin tiim dinamigini igerir. Eger propagatdriin belirlenmesi i¢in
enklem ( 2.2.1 ) kullamlacak olsaydi K'mn elde edilmesi igin Heisenberg hareket
epkleminin ¢6ziilmesi gerekecekti Oysa path integrali ile dogrudan K elde
-dilebilmektedir. ( Denklem ( 2.1.12))

Schrddinger denklemi i 7 %‘?}- - H ¥ olmak iizere ¥ dalga fonksiyonu bu

Jenklemle belirlenit ve propagatdr kullamlarak asagidaki sekilde iiretilir.

P (x, )= [ K(x, X, 0¥ (L d >t (222)
Buradan propagatoriin  Schrodinger denkleminjn. Green fonksiyonu oldugu ve
Feynman’in geometrik yaklagim ile Schrédinger’in analitik yaklasimumn bir biitin
oldugu goriiliir. |

Green fonksiyonunun islemci bi¢imi I} zamandan bagimsiz ve € ( t ) basamak

fonksiyonu olmak {izere su sekilde verilir.

G=6(t"-1)exp —-;_l-(r‘—r')ﬁ (224)
G *nin | X'y ve | x*) durumlan arasinda matris elemam alindiginda
G(x',tx,t)=(x" | G| ) =K(x", ¢3¢, 1) 6 ("-t) (225)
olur. Bu ifadenin
[in 5 -H )]G (X, x, )=k & (1"-1) (226)
denklemini sagladig1 goriiliir.
Hamiltonyen yada Lanranjiyen agik olarak zamana bagl degilse propagatdr ;
K(x",t";x,t)=K(x",t"- ;x,0) (22.7)
biciminde yazilabilir. Ust tiste gelme ilkesinin diger bir sonucu ise ;

K (x5, 6)= | K(x, 5%, 6) K(x, 6%, 1) dx v<t< (228)

bagmtisidir.




onug olarak propagator

(x", 0%, )= Z‘Pn(x")?;(x')exp[-%(t"—t’)En], >t (22.9)

51( iizore Hamiltoniyen islemcisinin ¥, ( x ) enerji Szfonksiyonlarmm bir tam

esi cinsinden yazilabilir. Spektrum siirekli olursa bu toplam integral haline gelir.
-t yazilip denklem (22.5 )'in T’ye gore Fourier doniisimi ahnirsa enerjiye
" 1 Green fonksiyonu ;

G (x",x ;E)=% j drexp[ﬂ 1 G (x',T;x;0)
. o7,

- ZEEM) (22.10)

(E-E,)

iir. Burada ImE>0dr. ImE=0 oldugunda I;' ’mn spektrumu gergel

emsil eden bagh durum dalga fonksiyonlar: ve enerji spektrumu elde edilebilir.

-2.3. Genellestirilmis Morse Potansiyeli

"1957°de iki atomlu molekiillerin eperji spektrumlarm  ve elektromanyetik
gecislerini betimlemek i¢in ( Deng ve Fan 1957 ) tarafindan &nerilen genellegtirilmig

Morse potansiyelinin ifadesi

V= D[l— b 1] (23.1)

bicimindedir. Burada & =¢™ 1 ve 0 < r < o olmakiizere D derinligi, b en

kiigiik 7, ’nin konumu ve a ise potansiyelin yarigapim gosterir.

P. M Morse’un 1929°da Snerdigi Morse potansiyeli ise

V() = Dli—e ) (23.2)
bigimindedir ( Morse 1929 ). Morse potansiyelinin tam analitik coziimleri yapilabildigi
igin farklh molekiiler karekteristikler kolayca hesaplanabilmekiedir. Fakat bu
potansiyelin iig tane iyi bilinen eksikligi vardir Bunlar:




(i J-oo<x < arahgmda tanimli olmas: yani, x <0 fiziksel olmayan bolgeyi de
icermesi
(i) gekirdek ici etkilesmelerin aksine x =0 *da sonlu, yani tammlt olmas:

(iii)baz1 iki atomlu molekiillerin titresimsel diizeylerinin iyi bir sekilde

betimlenmesi .ig:ih (n + 2) 1i terimin daha yiiksek dereceden ifadesine gerek

duyuldugu halde, Motse potansiyelinin enerji dzdegeri E, sadece birinci ve

ikinci basamaktan terimleri igermektedir. Bunlar

7 2
E = |22 ah[ 1]—‘”‘ (ml) (2.33)
Y Hu 2

2 U 2
dir. Genellestirilmis Morse potansiyeli, Morse potansiyelinin bu eksiklerini gideren iyi

bir yaklasim olmugtur.
Denklem ( 2.3.1 )de verilen GMP icin x=ar 0<x<® olmak izere

Schrodinger denklemi ;
d? '
- +VG) w(x)=2sp(x) (234)

seklinde yazilabilir. Butada

V(x) sk[ ezb_ j
¥(r)=aylx)

2ul - 2uE
a’h? v Szﬁ

k=

bigiminde tammlanmistir. Yeni bit y degiskeni y = (e" -~ 1)"I ve F(y) fonksiyonu

v(x)=(y)=

F (y) olmak tizere { 2.3 4 ) Schrodinger denklemi:

( )
+ola- ﬁ+1)y+(2a+1)]—+[( _pP +la-p)rc]F(p)=0  (235)

d.’l

1+
W) 75
bigiminde bir hipergeometrik diferansiyel denkleme déniigiir, burada

2ul\D-E
pere (23.6)

k—e =




p=fo’ +ib(p+2) =kp+1 | -¢ \/ D@ +1) - E] (23.7)

C=—kb2:—%sz (238)
olarak segilmigtir Denklem (2.3 5 )’in ¢8ztimi

F(y)=,F(d.e;2a+1;- ) (239)
ir, burada

d=a-f+1, e=a-p+1-1, l=%(l+\/l—4c)=%(1+1/1+4kb2) (2310)

olmak tizere bir hipergeometrik fonksiyon verit » pozitif bir tam say1 olmak iizere
°F (y) fonksiyonunun bir polinoma indirgenebilmesi, yani sonlu kalabilmesi i¢in d yada
‘e’nin ( yada her ikisinin de ) negatif bir tamsay1 (—#) olmas: gerekir. B6ylece & ve S
: n’ye baglidir. Yani denklem ( 2.3.7) ve denklem ( 2.3.10 )’dan

 B-a, =n+l ) (23.11)
Bl —al =kb(b+2) (23.12)

elde edilir Boylece o, ve B, ifadesi:

aﬁl(m_n_l) ﬁnmé(%ﬂmuj (2313)

2\ n+l n+l
esitlikleriyle belirlenir. Denklem ( 2.3.6 )’dan én ;_.‘ o, cinsinden

g, =k-a’ olur ve enerji zdegerleri

242 2
E =p-9" piy b Br2)k (23.14)
8u n+l
bigiminde elde edilir ve buna karsilik gelen 6z fonksiyon ise
¥ (r)=N,y"(+y)" ,F{-n,—n+1-20;20, +1;- y)
y=(e” 1) (23.15)
olarak bulunur. Buradaki N, normalizasyon katsayist ;
J‘dr |‘P (r Idx ILP Idy [y(1+ y | y] (2316)

0
kosuluyla belirlenir. Denklem ( 2.3.14 ) ve denklem ( 2 3.15 )’de » kuantum sayisi sonlu
bir deger ali Béylece

10

R AR




< Jkb B+2)-1 (23.17)

bl¢irﬁh1de sinirlandirilir,
N normalizasyon katsayis: siiper simetrik kuantum mekanipi teknigi ile ;

(ala, +n+D)TQe, +n+1) (e, +n+2l)
Ny =\ = i+ ) TQa,) TQa, +1) T+ 20) (23.18)

1arak bulunur.
'1 Ayrica hipergeometrik fonksiyon , F, ve confluent hipergeometrik fonksiyon  F|

arasindaki limit ligkisi kullanularak ;
2B abc,b > Fla;c; z)

(bwada b —>c0 (yada r,>>1) ve 7 >>1 bolgesi igin) genellegtirilmis Morse
~ potansiyeli i¢in bulunan dalga fonksiyonlart denklem ( 2.3.15 )Morse potansiyeli igin
bulunan dalga fonksiyonlarina indirgenir { Mesa vd 1997 ).

1




BULGULAR

1. Genellestirilmis Morse Potansiyelinin Geometrik Potansiyel Olarak

Belirlenmesi

Denklem ( 2.3.1 )’de verilen genellestirilmis Morse potansiyeli ic;indg:ki 2 kiitleli

_. bir pargaciin eylem ifadesi

2
B pfar b
S = [ar E(E -D1-—— | (311)

bigiminde yazihr. Burada 0<r< o olmak iizere x=ar boyutsuz defisken

tammlandigmda 0 < x < 0 ve |
1 w

p, =—p, olur. Boylece
a

2

S = [ar P_x@—Lazpj—D -t (3.12)
dt 2u e” —1
olur.
1
U=——
e” ~1
degisken degistirmesi yapildiginda
du
—=—ulu+l
Y (u1)
Buradan P, =-u (u +1 ) P, elde edilir. Boylece eylem ifadesi
du az ) 2 ‘
S=|dt |P=~—u (1+u )Y P2 -D(1-bu) (3.13)
d 2u

bicimine doniisiir. Denklem ( 3.1.3 Y’de u (u +1) terimini elimine etmek igin yeni bir
zaman A (parametrik zaman) tammlayalim ve bunu ifade etmek i¢in

dt 1 y7
—_— = 3.14
di u(l+u) a° ( )

yazahim. Boylece parametrik zaman cinsinden (1 + 1 ) boyutlu eylem

S=Id)t ot ha & uu+l)

2
du pd_p K 1 _u(1+u)£u_+£_n_D_@_—bu)2
da °di Cdu(u+l) 2
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‘pigimine donilstir.

2'” =k olarak alindiginda

olarak elde edilir

de P = 4(3’"
D

P

tanimlayip, bu momentum ifadeleri icin eyleme Lagrange carpaniar

denklem (3.1.7)

13

a
2
s=far |2 pdu,pd LE ——L——au(l-ku)P EO-ba) | (505)
diA °dA 2D u(u+1) 2 ulu +1)
“elde edilir. Bu ifade dilizenlendiginde
S=[di | P du+P-———u(1+u)—-———~(Pk+k} ! (P"k )
“da o °dA 2ul\ D 20+u)\ D
kb?
4+ —
(316)
halini alir |
u =sinh* @ .
bigiminde bir degisken degistirmesi yapildiginda
jp— ~1p2 cide edili
2sinh & cosh & 8
Bu ifadeler denklem ( 3.1.6 )'da yerine konulursa eylem
S= jd;t{ a0 pdt lp 1 (Pk +k)+ L (Pok +k(b+1)2)
°dr °di 8 2sinh” & 2cosh” 8\ D
kb’
+___
2
(3.1.7)

Problemi hiperbolik koordinatlara doniigtiirmek igin @ ve w gegici degiskenleri

] ve B, = 4[}’;’( )momentumlan bi¢iminde

1 eklendiginde




Pk
‘Sajdﬂ, _do | f[PE ok ~% 4 —"5-+k — k{2, - 4,)+ S

da D
(3.1.8)

doniistr. Burada S

de dt do , dy }
r— {da pd . pd0 p T H 319
5= | { et e Y da (319)

'mme

P’ 2
1) p2 g Py (31.10)

H=—|F + ——
gl ¢ cosh’@ sinh’@
edilen S’ ifadesi (2 + 2 ) boyutta U¢ boyutiu

lux Denklem ( 3.1.9 yda elde

h;perbo loid yiizeyinde hareket eden pargacigt tanimlamaktadir.

(2 +2) boyutlu kartezyen koordinatlarin ifadesi
x, = p coshf cos @
= p cos hE sin @

= p sinh & cos ¥
= p sinh #sin ¥ (3.1.11)
olmak tizere bu koordinatlar i¢in uzuniuk

iir ve bu koordinatlar igin

ds® =g, dx"dx” burada g, metrik tensordiir

g 1,1,-1,-1) olarak clde edilir

Hamiltoniyen ifadesi ise

H -—-—L—PA p* (3.1.12)
2u .

bigiminde verilir. Burada P, dort boyutta momentum ifadesidir. Bu Hamiltoniyen
aki serbest pargacigin enerji fonksiyonelidir.

ifadesi ( 2+ 2 ) boyutlu uzayd
kartezyen koordinatlar i¢in

Denklem ( 3.1.11 )’de verilen ( 2 + 2 ) boyuita
Hamiltoniyen hesaplandiginda
2 P' P’
H=£ P2+f%—_——-—5—— bt (3.113)
2177 p* p’sinh’ O p*cosh’ @
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pigiminde elde edilir. Boylece denklem ( 3.1.10 yda elde edilen Hamiltoniyen
% kitleli ( 2 + 2 ) boyutta {i¢ boyutlu hiperboloid yiizeyinde hareket eden pargacifl

sammiamaktadir. Bu dort boyutlu uzayda sabit R = 1 yarigapl: kiire Gizerinde hareket
eden pargacigm hiperboloid yiizeyinde hareket eden kargiligidi. Dort boyutlu serbest

pargacigmn Lagranj iyenini

o ~ 1 2 _PA2
L=P -R+P, -A——/| Pr+2% (3.114)
2u R

seklinde kiiresel bigimde yazarak tammlayabiliriz. Burada 7 kiire ylizeyini tanimlayan
{i¢ agidan olusan vektér ve F; momentumdur. Bu pargacigm hareketinin sabit R = 1

yarigaph rotator olarak betimleyebiliriz. Rotatoru dinamik olarak betimlemek icin dort
boyutlu uzayda serbest hareket eden pargacim kinetik enerjisinde 1gmsal ( R ) yonde
hareketin olmadigm R = sbt oldugunu yada esdegeri P, 0 oldugunu varsayacagizZ.

2
Ardindan bu ifadenin g —» 0 ve g R* —> sonlu limitini alirsak Ll terimi sifira gider ve
u u y

P,= 0 kogulunda Lagranjiyen

: 1
L=P, R+P,-h——"F 3115
R A ZﬂRz i ( )

olur. Bu ifade sabit R yarigapl kiire ylizeyinde hareket eden pargacigin Lagranjiyenidir.
3.2. Geometrik Potansiyelin Rijit Rotatora Déniigtiiriilmesi

Denklem ( 3.1.8 y’de verilen eylem ifadesini yeniden yazalim.

) 2
§ =-{da 40 14 Fo g kp+1) L PR WA Bl P B WO
di\ \ D di{ \ D 2 °

(32.1)
Burada §' ( 2 + 2 ) boyutlu diiz uzayda hareket eden pargacigm eylemidir ve ifadesi

dort vektor bigiminde yazihrsa
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S’=A]'d,1 dx’ 24y (322)
S da

#=1 birim sisteminde énce S’ eylemi ile betimlenen ( 2 + 2 ) boyutlu sistemin

gegi;;,'olasxlﬂ(IaI i1 veren propagatdrii tanimlayalim

j’ ded y
da, -Lppgl
Dp y [ oot ]

[

Bu propagatdr [}L v a] zaman arahgm N esit pargaya bolerek ve arahif

K'(x,4 3% 54 4)= j‘Dx (323)

-A
% secerek orgil yaklagikhginda

X 1
’Z[ A,(Iz “"'r-l)“1 "ZIPA,PA']

Kr(xb,lb;xa,;ta) lim dej e ™

£—0 - pl( )4 (324)
bigiminde hesaplanabilir. Burada once dx; integralleri hesaplamxsa 1] (P Pﬁl)

sonucu bulunur. Bu serbest pargacik sistemi igin momentum korunumunu ifade eder

Ardmdan

N-I tane d p,integrali hesaplanarak

,_1d'p -[Pd(xb-x«r_%w]
i j(2ﬁ)4 | (3.25)

elde edilir. Benzer sckilde dt, ve d B, integralleri yapil ve

-D , i{r, d , Pt
IDI 2§0 KPO (xb!ﬂ-' b;xa,;L a)e IP ’ = J- 25'.’0 KPO (xbﬁib;‘xa"ﬂ' a)e Fallet) ( 326)

elde edilir.
Denklem ( 326 ) (2 + 3 ) boyutlu uzayda tanimlanan serbest parcacigimn
propagatdriidiit. Bu ifadeden baslangictaki problemin propagatdriinii tliretmek icin 6nce
P, momentumlarm ve X la) ve X ) koordinatlarim hiperboloidi tammlayan
koordinatlar cinsinden yazalim:
(2+2) boyﬁtlu uzayda hiperboloid yiizeyini agilar cinsinden ifade etmeden 6nce
dart boyutlu uzayda kilre yiizeyinin (@,6‘,://) Euler agilar1 cinsinden ifadesini bulalim.

Bunun igin OKlidyen uzaydaki (x,%,,%;,%,) koordinatlarin soyle ifade ederiz:
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x, +ix, = Rsind e'?

X, Tix, = Rcosfe'” (3.2.7)
zaman ds® wzunlugu
st = (@ F (i f o+ () + (S
—(dR) + R*((d6) +sin> 6(dp) +cos’ o(dy)’) (3.28)
lur, R= sabit olan kiire ylizeyinde ds’ soyle yazilabilir :
. (32.9)

as?| = R*((d6F +sin® 0(dg +cos’ o(dyY )

R=s
Kompleks (R,E)) diizleminde (R,t?) yerine i(R,8) koymak olarak tanimlanan

Wick donme iglemi yapilusa , 0 zaman
85* | = B*((@6) -sinh” 6(dp}’ + cosh® oldyy) .
yiizeyleri olan hiperboloidler Gzerinde iki

(3.2.10)

olur. Bu ( 2 + 2 ) boyutiu uzayda R = sabit

sokta arasmdaki uzakhktr, O zaman ( 2 + 2 ) boyutlu uzaydaki (xl,x2,.x‘3,x4)

_k_oordinatlan_ ile hiperboloid yiizeyini temsil eden (40,9,!//) koordinatlan arasmdaki
iliski soyle yazilabilir:

%, +ix, = R sinh 0 e

| x, +ix, = Rooshf e (3.2.11)
Bu nedenle hiperboloid fizerindeki pargacifin dinamigini incelemek i¢in dnce biitiin
islemlerimizi iyi bilinen dort boyutlu kiire iizerindeki pargacigin  dinamigi igin

yapacagiz. Daha sonra yukarda betimlenen yontemle kiireden hiperboloide gegecegiz.

3.3. Dirt Boyutlu Hiperboloid Tizerindeki Serbest Pargacik igin Propagatdriin

Hesaplanmasi

Simetri cebiri SO ( 2 , 2 ) olan dort boyutlu hiperboloid denklemi
X+xi-xi-xi=p" >0

olmak {izere kuruldugu koordinatiar
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x, = pcoshé cos g

x, = pcoshfsn ¢

x, = p sinh 8 cos yr

x, = p sinh @sin y (332)
ifadesiyle verilir. Burada p 20 ,0<f<w, 0@ <27 VTG 0 <y <2z ’dir.

Bu koordinatlar i¢in Laplace-Beltrami islemcisi

Ay = 1 E—(cosh@sinhﬂ—¢-—)+—-—-—17—-—a-—-——.—-—l-2———a-
cosh’f 08 sinh” 8 06

" sinh @ coshf 98 o6
2 2 2 .
e P (ahfrootd )L Lo L (333)
o0 06 cosh’@ dp° sinh” @ Oy

bigiminde elde edilir( Barut ve Racka 1977 ). Denklem ( 3.3.3 ) —#? ile garpilirsa bu
ifade L toplam ag1sal momentum olmak tizere I2 olur. D61t boyuthn Oklidiyen uzay igin
g =9 dir ve denklem ( 3.2.4 Yde verilen K' propagatdrlini (r‘,e,gp,w) kiiresel
koordinatlar cinsinden ifade edebiliriz. Kuantum mekaniginde 1ijit rotator ki atomlu
molekiillerin hareketini temsil eden yaklagik bir model olarak kullamle. Ug boyutlu
uzayda kiire tizerindeki pargacigmn dalga fonksiyonlar1 agisal momentum vektori, L ’nin
segilen z ekseni yoniindeki bileseni L, ve agisal momentumun karesi, [’ nin 6z
durumlari, Y, (H,qo) cinsinden ifade edilir. Burada @, enlem agist ¢, boylam acisydir,
{J¢ boyutta x —y diizleminde donen pargacigin Hamiltoniyeni ise

L :

=z : 334
51 ( )
ile verilir, Burada I cylemsizlik momentidir. B&ylece dort boyutlu hiperboloid igin

Hamiltoniyen

P S (YN I (335)
2mr?l % cosh?@ sinh?@

olarak bulunur. Hamiltonyenle Lagrangian arasndaki iligki ;

- d]‘ -+ =
L=P. 2" -Hlr,p,t 33.6
T [f‘ r ) ( )

olmak tizere ( 3.3.5 ) denkleminde verilen hamiltonyen jgin dort boyutlu hiperboloid

tizerindeki serbest parcacign propagator ifadesi ;

“
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ot i
v DYy celn-r)

K * > a>a = RS
(r,, Ly 3Py st ) A @Y dp e

Faaly 4
L dp e

r,jf, (2 ” )~1

olarak elde edilir
a, B .7 Euler agilart olmak tizere koordinat sisteminin z ckseni etiafinda & agisi

kadar dondiiriildiigiinde buna karsilik gelen maris :

2 0
] € z - ,ﬂ'_
g, . L5
olur. Aym sekilde x ekseni etrafinda £ agis1 kadar bir dénme igin
cos ﬁ?"&—- i sin g—
o =
g i £ €0s £

i sin —
2 2

elde edilir. Son olarak yeni z ekseni etrafinda koordinat sistemi y agis1 kadar

déndiirtiliirse ;

matrisi elde edilir. Toplam doniisiim igin ortogonal matris her li¢ matrisin

¢arpimiyla elde edilir. $6yleki

D}]é%(a sﬁ e ):Qy Qﬂ Qa

._,:E ﬁ L _fﬁ ﬁ iz’—-
4 e 2cos—e *? —e fsgin—e?
D e By )= 2 2 (338)
nh @ g o & B
2 e 2cos—e?

j_
e sin—e
2

( Goldstein 1980 ) Buifade Pauli spin matrisleri o, o, o, cinsinden

%]M: e_@ﬁav e_(ﬂw: bigiminde vertilir. Ayrica donme

D,}/f%(a By )= e_{

matrislerinin indirgenmis donme matrisleri ( ,, ,, (ﬁ)) cinsinden ifadesi

(33.9)

Dy (@ fy)=e" d,, (B)e™

olarak elde edilir.
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Dort boyutlu kiirede ii¢ boyutlu kiirenin benzeri olarak kiire {izerindeki part;ac1§1£
Jalga fonksiyonlatl, agisal momentumun L;, ile gosterilen, (x,,x,) koordinatiarim
irbirine dondiiren bileseni ve L, ile gosterilen (ac'3 ,x4) koordinatlarini birbirine
déndi‘uen bilesen ve agisal momemtumun karesi ff ‘nin  6zdurumlani olan,
D! (e By } cinsinden ifade edilir.

LP (r,-r.)

Denklem ( 3.3.7 )'de elde edilen propagatdt ifadesindeki e * terimini

denklem ( 3.3.8 )’de verilen donme matrislert (Dj;é y(a Py ) Ykullanlarak su bigimde
/72

tiiretilir. D61t boyutln kiirenin koordinatlar:

x, =r cosf, cos P,

x, =r cosf, sin @,

x; =t sin &, cosy, (3.3.10)
x, =rsin &, sin y,
olmak tlizere
x,+ix,=rcosf, e"
X, +ix,=rsn6, "
p,+ip,=pcosb, e”
porip,=psng, e
bigiminde yazilu. Béylece momentum vektorii ile konum vektriiniin skaler garpimi
;; = %[@1 ~i pz)(x1 +ix,)+ec Hp, i ) (x, +ix,)+C ¢ ] otarak bulunur.
a,f ve y Euler agilan ile dort boyutlu kitre {izerindeki noktalar tammlamak icin

kullamlan koordinatlar ¢,0 ve y arasmdaki iliski soyledir.

a+y B a-y
= , B=— ve y=—m=
= 2 V==

O zaman propagatordeki  p-% terimi

) =£2£[D;/z%(ap’ﬁp’yp) D}}/fy;(“f»’ﬂfa’y'a)

+D}}/f %(arasﬂrDSYrb) D}yf};(ap’ﬂp’yp)
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%
A

le.

+ D72

 momentum uzayimndaki

fonksiyonlardr. m ve m F

seklinde yazilabilir. Burada D2, B7s)

| D}nl,zm'(abaﬁb s b) b  noktasindaki pargacigin kire tize

7, terimi gibi p.7, terimi i¢in de islemler yapilp B-(7,

+D11//22-%(ap=ﬁp’yp) Dll//:_y;(a’a’ﬁ’b’y'n)

(3.3.11)

)B yrb) Dé -}%(ap’ﬁp’yp)]

sabit momentumliu pargacifm,

kitre tizerindeki konumunu gosteren fonksiyonlar ve

rindeki konumunu gosteren
1/, degerlerini alabilir. Denklem (3.3.11 yde elde edilen

—7) terimi @stel bigimde

elde edilir. Bu ifade

aty

2

diizenlenirse ;

14
yazildiginda
e%:‘r(ﬁ-ﬁ.) =§(%P2",,T‘ F(nt+1) D:://Zz%(ap,ﬁp,yp) D:I//;":;(arb’ﬁrp?’rb)

Z‘o [_;_sz'b)”z F(nlz — ngn%(ab ﬁ,,,,?,b) D::én%(ap, Bo¥,)
$ (L20) P sl r ) Pt
go(%P;,,)"’ r(n:+1)D:é n/(ar., rb’yrg,) ng n/(a,,,ﬂp,r,,)
i (_TI"E‘:»L"] r(n:m*’)%»g(ﬁ’ﬁwm) p. @, Bt
Zu[%i%)“sﬁil)l’:én/(am L7 a) D:g,.j/(ap, g..7.)
ﬂzo(:ﬁipzr")h f(n:.l_l)D:% "g(“paﬁw?’p) D::/:—n%(ﬂ,,sﬁ,,,r,,)
Zio (:hipzr“)n’ﬁ;:—:gl)% ,,g(a,n,ﬁ,p,y,c) D:é_%(ap,ﬁp,yp)

( 3312 )

a7

icin denklem ( 3.3.7 )’de yerine konulup
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2(g9p+r;/p,29p

‘pr‘, + Wrb ’zgrb
2

gl !

o2 h

o) (1
) A

(0, +v., .20,

zi2 2x 27

2;:)2 [ jdp sin 0, cos 0,d0, dp, dv,
o 0

N —wp) D.

[P

N —w,b)D_n

my

P

Hg

é—n%(@p + Wp 329;} Py _Wp)“

N 1
"2 ) T(n+1) T(ns +1)
p 2 Pp Wp) _Z/_,,V(Q?p+l,’/p,29p,¢p wp)
’b’q)’ W"a) D—é—/(@r TV, !29r » P, t//r)
. ng 12
pr 1
2 T(n, +1) T(ng +1)

éé (qo,,, +y, ,20, .0, — wra)

1

2 ) T(n, +1)-T(n, +1)

((Dp + Wp’zgp’qpp —'lp;})Df:{Z"i(@p +WP’29F’€DP —WP)

P V) Df:@,%(co,, +y, .20, .0, V¥, )

Hg

pr,

1

2 ) Tln, +1) Tln +1)

22

4 (gpp + WP’ZQP’Q‘DP —V/p) D—ZZAH%(% +Wp’29p P _Wp)

1.3.14)

dénii

33.15)




matrisleri (a‘

K(rb ’Ib;ra ’ta)

n=0 n=0

7ty

K(rbatb;’}’ta) = _[

rﬂ-rﬂ

AR D r

o)

L

{2 i e-‘(":—ns)(w,b—v,,)

zr
(2z)
i D:é’%(@n +V/rb,29,.b,¢9,.b —wﬂ,) Df{% n/(@f’, +¥, 29r @, - Wr)

d

d

d

Z D:z n%(wrb + Wrb 5295 ’tprb - l)l/rb) D—n%—n%(@r‘z +Wf,, ’29’}; s

Z D:é_n%(wrb+Wrb=29rb’¢rb_'/jrb) D n%n/(@r +Wr 26 @

Denklem ( 3.3.14 )'de doni matrisl

fdp e

0

2

-v.)

*

o
2
M

~v,)

(3.314)
eri denklem ( 3.3.9 )daki indirgenmis donii

,,,r(a' B ,y)) cinsinden yazilip diizenlendiginde :*

. p:  p?
_LI t Pre—f ¥ |dt
p(rb‘ra) 2"”'}- rj—] st 8 Siﬂzg

"%(29 rb) d:%ng//(zgrb)

Ym0 4 00.)

n

u o

3
[ERN N

"'3

i (29 )d"/ . @6.)

. 00.)

(33.15)

LR}
2

elde edilir. d' . (26) terimleri garpildignda propagator :




ir_ 1 ip2 . 4
K( .y ) B D4 —P(’b—ra) ndamre (P”+msz(9 s'mleld!
’}J’tb’ra’ta j (2 )4 Id e
T

Ity

~ilm-n3)le vr) ‘i{rq-rr-t)(wzb-%n}
TR

—nznl-—n,,
o ©O0) o o e (267) (33.16)
5 Tz T2 1 5T T2 2
haline gelir. Burada m =n,-#, ™= , —n,olmak {izere Ve m="2""2 -;mz
m’=£1‘—_éﬁz— ve | =M-————;r%“€4— biciminde tanimlanirsa propagator :
LR —plr, - _iljz . [Pgw { +'f ]d‘
K(r 739 g a) P(,, ) e BT i st sn’d
)= 20 Jar
> }_“‘e'(’"’""”b wl e v gt (207,) di,,. (207.) (33.17)
olur. Burada dp,,, (26'r‘b) ve d..,, (26r,) terimlerini ;
(- L+ +m') de g N
o (9)= (m+m)u =) 2 28] ez
2F}(m—l,m'-—l;m+m’+1;—cot2%[5’) (33.18)

bigiminde yazip ( Gottfried 1966 ) buradaki hipergeometrik fonksiyon iginde

n 1 4z
zE(zﬂ,ZaH-“}’;?’;Z):(HZ) e aeT 5 ;(1+ z)

JFla,f sy sz)= (=2, By ey = B3y ;(Z—Z__lj

Fl(a,ﬂ;a+ﬁ+12;sinz q)) (Za 28 a+ ﬂ+ 'sm2 ‘Z]

( Gradshteyn ve Ryzhik 1958) esitlikleri ard arda kullamldiginda
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( l)l_m l+m'l+m '(mg)zt(cotgyn

nsr00) = o B =)

, B (m—l,m’—l;m+m’+l;—cot2 9)

cos’ @ 27 2

(-1 |(empU+m 2 (ot )"
(msrm)n\‘(z - m)'( in6)" (eot0)

oo R )

(m-i-m)'\F(; m)l(l m)‘ ( 9) (cota)

F(m I m+m +20+2;m+m +1;—-sin 9)
metrik fonksiyonlar cinsinden yazildigmda

R PZ Pl
-LI—J—H B}+ + dit
nd2mror, cas? 8 sm28

tz it

s 2 m-l _ '
[-— s ‘9] 25;(31——1 mrr —l;m+m'+1;tan229]

sekline ~donuglr. Boylece ( 3.3.17)

propagator ifadesi hipergeo

K(Vb,tb;i‘a,ta) rbjb (;)4) jd rP(rf, r) e
rots

i(mm oy Pr‘, i(m-m’)(‘!f%”'.}’ra) 1 (MM}) (Slﬂg SinQ )ﬂ—M' ‘\

PIpI e 1 e T
(cos(? cosé, )" (m [,mm+2+2;m+m ' +1;—sin’ 8, )

2P{(m-—l,m+m’+2l+2;m+m’+1;—-six12 6,) (3319)

halini alur. Ayrica d,’nm,@(?) ifadesi Jacobi polinomlari cinsinden yazilirsa

y _Y(n+/3+1)[x 1) (ﬂ _ iil)
PP (x) PR F~n-n-a;f+li—— (3320)

(Gradshteyn ve Ryzhik 1958 ) esitliginde x =cos26 igin

Pna:ﬁ(coszf))—- r(n-+(ﬁﬁ+1§)( 1)"(31“2 QT ZFI (_n’_n_a ;ﬁ+1;—mt2 9) (3321 )

ohn. Indirgenmis donme matrisleri d..(B) isin f=20 almarak denklem ( 3.3.18 )

Kkullambrsa ve denklem ( 3.3.20)de

25




—n=m-1 o =m—-m
p—a=m-—1 icin B =m+m; elde edilip yerine konuldufunda

-:ﬁ+1 =m+m+1 n=Il-m

v MT(n+a+ f+1) : i \
& (B)=(1) r(n+ﬁ+1)r(n+a+)(cosé?)ﬂ(sme)“ P**(cos26) i(3.3..22)

elde edilir. Boylece dort boyutlu Liire iizerinde serbest pargacigmn pxopagatoxu Jacobi
polinomlan cinsinden yazildigmda denklem { 3.3.17 ) ifadesi ;

B 2 2
i 1
Tk i LI O S % L
b Dy gp(r,,—ra) ﬁ£2mrfrj_l( # " costg sin®4
€ : !

K(’b’tb’ a? a)_ [ (277)4 Idp €

n! f‘(a+[5’+n+l)

SN ¢=,,, t;lra fa(w,,, -w,,,) < 2 . 2 1
Zze ¢ 2, Aatfpr n+1) F(a+n+1)(,8+n+l)

a=0 f=0 n=0
(smf? siné, )“ (cosB cos#, }5 p=? (cos29,) p=F (qosze,a) (3.323)

bigimine donisiir. 0-->if doniistimil yapilmca bu ifade dort boyutlu hiperboloid

fizerindeki serbest parcacigm propagatdriine dontislir.
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4. TARTISMA

Bu ¢alismada, iki atomlu molekiillerin enerji spektrumu ve elektromanyetik
gegislerini betimlemek igin ortaya atilan G.M.P problemi path integrali y&nteminin
sundufu veni problem ¢ozme teknigiyle incelendi. GMP simetrisi SO (2, 2 ) olarak
gosterilen dort boyutlu hiperbolid iizerindeki serbest pargacik dinamigini vermektedir.
Bu nedenle, dért boyutlu kiire tizerindeki serbest par¢acigin propagatord, rijit rotator
i¢in hesaplandi. Ciinkii rijit rotator kuantum mekanifinde iki atomlu molekiillerin
hareketini temsil etmek igin iyi bir yaklagiklik sunmaktadir. Elde edilen bu
propagatirden dort boyutlu hiperboloid tizerindeki serbest pargacifin propagatdriine
" gecildi. Burada hiperboloid tizerindeki pargacigin propagatériinde tek boyutlu problemi
(24 2) boyutlu sisteme ¢evirmek igin kullanilan acisal degiskenlerin tiim degerleri
{izerinden toplama islemi yapilarak bagtaki probleme doniilmiistir Bu sekilde tiiretilen
enerji dzdegerleri ve dzfonksiyonlan, daha dnce grup kuramsal yontemle elde edilen

sonuclarla karsilagtinlarak tutarh oldugu gosterildi
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SONUC

Bu calismada, iki atomlu molekiillerin dinamigini betimlemek i¢in Onerilen
genellestirilmis Morse potansiyeli etkisinde hareket eden par¢acifm dinamigi 6nce
uygun bir degisken degistirmesi ile ( 2 + 2 ) boyutlu hiperboloid tizerinde hareket eden
's_t_é'r,:best parcacigin acisal hareketine doniistiirilmtistiir. Bu islem swasinda pargaciga
etkiyen potansiyeli geometrik olarak betimleyebilmek igin iki yeni agisal koordinat ve
bir radyal koordinat ortaya atilmigtir ( 2 + 2 ) boyutlu uzayda hareket eden par¢acigin
kuantum dinamigi path integralleri yontemi kullamlarak hesaplanmigtiz. Bu islem
sonucunda bulunan ( 2 + 2 } boyutlu uzaydaki olasilik genliklerinden baslangigtaki
problemdeki olasiik genliklerini tiiretmek igin son noktanin eklenen agisal
koordinatlarinmn tim degerleri iizerinden integrasyon iglemi yapilmustir. Ayrica eklenen
1s1nsal koordinat igin ( 2 + 2 ) boyutlu uzayda sabit 1ginsal koordinat degerine sahip olan
rotor (doniicll) sistemine gecis incelenmistir Bbylf;ce bir boyutlu fiziksel
genellestirilmis Morse potansiyeli etkisinde hareket eden pargacifin dinanugi (2 +2 )
boyutlu uzayda sabit radyal yer degistirmeye sahip pargacigin boylam acilarina bagl
olmayan dinamigine ¢evrilerek problem ¢dziilmiistiir.

Bu ¢alismada kullanilan teknifin merkezi olmayan potansiyeller problemlerine

fizigine olumtu katkalar saglayacagina inanilmaktadi.
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