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OZET

KOMBINATORYEL EVRIK DONUSUMLERLE OZEL BAZI SAYI
DIZILERININ ANALIZI

Hamud AHMED

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Doc. Dr. Ayhan DIL

Ocak 2022; 76 sayfa

Harmonik sayilar ve genellestirmeleri, birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilar1 ve
binom katsayilar1 gibi 6nemli say1 tiplerini i¢ceren sonlu toplamlar 6zellikle analiz, sayilar
teorisi ve kombinatorik gibi bir¢cok alanda ortaya ¢ikmaktadirlar. Bu yiizden, so6z ko-
nusu toplamlarin hesaplanmasi ya da kullanigh bagka formlarinin elde edilmesi énem-
lidir. Bu yondeki arastirmalar icin cesitli teknikler mevcuttur. Bu tez ¢alismasinda esas
olarak ii¢ teknik kullanilmistir. Birincisi, en meshurlar1 binom ve Stirling doniisiimleri
olan evrik doniisiimler, ikincisi iirete¢ fonksiyonlart ile s6z konusu toplamlar arasinda
kullanigh iligkiler kurmaya yarayan seri doniisiim formiilleri, tiglinciisii ise fark opera-
torleridir. Bu teknikleri iceren klasik ve giincel sonuglar bir araya getirilerek diizenli bir

kaynak olusturulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Binom déniisiimii, Fark operatorii, Harmonik sayilar, Hiper-
harmonik sayilar, Laguerre doniisiimii, Lah doniisiimii, Seri doniistim formiilleri, Stirling

doniisiimii, Urete¢ fonksiyonlar.
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Finite sums, which include important number types such as harmonic numbers
and their generalizations, Stirling numbers of the first and second kinds and binomial
coefficients, appear in many fields such as analysis, number theory and combinatorics.
Evaluating these sums or obtaining other useful forms is therefore important. There are
various techniques for research in this direction, we will mainly use three of these tech-
niques together in this thesis. First one is the inverse transformations, the most famous of
which are the binomial and Stirling transforms, second one is the series transformation
formulas for establishing useful relations between generating functions and the sums in
question and the third one is the difference operators. Classic and current results involving
these techniques were brought together and a compact reference was created. In addition

to the important results in the literature, many new formulas and equations were obtained.
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ONSOZ

Bu ¢alisma temel olarak Kaynak Taramasi ile Bulgular ve Tartigsma baglikli iki
boliimden olugmaktadir. Kaynak Taramasi kisminda Binom, Stirling, Lah ve Laguerre
evrik doniistimleri (bkz. Comtet 1974, Riordan 1979, Boyadzhiev 2020) ve (1), (II), (III),
(IV), (V) olarak numaralandirdigimiz seri doniisiim formiilleri (bkz. Comtet 1974, Bo-
yadzhiev 2020) kanitlariyla beraber verilmistir. Bulgular ve Tartisma kisminda ise ilk
olarak (I), (I), (IIT), (IV), (V) seri doniisiim formiilleri kullanilarak ¢ok sayida onemli
polinom ve sayi ailesi i¢in toplam formiilleri elde edilmigtir. Daha sonra Spivey 2007-
2009 calismalarindaki teknikler kullamilarak, fark operatorleri yardimiyla, binom kat-
sayilar1 veya Stirling sayilar1 ile bagka bir dizinin terimlerinin carpimlarinin sonlu top-
lamlar1 hesaplanmigtir. Bulgular ve Tartisma boliimiinde elde edilen sonuglardan evrik
doniistimlerin uygulanabilecegi biitiin sonuglara bu doniisiimler uygulanarak sonuglar zen-
ginlestirilmistir.

Bu c¢aligma siirecinde, oniimii aydinlatan, beni tesvik eden, 6grenmem icin bana
sabreden ve benden yardimlarini esirgemeyen danismanim sayin Dog. Dr. Ayhan DIL
hocama en kalbi siikranlarimi sunmak istiyorum.

Yiiksek lisans egitimimde bana burs saglayan Yurtdisi Tiirkler ve Akraba Toplu-
luklar Bagkanligi’na ¢ok tesekkiir ederim. Son olarak da her zaman yanimda olan ve beni

destekleyen canim aileme tegekkiir etmek isterim.
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Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kombinatoryel Evrik Doniigiimlerle Ozel Bazi
Sayi Dizilerinin Analizi” adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uy-
gun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin

kaynagini gosterdigimi beyan ederim.
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SIMGELER

Simgeler:
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E, : Fibonacci sayisi
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Onm : Kronecker delta
Cn : Ikinci ¢esit Bernoulli sayis1 (birinci ¢esit Cauchy sayisi)
Cn : Ikinci cesit Cauchy sayis1
HY : Skew harmonik say1
wn () : Geometrik polinom
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On () : Ustel polinom
On : Bell sayis1 (iistel say1)
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1. GIRIS

Bazi 6zel polinom ve say1 aileleri bilimin bir¢ok farkli yerinde cesitli sekillerde or-
taya cikarlar. Bu nedenle bu polinom ve say1 aileleri ile ilgili 6zelliklerin, formiillerin ve
iligkilerin belirlenmesine yarayan analizlerin yapilmasi ve kaynak olusturulmasi gerek-
lidir. Bu analizler sirasinda ¢ok cesitli matematik teorileri, yontemleri ve teknikleri kul-
lanilmaktadir. Bu tez ¢alismasinda klasiklesmis temel analiz ve sayilar teorisi yontemleri
ve bunlarin giincel varyantlar1 kullanilarak 6zellikle analiz, sayilar teorisi ve kombinatorik
alanlarinda sikca kargilasilan bazi polinom ve say1 aileleri i¢in formiiller elde edilmistir.

Yukarida bahsedilen temel tekniklerin baglicalarindan birisi tirete¢c fonksiyonlaridir.
Ureteg fonksiyonlar1 analiz ve sayilar teorisini birbirine baglayan en 6nemli kavramlardan

birisidir. (a,,) bir dizi olmak iizere

[oe)
= E anx”
n=0

bi¢iminde tanimlanan seriye (a,) dizisinin adi iirete¢ fonksiyonu denilir. Bunun klasik
orneklerinden birisi, harmonik serinin 7. kismi toplami olarak, yani

11
Hy=1+45+3+: Zk Hy =0

biciminde tanimlanan /7,, harmonik sayilari i¢in
—In(1 — 1) -
H,t" 1.1
— Z (L.1)
tirete¢ fonksiyonudur (bkz. Ek 6.5.). Harmonik sayilar antik ¢aglardan beri arastirma ko-
nusu olup basta sayilar teorisi, kombinatorik ve ayrik matematik olmak iizere matematigin
bir¢ok alaninda onemlidirler. Tez ¢alismamizin 6nemli bir kism1 harmonik sayilar ve ge-

nellestirmelerinin ¢esitli 6zelliklerinin elde edilmesi yoniindeki sonuglardir.

(ay,) bir dizi olmak iizere,

$n
= an—
Z n!

n=0

bigiminde tanimlanan seriye (a,) dizisinin iistel iireteg fonksiyonu denir. Ustel iireteg
fonksiyonlarina 6rnek olarak kombinatorik alaninin en 6nemli say1 ailelerinden olan Stir-
ling sayilarinin iistel iiretec fonksiyonlar: verilebilir. Stirling sayilari, James Stirling ta-

rafindan 18. ylizyilda tanimlanmislardir. Stirling sayilarinin yaygin kullanimda birinci ve

1
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ikinci gesit Stirling sayilar1 olmak iizere iki tiirti vardir. s(n, k) birinci cesit (isaretli) ve

S(n, k) ikinci cesit Stirling sayilar1 gostermek iizere,

(log(1 +1))" + Z r (1.2)
=k
\Y&
e — 1
ZS (n, k (1.3)

tirete¢ fonksiyonlar1 ile tanimlanir (Comtet 1974) (bkz. Ek 6.3. ve 6.4.). Birinci ¢esit

(isaretli) Stirling sayilari
s(n+1,k) = s(n,k — 1) — ns(n, k) (1.4)
yineleme bagmtisini saglar. Diger taraftan birx € Rven € N = {1,2,3,...} igin
" =xz(z+1)---(x+n-—1)
ifadesi artan faktoriyel,
t=x(z—1)---(x—n+1)

ifadesi ise azalan faktoriyel olarak adlandirilir. Artan ve azalan faktoriyelin birinci ve

ikinci ¢esit Stirling sayilari ile iligkisi

" =Y S(n,k)zk (1.5)

veE

= s(n, k)a* (1.6)

esitliklerinden goriiliir.
Faktoriyel ile yakindan alakali bir kavram olan binom katsayilari, saymanin ve do-
layisiyla kombinatorigin temelinde yer alir. n, & € Z ve 0 < k£ < n olmak lizere
(n)_ n! nn—1)(Mn-2)---(n—k+1)
E\(

k I(n—k) k!

biciminde tanimlanan binom katsayilari i¢in esitligin ikinci kismindan sadece k’nin nega-

tif olmayan bir tamsay1 olmasi1 gerektigi goriiliir. Verilen bir dizinin terimlerini ve binom
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katsayilarini iceren toplamlar, iirete¢ fonksiyonlar: ile ¢alisirken sik¢a ortaya ¢ikar. Bu

baglamda, bir (a,,) dizisi verildiginde,

b, — (Z) s (1.7)
k=0

bi¢ciminde tanimlanan (1.7) bagintisina (a,,) dizisinin binom doniisiimii denilir. Bu donii-
slimiin evrigi ise

ay, = i (Z) (—=1)"Fb,

k=0
olarak ortaya c¢ikar (Riordan 1979; Boyadzhiev 2018). Binom doniisiimii bir diziyi bagka

bir diziye doniistiiren ve ¢cok 6nemli uygulamalari olan bir ayrik doniisiimdiir. Benzer yay-
ginlikta ve dnemde olan ve tez ¢alismamizda kullanacagimiz bir diger onemli doniisiim

de Stirling doniisiimiidiir. Bir (a,,) dizisi verildiginde,
b= S(n,k)a (1.8)
k=0

bi¢ciminde tanimlanan (1.8) bagintisina (a,,) dizisinin Stirling doniisiimii denilir. Bu do-
niisiimiin evrigi ise
a, = Z s(n, k)by
k=0

olarak ortaya cikar (Riordan 1979; Boyadzhiev 2018). Binom doniisiimii ve Stirling donii-
siimii, kombinatorik ve analiz basta olmak iizere bircok ilging uygulamalar1 olan ayrik do-
niistimlerdir. Tez ¢calismamizda 6ncelikle binom doniisiimii, Stirling doniistimii ve benzer
karakterdeki Lah ve Laguerre doniisiimlerinin evrik bagintilarinin kanitlar1 verilecektir.
Daha sonra bu doniistimler bazi 6zel say1 dizilerinin incelenmesinde kullanilacaktir.
Dizilerin analizinde ayrik ve siirekli matematigi birlestiren, iirete¢ fonksiyonlar1 ve
doniisiim teknikleri kadar gii¢lii ve 6nemli olan, ayni1 zamanda bu iki teknikle yakin iligkisi

olan bir diger kavram da operatorlerdir. Tez ¢calismamizda bu operatorlerden

Af(x) = flz+1) - f(x)

ve
Vi(z) = f(z) = flz - 1)

fark operatorleri géz Oniine alinacaktir.
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Tez ¢alismamizda 6zelliklerini arastiracagimiz ve bazilarindan yukarida da bahsetti-
gimiz dizilerin ilk birkac¢ degeri ve soz konusu diziler icin elde ettigimiz formiiller tezin

sonunda Ekler kisminda listelenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tezin igerigini olugturan belli bagli kavramlar tanitilacak ve ihtiya¢ du-
yacagimiz literatiirde yer alan 6zellikleri verilecektir.
2.1. Ozel Bazi1 Polinom ve Say Aileleri ve Evrik Doniisiimler

Bu kesimde 6zelliklerini arastiracagimiz 6zel bazi polinom ve say1 aileleri tanitilacak

ve binom, Stirling, Lah ve Laguerre evrik doniisiimleri kanitlariyla beraber verilecektir.

Tamim 2.1. (Comtet 1974) Bernoulli polinomlar iistel iirete¢ fonksiyonu diliyle

xt o n
S B)s 2.1)

seklinde tammlamir (bkz. Ek 6.6.). Burada x = 0 icin elde edilen B, (0) = B, kat-
sayilarina Bernoulli sayilar denilir (bkz. Ek 6.7.).

Jakob Bernoulli tarafindan, Japon matematik¢i Takakazu Seki ile hemen hemen ayni
zamanda bulunan Bernoulli sayilari, sayilar teorisinde ¢ok 6nemli olan rasyonel say1 dizi-
sidir. Seki’nin "Katsuyo Sampo" adli kitabinda yer alan bulgular 6liimiiniin ardindan 1712
yilinda yayimlanmigtir. Bernoulli’nin sonuclar1 yine 6liimiinden sonra "Ars Conjectandi”
adl bir kitap olarak 1713’te yayimlanmistir.

Harmonik sayilarin ¢ok ¢esitli ve onemli genellestirmeleri vardir. Bu tez calismasinda

asagidaki genellestirme {izerine caligilmigtir.

Tanim 2.2. (Conway ve Guy 1996) n,r € N icin r. mertebeden n. hiperharmonik sayi

h ile gosterilir ve
- Z hl(vr_l)7 hg) = H,

seklinde tanimlanir. Burada n > 1 icin RO = =1/nver = 0igin h((f) = 0 olarak alinir.

Hiperharmonik sayilarin adi iirete¢ fonksiyonunun,

ln 1—1) -
h T'
T - 2
n=0
oldugu harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu (1.1) Cauchy carpimiyla goz 6niine alindi-

ginda kolayca goriiliir (Dil ve Mez6 2008).
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Tamim 2.3. (Dil ve Muniroglu 2020) n, r € Nicin negatif r. mertebeden n. hiperharmonik
sayt b ile gosterilir ve

(=1)"r!
() _ pEzs )

>
o ((=DFA ez

n>r ise,

1
1

VoWV

ise,
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.4. (Comtet 1974) Fibonacci sayilari,
F() = O,Fl =1ve Fn = Fn,1 +Fn,2 (TL Z 2)
vineleme bagntist ile tamimlanir.

Fibonacci saylarnn adi iirete¢ fonksiyonu

1 N
l—z—22 Z bz
n=0
seklindedir.

Tamm 2.5. (Bergum, Bennett, Horadam ve Moore 1985) Jacobsthal sayilart

2t —

=t ij

n

n=0
iistel iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.
Jacobsthal sayilarinin kapali formu
J
(n) = =——

dir (Bergum, Bennett, Horadam ve Moore 1985) (bkz. Ek 6.17.).

Tamim 2.6. (Comtet 1974) Genocchi sayilari iistel iirete¢ fonksiyonu diliyle

2t
t(1— th
Gt + ]_ Z G
seklinde tanimlanmir (bkz. Ek 6.14.).

Genocchi ve Bernoulli sayilari arasinda G,, = 2(1 — 2")B,, iligkisi vardir (Comtet
1974).
Simdi Giris boliimiinde bahsettigimiz binom, Stirling, Lah ve Laguerre doniisiimlerinin

evrik bagintilarinin kanitlart verilecektir.
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Teorem 2.7. (Riordan 1979) (a,,) bir dizi olmak iizere

by = i <Z> a = 4y = i (Z) (—1)" b,

k=0

dir.

Kamt. (=):

olsun. Bu durumda

X, & n! "
2 by = sz!(n—k)!a%
n=0 n=0 k=0

(o)

n=0
[e’e) n n - g B [e’e) n
(S (o) - Xa
n=0 \k=0 n=0
olur. Simdi katsayilar kargilagtirilirsa istenen elde edilir.

<): Benzer sekilde yapilabilir. O
(<) S yap

Teorem 2.8. (Comtet 1974, s-144) (a,,) bir dizi ve s(n, k) ile S(n, k) sirastyla birinci ve

ikinci cegit Stirling sayilart olmak iizere

n

b, = z": S(n,k)a <= a, = Z s(n, k)bg

k=0 k=0
dir.
Kamt. (=):
b, = S(n, k)ay,
k=0
olsun.
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olarak tanimlayalim. Bu durumda

= > (Z S(m, k)ak) s

o o tm
Zak (Z S(m, k:)%)
k=0 m=k ’
13) et — 1)k
(L3) Z“k( - )

k=0

olur. Burada ¢ — 1 = u = t = log(1 + ) doniigiimii yapilirsa

o0 k
u
flog(l+uw)) = ZakH
k=0
= (log(l+u)t S ub
Db = D ag
k=0 k=0
oo oo n o0 k
U (1.2) u
S (S ent) Yl
k=0 n==k k=0
oo n oo k
u U
S (Sn) 5 = Sa
n=0 \ k=0 k=0
olur. Simdi katsayilar karsilagtirilirsa istenen elde edilir.
(<=): Benzer sekilde yapilabilir. O

Tamim 2.9. (Lah 1954) Lah sayilart iirete¢ fonksiyonlari diliyle asagidaki bicimde tanim-

lanir:

1 T k > "

— = Lin, k)—.

k! (1 — x) ; (n )n!
Burada

n!(n—1
L(n, k) = i <n B k) (2.2)
olur (bkz. Ek 6.15.).

Artan ve azalan faktoriyelin Lah sayilari ile iligkisi de

n

" = Z L(n, k)ot <= 2" = Z(—l)"_kL(n, k)z®

k=1 k=1

seklinde verilir. Uciincii cesit Stirling sayilar1 olarak da adlandirilan Lah sayilar1 kul-

lanilarak binom ve Stirling doniisiimleri tipinde bir doniisiim verilebilir. Bunun kaniti

8
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agagida verilmistir. Bir (a,,) dizisi verildiginde

bo=»_ L(n,k)ay (2.3)
k=0
seklinde tanimlanan (2.3) bagintisina (a,,) dizisinin Lah doniigiimii denilir. Bunun evrigi
ise
an =Y (—=1)""*L(n, k)b
k=0

olarak elde edilir (Riordan 1979).

Teorem 2.10. (Barry 2007) (ay,) bir dizi ve L(n, k) Lah saylar: olmak iizere,

b, = Z L(TL, k)ak — ap = Z L(”v k)(_l)n_kbk
k=0 =

dir.

Kamt. (=):

3

olsun. Bu durumda

me% -y (Zum,@ak) ’%”,

t — ce e en e
olur. Burada ;= = —u = ¢ = - doniliglimii yapilirsa

S0 () - z<>—

k=

gbk( (ZLnk ):i
5 () - B

k=0

olur. Son esitlikte katsayilar kargilastirilirsa

an =Y L(n,k)(—1)" b,
k=0
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elde edilir.
(<) : Benzer sekilde yapilabilir. O

Tamim 2.11. (Barry 2007) Laguerre sayilari iirete¢ fonksiyonlart diliyle asagidaki bi-

cimde tanimlanir:

k o n

1 T T
W= 2 = Zk Lag(n, k)ﬁ
Burada
n! (n
Lag(n, k) o (k:)
olur.

Bir (a,,) dizisi verildiginde
by = _ Lag(n,k)a (2.4)
k=0

seklinde tanmimlanan (2.4) bagintisina (a,,) dizisinin Laguerre doniisiimii denilir. Bunun
evrigi ise

ay, = Z(—l)"’kLag(n, k) by,
k=0
olarak elde edilir (Barry 2007).

Teorem 2.12. (Barry 2007) (ay,) bir dizi ve Lag(n, k) Laguerre sayilart olmak iizere,

b—ZLagnkak;)an ZLagnkﬁ ”kbk
k=0

dir.

Kamt. (=):

olsun. Bu durumda
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= b, > a aktt
> ﬁxnﬂ =D 1- ;)k+1 k!
n=0 k=0 )
yazilabilir. Burada =~ =1 = x = 1+rt doniisiimii yapilirsa
o0 bk tk+1 o0 tn+1
CITE . 2 ar
k=0 n=0 )
> k+1 * n+1
t n+k an t
DS S (A [ W
k=0 n=0 n=0
! (n B "
S5t = Sy
n=0 k=0 n=0
olur. Simdi katsayilar karsilagtirilirsa
= n!(n
n = D= ()b
a (—1) X ( k:) k
k=0
elde edilir.
(<) : Benzer sekilde yapilabilir. O

2.2. Seriler icin Doniisiim Formiilleri

Simdi analiz ile sayilar teorisini birlestiren 6nemli bir bagka ara¢ olan doniisiim for-

miillerine deginecegiz. Oncelikle tez calismasinda kullanacagimiz, literatiirde yer alan

baz1 doniisiim formiillerini kanitlariyla verecegiz sonra fonksiyonun ve parametrelerin

uygun sec¢imiyle nasil sonuclar verdiklerini aciklayacagiz.

Teorem 2.13. (Comtet 1974; Boyadzhiev 2020) Ustel iirete¢ fonksiyonu

F) =Y oy
n=0 :

olarak verilen bir (a,) dizisi i¢in

f (%(e’\t — 1)) = ii—n' {i S(n, k;))\"kukak}

esitligi saglamir. Burada \ # 0 olmak iizere 1 ve \ reel parametrelerdir.

Kanat.
o0 tn
ft) = ZO (n

11
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iistel iirete¢ fonksiyonunda ¢ yerine ﬁ(e“ — 1) yazilirsa
Hoxt _ < n [ 5 n
F (5 -1) —HZ:O METISE
olur. Buradan
Foooat > ynk T\ ik
Lt —1 =
/ ()\(e ) Z nl )\” (k)
k:O
B n n . n [e’e) ¢
= O e () S
=0
_ N M_Ooj_jin "\ i1k
SN DL WIS
n=0 j=0 k=0
yazilabilir. Burada ikinci cesit Stirling sayilart i¢in,
1 <& /n\, .
. _ = J(_1\n—k
k=0
(Graham, Knuth ve Patashnik 1993) esitligi kullanilarak
5 =1) = 3D aw NG
n=0 j=0
oo 4 7 .
- Z — ZS(],n))\J "u"a
]—0'7' n=0
elde edilir. U
Teorem 2.14. (Comtet 1974, Boyadzhiev 2020) Ustel iirete¢ fonksiyonu
¢
t) = N r
f)=> (n "y
n=0
olarak verilen bir (a,,) dizisi icin
oo tn n
f <§ log(1 + At)) = Z o} { s(n, k))\"kukak} (1)

n=0 k=0

esitligi saglamir. Burada \ # 0 olmak iizere . ve X reel parametrelerdir.

Kanat.
oo tn
=D
—~ "l

12
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tistel tirete¢ fonksiyonunda ¢ yerine £ log(1 + At) yazilirsa
H _ - an lun n
f (X log(1 + At)) — g 2L log(1+ A1)
olur. Buradan
7 RS Rt
f (X log(1 + )\t)) = ; v ;L s(k,n)A o
00 tk. k
- Z = s(k, )N\ " a,,
k=0 n=0
elde edilir. 0
Teorem 2.15. (Comtet 1974, Boyadzhiev 2021) Ustel iirete¢ fonksiyonu
[e.e] tn
S
n=0 ’
olarak verilen bir (a,,) dizisi icin
ut e ne
/ (1 “ At) -y {Z L(n, k)X kukak} (1)
n=0 ~ (k=0
esitligi saglamr. Burada ji ve \ reel parametrelerdir.
Kamt.
f6)=> U7y
k=0
iistel iirete¢ fonksiyonunda ¢ yerine £ yazilirsa
ut B - ap itk 1
f(l—)uf) —Z Kl (1= At)*
olur. Buradan,
ut L apptt S n+ k-
H(25) - LM
k=0 n=0
SO 3 )A a
k=0 n=k
ST ST (RIS
n=0 k=0
(2.2) gy “ e
= Z ~ { L(n, k)A k,ukak}
n=0 k=0
elde edilir. 0
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Teorem 2.16. (Comtet 1974; Boyadzhiev 2021) Ustel iirete¢ fonksiyonu
oo tn
S
— n!
olarak verilen bir (a,,) dizisi i¢in
(e e} tn n n
At . z n—=k
e f(t)_zn!{ (k))\ ak} (IV)
n=0 k=0
esitligi saglanmir. Burada )\ reel parametredir.
Kamt. e’ fonksiyonunun seri agilimi ve Cauchy ¢arpimindan agiktir. U
Teorem 2.17. (Comtet 1974, Boyadzhiev 2021) Adi iirete¢ fonksiyonu
) =) ant
n=0
olarak verilen bir (a,,) dizisi icin
1— )\t 1— )\t —
esitligi saglanir. Burada |1 ve ) reel parametrelerdir.
Kant.
F&)=>"apt"
k=0
adi iirete¢ fonksiyonunda ¢ yerine ; ” - yazilip her iki taraf ;— ile ¢arpilirsa
1
1— M (1 - At) Za’““ At)k+1
olur. Buradan
1 ut N s (nt+k
= t A"
e Cr) I T M G
k=0 n=0
_ i apptt i 0\ \n—kyn—k
— — \k
- ztn{z( -t
k=0
elde edilir. U

14
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Bir diziden fark operatorii yardimiyla yeni bir dizi tanimlansin. Daha sonra bu iki di-
zinin binom doniisiimleri olan iki yeni dizi olusturulsun. Michael Z. Spivey’in, bu dort
dizinin arasindaki cesitli iligkileri elde ettigi c¢alismalarindan tez calismamizda kulla-
nacagimiz sonuclari vererek bu boliimii sonlandiracagiz. Bu teoremlerde [S] ifadesinin

degeri, S 6nermesi dogru ise 1, yanlis ise 0’dir.

Teorem 2.18. (Spivey 2007, Theorem 2.) (ay.) ve (by) iki dizi ve k € N U {0} i¢in

aj, = Abg = b1 — by biciminde verilsin.

k=0 k=0
olarak tanmimlansin. Bu durumda her n igin

dir.

Kamit. n > Oise

- n - n - n
hn+1_2hn:hn+l_hn_hn: (k>bk+1_ (k)bk:Z(k)ak:gn
k=0 k=0 k=0

dirrn = —1lise hg —2h_1 — by = by — by = 0 = g_; dir. n < —2 ise her iki taraf da 0’dur.
O

Teorem 2.19. (Spivey 2007, Theorem 4.) (ay,) ve (by) iki dizi ve k € N U {0} icin

aj, = Abg = byy1 — by biciminde verilsin.

k=0
olarak tamimlansin. Bu durumda her n € N U {0} icin

hy = 2" (bo + %) (2.6)

k=1
dir.
Kamt. Teorem 2.18’dan h,, 1 — 2h,, — by|n = —1] = g, oldugunu biliyoruz. Boylece
hp —2hp—1 = gn—1 + bo[n = 0] yazilabilir. H(z) ve G(z), swrastyla {h, } ve {g,} icin adi
iirete¢ fonksiyonlart ise H(z) — 2zH (z) = 2G(z) + by olur. Boylece

- b() + ZG(Z)

Hz) ==,

15



KAYNAK TARAMASI H. AHMED

dir. Burada 1/(1 — 22z) seriye agilir ve gerekli islemler yapilirsa istenen elde edilir. U

Teorem 2.20. (Spivey 2007, Theorem 8.) (ay,) ve (by) iki dizi ve k € N U {0} icin

aj, = Abg = by.y1 — by biciminde verilsin.

Gn = Z s(n,k)a, ve h, = Z s(n, k)by
k=0 k=0
ise her n icin
Gn = hus1 + (0 — 1)hy — boln = —1] 2.7)

dir.

Kamt. s(n, k) sayilari igin (1.4) yineleme bagintisindan n € N U {0} i¢in

n+1 n
host +nhy = Y s(n+1,k)b+nY_ s(n, k)b

k=0 k=0
n+1 n

= Z (s(n,k —1) —ns(n, k) by + n Z s(n, k)by
k=0 k=0
n+1 n+1 n

= Z s(n,k —1)b, —n Z s(n, k)bg + nz s(n, k)by,
k=0 k=0 k=0
n+1

= Z s(n,k — 1)by
k=0

= 5(n,0)by + s(n, )by + -+ + s(n,n)by1
oldugu goriiliir, Burada s(n, —1) = 0 dir. Boylece
honi1 4+ (n—1)h, = s(n,0)(by — bo) + s(n, 1)(by — by) + -+ -+ s(n, 1) (bns1 — bn) = Gn.

O halde hy = b elde edilir ve bu da (2.7)’nin n = —1 durumuna karsilik gelir. n < —2
icin her iki taraf da 0’dr. U

Kaynak Taramas1 boliimiinde tanittigimiz tiim bu doniisiimler ve operatorler, sayilar
teorisi ve kombinatorik alanlarinda daha ¢ok binom katsayilar1 (Gould 1972; Chen 2007;
Spivey 2007), Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlar1 (Boyadz-
hiev 2009; Can ve Dagli 2014; Boyadzhiev 2018), harmonik sayilar ve genellestirmeleri
(Spivey 2007; Boyadzhiev 2014; Can ve Dagli 2014; Boyadzhiev 2017; Boyadzhiev 2018;
Boyadzhiev 2019; Dil ve Muniroglu 2020) i¢in arastirmalar yapilirken kullanilmaktadirlar.
Bulgular ve Tartigma boliimiinde bu aragtirmalara devam ederek literatiire katkilarda bu-

lunmay1 hedefliyoruz.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kesimde elde ettigimiz sonuglari iki ana baglik halinde sunacagiz. Bulgularimizin
disinda ihtiya¢ duydugumuz literatiirden bazi tanimlar ilgili yerlerde verecegiz.
3.1. Doniisiim Formiilleri ile Elde Edilen Sonuclar

Kaynak Taramasi kesiminde (1), (II), (IIT), (IV) ve (V) seklinde numaralandirdigimiz
seri doniisiim formiilleri kanitlariyla verildi. Burada her bir doniisiim formiiliinden elde
edilen sonuclar1 ayri ayr1 verecegiz.

3.1.1. (I) doniisiim formiilii ile elde edilen sonuclar

Simdi (I) doniisiim formiiliiniin ilk uygulamas: olarak Stirling sayilarinin meshur

ortogonallik iligkisini verelim.
Onerme 3.21. (Comtet 1974) Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilar:

" 1 ,n=m Iise
> S(n,k)s(k,m) = dpm =

=0 0 ,n#m ise
esitligini saglar.

Kamt. f(t) olarak birinci gesit Stirling sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim.

(I) dontisiim formiiliinde A = o = 1 alinirsa

flet—1) = Z;—n, {Z S(n, k)s(k, m)}

n=0 k=0
tm N
— = D12, S k)s(k,m)
n=0 k=0
olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa istenen elde edilir. U

Tamm 3.22. (Comtet 1974) Ikinci cesit Bernoulli sayist (birinci cesit Cauchy sayist)

1
Cp = / x2dx
0

17
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olarak tanmimlanir ve iistel iirete¢ fonksiyonu

o0

S et
"nl T In(1+1)

n=0
seklindedir (bkz. Ek 6.8.).

Onerme 3.23. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilari, ikinci cesit Bernoulli sayilart (bi-

rinci ¢egit Cauchy sayisi) ve harmonik sayilar icin

1 n
= k
S kEZO S (n, k) cg

(Merlini, Sprugnoli ve Verri 2006, Theorem 2.3.),

n

1
cn:Zs(n,k‘)k—H

k=0
ve

Hyy1r = Z kZS n, k
k=0  n=k
esitlikleri saglanr.

Kanit. f(t) olarak ikinci ¢esit Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim.

ZC” T o 1+t)

(I) doniisiim formiiliinde A = p = 1 i¢in

- GRS 1 "
e =1) = t _nzo(n—i—l)n!

olur. Buradan doniisiim formiiliindeki katsayilar karsilastirilirsa ilk esitlik bulunur ve Stir-

ling doniistimiinden de ikinci esitlik elde edilir. Birinci esitligin her iki tarafi n = 0’dan

m’ye kadar toplanirsa ve gerekli islemler yapilirsa iiciincii esitlik elde edilir. U

Tamm 3.24. (Comtet 1974) Ikinci cesit Cauchy sayist

1
En:/ (—=1)"z"dz
0

olarak tanmimlanir ve iirete¢ fonksiyonu

~ t
Z "n! 1+t)ln(1+t)

seklindedir (bkz. Ek 6.9.).

18
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Onerme 3.25. Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilart ile negatif mertebeli hiperharmonik

sayilar, ikinci ¢esit Cauchy sayilart arasinda asagidaki egitlikler saglanir.

n+1 ank

n

Cp = Z (n, k) hk+1’

k=0

n—l—l ank

(Merlini, Sprugnoli ve Verri 2006, Theorem 2.6. ),
L. (—1)*
n — 5 k .
c g s(n, k) 1

Kamt. f(¢) olarak ikinci gesit Cauchy sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim.

~ t
Z " (1+8)In(1+1)
(I) doniisiim formiilinde A = = 1 i¢in

AN s PNy A B ey B N S AN S DA
flef=1) = et - Z(n+1>ﬁ_z<ko<k) k+1 )E

olur. Buradan katsayilar karsilastirilirsa

;() p— ank

elde edilir. Son esitligin sol tarafindaki ifadeyi hesaplayalim. Bunun i¢in
k

(—k) _ V=AY
h"+k_z( 1) (z>n+z

1=0

(Dil ve Muniroglu 2020, Proposition 25.) esitliginde n = 1 alinirsa

h( k) : k—1 k 1
k+1_z(_1) i)i+1

=0

olur. Dolayisiyla birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden ikinci esitlik elde edilir.

Hesaplamak istedigimiz ifadeyi bagka bir yoldan elde edelim.

= (n\ (=% n!
Z<k>k+A CAA+FDA+2) (A +n)

k=0
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(Boyadzhiev 2014) esitliginin her iki tarafi (—1)" ile ¢arpilip A = 1 alinirsa

= (n\ (=) F (=)l (-1)"
Z(k) E+1  (n+1) n+1

k=0

olur. Dolayisiyla iiciincii esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden dordiincii esitlik elde

edilir. [l

Tamim 3.26. (Boyadzhiev 2018) Skew harmonik sayilar

S S B G Vi
Hi=l-gtg—t = =0

seklinde tanimlanir ve iirete¢ fonksiyonu

In(1+t¢
>y = Y
1—-1

dir (bkz. Ek 6.10.).

Tanmim 3.27. (Smail ve Schwatt 1926, Boyadzhiev 2005) Geometrik polinomlar n=0,1,2,. ..
icin
= Z S(n, k)klaz*
k=0

ve n < 0 igin w,(x) = 0 seklinde tammlamr. Ureteg fonksiyonu

1—95 an

bicimindedir. Geometrik sayiar (diger adiyla Fubini sayilarit veya sirali Bell sayilar),

geometrik polinomlarin x = 1 deki degeri olarak tanimlanir ve iirete¢ fonksiyonu

1 =
2— ¢t :ZW”H

n=0

olur (bkz. Ek 6.11.).

Onerme 3.28. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilari ve skew harmonik sayilar icin

NWp—1 = Z S (n,k)k\HY
k=0

ve
n

nlH = Z s(n, k) kwg_1
k=0
esitlikleri saglanir.
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Kamt. f(t) olarak skew harmonik sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim.

[e.9]

" In(1+t)
t) = HY— = ———=.
(I) doniisiim formiiliinde A = p = 1 i¢in
t
t_l —
Fe-1)= 5

o t”
t
f (e — 1) = ZW"‘IE
n=0
yazilabilir. Buradan katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisii-

miinden de ikinci esitlik elde edilir. 0

Onerme 3.29. (Boyadzhiev 2019 Corollary 13.) Ikinci cesit Stirling sayilari n > 1 icin
> S (nk) (=) (k- 1) =0
k=1

esitligini saglar.

Kamt. f (t) =log (1 + ¢) alalim.

f(t) = log(1+1)

[e.9]

tTL
_ —1 n—1 -1 '_
> (-1 -1
yazilabilir. Boylece f(t) serisinin katsayilari
0 ,n=20 Iise,

an =
()" " (n—=1)! ;n>0 ise,

olur. (T) doniisiim formiilinde A = p = 1igin f (¢! — 1) = t olur. Buradan

1 ,n=1 ise,

nSn,k DNk —1) =
;( ) (=17 ( ) 0 wt1 e,

veya diger bir ifade ile n > 1 icin
- k—1
> S k) () (E-1)I=0
k=1
bulunur. U

Asagidaki onermede elde edilen sonuglar Stirling sayilar1 icin daha Once verdigimiz
(1.5) ve (1.6) numarali meshur esitliklerdir. Burada doniisiim formiilii yardimiyla elde

edilmislerdir.
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Onerme 3.30. o € R olmak iizere birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilar icin

o = kzn; S(n, k)k! (Z)

(Boyadzhiev 2018, (2.4)) ve

esitlikleri saglanir.

Kanat.

F(t) = (1+6)* = in! (Z‘)g

n=0

olarak alalim. (I) doniisiim formiilinde A = p = 1 secilirse birinci esitlik bulunur ve

Stirling doniisiimiinden ikinci esitlik elde edilir. U

Onerme 3.31. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilart

(q+1)"=>_S(nk)(-1)"* (q Z k) k!

) (‘ﬁ”)m - kios(n,k)(—l)”_k(q+ 1)k

esitliklerini saglar.

Kamt.
1 = (qg+n t"
= — = 12
f() (1_t)q+1 nZ:O( n )nnl
olarak alinirsa (I) doniisiim formiiliinde A = —1 ve u = 1 i¢in
- 00 n n - q—l—k:
1—e ) =¢let) = — k)(—1)"* k!
fl—et) = > s men (')
o0 ntn oo n n . q+ k
Syl = 30 {Zsm,kx—l) (" )k'}
n=0 ’ n=0 " k=0

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden

ikinci esitlik elde edilir. 0
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Onerme 3.32. Ikinci cegit Stirling sayilart ile harmonik sayilar n > 2 icin
> S(n, k) (=1)"*(k = 1) Hy_y =0

esitligini saglar.

Kamt.
1, = tn
ft) =5 *(1—1) = ;(n — DHy
olarak alinirsa (I) doniisiim formiiliinde A = —1 ve © = 1 i¢in
f- ey = e = &
2 2

olur. Boylece

- “k 1 ,n=2 ise,
> S, k) (=1)" (k- 1) Hy_y =
=1 0 ,n#2 ise,

ve buradan da istenen ¢ikar. U

Onerme 3.33. Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilart ile harmonik ve hiperharmonik say-

lar
=3 S(n k) (—1) R kIR,
nlh(" = Z s(n, k)(—1)"Fkrk!
k=0
ve

1 ¢ .
Hy = — > s(n, k) (=1)" "k
k=0
esitliklerini saglar (Boyadzhiev 2019, Theorem 1).

Kanit. f(¢) olarak hiperharmonik sayllarm tirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

o0 tn

— (r)yn 1p(r) 2

f(t) = 1_t Zh nzzon.hn -

olsun. (I) doniisiim formiilinde A = —1 ve u = 1 i¢in
fl—et=t-et = Z {an k) (—=1)"" ’“k!h,(:)}
n= U

- n—ltn " n—kp. (r)
E%nr 5 = ;ﬁ ZS(n, k)(—1)"FE!R]

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden

ikinci esitlik elde edilir. Ikinci esitlikte 7 = 1 alimrsa iigiincii esitlik elde edilir. U
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3.1.2.

(IT) doniisiim formiilii ile elde edilen sonuclar

I1k olarak, (I) doniisiim formiiliinden elde ettigimiz Stirling sayilariin ortogonallik

iligkisinin (II) doniisiim formiiliinden de elde edilebilecegini gorelim.

Onerme 3.34. (Comtet 1974) Birinci ve ikinci ¢egit Stirling sayilart

n

> s(n, k)S(k,m) = by =

k=0

esitligini saglar.

1 ,n=m Iise,

0 ,n#m ise

Kamt. f(t¢) olarak ikinci gesit Stirling sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

ft) =

olsun. (II) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa

fn(1+1) =

G- Th{Ee

> A3

=0 k=0

=0

olur. Burada katsayilar kargilagtirilirsa istenen elde edilir.

Tanim 3.35. (Kim 2008) Birinci ¢esit Euler sayilar

2 = A"
- E e
er+1 = "nl

lirete¢ fonksiyonu ile tamimlanmir (bkz. Ek 6.12.).

o tn
:ZOS(n,m)E

)S(k, m)}

k) S(E, m)}

Onerme 3.36. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilart ile birinci cesit Euler sayilari

ve

esitliklerini saglar.

n

(—;zlnn! = Z s(n, k)E},

k=0
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Kamt. f(t) olarak birinci ¢esit Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

2 tn
1 (#) et +1 Zno "n!

olarak alinirsa (IT) doniisiim formiilinde A = = 1 igin

Fn(141) = Z%{Zsm,kw,’;}

n=0
1 ot [ & .
= (=1)mnl ot [ & §
S - SRR

olur. Burada katsayilar kargilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden

de ikinci esitlik elde edilir. U

Tamm 3.37. (Bell 1934; Boyadzhiev 2005) Ustel polinomlar

oo tn
") = Z ¢n(f€)ﬁ
n=0 ’

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir. Burada x = 1 icin elde edilen ¢,,(1) = ¢,, katsayilarina

Bell sayilart denilir.

Asagidaki onermede verilen ikinci esitlik cogu zaman tistel polinomlarin tanimi olarak

alinir.

Onerme 3.38. Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilart ile Bell sayilari ve iistel polinomlar

=3 s(n, K)u(w),

on(z) =Y _ S(n, k)a*

(Boyadzhiev 2005),

ve

esitliklerini saglar.
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Kamt. f(¢) olarak iistel polinomlarin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

f(t) = et D = qun

olsun. (IT) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa

n

fi+) = S5 {Zsm,km(x)}

n=0 k=0
extzzg'{z(snk¢k }
;xn;_"‘ _ 2%;_"' {;s(n,k)gbk@)}

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden

ikinci esitlik elde edilir. Ugiincii ve dordiincii esitlikler, birinci ve ikinci esitliklernde = =

1 alarak cikar.

Tanmim 3.39. (Comtet 1974) Euler polinomlar

lirete¢ fonksiyonu ile verilir. Euler saylarn E,, = 2"F, (%) olarak tanimlanir.

Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

o0

62t+1 Z

seklindedir (Comtet 1974) (bkz. Ek 6.13.).

n

Onerme 3.40. Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilari ile Genocchi sayilari

— = s(n, k)G
ve N
"L (—1)k 27
R ol 21 n kY =
k=0 j=1 J

esitliklerini saglar.

26
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Kanit.
o e
t = —— = Gn—
1) et +1 nZ:% n!
olarak alalim. (IT) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa
oo tn n
fn(1+8) = > — {Z s(n, k)Gk}
n=0 n: k=0
n(l + f)— SIS b
n = — s(n,
1+ % —~ n! prd k
o) 1 n—1 [e) 1) o) g n
> ey O =SS
n=1 n n=0 n=0 n k=0
olur. Burada
0 ,n=0 1ise
an = 1 n—1
= T)Z ,n=>1 1ise
olarak tanimlanirsa
Sary G = IS e
n=0 ! n=0 2n n:07“ k=0 ’

k=1 k=0
-1 n—1 7 2k n
k=1 k=0

Boylece birinci esitlik elde edilir ve Stirling doniisiimiinden ikinci esitlik elde edilir. [

Onerme 3.41. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilari ve geometrik polinomlar

n

nlz" = Z s(n, k)wy(x)

k=0

ve
wp(x) = Z S(n, k)klz*
k=0

(Boyadzhiev 2005) esitliklerini saglar.
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Kamt. f(t) olarak geometrik polinomlarin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

1—3: an

olarak alalim. (I) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa

fn(1+1) = Zg{ZS(n,k)wk(x)}

ft) =

n=0 k=0
1
Tt = g {Zs n, k)wy(z }
Zn!m”g = Zi—ﬂ: {Z s(n, k:)wk(x)}
n=0 ’ n=0 k=0

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Stirling doniisiimiinden

ikinci esitlik elde edilir. 0

Onerme 3.42. r € N olmak iizere birinci ve ikinci cesit Stirling sayilar ile negatif mer-

tebeli hiperharmonik sayilar

(=1)"ptptr) Zs n, k)k

=3 S(n k) (— 1) R

n = 2icin
(=)™ (n —2)! s(n, k)k
k=0
n—1=> S(nk)(-1)kk-2),
k=2
n = 3icin
(=)™ (n =3)! =Y s(n, k)k2F2
k=0
ve
2" n—3)+1=Y S(nk)(—1)(k—3)
k=3

esitliklerini saglar.
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Kamt. r € N olmak iizere

fit) = —€t
[e.@] t”
= - m
o n!
olarak alalim. (IT) doniisiim formiiliinde A = p = —1 alinirsa

fn(1 1)) =

—(1—1t)"log(l —t) =

n=0 k=0
Zn!hﬁl—”—‘ = Z - s(n, k)(—1)"krrt
n! !
n=0 n=0 k=0

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa

n

(=1)"plptm) = Z s(n, k)krk=1
k=0

bulunur ve Stirling doniisiimiinden

n

nr" ™ =" S(n k) (— 1) kA

k=0
elde edilir. Son iki esitlik negatif mertebeli hiperharmonik sayilarin tanimi ile géz oniine
aliirsa .
n+1 r koL k—1
(—1)""n! ; (k‘) (—1) = Z s(n, k)kr

o k=0
ve

nr = 37 S k) ()M Y (r) (-1 !

i=0
elde ederiz. Eger n > r kosulu altinda bu esitlik daha sade olan
n (_1)TT' - —
(=)™l = > s(n, k)krk!
k=0

esitligine doniisiir. Son esitlikte 6zel olarak » = 1 alinirsa n > 2 i¢in

n

(=D)™(n—2)!="s(n,k)k

k=0

29



BULGULAR VE TARTISMA H. AHMED
elde edilir. Burada
0 ,n=0 1ise,
ap = 1 ,n=1 Iise,
(—D)™"(n—=2)! ;n>1 ise,
olarak alalim.
a, = Z s(n, k)k
k=0
olur ve Stirling doniisiimiinden
n = Z S(n, k)ag
k=0
n==S(n1a+ Y _ S(nk)(—1)*k - 2)!
k=2
n—1=> 8(nk)(-1)kk-2)
k=2
bulunur. Simdi r = 2 alinirsa n > 3 i¢in
(=)™ (n —3)!' =Y s(n, k)k2F2
k=0
olur. Burada )
0 ,n=20 Iise,
b : n=1 Iise,
g .n =2 ise,
| (D" (n=3)! n>2 ise,
olarak alalim.
by =Y s(n, k)k2F2
k=0
olur ve Stirling doniisiimiinden
n2"? = Z S(n, k)bg
k=0
n2"% = S(n, )by + S(n,2)by + Z S(n, k)by
k=3
n2" 2 = L + §(2” —2)+ iS(n k) by,
2 4 ’
k=3
2" (n —3)+ 1= S(n,k)(—1)*" (k- 3)!
k=3
bulunur. Diger ifadeler de benzer adimlarla elde edilir. U
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3.1.3. (III) doniisiim formiilii ile elde edilen sonuclar

Simdi (IIT) doniisiim formiiliiniin ilk uygulamasi olarak Lah sayilarinin ortogonallik
iligkisini verelim.
Onerme 3.43. (Comtet 1974) Lah sayilar
” 1 ,n=m ise,

> (=1 L(n, k) L(k,m) = by =

= 0 ,n#m ise,

esitligini saglar.

Kamt. f(t¢) olarak Lah sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

== (15) - i Lnm)

olsun. (IIT) doniisiim formiiliinde A = —1 ve p = 1 alinirsa
t N ek
n=0 k=0
tm N .
— = Z | {Z(—l) *L(n, k)L(k, m)}
n=0 k=0

olur. Burada
0 ,n#m ise,

ap, =
1 ,n=m Iise,
olarak tanimlanirsa
oo tn o0 t” n -
S a3 B IS L by L)
n=0 n=0 k=0
olur. Burada katsayilar kargilastirilirsa istenen elde edilir. U

Onerme 3.44. Lah ve Laguerre sayilari n € N icin

(n—1)!=>Y" Ln,k)(~=1)*"(k - 1)!

ve

> Lag(n, k)(—=1)*"'kl =0
k=0

esitliklerini saglar.
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Kamt.
o0 tn
— _ n—1
o) = log(1-+1) = -1 - DI
olarak yazilabilir. Boylece
0 ,n=20 Iise,
ap, =
(=)t (n—-1)! ,n>0 ise,
olur. (IIT) doniisiim formiilinde A = p = —1 alinirsa
—t G " n+k71 ]
n=0
o0 tn
log(l+1t) = an{an k)( ””“(k;—l)!}
n=0
- n— " - " n
> (-1 1(n—1)'ﬁ = ZE{ZLn k)(—1)"* (k — 1)!}
n=1 n=0
Yal = >0 ZLnk (k — 1)
n=0 ’ n=0

olur. Simdi katsayilar karsilagtirilirsa

_ZLn ]{: n+k(k 1)'

olur. Buradan n € N ig¢in birinci esitlik elde edilir. %Lag(n, k) = L(n,k) esitligi goz

Oniine alinarak ikinci esitlik elde edilir.

Onerme 3.45. o € R olmak iizere Lah sayilar:

(—1)"n! (z) - kz: L(n, k)&! (_k"‘)

ve

esitliklerini saglar.

Kanat.

O
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olarak alalim. (IIT) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa
) = iﬁ zn:L(n Kk (¢
1—-t)  “=n T\ k

(1—1t)a = Ztn{iLnkk( )}

n=0
s n+oa—1\1" | & Q
| — = — |
Zn.( ° )n! -yt {ZL(n,k)k.(k)}
n=0 n=0 k=0
olur. Burada katsayilar kargilagtinilir ve (7%) = (—1)’“(“271) esitligi kullanilanilirsa

birinci esitlik bulunur. Birinci esitlige Lah doniisiimii uygulanarak ikinci esitlik elde edilir.

O

Onerme 3.46. Lah sayilari

(‘”1) ZLnk Mk!(‘];gk)

ve

esitliklerini saglar.

Kanit.
1 > qg+n\th
B ——— | _
1) (1 —¢)att Zn( n )n!
n=0
olarak alalim. (IIT) doniigiim formiiliinde A = 1 ve p = —1 alinirsa

f(l_—_tt) = Ztn {zn:Lnk kkl(q
(11—t = Ztn. {Xn:Lnk 1)%k! (q

)]
)]

Sea( ) = S S )]

>~ + = +

n=0

n=0
olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Lah doniisiimiinden ikinci

esitlik elde edilir. 0
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Onerme 3.47. Lah sayilar ile harmonik sayilar n > 0 icin
(n—D)H,y =>_ L(n,k)(=1)*(k — 1)! Hy_,

esitligini saglar.

Kamnt.
1., = tn
_ _ — —1)! —
ft)=*(1—1) = ;m DUH,
olarak alalim. (IIT) doniisiim formiiliinde A = 1 ve y© = —1 alinirsa
=) = iﬁ ZLnk Ve (k — 1) Hyy
1—t — n!
1., et . |
Snf(1—1) = ;ﬁ {; L(n, k)(=1)*(k — 1).Hk1}

olur. Burada sol taraftaki fonksiyonun elde etigimiz seri agilimi gdz Oniine alinirsa istenen

elde edilir.

O

Onerme 3.48. r € N olmak iizere, Lah sayilari, hiperharmonik sayilar, negatif mertebeli

hiperharmonik sayilar ve harmonik sayilar

hp) = ZLnk 15 E1h",

nlh{) =" L(n, k)(=1)**hi kL,

n = 2igin
ve

esitliklerini saglar.

Kamt. f(t¢) olarak hiperharmonik sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

o0

10 =~ = o
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olsun. (IIT) doniisiim formiiliinde A = 1 ve 4 = —1 alinirsa

() -

(1—t)In(l—t) =

Z {ZLnk 1) kIR
k=0

n=0
oo

3

4

L(n, k)(=1)* k1"

f:;;—? {Z L(n, k><—1>kk!h§:>}

; {
‘nl n!
n=0 n=0 k=0

olur. Simdi katsayilar karsilastirilirsa

hSnl =Y Lin, k) (—1)F kR

n
k=0

birinci esitlik elde edilir ve Lah doniisiimiinden

= L(n,k)(—
k=0

ikinci esitlik elde edilir. Simdi biz (1 — ¢)" In(1 — ¢) ifadesini seriye agmaya calisalim.

_g(;)(—l)"t"g%tn = Ztn. {iLnk )RR }

n=0
olur. Burada

nlh() 1) 1Rk

Ay —

S|
=
V

—_
7
\.('D

olarak tanimlanirsa

Y (;)(—1)"t”§:ant” _ ig{zﬂ: (n, k) )’fk:!hg”)}

S (n " k)(—l)” kaki—n, = Zi—n! {Z L(n, k)(—1>’“k!h;§”}

yazilabilir. Simdi katsayilar kargilastirilirsa

| n k+1 — k |
n! Z (n_ ) ay L(n, k)(=1)*k!h (3.8)
k=0
bulunur. Burada 6zel olarak » = 1 alinirsa
! ynoktl L(n, k k\H
nZ(n_) @ = D Lin K)(~1) KH,
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n! zn: 1 w = zn:L(n EY(—1)FkIH,
L \n—k k ’ o
k=1 k=0
(n—=2)! = Y Ln,k)(—1)* k! Hy
k=0
ticlincii esitlik bulunur. Burada
0 ,n=0 Iise,
A, = -1 ,n=1 Iise,

tanimlayarak Lah doniisiimiinden
(=1)"n!H, = 2": L(n, k)(—1)""* A,
n'H, = ZLnk ¥ (n —2)! + n!
n'H, —n! = ZLnk: ¥ (n —2)!

dordiincii esitlik elde edilir. O

Onerme 3.49. Lah sayilar ile birinci ve ikinci cegit Cauchy sayilari

Cp = Z L(n, k)cg
k=0
ve

= 2”: L(n, k)¢,
k=0

esitliklerini saglar.

Kanit. f(¢) olarak birinci ¢esit Cauchy sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

[e.9] ”I’L

T R

=0

ft) =

olsun. (IIT) doniisiim formiiliinde A = p = 1 alinirsa

(i) - Eafgen)

36



BULGULAR VE TARTISMA H. AHMED

t | &
T=omL) ~ Zm{gl}(n,k)ﬂg}

n=0
Z(—l)nang = Zg {Z L(n, k:)ck}
n=0 ’ n=0 k=0

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve Lah doniisiimiinden ikinci

esitlik elde edilir. U

3.1.4. (IV) doniisiim formiilii ile elde edilen sonuclar

Bu kesimde tarihsel ag¢idan en klasik doniisiimlerden biri olan (IV) doniisiim formiiliiniin,

diger adi ile iistel doniisiim formiiliiniin temel bazi uygulamalarini verecegiz.

Tanim 3.50. (Boyadzhiev 2019) Derangement sayilar

—t o0 n

e t

—t :Z "n!
k=

0

1

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlamir (bkz. Ek 6.16.).

Onerme 3.51. Derangement sayilari

ve

esitliklerini saglar.

Kamt. f(t¢) olarak derangement sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

—t o

f(t)zle—t:ZD"%

k=0

olsun. (IV) doniisiim formiiliinde A = 1 alinirsa

m{‘b
~
=
SN~—

|
(]
~
= |75

S

m@h
—_
o)
| |
- ~+
Il
(]
SR
—N— —/—
ﬁ 3 |
o
RS
>~ 3
S
—_—— ——

o

(]
N
> 3
>

3
Il
o

=)

i
o
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> - 5T (1)n)

olur. Burada katsayilar karsilastirilirsa birinci esitlik bulunur ve binom doniisiimiinden

ikinci esitlik elde edilir. U

Onerme 3.52. Euler polinomlari, Euler sayilart ve birinci ¢esit Euler sayilart

k=0
ve
"L /n\ (—1)F
Er = FE
(o) >
k=0

esitliklerini saglarlar.

Kanit. f(¢) olarak birinci ¢esit Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

2 N
=——=> E'—

olsun. (IV) doniisiim formiiliinde A = z alinirsa

=t |
xt _ n—k *
sy = YELS (1)eim]
n=0 k=0
2e™! IS () ke
- TS ()
n=0 k=0
S e - Y g (1)
"l n! k k
n=0 n=0 k=0
olur. Burada katsayilar karsilagtirilirsa birinci esitlik bulunur ve binom doniisiimiinden
ikinci esitlik elde edilir. Birinci ve ikinci esitlikte sirasiyla z = % alinirsa iglincii ve
dordiincii esitlik elde edilir. 0
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Onerme 3.53. Bernoulli polinomlari ve Bernoulli sayilari
B(z) = i ")ankp
n k k
k=0
(Comtet 1974),
" /n
B, =3 () o Bt
k=0
n—1 n
k=0
ve
n—1 n
(k) (1B =n
k=0
esitliklerini saglar.
Kamt. f(t¢) olarak Bernoulli sayilarinin iireteg¢ fonksiyonunu alalim, yani
t N
t) = = B,—
/) et —1 ; n!
olsun. (IV) doniisiim formiiliinde A = z alinirsa
) = v n—kB
w0 - SRR ()
te® N L N A
2 S ()era
n=0 k=0
o) m o) m n n -
ZBH(;C)H =Y - { <k)x Bk}
n=0 n=0 k=0
olur. Simdi katsayilar karsilastirilirsa
By(z) = (Z) "B (3.9)
k=0
bulunur ve binom doniisiimiinden
. n n—k
B, = I (—x)" " Bg(x) (3.10)
k=0

elde edilir. Simdi n = 1 i¢in By(1) = By + 1 ven # 1i¢in B, (1) = B, oldugu Bernoulli

polinomlarinin (2.1) iirete¢c fonksiyonundan goriiliir. Dolayisiyla (3.9) esitliginde z = 1

alinirsa
n—1

2_: (Z)Bkzo, (n>2)

k=0

39



BULGULAR VE TARTISMA

H. AHMED

elde edilir. Aym sekilde de (3.10) esitliginde x = 1 alinirsa

5= Y (3) s

k=0

=<—1>"§QQ+< 0 B+ Z() )

Bo Bl+1 Bk

n—l n—1 n
= (-1)"4 ——L—+ (k) )" By + B,
k=2

yazilabilir. Buradan

::1( ) "By = (= 1)n—1+n(—21)n

[\

elde edilir.

Onerme 3.54. Jacobsthal sayilari n € N icin

ve

esitlikleri saglanr.

Kanit. f(t) olarak Jacobsthal sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

ft) = =Y J(n

n=0

TL

olsun. (IV) doniisiim formiiliinde A = 1 alinirsa

- BEE0)

n
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et 1 " | < /n
Rl Zm{z<k)J<k>}
n=0 k=0
003"_1tn = S Y an
23T = ) )W)
n=1 n=>0 k=0
olur. Burada
0 ,n=0 Iise,
a, =

olarak tamimlanirsa

" [ (n

= = J(k
S-S (0]
yazilabilir. Simdi katsayilar karsilastirilirsa

elde edilir. Son iki esitligin birincisi n € N i¢in birinci esitlik ve ikincisi £ = 0 i¢in ikinci

esitlik elde edilir. 0

3.1.5. (V) doniisiim formiilii ile elde edilen sonuclar

Geometrik doniisiim formiilii olarak da adlandirilabilecek olan (V) doniisiim formiiliiniin

ikinci ¢esit Cauchy sayilarini igeren temel bir uygulamasim verecegiz.
Onerme 3.55. Jkinci cesit Cauchy sayilart
/C\n - n /C\k
—1)n = -
(=1) n! (k) k!
0
(Merlini, Sprugnoli ve Verri 2006, Theorem 2.7) esitligini saglar.

Kanit. f(¢) olarak ikinci gesit Cauchy sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu alalim, yani

)= (1+t1n1—|—t ZA.

olsun. (V) doniisiim formiiliinde A\ = p = 1 alinirsa
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n=0 k=0
—t > u n /C\k
- " —
o - 2 ()5
= (-1, ., B = 7\ G
D D DL DI (Y
n=0 n=0 k=0
olur. Burada katsayilar karsilagtirilirsa istenen elde edilir. U

3.2. Tleri ve Geri Fark Operatorleri ile Elde Edilen Sonuclar

Bu kesimde esas olarak Spivey (2007) yontemi kullanilarak, ileri ve geri fark ope-
ratorleri yardimiyla ¢ok sayida yeni esitlik elde edilmis ve bilinen bazi esitliklere yeni

kanitlar sunulmustur. Bu sonuglar iki alt baglik halinde verilmistir.

3.2.1. Illeri fark operatorii ile elde edilen sonuclar

Onerme 3.56. Hiperharmonik sayilar icin

- n r—k—1 r—1
Z (kz) h§<:+1 = h£L+1)

k=0

" /n r—k—2 r—k r—2 r
(kz) (hl(c-l—l )~ hl(c—l )> = h£z+1) - hfzzl

k=0

ve

esitlikleri saglanr.

Kamt. n € NU {0} i¢in

- n _
h(r) — h(T‘ k’)
=2 (k) &
B k=0 be

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 28.) esitligini goz 6niine alalim. (2.5) esitli§inden
ap = Aby = b\ — B icin

k+1

& n r—k—1 r—k T r

Z (k) <hl(€+l )~ hl(c )> = hglll - th(m)
k=0

ve buradan

n

- n r—k— n r—k r— r
(k) CEDY (k) W = = B
=0

k k=0
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yani birinci esitlik elde edilir. Ay " = h{” — b\, 6zeligi kullanilirsa
k k—1
(r—k—1) ke (r—k—1) (r—k—1) r—k— (r—k-2) (r—k)
ap = hk+1 - Z hgz b= hk+1 - hk - Z ha(m R hk+1 - hk—l
n=1 n=1
olur ve (2.5) g6z Oniine alinirsa ikinci esitlik c¢ikar. 0

Onerme 3.57. Pozitif ve negatif mertebeli hiperharmonik sayilar icin
— k) k2 (n+1)(n+2)
> ()i = 5
k) *t 41

- n r—k—1 r r
(3 )iy = 12 =2

ve

esitlikleri saglanr.

Kamt. n € NU {0} i¢in

1 _ n h(_k)
k) L
k=0

n+1
B b

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 29.) esitligini goz oniine alalim. (2.5) esitliginden

ap = Aby, = hi 50 — A dcin

= (Y (en by ] 2
Z(k) <hk+2 _th) T on+2 n+1

k=0

k=0
birinci esitlik bulunur.

n € NU{0} i¢in

Z”: n\ kel _ I 1
k) Rt n+2 n+1 (n+1)(n+2)



BULGULAR VE TARTISMA H. AHMED

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 29.) esitligini goz oniine alalim. (2.5) esitliginden
ar = Ab, = Ay N — B icin

> (1) (8 ) = o

k=0
S Nu g g
];:0: L k+1 n+ n TL+1

ikinci esitlik elde edilir.
r € Zvem,n € NU{0} olmak iizere
" (1 ok
hm-‘,—n - (k)) hm—i—k
hn bk
(Dil ve Muniroglu 2020, Proposition 25.) esitligini géz 6niine alalim. (2.5) esitli§inden

ar = Db = hy 55y = by din

. n r—k—1 r—k r T
Z (k) <hfn+k+1) - h£n+k)> = hinzl—n—‘rl - 2h7(’nzrn

k=0
. n r—k—1 r r
Z ( k) h1(n+k+1) - h£n)+n+1 - h'gn)Jrn

k=0
ticlincii esitlik elde edilir.
r € Z,m,n € NU{0} ve n < m olmak lizere
(r+n) _ . n (r+k)
hm - Z (k’) hmfk

h k=0

n bk
(Dil ve Muniroglu 2020, Proposition 25.) esitligini gbz Oniine alalim. (2.5) esitliginden

ap = Ab, = hU D ) i

m—k

S (3) (et ety = g angen

k=0
= n r+k+1 r4n+1 rin
Z (k) hgn—k—1) = h7(n—1 ) h£n+ )

dordiincii esitlik elde edilir.

m,n € Nigin
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(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 27.) esitligini goz oniine alalim. (2.5) esitli§inden

ax = Aby = hi, F ) — by, [ iin

i n <h<fk71>_ h(*’”) _ 1 2
k) \ Akl metk m+n+1 m+n

k=0

i n\ kel | S ~1

= \k mk m+n+1 m+n (m+n)(m+n+1)
son esitlik elde edilir. U

Onerme 3.58. Pozitif ve negatif mertebeli hiperharmonik sayilar icin

S ) (AT = h)

"L 24i=0
Z Qk’ = omn ’

k=1
" k=1 (k—1 (—i—1) (=4)
Z Zz‘:o ( i ) <hi+2 - hi-i—l) B 1
k=1 2k S 2(n+ 1)
n Y () (h ) g,
£ ok = on
n k—1 (k—1 (r—i—1) (r—1) .
Z'L:O ( 4 ) (hm+z+1 hm+z> hgnzi—n
— ok - on
— 2k - on
ve
n k—1 (k—1 (—i—1) (=)
Zi:O ( i ) <hm+i+1 - hm+i> B 1
— 2k ~ 22(m +n)

esitlikleri saglanr.

Kamt. r € Z ve n € NU {0} i¢in

R — WAGD
L-n )

by
(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 28.) esitligini goz oniine alalim. (2.6) esitliginden

ar = Ab, = h,(ctlkfl) — h,(ffk) icin

S S (7)) (R =R )
ok Coon

k=1
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birinci esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in

1 - <TL) h(_k)
k+1
\7:1;_1/ o \F \bk"’

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 29.) esitligini goz oniine alalim. (2.6) esitliginden

ar, = Aby = hi 5D — b igin

n ST (R R
Z 2k o 2n(n+1)

k=1

ikinci esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 29.) esitligini goz 6niine alalim. (2.6) esitliginden

ar = Aby = AN — B icin

SO ()
Z ok - on

k=1

ticlincii esitlik elde edilir.
r € Zvem,n € NU{0} olmak iizere
h(T ) n h(r—k)
m+n Z (k? m—+k

8 k=0 by

(Dil ve Muniroglu 2020, Proposition 25.) esitligini gdz 6niine alalim. (2.6) esitliginden

ar, = Aby = hU KD — p icin
n k-1 (k—1 (r—i—1) (r—i) .
Zz‘:O ( i ) (hm-‘ri—i-l - hm+z’> R

Z ok - ;;n

k=1

dordiincii esitlik elde edilir.

r € Z,me NU{0} ve n < m olmak iizere

= () ek

\\,-/ —
B k=0 by
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(Dil ve Muniroglu 2020, Proposition 25.) esitligini géz 6niine alalim. (2.6) esitliginden

ar = Ab, = hﬁ::ij) - hS:IZ) icin

LS () (RS ) e

k=1

besinci esitlik elde edilir. m,n € Nicin

1 . - (n) h(,k)
- m-+k
mh+ n =0 k T

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 27.) esitligini goz oniine alalim. (2.6) esitliginden

ar = Db, = hy 5 — b icin

" k=1 (k-1 (—i—1) (—i)
Z > ico ( i ) <hm+i+1 - hm+i> B 1
p 2k ~22(m +n)
son esitlik elde edilir. O

Onerme 3.59. Birinci cesit Stirling sayilari, harmonik sayilar, negatif mertebeli hiper-
harmonik sayilar, ikinci ¢esit Cauchy sayilari, ikinci ¢esit Bernoulli sayilari (birinci ¢esit
Cauchy sayilari), geometrik sayilar, Skew harmonik sayilar ve birinci cegsit Euler sayilar
icin asagidaki esitlikler saglantr.

n -1 k+1
s(n, k)————— = Cpq1 + NCy,
kZ:O ( ) k+2 +1

n
(—k—1) _ ~ —~
s(n,k)hy s 7 = Chgr + nCy,
k=0

- —1
Zs(n, k)(k‘ DT =Cpi1 + (n—1)cy,
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n

S s(n k) (—D)F k4 1)k = (1) (0 + DI, + n(=1)"nlh(),
k=0

> s(n k) (=1 (k4 1) = (=1)"nl(H, + 1)

k=0
ve
" . ()
Z s(n, k) By, = on+1
k=0
Kamt. n € NU {0} i¢in
- ="
s(n, k) = Cn
E+1 ~~
k=0 ~—— hn
bk

(bkz. Onerme 3.25) esitligini gz oniine alalim. (2.7) esitliginden

_\k+1 Nk ..
ak:Abk:%—%lgln
: ey -
Z S(TL, k) ( - = Cpt1 + (n - 1)Cn
— k+2 k+1
n (_1>k+1 N R
Z s(n, k) = Cpa1+nCy
— k+2

birinci esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in

s(n,k)hY = @,
k=0 b hn
k
(bkz. Onerme 3.25) esitligini goz 6niine alalim. (2.7) esitliginden
ar = Aby, = A5 — A dcin

s(n, k) (h,(fjr];l) — hé;’?) = Cpp1 +(n—1)c,
k=0

s(n, k)AE ™Y = E 4 né,
k=0

ikinci esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in
- 1
n = k)
=

(bkz. Onerme 3.23) esitligini gz oniine alalim. (2.7) esitliginden

ar = Aby = 15 — T = Gy i6in
“ -1

k =c, —1)e,

ZS(TL, )(]C+1)(]€+2) & +1+(n )C

k=0
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ticlincii esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in

n

nlHY = Z s(n, k)kwg_1
k=0

(bkz. Onerme 3.28) esitligini g6z 6niine alalim. (2.7) esitliginden
ap = Abk = (k + 1)wk — kwk_l 1(;111

i s(n, k) ((k+ Dwy — kwe—1) = (n+ D)IH + (n — DnlH)

k=0
n

D s(nk)(k+ Dw, = (n+ 1) H, +nnlHy =(2n + DnlH, + (—1)"n!
k=0

dordiincii esitlik elde edilir.

a € Rven e NU{0}icin

a &
! — k
n! (n) s(n, k)a
k=0

(bkz. Onerme 3.30) esitligini goz oniine alalim. (2.7) esitliginden aj, = Ab;, = o1 — ¥

icin
n s(n, k) (@ —a®) = (n+1)! (n i 1) + (n —1)n! (z)

z”:s(n’ Bof = (n+ 1)!(n i 1) + nn'(z>

k=0
besinci esitlik elde edilir.
g€ Rven e NU{0} icin

(T - st B) (1) (g + 1)

n

(bkz. Onerme 3.31) esitligini gz oniine alalim. (2.7) esitliginden
ag = Aby = (=1)" (g + )M = (=1)* (g + 1)" = (=) (p + 2)(¢ + 1)" i¢in

n

S s D) 42 E DE =~ 1)!(

k=0
x nl <q + n)
n

(=)™ (g +2)(q +n)!
q'

g+n+1
n+1

)+ (= n-y
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altinci esitlik elde edilir.

n € NU {0} i¢in

(="l =" s(n, k) (—1) k"
k=0

(bkz. Onerme 3.33) esitligini g6z 6niine alalim. (2.7) esitliginden
ap = Aby = (=) (k + 1)rF — (=1)kkrk~1 igin

n

> s k) (=DM k4 Dt — (<1 ) = ()" (4 DI, 4+ (n— 1)

k=0
X (=1)"nlh®

s(n, k) (=DM (b + et = (=)™ (0 + DAL, + n(=1)"n!
k=0
x  h{")

n

yedinci esitlik elde edilir. Yedinci esitlikte 6zel olarak » = 1 alinirsa

n

D st k(=D k+1) = (=)™ (n+ 1)!H,p + n(=1)"nlH,
: = (=1)""n!l(H, +1)

sekizinci esitlik elde edilir.

n € NU{0} icin

n

(=1)"n! )
o = Z s(n, k)E;,
k=0
(bkz. Onerme 3.36) esitligini goz Oniine alalim. (2.7) esitliginden a;, = Ab, = E} 1= Ey
icin
- ) ) (=) (n+1)! (=1)"n!
Z s(n, k) (Epy, — E) = il +(n—1) on
k=0
= i (=D n+ 1! (=D)™! (=1)*(n—1)n!
Z S(TL, k>Ek+1 - 2n+1 +n on - 2n+1
k=0
son esitlik elde edilir. O

3.2.2. Geri fark operatorii ile elde edilen sonuclar

Spivey (2007) (Theorem 1.) calismasinda ileri fark operatdrii ile bir doniistim for-
miilii elde edilmigtir. Bu kesimde geri fark operatorii kullanilarak Spivey’in teoremine

benzer asagidaki teoremi verilmis ve cesitli uygulamalar elde edilmistir.
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Teorem 3.60. Her n € Z i¢in (ay,) dizisinin binom doniisiimii gy, ise (kay) dizisinin binom

doniisiimii n(g, — gn—1) dir.

Kanit.
n n n—1 n—1
9n — Gn-1 = ; (k>ak —Z < e )Clk
B - n n—1
- K)o\ k)|
k=0
olur. Burada (”+1) = (}) + (") esitligi kullanilirsa

k k
“/n—1
gn_gn—lzz<k_1>ak

k=0

yani

elde edilir. 0

Onerme 3.61. Fibonacci sayilart ve Lucas sayilart

" /n
Z (k:) kFy, = nkFo,_q,

k=0

n

_ n
(k’) k2Fk = n2F2n—2 + nFZn—37
k=0
(Z) (—1)k_lk'Fk = TLFn,Q,
k=0

<”> (=D 'K Fy = n?F,_y + nF,_s,

(n) (—DF ' E, = (n® 4+ n)Fo_g + 3n*F,_s
=0

ve

“/n
Z (k) kLy = nLop_1,

k=0

" /n
(k) k*Ly = n®Loy_o +nlLy, 3,
0
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esitliklerini saglar.

Kanit.
n
F. =
k=0
(Koshy 2019, (12.2)) esitligine Teorem 3.60 uygulanirsa

n

n
Z (k) kEy, = n(an - an—Q) =nky,

k=0

birinci esitlik elde edilir. Bu esitlige Teorem 3.60 bir kez daha uygulanirsa

Z (Z) ]’CQP}C = TL(TLFQn_l — (TL — 1)F2n—3)
k=0
= n(nkFy,_o+ Foy_3)

ikinci esitlik elde edilir.
" /n
Z <k> (_1)k_1Fk =F,
k=0
(Spivey 2019, Identity 181) esitligine Teorem 3.60 uygulanirsa

n

> (§) (0t =y~ B =

k=0
liciincii esitlik elde edilir. Bu esitlige Teorem 3.60 bir kez daha uygulanirsa
> (Z) (=D)*'"%2F, = n(nF,_— (n—1)F,_3)
k=0

= n2Fn—4 +nk,_3

dordiincii esitlik elde edilir. Dordiincii esitlige Teorem 3.60 bir kez daha uygulanirsa

besinci esitlik elde edilir.

Lucas saylar icin ifade edilen esitlikler benzer yontemle kanitlanir.

Onerme 3.62. Bernoulli sayilari

esitligini saglar.
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Kanat.

:O (Z) By = (~1)"B,

(bkz. Onerme 3.53) esitligine Teorem 3.60 uygulanirsa

i(g)wk = n((-1)"B,+ (-1)"B,_1)

k=0
" (n

(k)kBk—n(—l)"Bn = (=1)"nB,_1
k=0

buradan istenen elde edilir. U

Spivey (2007) (Theorem 2.) ¢calismasinda ileri fark operatorii ile bir doniisiim formiilii
elde edilmistir. Bu kesimde geri fark operatorii kullanilarak Spivey’in teoremine benzer

asagidaki teoremi verilmis ve ¢esitli uygulamalari elde edilmistir.

Teorem 3.63. (ay) ve (by) iki dizi ve k € N icin ay = Vb = by — by_1 biciminde verilsin.

gnzz (Z:i)ak ve hnzz (Z)bk

k=1 k=0
olarak tanmimlansin. Bu durumda her n € N icin
gn = hyp — 20y, (3.11)
dir.
Kamt.

hn—2hn,1 = i
k=0

olur. Burada ("Zl) = (Z) + (k:) esitligi kullanilirsa

“/n—-1
hy, —2h,_1 = Z <k B 1) (by — bk—1) = gn

k=1

elde edilir. 0
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Onerme 3.64. Harmonik sayilar ve hiperharmonik sayilar

b (Z)’%h,i“k) =) =07 = D),

ve

k=

—

esitliklerini saglar.

Kamt. n € NU {0} i¢in

R — n p(r=k)
N Z(k N
b k=0 by

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 28.) esitligini goz Oniine alalim. (3.11) esitliginden

ar = Vbe = A — p Y fein

kE—1 "
k=1

veya

2 <Z>k<h5f’“> = ST = b = b

k=1

n _ 1 B B .
> (n )<h§: V= ) = h) =20 = b = by

birinci esitlik elde edilir ve binom doniisiimiinden de ikinci esitlik elde edilir. Birinci ve

ikinci esitlikte sirasiyla 6zel olarak » = 1 alinirsa son iki esitlik elde edilir.

Onerme 3.65. Negatif mertebeli hiperharmonik sayilar
Zn M\ Lo (R -k _ —(n+2)
k(h —h = 7
o (k) ( k+1 k ) n+1

ve

" /n k+ 2 _
1)kt — (R _ pa-n)
" (k)( ) kf + 1 n( n+1 n )

esitliklerini saglar.
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Kamt. n € NU {0} i¢in

1 . - (n) h(,k)
- k+1
Iﬁ,—_l/ o \k T

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 29.) esitligini gbz oniine alalim. (3.11) esitlig¢inden
ar, = Vb = by — h{"™ icin

“/n—-1 (—k) (1—k) 1 2 —(n + 2)
h - h == —_—_— = —
;(k:—l><k+1 e ) n+l n  nn+1)

olur. Buradan da n € N ig¢in
Zn M\ (B _ k) _ —(n+2)
k(hy,,y —h =
— (k:) (M =) = = +1

birinci esitlik elde edilir ve binom doniisiimiinden de ikinci esitlik elde edilir. U

Onerme 3.66. Harmonik sayilar n > 1 icin

n

3 (Z) (—1)% (2kHy_y +1) = fj‘l

k=0

ve
" /n 2k

—DF= =9onH,
2<k:>( V=g =

esitliklerini saglar.

Kamt. n € Nigin

T _ (Z) (—1)F+1H,
<l Y T

hn b

(Dil ve Muniroglu 2020, Corollary 17.) esitligini gdz oniine alalim. (3.11) esitlig¢inden
ar = Vb, = (—1)k+1Hk - (_1)ka71 = <_1)k+1(2Hk*1 + %) ve

1 ,n=1 Iise,
oy =

S |-

2 .
e ,n>1 ise,

(1)) (2 1) =

En: (Z) (D" (2kHp1 +1) = nan -1

alarak
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olur ve binom doniigiimiinden

i (Z) (1) (kay, = 1) = 2nH, -y + 1

k=0

bulunur. Buradan son iki esitlikte n > 1 i¢in istenen esitlikler elde edilir. U

Spivey (2007) (Theorem 4.) ¢calismasinda ileri fark operatorii ile bir doniisiim formiilii
elde edilmistir. Bu kesimde geri fark operatorii kullanilarak Spivey’in teoremine benzer

asagidaki teoremi verilmis ve cesitli uygulamalari elde edilmistir.

Teorem 3.67. (ay) ve (by) iki dizi ve k € N icin a, = Vb, = by — by_1 bigciminde verilsin.

gn:Z (Z:i>ak ve hn:Z (Z)bk

k=1 k=0

olarak tanmimlansin. Bu durumda n € N i¢in

n k
hy=2") o (3.12)
k=1

dir.

Kamt. Teorem 3.63’den h,, — 2h,,_; = g,, oldugunu biliyoruz. Buradan
PDVIIE) SYSIRE) Pt
n=0 n=0 n=0

olur. Burada Z hnz" = H(z) ve Z gn2" = G(z) ile gosterelim,
n=0

n=0

H(z)—2zH(z) = G(2)
G

= i (2” Y %) 2"
k=1

olur. Simdi katsayilar karsilastirilirsa istenen elde edilir. U
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Onerme 3.68. Derangement sayilari, Jacobsthal sayilari, Euler sayilari ve birinci cesit

Euler sayilar

ZZM Dk_Dkz 1)_”_!
k2K oo

i (iI(k) = J(k=1)) 371
Z k2k omn

e 1o E,
k=1 =1

Kamt. n € NU {0} i¢in

ve

3

M?r

esitliklerini saglar.

=3 (3) 2

hn k=0 b
(bkz. Onerme 3.51) esitligini gz oniine alalim. (3.12) esitliginden
ap — ka = Dk - Dk,1 lglIl

5 2 (2)(De = D)

o =n!

k=1
olur ve buradan istenen birinci esitlik elde edilir.

n € Nigin

-2 (1w

B k=0
(bkz. Onerme 3.54) esitligini gz 6niine alalim. (3.12) esitliginden
ar = Vb = J(k) — J(k — 1) igin
n k k—1
, (Z S (00— 0 1>>> o

2k

k=1

olur ve buradan istenen ikinci esitlik elde edilir.

" n
E, = ok

Bn k=0 by

n € NU {0} i¢in

(bkz. Onerme 3.52) esitligini gz oniine alalim.(3.12) esitliginden
ar = Vb, =2FE; — 28 1By | = 28(Ey; — 3 E;_,) igin
n k k—1
2/(E; — 3E;
2nz Zz 1 ( ) ( i 1)

21:

=F,
k=1
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olur ve buradan son esitlik elde edilir. O

Spivey (2007) (Theorem 8.) ¢calismasinda ileri fark operatorii ile bir doniisiim formiilii
elde edilmistir. Bu kesimde geri fark operatorii kullanilarak Spivey’in teoremine benzer

asagidaki teoremi verilmis ve ¢esitli uygulamalari elde edilmistir.

Teorem 3.69. (ay) ve (by) iki dizi ve k € N icin a = Vb, = by — by_1 biciminde verilsin.

Gn = Zs(n —1,k—1)a, ve h,= Zs(n, k) by,
k=1 k=0

olarak tanimlansin. Bu durumda her n € N icin

In =y + (n = 2)hp g (3.13)
dir.
Kamt.
n n—1 n—1
hot (0 =2hny = > s(n k)bt (n—1)Y s(n—1,k)b =Y s(n —1,k)by
k=0 k=0 k=0
= (s(n,k) + (n = 1)s(n — 1, k) by — > s(n— 1,k — 1)bp_y
k=0 k=1

olur. Burada (1.4) esitligi kullanilirsa

3

hp+ (n—2)h,—1 = s(n—1,k—1) (by — by—1) = gn
————

elde edilir. O

Onerme 3.70. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilart ile iistel polinomlar ve sayilar

n

> s, k) g (x) = 2"z +n),

k=0

n

S(na k)xk(a: + k) = ¢n+1(x)
k=0
ve

> S(n,k)k = Ady
k=0

esitliklerini saglar.

58



BULGULAR VE TARTISMA H. AHMED

Kanat.

3

zt =) s(n, k)or(x)

(bkz. Onerme 3.38) esitligini gz 6niine alalim. (3.13) esitliginden
ap = ka = gbk(x) - ¢k_1<x> lgll’l

n

Y sln—1k=1)(¢n(2) = drr(x) = 2"+ (n—2)a""

3
—_

s(n = LK) (s (o) = du(2)) = 2"+ (n—2)a""!

Y s k) (G (@) = dn(w) = 2"+ (n—1)a"

k=0

i

S s(n, k)b (2) = a"(e+n)

birinci esitlik elde edilir ve Stirling doniisiimiinden de ikinci esitlik elde edilir. Simdi

ikinci esitlikte x = 1 alinirsa

3

S(na k)(k + 1) = bnt1

k=0

n

S(n,k)k = ¢pi1 — ¢ = Aoy,

k=0
son esitlik elde edilir. O

Onerme 3.71. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilart ile birinci cesit Cauchy sayilart
i s(n, k) ! =Cpy1 + (n—1)c,
(k+1)(k+2)

k=0

ve
n

—1

S k) + k= Dew) = m=5e7)

k=0

esitliklerini saglar.

Kanat.
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(bkz. Onerme 3.23) esitligini gz oniine alalim. (3.13) esitliginden

—1

_ _ 1 1 _ s
ak—ka—k—H—E—mlgm
Y (n—1,k—1) - +(n—2)
sin—1,k—1)——— Cp+(n—2)c,_1
— k(k+1)
n—1 1
S(n -1, k) = Cp+ (7’L - 2)Cn—l

&+ 1)(k + 2)

o

=0

olur ve buradan birinci esitlik elde edilir ve Stirling doniisiimiinden de ikinci esitlik elde

edilir. O

Onerme 3.72. Birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilari ile geometrik polinomlar

Z s(n, k)wgy1(x) = nlz"(nx + x + n)
k=0

ve
> S(n, k)klat(kr + v + k) = woa (@)
k=0

esitliklerini saglar.

Kanat.

n

nlz" = Z s(n, k)wy(x)

k=0

(bkz. Onerme 3.41) esitligini gz oniine alalim. (3.13) esitliginden
ar = Vby = wi(r) — wi_1(z) i¢in

n

Z s(n — 1,k — D) (wi(z) —we—1(x)) = (n)a™ + (n —2)(n — DIz

k=1

3
—

s(n — 1, k) (w1 (2) —wi(x)) = (m)a" + (n —2)(n — D)la" !

> s(n k) (wi (@) — wi(z)) = (n+ D"+ (n— D)nla”

B
Il

n

Z s(n, k)wpri(z) = (n+ D" + nnlz”
k=0

olur ve buradan birinci esitlik elde edilir ve Stirling doniistimiinden de ikinci elde edilir.

0
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Onerme 3.73. Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilari ile Bernoulli sayilar:

n

Z s(n, k)By = (=1

— n+1

ve

kk'
g S(n, k =B,
esitliklerini saglar.

Kanit. Her n € Nigin

s(n,k)Be_1 = (=1)" Y(n — 1)'H,
k=1
(Boyadzhiev 2019) esitligini géz Oniine alalim. (3.13) esitliginden
ar = Vb, = Bi_1 — Br_5 i¢in

n

N s(n— 1,k —1)(Biy — Broa) = (=1)" " (n— D)!Hyt (n — 2)(=1)"(n — 2)!H,
k=1

—_

S s LE)(Br — Boy) = (=10 (n— 1)l Hout (n — 2)(—1)"(n — 2)\H,

0
n

> s(n.k)(By — Biot) = (=1)"nlHupr + (n—1)(=1)""(n — 1)IH,
k=0

B
Il

> s(n.k)B, = (=1)"nlH, — (—1)"nlH,

> s(nk)B, = (=1)"n! (Hup1 — H,)

olur ve buradan birinci esitlik elde edilir ve Stirling doniisiimiinden de ikinci elde edilir.

4
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4. SONUCLAR

Uretec fonksiyonlari, basta analitik kombinatorik ve ayrik matematik olmak iizere
bircok alanda oldukc¢a onemli bir tekniktir. Bu tez ¢alismasinda kullanilan seri doniisiim
formiilleri 6ziinde iireteg fonksiyonlarinin doniisiimleridir. Urete¢ fonksiyonlar1 doniisiim
formiillerinde goz Oniine alinarak literatiirde en sik rastlanilan say1 ve polinom aileleri
icin cesitli formiiller ve iligkiler elde edilmistir. Diger taraftan binom katsayilari, Stirling
sayilari, Lah sayilar1 gibi sayilarin bagka dizilerle carpilip toplanmasiyla ortaya ¢ikan
bazi sonlu toplamlarin degerleri Riordan, Boyadzhiev ve Spivey’in teknikleri kullanilarak
hesaplanmigtir.

Hem elde edilen sonuclar agisindan hem de kullanilan tekniklerin uygulama alanlarini
ortaya koyan Ornekler acisindan bu tez ¢alismasinin literatiire katkis1 oldugu diistincesin-

deyiz.
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6. EKLER

EK 6.1. Formiiller

f (% log(1 + At)) = Zt—ﬁ { s(n, k))\”k,ukak} (I1)

f (1 ftAt) = Zg {Z L(n, k))\"kukak} (111)

M (t) = it—"' {kn (Z) A”kak} (V)

66



EKLER

H. AHMED

Ek 6.2. Sonuclar
1 n
= E S (n, k) cg

S
~
3 09
N
I

s
=N
S
=

o
o

(g+1)" = S(n, k)(—1)"* (q%k:k:) k!

<q+n)m -y s(n, k)(=1)" (g + 1)F

k=0

iS(n, EY(=1)"k k- 1)H_, =0, (n>2)
k=1

nr" ™t =" S(n, k) (—1)"F kIR
k=0

nlh() = " s(n k) (—=1)"Fkrk!

k=0

1 « .
Hn:EZS(n,k‘)(—l) kL

k=0
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EK 6.2.’nin devami

—<_;2Lnn! = Z s(n, k)E}

k=0

= k!
By = S(nk) (-1 5
k=0

k=0

Gnlx) = S(n,k)a*
_ k=0
Z S(”v k)¢k =
=0 _
o 7
20! 3 (~1)" (2m 1) =N " s(n, k) B
m—nn " = k=0
E, =Y S(nk)2k Y (—1)" (2m N 1)
n Y k
k=0 m=k
—1)n1 n 2k n
n!( 231 - = s(n, k)G,
k=1 k=0 _
n (_1)]@’71 97

G, = S S(n. k! > i

k=0 j=1
nlz™ =Y s(n, k)wi(z)
wa() =Y S(n, k)klz*

k=0
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Ml = ZLn k) (—=1) kIR
nh(r) ZL n, k)(—=1)F Rk
ZL n,k)(—=1)*k\Hy,, (n>2)

n\H, —n! = ZLnk —1)*(k — 2)!

(—=1)"Gn =Y L(n, k)cx

(=1)"cn = Y L(n, k)é,

=0
k=0

D, = kz; (Z)(—n k!
E.(z) = kzzo

n—k |
- n n— *
<k> T kEk
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EK 6.2.’nin devami

Bi=3 () o ai)

=5 ()

s () e
B(z) = g; (Z) "B,
B, = Xn: (Z) (—2)"* By (x)

> Z) (—1)"By = n
3n-1 = k:@ (Z) Jk), (n=1)
Jn) = (3) s

>
3
=
R
> 3

=
Il
o

(]
N
> 3

r—k—2 r—k r—2 r
(hl(c-I-l - h§€—1 )) - hv(@+1) - h£Lz1

B(—h=1) _ -1
k2 (n+1)(n+2)

(]
VR
> 3

=
Il
o

(~k_ 1
k+1 n -+ 1

il
o

(r—k-1) (r) (r)
mtk+l — hm+n+1 - hm—i—n

==
<H:
>

(]
N
> 3

(]
D

N N N N N N N A DN N S
>

a n r+k+1 r+n+1 r4n
S (2t =i e
k=0

k) MR (mtn)(m+n+ 1)

x>
o

3 |l
<
Il
O =
—
o
=
—_
SN—
)
>
St~
+ 3
=
7
—_
=
>
S~
3
J
N
|
>
—
3
<

b
Il
—
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EK 6.2.’nin devami

- Zk:l< 7 ) h£+; Y hg-‘rl
2 ( ) B 2”(n1+ 1)

1

A

i - i H

Z < +1 > _ 2_:
(hff;ﬁﬁ - nM) B
Z o

(r+i+1) r+i)
m—i—1

S (49 (hfnizil 0

(_1 k+1

>
> ok ~2%(m+n)
2

s(n, k)

k=
k=
k=
k=
k

= En+1 + TZ/C\n
k

n

k+2

1
1
1
=1
n
0
n

> s(n k)Y = E + g,
k=0

n

-1

,; s(n. k) k+1)(k+2) Cn1 F (1 = 1)en

n

> s(n, k) (k+ Dwy = (20 + nlHy + (—1)"n!

k=0

n

3 s(n. k)attt = (n+ 1)! (nj‘_1> +n(n!)(f:)

n

> sl k) (=) g+ 1)F =

k=0

k=0
C1) g+ n)
q!

n

k=0

> s(n ) (=DM (k4 1k = (=1 (o D+ n(=1)"nlh)

n

> s(n k) (=) (k4 1) = (1) nl(H, + 1)

k=0

3 . _ (=)0 = Dn!
Z s(n, k) By = on+1
kﬁo
> (”) KFy = nFy,

k

kzo
> (Z) K Fy = 0 Fopg + 1l
k=0

zn: (Z) (—1)*kE, = nF,_,

b
Il
o

71



EKLER

H. AHMED

EK 6.2.’nin devami

Z (Z) (=D Fy, = n’F,_y +nF,_3

k=0

> (n) (=) 'K3F, = (0® +n)F,_g + 3n*F,_5

(Z) kLk = nLQn—l

b
Il
o

M:

o

(n) kQLk = n2L2n—2 + nLQn—?)

b
Il
o

\E
~—
NG~

(_]‘>kkLk’ - nLn—Q

b
Il
o

(=1)*k*Ly = n®Lp_4 + nLy_3

\E
—
N~

>
Il
o

(k—=n)By = (=1)"nB,

B
Il
o

\E
~—
N~

(]
VR
==

k(b = W5y = (b = )

k=1
- n n— r= T r—mn r—n
S (1) RO ) = i) )
k=1
n n B -
Z (k)k(hl(cl Y- h,(f 1k)) =1—nH,
k=1
- (7 —)"F1 —kH p=n) _ p2-n)
S () 0 1 ) = (P~ BEY)
k=1
~ (), R R (n+2)
k(h —h =
; (k?) (st =) = =37
“~ (n k+2 B
-1 n—k+1 — h( n) h(lfn)
“~ (n 2n
—1D)*(2kHp 1+ 1) =
> () eutes e = 22
" /n 2k
— 1) =2nH,_
; (k: D = 2t
Xn: Zf:l (T)Z(Dk — Dj_1) _ n_’
k=1 k2 2"
3 i ik = J(k—1)) _ 3
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3|l

e
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—
o
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EK 6.2.’nin devami

S s(n, k) u () = 2" (z + n)

> S(nk)a (@ + k) = b (2)

zn: S(n, k)k = Ag,

k=0

n

1
Zs(n, k) ) =cChp1+ (n—1)c,

k=0

—1

> S(n, k) (e + (k= L)) =

— (n+1)(n+2)

n

Z s(n, k)wgr1(x) = nla"(nx + . +n)
k=0

z": S(n, k)klz"(kx + 2 + k) = wpyr ()

k=0
n

Z s(n,k)By = (=1)"n!

— n+1
“ —1)kk!
ZS(n,k)( Sk = B,
p k+1
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Ek 6.3. s(n, k) birinci cesit Stirling sayilari

g 0 1 2 3 415
n
0 1
1 0 1
2 0] —1 1
3 0 2] =3 1
4 0] —6 11| -6 1
5 0| 24| =50| 35| =10 |1

Ek 6.4. S(n, k) ikinci ¢esit Stirling sayilari

k012345
n

0 |1

1 (01

2 |01 1

3 |01 3] 1

4 1011 7] 6] 1
5 |01 1525|101

Ek 6.5. H,, harmonik sayilar
n |0]1{2]3 4|5

H, 0|1 3]4

—

25 | 137
12 60

|

EK 6.6. B,,(x) Bernoulli polinomlari

n | Bu(x)

01

1 CL‘—%

2 |2 —x+ 3

3|2 =322+ 3u

4| a2t =223 + 2% — &
51 a% -2t + 2% — 2x

74



EKLER H. AHMED

Ek 6.7. B,, Bernoulli sayilari
n (0 1 23] 4 |5

B,|1]|— o|l—-<+10

N[ =

1
6

Ek 6.8. ¢, ikinci ¢esit Bernoulli sayilar: (birinci ¢esit Cauchy sayilari)
n|0}1| 2 3] 4 |5

19

1 9
4 30 | 4

(S

1
Cp, 1 5 —

Ek 6.9. ¢, ikinci ¢esit Cauchy sayilari
n|{0] 1|2 3 4 5

251 | _ 475

e | 1] = 30 12

3
6

N =
= [©

Ek 6.10. [, skew harmonik sayilar
n (012345

~ 1 7| 47
Hy|o]1]1

12 60

(=[]
I

Ek 6.11. w,, geometrik sayilar
n|0|1]2]3|4] 5

wy [ 1131375541

Ek 6.12. E? birinci ¢esit Euler sayilar
n |0 1 2|34 5

Eri1—-510

01 —

N[ —=

1
4

3
B

Ek 6.13. E,, Euler sayilari
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Ek 6.15. L(n, k) Lah sayilar

g 0 1 2 31 415
n
0 1
1 0 1
2 0 2 1
3 0 6 6 1
4 0] 24| 36| 12| 1
5 0] 120 | 240 | 120 | 20 | 1

Ek 6.16. D,, derangement sayilari
n |0]1[234] 5

D,|1[{0]1]2|9]44

Ek 6.17. J(n) Jacobsthal sayilart
n 011213 14]| 5

Jn)|o|1]1]3]5]11
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