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Bu calismada, Tornheim tipli

2mi(ma+ny+(me+n)z)
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m=1 n=1

serisi tanimlanmig ve bu seri i¢in bazi fonksiyonel esitlikler elde edilmistir. Bu fonksi-
yonel esitliklerin 6zel durumlart Tornheim ve alterne Tornheim serileri i¢in literatiirde
yer alan sonuglarin bir cogunu vermektedir. Ayrica, elde edilen fonksiyonel esitliklerin

uygulamalar1 olarak bazi sonsuz seriler i¢in formiiller verilmistir.
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is defined and some functional equations are obtained for this series. The special cases
of these functional equations give many of the results in the literature for the Tornheim
and alternating Tornheim series. In addition, formulas for some infinite series are given

as applications of the obtained functional equations.
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak On Bilgiler ve Bulgular olmak iizere iki boliimden olusmak-
tadir. Bulgular boliimiinde kullanilacak olan bazi temel kavramlarin tanimlart ve bazi
onemli sonuglar1 On Bilgiler boliimiinde verilmistir.

Bulgular boliimiinde ise, Tornheim tipli

© X 627ri(mx+ny+(mc+n)z)
T (51,582,583, ,Y,%2; ¢) = E E
(17 2,83, L, Y, %5 ) msins? (mc+n)83
m

=1n=1

serisi tanimlanmis ve bu seri i¢in bazi fonksiyonel esitlikler elde edilmistir. Bu fonksi-
yonel esitliklerin 6zel durumlart Tornheim ve alterne Tornheim serileri i¢in literatiirde
bulunan sonuglarin bir cogunu vermektedir. Ayrica, elde edilen fonksiyonel esitliklerin
uygulamalar1 olarak bazi sonsuz seriler i¢in formiiller verilmistir.

Bu ¢alisma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, hicbir konuda destegini

esirgemeyen danismanim Sayin Dog. Dr. Miimiin CAN’a tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
n(s;a) : Alterne Hurwitz zeta fonksiyonu
n(s) : Alterne Riemann zeta (Dirichlet eta) fonksiyonu
|x] : Bir z reel sayisinin tam degeri
N : Dogal sayilar kiimesi

L(s,z;x) :Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu

((s;a) : Hurwitz zeta fonksiyonu

C : Kompleks sayilar kiimesi

L(s;x) : Lerch zeta fonksiyonu

B, (x) : n. Bernoulli fonksiyonu

B, (x) : n. Bernoulli polinomu

R : Reel sayilar kiimesi

Re () : z = x + 1y € C kompleks sayisinin reel kismi
¢(s) : Riemann zeta fonksiyonu

Z : Tam sayilar kiimesi

vi
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1. GIRIS

r,s,t € C,Re(r+t)>1,Re(s+t)>1veRe(r+s+t) > 2icgin

oo

T(r, s, t)= Z !

oy NS (m +n)"

seklinde tanimlanan sonsuz seri, Tornheim (1950)’1n bu ilging¢ seri ile ilgili sistematik
ve kapsamli calismasindan sonra Tornheim serisi olarak adlandirilmigtir. Tornheim’dan
bagimsiz olarak Mordell (1958) de bu seri iizerinde aragtirmalar yapmastir.

Tornheim double zeta fonksiyonu olarak da adlandirilan bu seri s € C igin

n=1
olarak tanimlanan Riemann zeta fonksiyonunun bir genellemesidir.
T (r, s, t) Tornheim serisinin bazi temel 6zellikleri:
(1) T(r,s,t) serisi sonlu <= Re(r+1t) > 1,Re(s+t)>1veRe(r+s+1t)>2,
2)T(r,s,t) =T(s,r,t),
(3) T'(r,s,0) = ¢(r)¢(s),
4) T(r,0,t) +T(t,0,7) = ((r)¢(t) — {(r +t) (yansima formiilii),
OT(r,s—1,t+1)+T(r—1,s,t+1)=T(r,s,t)
seklindedir.
s =0 (veyar = 0)i¢in T (r,0,1) serisi

oo

1
T(r,0,t) = N E———
( ) m%:I m” (m +n)"
m=1n=m+1 mrnt n=1m=1 mrnt
n=1

seklini alir. Burada, H,(f) sembolii n. genellestirilmis harmonik say1y1 gostermektedir ve
1 1 1
HD =1+ _—+—+-+—,n>1,
2r 3 n"
HY =0

Y
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(Riemann zeta fonksiyonunun n. kismi toplami) olarak tanimlanir. 7" (r, 0, t) serisine har-
monik zeta fonksiyonu veya Euler toplami denir. Euler (1776)’in T' (1,0, t) igin verdigi

meshur baginti

t—1

(t+1) =D CE+1-47)¢0), t € N\{1}

n=1 =2

8

27 (1,0,1)

seklindedir (Nielsen 1965). Euler toplami1 ve genellemeleri ile ilgili ¢alismalar ¢cok genis
bir literatiir olusturur (Adamchik 1997; Borwein, Borwein ve Girgensohn 1995; Boyadz-
hiev 2002; Dil ve Boyadzhiev 2015; Dil, Mezo ve Cenkci 2017; Sofo 2018; Xu 2017; Xu
2018; Xu ve Li 2017; Yang ve Wang 2017; Wang ve Yanhong 2018).

Tornheim, (s + ¢ + u) degeri tek say1 iken 7" (s, ¢, u) degerlerinin ¢ (j) nin rasyonel
katsayil1 bir polinomu olarak ifade edilebilecegini ve bunun 7" (2, 21, 2r) ve T' (2r — 1,2r,2r + 1)
i¢cin de dogru oldugunu gostermis ancak katsayilart vermemistir. Mordell bir rasyonel k&,
sayist igin T' (27, 2r, 2r) = k, 7% oldugunu ispatlamistir.

Subbarao ve Sitaramachandrarao (1985) p, ¢, € N olmak iizere

T (2p,2q,2r) + T (2q,2r,2p) + T (2r,2p, 2q)

J=0

x ((27)C(2p + 2q + 2r — 2j)

S S () ()

(2p + 2q + 27)!
(Op+2q+2r — 21 e (1.1)

oldugunu gostermislerdir. Burada B,, = B,, (0) sembolii n. Bernoulli sayisini gostermek-

tedir (bkz. Tanim 2.1). Ozel halde,

4~ (4r—25-1
T(2r,2r,2r) = 5 (T J

T eteiecor - 2i)

j =
olur.

Huard, Williams ve Nan-Yue (1996) N > 3tek tamsay1, 1 <r+s < N—1,r < N-2

ve s < N — 2 dzelliklerini saglayan r ve s pozitif tamsayilari i¢in

[((N—r—s-1)/2]

Broo =0 % (VTR e@iew - 20

, 7“—1
=0
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[r/2] .
S (N Tose 1)6(22')C(N )

: N—-r—s—1
=0
olmak iizere T'(r, s, N — r — s) degerinin
T(T, s,N—r— S) = EN(r,s) + EN(s,r) (1.2)

seklinde ((2¢)( (N — 2i) carpimlarinin bir rasyonel dogrusal kombinasyonu seklinde ifade

edilebilecegini gostermislerdir. Bunun yani sira

T(rrr)—LUz/:2J =21 cojyese — 2j) (13)
CUT TR E &2 - J J '

sonucuna ulagmislardir.

Nakamura (2006) ve Tsumura (2007) Tornheim serisi i¢in iki farkli fonksiyonel esitlik
elde etmisler ardindan bu fonksiyonel esitliklerin birbirine denk olduklar1 Matsumoto,
Nakamura, Ochiai ve Tsumura (2008) tarafindan gosterilmistir. Nakamura’nin bicimsel

olarak daha sade olan fonksiyonel esitligi

T(a,b,s) + (=1)°T(b, s,a) + (=1)"T(s,b,a)

_ % 27 {a<2bk> +b(2“k)} (a+b— 2k — 1)1(2k)!

X ((2k)C(a+b+s—2k) (1.4)

seklindedir.
Tornheim serisi lizerine yapilan ¢aligmalar kapsaminda, alterne Tornheim serileri ola-

rak adlandirilan

N (=" R S G D
R<S7t7u) - Z msnt (m+n)u ve S<S7t7u) _m;:I msnt (m+n)u

m,n=1
serilerinin de ozellikleri aragtirllmigtir (Basu 2011; Li 2015; Tsumura 2002; Tsumura
2004b; Tsumura 2009; Zhou, Cai ve Bradley 2008; Nakamura 2008).

Nakamura (2008)

T(S]_7827S3; 'Z'?y?Z) = Z Z msins2 (m +n>33
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seklinde tammladig1 7" (s1, so, S3; , ¥y, z) fonksiyonunun tekil noktalarinin yeri ile ilgili

olan Teorem 2.3’ ve

T(a,b,s;1,1,y) + (—1)bT(b, s,a; 1y, 1)+ (=1)*T(s,a,b;y,1,1)

zﬁ S {a<2bk>+b(2k)}(a+b—2k—1)!(2k)!

X C(2k)L(a+b+ s — 2k;y)

fonksiyonel esitligini vermis ve bu esitlik yardimiyla R (s,t,u) ve S (s,t,u) serileri i¢in
bazi (bilinen) bagintilar elde etmistir.
Bu tez calismasinda 7" (s1, $2, S3; 2, y, 2; ¢) fonksiyonu

> 27rz (mz+ny+(mct+n)z)

T (s1,$2,S3; T, Y, 2; C) E E
(17 2993, 3/7 SlnSZ mc—l—n)

m=1 n=1

seklinde tanimlanmis ve bu fonksiyon icin (1.1) — (1.4) 6zelliklerinin benzerleri arastiril-
mustir. Elde edilen bagintilarin bazi 6zel durumlar1 agsagida verilmistir:

s1=1,89=83=2, x=y=2=0ve ¢c=3icin

T<1,2,2;070’03 ZZmnz 3m—|—n

:125 C(5) - 14987r6 3+ <4;1/3)24_7T@L(4;2/3)
1

~ 163 C (Z1/3) + C(Z2/3)][C (3:1/3) + ((3:2/3)]

51=3,50=0,s3=2, z=y=2z=0ve c=3i¢in

T<3,O72;0707O3 ZZm?’ 3n+m

mlnl

=25 >_729<<3> 15 (G 1/3) + 32/ A 1/3) + 2:2/3)

s1=4,89=2,s3=1,x=1/2,y=2=0ve c=3igin

T(4,2,1;1/2,0,0;3) szw 3m+n)

m=1 n=1
Tt 7 2

_ _74(7) - %c@) = 57605 ®) + 5n(7) = 15m)

45 00(6:1/3) +0(6:2/3)} (13 1/3) + 0(1:2/3)}




GIRIS E. CAY

$1=2,80=1,83=2, x=y=1/2,2=0ve ¢ = 3igin

m+n

T(2,1,2;1/2,1/2,0;3) = i i m27(1z317)z

m=1 n=1

+m)?

27 1972

= To0() + () + 5 (14 1/3) + (4 2/} {(151/3) + n(1:2/3))

o (103:1/3) = 0(3:2/3)} n(2:1/3) - n(2:2/3))

diir.
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2. ON BILGILER

Bu boliimde tez boyunca sikca kullanilan bazi temel kavramlarin tanimi ve 6nemli sonug-
lar1 verilecektir. Diger 6zel kavramlarin tanimi ve sonuglari, tez boyunca konu igerisinde

uygun yerlerde aciklanacaktir.

Tanmm 2.1. n. Bernoulli polinomu B,,(z)

lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

B, (z)’in tannminda x = 0 alinirsa B,(0) = B,, n. Bernoulli sayis1 elde edilir ve
By =1, By = —1/2, By = 1/6,...ve hern > 1ig¢in By,11 = Bo,_1(1/2) = 0 dir

(Apostol 1976). B,,(x) Bernoulli polinomunun B,, Bernoulli sayilar: cinsinden ifadesi

Ba(z) = an (”) Bz

dir.

B,, (x) ile gosterilen n. Bernoulli fonksiyonu
B, (x) = By (v — [2])

seklinde tanimlanir. Burada |z |, 2’in tam degeridir. Bernoulli fonksiyonu periyodu 1 olan

bir fonksiyondur ve

p| e?ﬂinw
B = — 2.1
p(ﬂf) (27T7,)p o np ( )
Fourier agilimina sahiptir. Buradap > likenz € R,p = likenz € R\Z ve ) =

n#0
oo

>~ anlamindadir. Bernoulli polinomlarinda oldugu gibi B,,(x) Bernoulli fonksiyonu
"0
da, herhangi bir x i¢in,

—_

@3B, (v %) = B, (cz). 2.2)

I

I
o

Raabe bagintisini saglar. Bernoulli polinomu ve fonksiyonu ile ilgili daha ayrintili bilgi

Apostol (1976) da bulunabilir.
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Tamim 2.2. Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu

seklinde tanimlanir.

Burada, z = 0 (veya z € Z) iken

Ls50) = C(s,2) = 3 ——

m=0 (m T Z)S
¢ (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonuna ve
Ls0)= () =3 —
5;0) =((s) = —
m=1 m?

¢ (s) Riemann zeta fonksiyonuna doniisiir.

Bundan bagka, x = 1/2 iken
[o¢] _1 m
Lls=1/2) =nls ) =Y D
n (s, z) alterne Hurwitz zeta fonksiyonuna ve

L(s;1/2) = —n(s) ==Y

3
I

n (s) alterne Riemann zeta fonksiyonuna doniisiir. Riemann zeta ve alterne Riemann zeta

fonksiyonlarinin ¢ift tamsayilardaki degerleri

(-1 2y
2(2n)!

¢(2n) = By, n >0

\

—1)" (2n)*" 1
n(2n) = %Bgn <§> ,n>0

seklinde Bernoulli sayilar1 cinsinden ifade edilir.
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Teorem 2.3. (Nakamura 2008, Theorem 2.1) k € N U {0} olsun. T (s1, $2, s3; «, 3,7)
fonksiyonu C? e meromorfik olarak devam ettirilebilir ve tiim tekil noktalar: C? iin asagi-

daki denklemlerle tanimlanan alt kiimelerinde yer altr.

a+v=10+~v#1 modlises; +s3=1—k,
a+v#Z1, +v=1modlise sy +s3=1—k,

a+v#1, B+ v# 1 mod]l ise tekil nokta yoktur.

Tanim 2.4. ¢ € Nve x,y, 2z € Ricin T (s1, $2, S3; ¥, Y, 2; ¢) fonksiyonu

27rz (mz+ny+(mec+n)z)

T(81782783; x,Y, z, C = ZZ msinse mc+n)53 (23)

m=1 n=1

seklinde tanimlanir.

Ozel halde T (s1, 52, 83; ,y, 2; 1) = T (81, 82, 83; T, y, ) dir. T (s1, 82, 83; 2,9, 2; ¢)
serisi 1" (s1, S, S3; x,y, z) nin bir kisitlanig1 olarak ele alinabileceginden, Teorem 2.3
T (s1, 82, S3; ¢, 9, 2; ¢) i¢in de gecerlidir.

Asagidaki teorem T (s1, s9, S3; , Yy, 2; ¢) serisi i¢in fonksiyonel esitlikler elde edilir-

ken kullanilacaktir.

Teorem 2.5. (Can 2020, Theorem 3) X,Y € Rve p,q > 1 icin

By (X +Y) B, (1) =3 (V)b (1) () + P B (9
ol A j . .
() B BN e

dir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Onerme 3.1. X,Y € R, p,q > 2 icin

= (f(=mX +nY)  f(m+n)X +nY)  f(mX + (m+n)Y)
¥ " )

m=1 n=1 m)p(m + n)l] (_m)q(m + n)p mPnd
B, (X +Y)B,(Y —1)2
- 2 ZpAi o) - (Aqu Bpyq(X) (3.1

esitligi saglamr. Burada A, = —p!/ (2mi)’ ve f(x) = fp1q(x) = €™ 4 (—1)PFTle2mw
dir.

Ispat B,(z)’in (2.1) ile verilen Fourier agilimindan

B,(X +Y)B,(Y) B Z e2mi[nX+(m+n)Y]
ApA, N Tt nPmd

627ri[nX+(m+n)Y] 2mi[nX+(m+n)Y]

- Z nPmd T Z - nPmd (32)

n,m#0 n,m#0
n+m=0 n+m%#0

olarak yazilabilir. (3.2)’deki m 4 n = 0 lizerinden olan seri

e2mi[nX+(m+n)Y] _( 1>q i e2minX B (27m'>p+Q( 1)q (X)
— nems N <ot (pto)! rr
n+m=0 n=-—o0o
(—1)4
= erJrq(X )
pT4q
seklinde yazilabilir. Buradan,
By(X +Y)B,(Y) (=1), (x) = e2milnX+(m+n)Y]
_ N =
ApAq Aprg " — nPms
n+mz#£0

elde edilir. Simdi sag taraftaki seride m + n = r alinir ve n = r — m i¢in tekrar yazilirsa

627ri[nX+(m+n)Y] 2mi[(r—m) X +rY]

Z nPmd B Z 6(7~—m)1f)m‘1

n,m#0 r,m#0
n+m=£0 r—m%0

olur. Burada m, —oo dan oo a oldugundan m yerine —m yazilabilir ve

(=D >

r,m%#0
r—m=0

S PXD RS VED I VD

rm>0  r>0m<0 r>0m<0 rm<0 r<0m>0 r<0,m>0
r>—m r<—m —-r>m —r<m

e?m’[(rer)XJrrY]

(r -+ m)Pma

627ri[(r+m)X+rY]

(=1)*

(r +m)Pma



BULGULAR VE TARTISMA

E. CAY

= (by) + (ba) + (b3) + (bs) + (bs) + (bs)

seklinde diizenlenebilir. Burada (b1) ve (by)

e?m'[(r—&-m)X—&-rY}

(b)) = (=) )

r,m>0 (7' + m)qu
e?m'[(r—&-m)X—&-rY} e27ri[—(r+m)X—7"Y}
b = —1 q — _1 p
(b) = (=1) Z (r +m)Pma (=1) Z (r -+ m)Pma
r,m<0 r,m>0

dir. (by)’de r > m oldugundan r = m + k dontistimii yapilip toplam tekrar yazilirsa

(b ) ( 1)q Z 627ri[(r+m)X+rY] e?m‘[(r—m)X-ﬁ-rY]
2) = (— =
r>0,m<0 (T + m)qu r,77>1>0 (7’ - m)pmq
r>—m r>m

e27ri[kX+(m+k)Y]

kPma
m,k>0
elde edilir. Benzer sekilde,
e27ri[(r—&-m)X—‘,—TY] eQﬂi[(r—m)X—H"Y]
(bs) = (1) ) e o
r>0,m<0 (T _'_m) m r,m>0 (7" N m) m
r<—m r<m
2mi(—kX+7Y)
=V e
r,k>0

627Ti[(r+m)X+rY]

(bs) = (—1)1 Z (r + m)Pme = (=1)* Z e(m — r)Pma

r<0,m>0
—r>m r>m

2mi[—kX —(m+k)Y]

e
_ (_1)p+q Z e

m,k>0

Ve

627Ti[(r+m)X+rY]

)= (1" > G =Y €
7T<T227Ti(kX—7“Y) -
= (=17 )

st kp(r + k)a

seklinde tekrar yazilabilir. Buradan,

2mi[nX+(m+n)Y] e2mi[(n+m) X +nY] + (_ 1 )p+q62m'[f (n+m)X—nY]

P e LD

n,m#0 n,m>0
n+m=£0

(n 4+ m)Pma

10
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eQﬂ'i(—mX-i-nY) + (_1)p+q62ﬂ'i(mX—nY)

+ (=1 Y
n,m>0
e2mi[mX+(n+m)Y] + (_ 1)p+q€27ri[—mX—(n+m)Y]

mP(n +m)?

+
W~ mP(n + m)?
e (P f (Y —mX) (1) f((m+n)X 4+ nY)
_m i mpP(m + n)4 ma(m + n)P
= f(mX + (m+n)Y)
elde edilir ve ispat tamamlanir. U

Teorem 3.2. Tekil noktalart hari¢c her p,q,c € Nve s € C icin

1
ET(%C]:S xc,0,2;1) + (=1)PT(s,p,q; 2, —x,0;¢) + (—1)T(s, ¢, p; 2,0, x; ¢)
c
oo oo c—1 27rz[ mce+j)z+(n+m)z]
+
SES
- O(p7Q7S;I7’Z;C) (33)
dir. Burada
p - 1
L p+q—7—W\Bj(x)Llp+q+s—3;:2)
O(pJQJS7x7Z’ C) - < q— 1 ) cp+q—jA~
=0 ’
q . ;
—i—1 B.(z)L -7
N p+q—7j (—1) j(@)Lp+q+s—jicr +2) (3.4)
4 p—1 cp+q*JA]-
7=0

ve A, = —r!/(2mi)" dir.

Ispat (2.4) ve (3.1) bagintilarinda X = 2, Y = % yazilir ve ;4 = 0 dan ¢ — 1 e toplam

alinirsa,
L& [ o
B[ S
N mi::l ni::l :e2m'[m::;rn)(i)] £ (_1p ezm[:p;jM)C]] 26‘2”(”””)‘5
- (27;21!)+q ]zp% (p)p+q j 2 P+ (_ c)

11



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

(2mi) 1 G (4 p
oty () o

|
rlat =

olur. (3.5) esitliginin sol tarafint LH S ve sag tarafimi RH S ile gosterelim.

! s _ ) O C | n
pn=0 O, C J[ n
oldugundan,
X 27rz( mz+ny) 2mi(mz—ny)
LS =S [ entne (_qu_]
L mp (nc+m)1 mP(nc+m)l
. >® 627rz[(m+nc):c+ny] 627ri[—(m+nc)a;—ny]
q -1 p
+cmZ:1; { ma(nc+ m)P - ma(nc+ m)P }
oo oo [ 27ri[mx+(m+n)(g)] 2mi[—ma—(m+n) Y] |
e c e c
—1)pte
+ Cﬂ; nzjl mPnd + ( ) mPnd
ctn,ctm ) )
c[(m+n)
© oo [ 27ri[mx+(m+n)(g)] 27ri[—mx—(m+n)£]_
(& ¢ € c
—1)pt4
t CTnXZ:l nZ:; mPnd T ( ) mPnd
cn,clm ) )

seklinde tekrar yazilabilir. Burada ¢ { n, ¢ { m ve ¢| (m + n) kosulu i¢cin m — mc + j

ve n — nc — j doniisiimleri, c|n ve ¢|m kosulu igin m — mc ve n — nc doniigiimleri

yapilirsa
> 271'1( mz+ny) e27ri(ma:—ny)
LHS = - (=1 —_-—
CZ::MZ:; [ mP(nc+ m)4 ) mp(nc+m)‘1]
o €2m[(m+nc)m+ny] e27ri[—(m+nc)x—ny}
—1)¢ —1)P
+sz::1; ( ) md(nc+ m)P +(=1) md(nc+ m)P }
o0 oo [e—1 2#1[(mc+y z+(m+n)y] 1 627ri[mcx+(m+n)y]
o oo [e-l e2mi (me+ m+n 2mi[—mecz—(m+n
(1 Z Z (- j)z—(m+n)y] N 1 e2mil (m+n)y]
v ol fr (mec+ j)P(nc—j)4  cpta mPnd
elde edilir.

Simdi RH S de diizenleme yapalim. (2.2) ile verilen Raabe bagintis1 kullanilirsa

Ris = 2T Zp: (p) ¢ Bi(x)Byie—;(y)

plgt = \i)pra—j eI

12



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

L (@mi)rt i (Q) p(—=1)7 Bj(2)Byiq_j(cz +y)

plq! J)p+a—7 crrami

J=0

elde edilir. i1k toplam (” +Z_j ), ikinci toplam (" +g_j) ile carpilip boliniir, B,.,—;(y) ve

By+q—j(cx + y) fonksiyonlarnm (2.1) Fourier agilimlar1 yazilirsa

Ld ; o0 —j —2mik ik
B p+q—j—1\ Bj) (—1)pPraie =iy 4 etmi
RHS = ZO ( > Cp—l—q—j—lAj ; fep+a—j
= —

qg—1

_l_

q (p + q _] — 1) (_1)]83 (,ZE) f: (_1)p+q—j€—27rik(cx+y) + e27rik(cr+y)
0

. p—1 ) erreicia; [T
]:

k=1
elde edilir.
Ardindan bulunan bu ifadeler

oo

Z 627ril(zfy) 13

1=1
ile carpilip 0 dan 1 e y ye gore integrallenir ve

1

/627r2y(nl)dy _ ]_7 n = l?
4 0, n#l

oldugu goz oniinde tutulursa, L H S kismi

(_ 1)p€2m'(—mx+nz) (_ 1>q€27ri[(m+nc)m+nz} 1 627ri[mcx+(n+m)z]
l mP(nc + m)in® md(nc + m)Pn? Pt mPni(n + m)s
627ri[(mc—&-j)ac—i—(n—‘,—m)z]

(mec+ j)P(nc — 7)4(n +m)?

m=0 n=1 j=1

I
o
—~
|
—_

")T(s,p,q; 2, =2, 0;¢) + c(=1)*T'(s, 4, p; 2,0, 2;¢) + Cp—iqT(p, ¢, 8;wc,0,2;1)
c—1 627ri[(mc+j)m+(n+m)z]

#0222 Ty e i T

m=0 n=1 j=1

ve RH S kismi
~(pra—j—1\_Bi(z) §~ &
Z q — 1 Cp+q7j*1A4 Z kP+Q+sfj
j=0 J k=1

L NR (P 1) (LB (a) g ket
p—1 cPra—i—1A. kptat+s—j
=0 J k=1

J
p

ptq—37—1\Bij(x)Lp+q+s—j;z2)
. q— 1 Cp+q—j—1Aj
7=0

13



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

p+q-— J—l Bi(x)L(p+q+s5—j;cx+ 2)
i Z ( )( 1y cPra—i=1A;
=cC(p,q, 82, 2¢)

seklini alir. Bu son iki ifade esit oldugundan istenen elde edilir. U

Teorem 3.3. Tekil noktalart hari¢c her p, q,c € Nve s € C icin

—1)4
%T(s, ¢,p;cr,0,2;1) + (=1)PT(p, s, ¢; —z,7,0;¢) + T(p, q, 5; 2,0, 7, ¢)
CS

c—1 27ri[(nc+j)x+(n+m)z}

(ne +j)*(me = g)a(n +m)?

= D(p,q,s;z,z;¢) (3.6)
dir. Burada
p .
+qg—j—1\
D(p,q,s;7,2;¢) = pra=J CBi()Lp+q+s—jix)
=0 (]—]_ Aj
q
_ p+q—j—1\(-1)
G
=0 p—]_ Aj
c—1 g
XZBJ<“—)L(p+q+s—yy—+x) (3.7)
n=0

ve A, = —r!/(2mi)" dir.

Ispat (2.4) ve (3.1) bagintilarinda X = ’“crz, Y = yyazihir ve p = O dan (c— 1) e

toplam alinirsa

§ 27rzm7

2m’[—c—(n+m)y] c—1

0o 00 [ eQm’[—%—‘rny] el eQm[ z_

(-1
mP(n 4+ m)d mP(n +m
oo oo [ 27ri[m—‘z+(n+m)y]

e - ° _1)p+a
+ Zl Z mPnd T ( 1) mPnd

27ri[(n+m)%+ny]

+ZZ <_1)qemfI(n+m)p =7 md(n + m)P

E e27rzm £

m=1n=1 [ n=0
. c—1
_@miptr s (p q
~plg! Z; J)pH+q—7j Brea { Z;BJ( )
Jj= p=
. c—1
(2mi)P e (g p 2 otz
ANV B B.
+ olg! JZ% j p-l—q—j Hz% p+q—j +y )5 -



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

olur. Teorem 3.2 nin ispatindakine benzer sekilde,
1 © €2m’[7mz+ny} 6271'1'[mz7ny]
_— P ()
cr—1 Z 1 {( ) mP(n + me)? (=1 mpP(n + mc)q}

2mi[mz+(n+me)y| e27ri[—mz—(n+mc)y]

1 = [e
_ __1\pt+q
) ] e e

[c—1 2mi[(m4n)z+(net+j)y] eQﬂ'i[(m+n)z+ncy] ]

'\ e
T mZ::Z Z(mc—j )4 (n +m)P * (mc)i(nc + me)p
Z

27r2 (m+n)z—(nct+j)y] e27ri[—(m+n)z—ncy} ]

(me — 7)4(n +m)p * (me)i(ne + me)p

@2yt S (¢ p(=1) ptz pt 2
g ]Z:: j p+q—jZBp+“ o )BT

oldugu goriiliir. Bu ifade >~ e?milz=y) =5 jle carpilip 0 dan 1 e y ye gore integrallenirse,

sol taraf
1 0o oo oo (_1)p€27ri[—mz+lx] 1 o) e27ri[mz+lz} 1
miy(n—1) g -z 2miy((n+me)— d
Cp—IZZZ[ mP(n 4 mc)ils /0 € yt mpnals /0 ‘ Y
oo oo oo c—1 i 1
(_ 1)q€2m[(m+n)z+laz} / omiy|(neti)—]
miy[(nc d
PSSy e [ y

627ri[(m+n)z+l:v] 1 '
+ / 627rzy[nc—l] dy
(me)4(n + m)Pls

1 0o o0 (_1) 627”[ mz+na] e27ri[mz+(n+m6)x] (_1> 27m[ (m+n)z+ncz]
I Z Z { mP(n + mc)ns + mPni(n + mc)? + cits  mi(n 4+ m)Pn? ]
c—1 e2mil(m+n)z+(netj)z]

(me —j)4(n +m)P(nc + j)*

1

cP
co oo c—1
(_1>q 1 271'1 [((m4n)z+(net+j)z]
+ T(s,q,p;cx,0,—2;1) + .
cp=1 | cuts (5,a,p lnz%] « (mc — j)4(n + m)P(nc + j)*
elde edilir.

Sag taraf ise, B, q_; (y) ve Bpyq—; (£ + y) fonksiyonlarinin Fourier agilimi da kul-

lanilarak
P . oo 00 2milx 1
ptg—3j—1) Bz ¢ 2y (k1)
S (IR e [ et
j=0 J =1 k=1 0
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BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

i c— oo oo i (B2
p+q— ] =1\ (=1) - Mtz k() ia] - 1 iy (k—1)
+ Z < ) A Z B; c Z Z kpta—ils 0 e dy

p—

J u:o =1 k=1
B p (p+q—j—1>5 e2miks
o _ 1 5—
o q—1 cJ A ]{;p+q+ J
q i c—1 2m[k(“+z+xﬂ
p+aq-— J -1\ (= 1) ptz
p .
p+a—3j—1\B;(z) :
( i1 )cjj_lA,L(erqus—J;x)
7=0
q ,
ptqg—j—1 [ I U o4
+ ( 1 ) ZB( ) Lp+q+s—j; + )
=0 p c
elde edilir. Bu ispati tamamlar. U

Teorem 3.4. Tekil noktalart hari¢ her u,v,r,c € N icin

T(r,u,v;z,—x,0;¢) — (=) T (r, u,v; — 2z, z,0; ¢)

= (=1D)"C(u,v,r;z,2;¢) — (=1)"*D(r,v,u; 2, x; ¢) (3.8)

dir. Burada C(u,v,r;x, z;¢) ve D(r,v,u; z, x; ¢), sirasiyla (3.4) ve (3.7) de tammlandig

gibidir.
Ispat (3.3) ifadesinde (p, ¢, s) — (u,v,r) doniisiimii yapilir ve (—1)* ile carpilirsa

1)
(1) T(u,v,7;cx,0,2;1) + T(r,u,v; 2, —x,0;¢) + (=1)“"T(r,v,u; 2,0, x; )

Cu—l—v
i io: c—1 27rz [(me+j)z+(n+m)z]
m=0 n=0 j=1 mc—i—] TI,C ]>v<n_|_m)T
= (_1)u0(u’7j7’r‘;l’,2; C) (39)

ve (3.6) ifadesinde (p, ¢, s) — (r, v, u) doniisiimii yapilir ve (—1)“*" ile carpilirsa

ERRY
(1) T(u,v,r;cz,0,2;1) + (=1)"™"T(r,u,v; —z,x,0; ¢)

Cqu'U
1) . ( ) 4+ (1) iii o2mil(metj)z+(ntm)z]
+ (=1)"“""T(r,v,u; 2,0, 2;¢) + (—=1)“
e S (me+ )" (ne—j)*(n+m)"
= (=1D)"*"D(r,v,u;z, z; ) (3.10)

16



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

ifadeleri elde edilir. (3.9) ve (3.10) taraf tarafa birbirinden ¢ikartilirsa

T(r,u,v;z,—x,0;¢) — (=) T (r,u,v; — 2z, z,0; ¢)

= (=1D)"C(u,v,r;z,2;¢) — (=1)"*"D(r,v,u; 2, 7; ¢)

elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Lemma 3.5. p,q,c € Nvep,q > 2i¢cin T(p,0,q;z,y,0; c) fonksiyonu
T(p,O ¢ 7,y,0;¢) + T(q, 0, p; v, cx — y,0; ¢)

= Zﬁ pijfeer — y)L(g; j /e y)e ™ — Lip + ¢ )
(p ve q ya gore) yansima formiiliinii saglar.

Ispat

27rzmx 27rzny

T(p,0,q;2,y,0;c) = szpnc+m

m=1n=1

ifadesinde m = I’ ve nc + m = k' dontisiimleri yapilirsa 0 < nc = k' — I’ olacagindan
k' = kc+ jvel' = lc+ j formunda yazilir ve n = k — [ olur. Benzer sekilde

2mima 27Tzn(ca: y)

o oo e
T(q,0,piw,cx —y,05¢) = ) ) mi(nc +m)p

m=1 n=1

ifadesinde m = k' ve nc + m = I’ doniistimleri yapilirsa 0 < nc = I’ — k' olacagindan

k' = ke + j vel' = lc+ j formunda yazilir ve n = [ — k olur. Buradan

T(p,0,q;2,y,0;¢) + T(q,0,p; x,cx —y,0;¢)

i Z Z 27rz:)3 (let9) 27rzy (k—1) Z Z 27rwc(kc+] 27rz(c:): y)(I— k)]
pril Rt (le+ g)P(kc+ j)1 =5 (le+ j)p(kc+ j)2

_ i Z Z 2ml (cx—y) 27rzky 27er$ Z Z 27rzl (cz— y)€2mky QWij]
=1 L k>>0 (le + g)r(ke + )1 1>k>0 (fe +7)P(ke + )1

elde edilir. Bu ifadeye

27r1l(c:t Y) 27r7,ky

I

j=1 k=1=0

ifadesi eklenip cikartilirsa

T(pa O)Q;xay70;0) + T(p70,q;I,CZL’ - 97070)

17
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2mil(cx—y) 627T'ka e2mix (ke+3)

€ TiIjT -
_Z ZZ (le+ j)P(ke+ j)e e Z (kc+ j)rta

jlkOlO =0

27rzky > e?ml(ca:—y) omi ¢ x> e27ria:(kc+j)
— e2rijz _ e
cp+q 2; (k+j/c)r = (+j/c) ;;(kc+j)P+q

elde edilir. 37, > 2.7 %’;pﬁ) ifadesinde m = kc + j doniisiimii yapilirsa

T(p,0,q;7,y,0;¢) +T(p,0,q; 2, cx — y,0;c)

e2miky 0 627ril(cazfy) omija 0 e2mizm
_Cp+qzz (k—+j/c) ([_|_J'/C)pe _Z mp+a
=1 k=0 =0 m=1
1 : TijT
= o 2 Lpi/eier —y)L(g;j/ey)e™" = Lip + g )
j=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ozel halde,

T(p,0,4;0,0,05¢) + T(g,0,p; 0,0,05¢) = WZm/c (a:7/¢) = ¢(p +q),

T(p,0,4;0,1/2,0;¢) + T(g,0,p; 0,1/2,0;¢) = Manj/c (g:5/¢) = ¢(p+q),

T(p,0,p;0,0,0;c) = szp e T 2Cp+q Zé(p;j/C)C(p;j/C) —C(2p),

m=1n=1
B [e.9] o0 )’n
T(p,Op,01/200—Z:1;mpnc+m) 20p+q277p3/0 (pd/c) = <(2p)

oldugu goriiliir.
Onerme 3.6. c € Nve p,q € N\ {1} icin

cerq {T(pa 07 a;T,Y, Oa C) - (_1)p+qT(p7 07 q;,—T,~Y, Oa C)}

[y

= "L(p;jle;ex —y) {L(g g/ y) + (—1)L(¢; 1 — jlo; —y)e ™}

1

J
+ L(p;cx —y) {L(q; y) + (=1)"L(g; —y)}
— M L(p+ g x) — (=1)1C(p, q,0; 2, —y; ¢) (3.11)

dir.

18
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Ispat (3.3)’de s = 0 ve z = —y alimir ve (—1) ile arpilirsa ifade

(_1)qc<p7QJ O,QZ, _yvc) - (_1)p+qT(p707Q7 Z/;O C) T(Q707p;x7cx - 1/707(3)
c—1 oo ; 00 .
(_1)(1 627rzm(c:pfy) 6727rz(n+1)y i
= L(p;cx — y)L(g; —y) + (—1)* : i
et ;mzo (me + j)P HZ:O [(n+1)e—j]*
c—1 oo s . ..
(_1)‘1 (_1)1] eQmm(cac y) e—27rzny627rma: Comi
= L(p;cx —y)L(q; —y) + : iy
g e =L+ e 2 2 G op 2 Tk (L= 77
_ = .
- cp+a L<pa Cx — y)L(Q7 _y)
+ (_1)q - E( . '/C‘ cr — )E( -1 — '/C' o )€2m'jz€—2m'y
—a pjjeer —y)L(g;1 = j/e;—y

1

J

seklini alir. T'(q, 0, p; x, cx —y, 0; ¢) fonksiyonu Lemma 3.5’de yalniz birakilip yukaridaki

ifadede yerine yazilirsa

(-1)2C(p,q,0;z, —y; c)
= (—1)”"T(p, 0,¢;—x,—y,0;¢) + T(p,0,q;z,y,0;¢) — L(p + ¢; x)
(—1)7

cbPta

e Zﬁ pijfeer —y)L(g; j/ciy)e’ ™ + L(p:cx —y)L(g: —y)

(—1)q

+ Cp+q

c—1
> L(pij/eer —y)L(g 1l — je; —y)e™ e >
j=1
elde edilir. Burada )%, L(p; j/c; cx — y)L(g; j/c; y)e*™* ifadesi

Z E(p;j/c; cr — y)ﬁ(q;j/c; y)627rijx
j=1

—

c—

L(p;j/e;ex —y)L(q;j/e;y)e*™ + L(p; cx — y)L(g; y)
1

J
seklinde tekrar yazilirsa
(=1)'C(p,q, 052, —y;c)
= (=1)P"T(p,0,¢; —2, —y,0;¢) + T(p,0,¢; z, 9, 0; )

1
+4q

262’””5 pijfeier —y) {L(@j/ey) — (1)1L(¢; 1 — j/e; —y)e ™}

iL(p; e — y) {L(g; ) + (~1L(g; ~y)} — L{p+ ¢;2)

cbta

elde edilir. Bulunan ifade ¢?*7 ile ¢arpilir ve diizenlenirse ispat tamamlanir. U
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Lemma 3.7. ¢ > 1, r > 2 tamsayilar ve z, z € R olsun. ¢ = 1 iken z ¢ 7 olmak iizere

(-1, (2 it
L
cA, B, c c T

n=0
c—1
= qu—H“ Z {ﬁ(QQ Z/C; —Z) — (—1)q£(q; 1— Z/C; Z)€2m'z} E(p; l/C; cr + Z)e2m'lm
=1
* q1+r {L(g; —2) + (=1)"L(g; )} L(ryex + 2) (3.12)

dir.

Ispat (1) (2.1) ve L(p, x) agilimindan

1 iB w+z I ,u+z+ 10212 2min(LE2) ig%rzm(ﬂterw)
— r; x| =-
cA, ! c c nd m”
n=0 1=0 n#0 m=1
00 2mi(m4n)Z  2mi c—1
_l e2mi(m :)Cf Tima ritmin)
n#0 m=1 nim n=0
olur.
" oind ¢, ¢ln
e Tin = —
pn=0 , C 'f n
oldugundan ifadenin sag tarafi (RHS)
X 27i(m+4n)Z 2mimz X 0 27mi(m+n)Z 2mimz
€ c€ (& c@
RHS =) ) =+ ) s
n#0 m=1 n#0 m=1
cin,ctm cln, c|m

seklinde tekrar yazilabilir. Burada ¢ 1 n, ¢ t m ve ¢| (m + n) kosulu i¢in m = mc + [ ve

n = nc— [ doniigsiimleri, c|n ve ¢|/m kosulu igin m = mc ve n = nc doniigtimleri yapilirsa

0 c-l eQﬂ'mz 2mim(cz+z) 2 . e2minz 27rzm(cx+z)
milz
RHS =3 D) o itme s e+ 2 >
n#0 m=0 =1 n#0 m=1

olur. Simdi ) o toplami Yo+ Z;foo seklinde yazilir ve Z;foo toplaminda n

yerine —n alinirsa

RHS
oo oo c—1 2minz ,2mim(cz+z) 0o 00 el _orin: orim(catz)
¢ € 2milx € e Il
- e+ (=1)1 e
22 e imer T 2 2 G e 1y
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e2minz 27r7,m(cx+z e~ 2minz 27r1m(cx+z)

DI DI

n=1 m=1 n=1 m=1

ey 1 p—2minz 2wim(cx+z) : . .. . o .
elde edilir. (—1)7) "2 (> > (> 7 ¢ (et DT et 7 e?™l ifadesinin [ = c deki degeri

eklenip cikartilirsa

RHS

00 o c—l minz ,2mim(cz+z . > ¢ —2minz ,2mim(cz+z
R N e D M IS s

et et (nc—l)q(mc—i—l) e £ i~ (nc + )4 (me + 1)

p—2minz 27rzm(c:v+z) e 2minz 27rzm(cz+z)
27r7,ca:
_|_ q
Z Z [(n+ 1) [(m+1)d]" — mz:l

e2minz 27r7,m(c:r:+z)

+ZZ )4(mc)"

n=1m=1

olur. 3. satirdaki seriler birbirine esit oldugundan sadelesir ve

00 oo c-l 2minz 27mm(cx+z)

€ TUIT
RiS = ZZZ (nc—0)(mec+1)" e

n=1m=0 [=1

¢ 67271'1712 2mim(cz+z) 2 . e2minz 27rzm(cx+z)
q milz
n=0 m=0 [=1 n=1 m=1
elde edilir. Buradan
c—1 e2minz 0 eQm‘m(cm—i—z) omilz-te)
RHS — e U
cq”Z; n+1—1L) mzzo(m—i—L)’"
ZC: Z e~ 2minz 27rim(cm+z) 27mlx 1 i e2minz 0 e27rim(cx+z)
r l r r
cq+ — — (m+) c‘fr ~ ni L= m
= {Z —1¢; 2)L(r31/c; cx + 2)e ™) 4 L(g; 2) L(rs o+ z)}
1) 1
+ s {Z (q;1)c; —2)L(r;1/c; cx + 2)e*™™ + L(q; —2)L(r; cx + z)}
c‘1+ Z (g:1/c;—2) + (=1)°L(q; 1 — /c; 2)e*™*} L(r;l/c; ca + z)e*™
—1
<Cq+3 (L =) + (1) Llg:2)} L(rier + 2)
olur ve ispat tamamlanr. O

Ispat (2) (3.8)’de verilen ifadede s = 0 ve z = —y doniisiimleri yapilir ve ifade (—1)?

ile carpilirsa
C(p,q,0; 2, —y;c)
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= (=T (p,0,q; —2, —y,0;¢) — (=1)"T'(p, 0, ¢; z,y,0; ¢) + (=1)"D(0, ¢, p; —y, z; ¢)
elde edilir. C'(p, ¢, 0; x, —y; ¢) ifadesi (3.11)’de yerine yazilirsa

T(p> 07 q;7,Y, O? C) - (_1)p+qT<p7 07 q; —, =Y, O? C)

c—1

— S L e cw — ) { s Uesy) — (—1)7L(g 1 — 1es —y)e )

cbta
=1

+ LL(p; cx —y){L(g;y) + (=1)"L(q; —y)} — L(p + ¢; 7)

cbta

— (=P (p,0,q; —x, —y,0;¢) + T(p,0,¢; x,y,0;¢) — D(0, ¢, p; —y, z; ¢)
elde edilir. Ifade diizenlenirse

D(0,q,p; —y, z;c)

1 c—1 ' '
= ——> " L(pil/cier —y) {L(g; 1/ y) — (1)°L(g; 1 = 1/¢; —y)e >}
=1

Cp+q

%L(p; cx —y){L(g;y) + (=1)'L(g; —y)} — L(p + ¢; @)

olur. Ayrica

_1)e &2 _ _
D(O,q,p;—y,w;C)z( )ZBq<u y)L<p;M—Cy+x)—L(p+q;$)

olur. Bulunan iki ifade birbirine esitlenir, 2 — —y ve p — r doniisiimleri yapilirsa ispat

tamamlanir. ]

3.1. Ozel Durumlar

r,u,v € Nver+u+ o tek ise (3.8)’den

T(r,u,v;z, —x,0;¢) + T(r,u,v; —z,x,0;c)

= (—=1)"C(u,v,r;2,2;¢) + (=1)"D(r,v,u; 2, x; ¢)
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oldugu goriiliir. (z, ) = (0,0), (z,2) = (1/2,0), (z,2) = (0,1/2) ve (z,z) = (1/2,1/2)
icin T'(r, uw, v; z, —x,0; ¢) = T(r,u,v; —z,x,0; ¢)’dir. T'(r, u, v; z, —z, 0; ¢) serisi, bu 6zel
durumlarda,

2T (r,u,v; 2z, —x,0;¢) = (=1)"C(u,v,r;x,2;¢) + (=1)"D(r,v,u; z,z;¢)  (3.13)

seklinde hesaplanabilir. Bu z = z = 0 ve ¢ = 1 i¢in Huard vd. tarafindan verilen (1.2)
ifadesine doniisiir.
Bu boliimde yukarida bahsi gecen durumlarda 7'(r, u, v; z, —z, 0; ¢) serisinin zeta de-

gerleri cinsinden ifadeleri verilecektir.

3.1.1. T(r,u,v;0,0,0; c¢) serisinin hesabi
r+u+ v tek ise (3.13)’den
2(— ) (r,u v;0,0,0;¢)
(

g utv—2j—1 u+v—2j—1\] ((2)(u+v+r—2j)
[ )+ )

v—1 w—1 cutv—2j

Wl
to\c

/2 )
T”EZ(T+”_2“‘ﬁ<@ﬁ«r+u+v—%>T%

r—1
r+ov—1 i W
u+tr r—1 - .
+ (—=1)"*"¢ <r—1 );L<T+U+U,E>

c—1
(_1)u+rcr71 T+’U—2 ,u Iu
e B () L(ruto-1)
+ 211 r—1 ; e rhut c
i c—1

e () G e () e (i)

Jj=2 12

=0

la]

olur. Burada (ve bundan sonra) Z > =>,0<a € R, anlaminda kullanilmakta-
j=0  0<j<a  j=0

dir. Son ifade (3.12) ile agilirsa

2T (r, u,v;0,0,0;¢)

maks(y,5) 9 1 9 1 97 9
_o(—1) Z u+v—2j— N u+v—2j— C(25)C(u+v+7r—2j)
; v—1 u—1 cutv=2j
7=0
r/2 .
r+v—27—1 . Ny
—n@EZ( 7 )awxv+u+v—ww 2
=0
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v/2

+2(—1)TZ<r+v—2j—1)<(2j)€(r+u+v_2j)

cutv 4 - r—1
.

+—CT_12(7T_Z-1) (r1512)281< > <r+u+v—1;%>
SEE (Y

Jj=2

c—1
X ((r+utv—jilfe) [C(Gi1/c) = (=1)Y¢ (j; 1 = 1/c)]
=1
olur. Ifade diizenlenirse,

(—=1)" "™ T (r, u,v;0,0,0;c)

maks(

22) / '
-0y KMZ__? ) 1) - (HZ__Qf ) 1)} (2 + v+ 7 = 2)c
r/2 +u—2i—1
+ < 1 )<<2j>g<r+u+v—2f>€“*“”‘”
§=0
v/2
+ <r + UT__Qlj - 1)C(2j)g(r +u+v—2j)
1< —i =1\ A
+§Z(r+:—i )Zé(r+u+v—j;l/0)[C(j;l/C)—(—D"C(j;l—l/cﬂ
=2 =1
cutvtr=1 /. 0 9 . H M
+W( r—1 );Bl(z)L(”“”‘l’Z) o
elde edilir.

Ayrica, r tek iken (3.13)’den

(r—1)/2

2T (r,7,7:0,0,0;¢) = —2 (QT_QJ 1)((2])((37”—23)(2T22j+cr2j>
7=0

T_l(rf )/2 27“—2]—1 . B . u

S S (4o

oldugu goriiliir. Dikkat edilirse, bu ifade ¢ = 1 icin (1.3)’e donu§ur.
(3.14) yardimiyla r + u + v tek iken T'(r, u, v; 0, 0, 0; ¢) serisinin bazi 6zel degerlerini

verelim.
Ornek3.8. r=1L,u=v=3vec=3 icin (3.14) den
—3°7(1,3,3;0,0,0; 3)
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S (DY) @i —2i)8
-2 1037+

" (3 ! )c (2§)¢ (7= 25) 8™

olur. Buradan

7(1,3,3;0,0,0;3) = szng 3m+n

m=1 n=1

= 729 o C(7) + 1356 (5) + s
_ @ {1¢(2:1/3) = ¢ (2:2/3)] [¢ (5;1/3) — ¢ (5;2/3)]

HIC3:1/3) +C(3:2/3)][C (4,1/3) + C(4:2/3)]}

bulunur.
Ornek39. r=1L,u=v=2vec=3 icin (3.14)’den

—3'T7(1,2,2;0,0,0;3)

)+ ()| cenco -z

D S G IR

0<j<1/2
+; (2_0 j)<<2j><<5—2a>
() () s
n %Ji (2 8]) lig@ —j11/3) [C(G31/3) — (—1)¢(j3 1 — 1/3)]

olur. Buradan

oo o.9] 1
T(1,2,20,00:3)=> >

3
I
o
3
I
H
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125 197 L(4;1/3) — L(4;2/3)
81 S0 ® 486 ) 24
— S C251/3) + C(2:2/3)] € (3:1/3) + € (3:2/3)

bulunur.

3.1.2. T(r,u,v;1/2,0,0; c) serisinin hesabi

r +u + v tek ise (3.13)’den

2T (r,u,v;1/2,0,0;¢)

= (=1)°C(u,v,7r;0,1/2;¢) — (=1)“*"D(r,v,u;1/2,0;c)
B _1)ui (u+v—j—1)Bj(0)L(u—|—v+r—j;1/2)

v—1 cUtvTiA;

futv—j—1 (_1)j8j(0)L(u—l—U+r —7j;1/2)
« u—1 cUtvTi A

— (=1)"* (T—i_:_‘i_l) 7y B;(1/2)L(r +u+v — j;0)

~(r+v—j—1 : +1 Bt
N (M ZB (“52) 2 (rubo- 5252
7=0
maks(%,2
_ o1y G2) utv—25—1 u+v—25—1\] C(2)n(u+v+r—25)
- (_ ) Z U—l + U—l Cu+v—2j
j=0
B -2y N
+(-1) —22 . n(25)¢(r +u+v—2j)c
=0
c—1
1/2
+Cr1<r—|—v ) L(r+u+ et /)
r—1 o c

+Crz(r Z:i_1> io (““/2>L(r+u+v—;“+cl/2>}

olur. Son ifade (3.12) ile agilirsa

2T (r,u,v;1/2,0,0;¢)

maks(g,3)

" u+v—25—1 u+v—25—1\] C(2j)n(u+v+r—2j)
- 3 ()T
=0
i r+uv—25—1
~1)"2 ( r_lj )n(?j)((r+u+v—2j>c“2j

ji=
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r+uv—25—1 . .
(AT it a0 -29)

S uto— §i1/e) [0 Gi1/e) — (~1Pn (i1~ 1/¢)]

olur. Simdi tiim ifade diizenlenir ve (_1);cu+v ile carpilirsa

(=1)" "™ T (r,u,v;1/2,0,0;c)

maks(2 2) . |
= _11} 2 _2 |
(=1 Z K v—1 )+( o )}C(J)W(querr N
r/2
— 9251 |
(7’ +wv 1-7 )U(Qj)C(T bt o — 2j)cr
j=0 r—
v/2
+v—-—27—1 . |
" <T ; 1] )n(2j)n<r+u+v_2])
j=0 r—
v o1
1 7,+U_j_1 ] Y . .
T3 ( r—1 ) n(r+u+v—j;lfe) [n(j;l/e) — (=1)n(j;1 = 1/c)]
j=1 =
(3.15)
elde edilir.

(3.15) yardimiyla r+u+o tek iken T'(r, u, v; 1/2, 0, 0; ¢) serisinin baz1 6zel degerlerini

verelim.

Ornek 3.10. r = v = v = 1 ve ¢ = 2 i¢in (3.15) den

—4T(1,1,151/2,0,0;2) = — Y 20(25)C(3—25)2¥ — > n(25)¢(3 - 24)2* ¥
0<j<1/2 0<;j<1/2
1
+ > (20— 25) + 5n(21/2) {n(1;1/2) +0(1;1/2)}
0<;5<1/2

= ~2(0)C(8) ~ M(O)CB)2° + n(O)n(3) +21(21/2)n(1;1/2)
= () — 40(3) + 3(3) + 20(21/2)n(1;1/2)

olur. Buradan

T(17171;1/2’O’02 szn Qminf-n

m=1 n=1
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3

= () = 30) — 502 1/2)(1;1/2)

bulunur.
Ornek3.11l. r=u=3,v=1vec=2 icin (3.15)’den

—2%7(3,3,1;1/2,0,0; 2)

=—0<;)/2{ ( _2‘7)}<(2J)C )2% — 0;;)/277 2§)¢(7 —25)2"%
3D S G I TCEEY

0<j<1/2

= Tnm — 2 - 2 - 2s)

olur. Buradan

T(3,3,1;1/2,0,0;2) sz3n3 2m+n)

m=1n=1

= 4(T) — LT+ Ton5) + )

bulunur.

Ornek3.12. r=4 u=2v=1vec=3 icin (3.15)’den

1

3°T(4,2,1;1/2,0,0; 3) Z {1 + < )}Q(Zj)n(7— 24)3%

Jj=
2
4-2
=S T n@2i)¢(7-2)37 %+ Y ( ]) An(7 = 24)
j=0 0<j<1/2

lz (6:1/3){n(1;1/3) +n(1;1—1/3)}

\)

= —[3¢(0)n(7) +9In(2)¢(5)]
— [3™(0)¢(7) + 3°n(2)¢(5) + 3°n(4)¢(3)] + 4n(0)n(7)

+ % [0(6;1/3) +n(6;2/3)] [n(1;1/3) + n(1;2/3)]

= 20+ In(r - ) - 2onie) - o)

5 [0(6:1/3) + (6:2/3)] [n(1: 1/3) +n(1:2/3)
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olur. Buradan

T(4; 2,1, 1/27 0, 0; 3) - Z Z m4n2(3m + n)
7

=1 n=1

2 Tt

= (0 - %g(?) - 3%@(5) ~15"05) = 57656 )

43 0(6:1/3) +n(6:2/3)] [n(1;1/3) + m(1;2/3)]

bulunur.

3.1.3. T(r,u, v;1/2,1/2,0; c¢) serisinin hesabi

r+u+ v tekise (3.13)’den

27 (r,u,v;1/2,1/2,0;¢)

= (=1)"C(u,v,7;0,1/2;¢) — (=1)"*"D(r,v,u;1/2,1/2;¢c)
(1 Z“: (u—i—v —j- 1) B;(1/2)L(u+v+1r—j;1/2)

v—1 cutv=iA;

J=0

N ut+v—j—1 (_1)ij(1/2)L(u+v.+7‘—j;1/2)
, u—1 cUtv=i A;
7=0
N rdv—j—1 .
— (—=1)vtv 1/2 —7:1/2
(-1) ;;( LT B -
r—1 - T—|—U—j—1 (_1)]
e Z( 7’—1 ) Aj
7=0
c—1
1/2 1/2
X Bj(#+ /)L(T+u+v—j,#+ /)]
c c
n=0
maks(g,5) . . . .
" utv—25—1 u+v—25—1\] n2))n(u+v+r—2j)
=2(-1) + —
: v—1 u—1 cutv=2j
7=0
/2 r+v—25—1
+(—=1)"¢2 ( 1] )n(2j)n(r+u+v—2j)c”‘2j
=0 "
c—1
-1 1/2
+CT_I(T+U )ZL(r+u+v;u+ />
r—1 c
n=0
c—1
+ov—j—1\(-1) u+1/2 p+1/2
4 B; L —
+c j:1( .1 ) Y % i r+u+v-—jg; .

29



BULGULAR VE TARTISMA E. CAY

elde edilir. Son ifade (3.12) ile acilirsa

maks(g,5)

2(—1)" [(u—i—v—Zj—l) N (u+v—2j_1)] 1(29)n(u + v+ 7 — 24)

v—1 u—1 cutv—2;

Jj=0

r/2 .
r4+uv—275—1 ) Y
+ (=1 22( r_lj )77(29)77(7“+U+v—21)0’” &
5=0

2 L rpu—2j-1
+ww§:( 1 )M%M@+u+v—2ﬂ

J=0

j= =1

olur. Bulunan ifade % ile carpilirsa

(=) T (r,u,v;1/2,1/2,0;¢)

maks(g,3)

. [(u+v—2j—1> N (“Hj_Qj_lﬂn(2j)n(u+v+r—2j)02j

= v—1 u—1
E o rtv—2—1
T v — — :
+ (=1)"*" ( . 1‘7 )77(2])77(r +u v — 2f) et
=0
v/2 .
i r+v—2j—1 , _
w0 (T @it 4o - 29

x> n(r+u+ov—jlfc) [nGil/c) — (=1Yn(j; 1= 1/c)] (3.16)
elde edilir.

(3.16) yardimiyla r 4+ u + v tek iken T'(r, u, v; 1/2,1/2,0; ¢) serisinin baz1 6zel deger-

lerini verelim.
Ornek3.13. r=u=v=1vec=2 icin (3.16)’dan
—47(1,1,1;1/2,1/2,0;2)
= 21(0)n(3) + n(0)n(3)2* + n(0)n(3) + %n(2; 1/2){n(1;1/2) + n(1;1/2)}

olur. Buradan

/212,02 =3 3 D e e i)
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bulunur.
Ornek3.14. r=v=2 u=1vec=3 icin (3.16)’dan
33T(2,1,2~1/2 1/2,0;3)
. Z { (2 - ) } n2i)n(5 —27)3% + 3 (3 o )n<2j>n<5 —2j)3"
=0

" io (3 ¥ )n<2j>n<5 —2j)

() )zn — 3) {G1/3) - (~1nGs 1 - 1/3)

= 3(0)n(5) + 190(2)n(3) + [n(4: 1/3) +1(4:2/3)] [n(1; 1/3) + 1(1:2/3)]

+ % n(3;1/3) [n(2;1/3) = n(2;2/3)] +n(3;2/3) [n(2;2/3) — n(2;1/3)]}

olur. Buradan

. P b N G )
T<2’1’2’1/2’1/2’0’3)_mZI;an(Bn—l—m)
27 1972 1
= 5 10B) + 55 rnB3) + oo An(41/3) +0(4:2/3)}{n(151/3) +n(1;2/3)}

o 0031/3) — n(3:2/3)) (1(21/3) — n(2:2/3))

bulunur.

3.14. T(p,0,q;0,0,0; c) serisinin hesab1

p + q tek ve p, g > 2 tamsayilari icin (3.11)’den

1+ (—1)¢
cp+q

CWZCP Jle){c(g /) + (=1)%Cg; 1 = j/c)}  (B.17)

2T(p,0,4;0,0,0;¢) =

C(p)¢(q) = ¢p+q) — (=1)*C(p, ¢, 0;0,0;c)

elde edilir. Burada

C(p,q,0;0,0;¢)
maks(p,q)/2 . ) ] .
SR e
pE— - _2'
=0 p—1 ¢—1 e
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dir.
(3.17) yardimiyla T'(p, 0, ¢; 0,0, 0; ¢) serisinin p,q > 2 ve p + q tek iken baz1 dzel

degerlerini verelim.

Ornek 3.15. p =2, g = 5ve c = 2 icin (3.17) den

1 6 — 2j 6 — 27\ C(27)C(7 —2j
0<;j<5/2

1 /21 ) 1

= () + 35 (0 + 22266 + Feeo)

olur. Buradan

o0 oo 1
T(2,0.5:0.0.0:2) = 303 o s

m=1 n=1

16405 52 t

= 327657 T 28576 ) + 52168 )

bulunur.
Ornek 3.16. p = 3, g = 2 ve ¢ = 3 icin (3.17) den

27(3,0,2;0,0,0; 3)
= 202)B) ~ ) - %OS%Q { (4 —2 2J> . (4 —12]>} C(24X(6 — 2)

+ % ZC(3;j/3) {C(2,5/3) + (21 - 3/3)}

2 2 (10 1
= 2566 =<0 - 5 (5060 + 562)6))
+ o 1003 1/3) [C2:1/3) + C(22/3)] + C(3:2/3) [C2:2/3) + C(2:1/3)])

243

olur. Buradan

0o o0 1

m=1 n=1

59039 42
- 5¢

= 100 ®) ~ 73

(8) + 355 [C(3:1/3) + C(3:2/3)] [((2:1/3) + C(2:2/3)]

bulunur.
Ornek 3.17. p =4, g = 3ve c = 4 icin (3.17) den
2T(4,0,3;0,0,0;4)
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)+ 2 g { <6 - 2j> . (6 . 2j> } C(21)6( - 2)

b ST/ 1B /) — (31— /)

Jj=1

35

=~ +2{ 0 + o216 + o) |

+ % {C(4:1/4) [C(3;1/4) = €(3; 3/4)] + C(4; 3/4) [((3;3/4) — ¢(3; 1/4)]}

olur. Buradan

[e%] oo 1
T(4,0,3;0,0,0;4>:sz

m=1 n=1

268435491 572 t
N C(7)+'50331648<<5)*‘94371840C(3)

_53?870912
t oomeg [C(4:1/4) = C(4: 3/ [C(3:1/4) — ¢(3;3/4)]

bulunur.
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4. SONUC

Bu tez calismasinda, Tornheim tipli bir seri tanimlandi ve bu seri i¢in bazi fonksiyo-
nel esitlikler elde edildi. Bu fonksiyonel esitliklerin 6zel durumlart Tornheim ve alterne
Tornheim serileri i¢in literatiirde bulunan sonuglarin bir ¢cogunu verdigi gézlemlendi. Ay-
rica, elde edilen fonksiyonel esitliklerin uygulamalari olarak bazi sonsuz seriler i¢in zeta

fonksiyonlar1 cinsinden hesaplama formiilleri verildi.
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