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Bu çalışmada, Tornheim tipli

T (s1, s2, s3; x, y, z; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πi(mx+ny+(mc+n)z)

ms1ns2 (mc+ n)s3

serisi tanımlanmış ve bu seri için bazı fonksiyonel eşitlikler elde edilmiştir. Bu fonksi-

yonel eşitliklerin özel durumları Tornheim ve alterne Tornheim serileri için literatürde

yer alan sonuçların bir çoğunu vermektedir. Ayrıca, elde edilen fonksiyonel eşitliklerin

uygulamaları olarak bazı sonsuz seriler için formüller verilmiştir.
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ÖNSÖZ

Bu çalışma esas olarak Ön Bilgiler ve Bulgular olmak üzere iki bölümden oluşmak-

tadır. Bulgular bölümünde kullanılacak olan bazı temel kavramların tanımları ve bazı

önemli sonuçları Ön Bilgiler bölümünde verilmiştir.

Bulgular bölümünde ise, Tornheim tipli

T (s1, s2, s3; x, y, z; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πi(mx+ny+(mc+n)z)

ms1ns2 (mc+ n)s3

serisi tanımlanmış ve bu seri için bazı fonksiyonel eşitlikler elde edilmiştir. Bu fonksi-

yonel eşitliklerin özel durumları Tornheim ve alterne Tornheim serileri için literatürde

bulunan sonuçların bir çoğunu vermektedir. Ayrıca, elde edilen fonksiyonel eşitliklerin

uygulamaları olarak bazı sonsuz seriler için formüller verilmiştir.

Bu çalışma boyunca bilgisini ve zamanını benimle paylaşan, hiçbir konuda desteğini

esirgemeyen danışmanım Sayın Doç. Dr. Mümün CAN’a teşekkürlerimi sunarım.
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GİRİŞ E. ÇAY

1. GİRİŞ

r, s, t ∈ C, Re (r + t) > 1, Re (s+ t) > 1 ve Re (r + s+ t) > 2 için

T (r, s, t) =
∞∑

m,n=1

1

mrns (m+ n)t

şeklinde tanımlanan sonsuz seri, Tornheim (1950)’ın bu ilginç seri ile ilgili sistematik

ve kapsamlı çalışmasından sonra Tornheim serisi olarak adlandırılmıştır. Tornheim’dan

bağımsız olarak Mordell (1958) de bu seri üzerinde araştırmalar yapmıştır.

Tornheim double zeta fonksiyonu olarak da adlandırılan bu seri s ∈ C için

ζ (s) =
∞∑
n=1

1

ns
, Re (s) > 1

olarak tanımlanan Riemann zeta fonksiyonunun bir genellemesidir.

T (r, s, t) Tornheim serisinin bazı temel özellikleri:

(1) T (r, s, t) serisi sonlu ⇐⇒ Re (r + t) > 1, Re (s+ t) > 1 ve Re (r + s+ t) > 2,

(2) T (r, s, t) = T (s, r, t),

(3) T (r, s, 0) = ζ(r)ζ(s),

(4) T (r, 0, t) + T (t, 0, r) = ζ(r)ζ(t)− ζ(r + t) (yansıma formülü),

(5) T (r, s− 1, t+ 1) + T (r − 1, s, t+ 1) = T (r, s, t)

şeklindedir.

s = 0 (veya r = 0) için T (r, 0, t) serisi

T (r, 0, t) =
∞∑

m,n=1

1

mr (m+ n)t

=
∞∑
m=1

∞∑
n=m+1

1

mrnt
=
∞∑
n=1

n−1∑
m=1

1

mrnt

=
∞∑
n=1

H
(r)
n−1

nt

şeklini alır. Burada, H(r)
n sembolü n. genelleştirilmiş harmonik sayıyı göstermektedir ve

H(r)
n = 1 +

1

2r
+

1

3r
+ · · ·+ 1

nr
, n ≥ 1,

H
(r)
0 = 0,

1



GİRİŞ E. ÇAY

(Riemann zeta fonksiyonunun n. kısmi toplamı) olarak tanımlanır. T (r, 0, t) serisine har-

monik zeta fonksiyonu veya Euler toplamı denir. Euler (1776)’in T (1, 0, t) için verdiği

meşhur bağıntı

2T (1, 0, t) = 2
∞∑
n=1

Hn−1

nt
= tζ (t+ 1)−

t−1∑
j=2

ζ (t+ 1− j) ζ (j) , t ∈ N\ {1}

şeklindedir (Nielsen 1965). Euler toplamı ve genellemeleri ile ilgili çalışmalar çok geniş

bir literatür oluşturur (Adamchik 1997; Borwein, Borwein ve Girgensohn 1995; Boyadz-

hiev 2002; Dil ve Boyadzhiev 2015; Dil, Mezo ve Cenkci 2017; Sofo 2018; Xu 2017; Xu

2018; Xu ve Li 2017; Yang ve Wang 2017; Wang ve Yanhong 2018).

Tornheim, (s+ t+ u) değeri tek sayı iken T (s, t, u) değerlerinin ζ (j) nin rasyonel

katsayılı bir polinomu olarak ifade edilebileceğini ve bunun T (2r, 2r, 2r) ve T (2r − 1, 2r, 2r + 1)

için de doğru olduğunu göstermiş ancak katsayıları vermemiştir. Mordell bir rasyonel kr

sayısı için T (2r, 2r, 2r) = krπ
6r olduğunu ispatlamıştır.

Subbarao ve Sitaramachandrarao (1985) p, q, r ∈ N olmak üzere

T (2p, 2q, 2r) + T (2q, 2r, 2p) + T (2r, 2p, 2q)

=
2

(2p)!(2q)!

maks(p,q)∑
j=0

{
p

(
2q

j

)
+ q

(
2p

j

)}
(2p+ 2n− 2j − 1)!(2j)!

× ζ(2j)ζ(2p+ 2q + 2r − 2j)

=
(2π)2p+2q+2r (−1)p+q+r

(2p)!(2q)!

maks(p,q)∑
j=0

{
q

(
2p

j

)
+ p

(
2q

j

)}
× (2p+ 2q + 2j)!

(2p+ 2q + 2r − 2j)!
B2jB2p+2q+2r−2j (1.1)

olduğunu göstermişlerdir. Burada Bn = Bn (0) sembolü n. Bernoulli sayısını göstermek-

tedir (bkz. Tanım 2.1). Özel halde,

T (2r, 2r, 2r) =
4

3

r∑
j=0

(
4r − 2j − 1

2r − 1

)
ζ(2j)ζ(6r − 2j)

olur.

Huard, Williams ve Nan-Yue (1996)N ≥ 3 tek tamsayı, 1 ≤ r+s ≤ N−1, r ≤ N−2

ve s ≤ N − 2 özelliklerini sağlayan r ve s pozitif tamsayıları için

EN(r,s) = (−1)r
b(N−r−s−1)/2c∑

i=0

(
N − 2i− s− 1

r − 1

)
ζ(2i)ζ(N − 2i)

2



GİRİŞ E. ÇAY

+ (−1)r
br/2c∑
i=0

(
N − 2i− s− 1

N − r − s− 1

)
ζ(2i)ζ(N − 2i)

olmak üzere T (r, s,N − r − s) değerinin

T (r, s,N − r − s) = EN(r,s) + EN(s,r) (1.2)

şeklinde ζ(2i)ζ(N−2i) çarpımlarının bir rasyonel doğrusal kombinasyonu şeklinde ifade

edilebileceğini göstermişlerdir. Bunun yanı sıra

T (r, r, r) =
4

1 + 2 (−1)r
br/2c∑
j=0

(
2r − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(3r − 2j) (1.3)

sonucuna ulaşmışlardır.

Nakamura (2006) ve Tsumura (2007) Tornheim serisi için iki farklı fonksiyonel eşitlik

elde etmişler ardından bu fonksiyonel eşitliklerin birbirine denk oldukları Matsumoto,

Nakamura, Ochiai ve Tsumura (2008) tarafından gösterilmiştir. Nakamura’nın biçimsel

olarak daha sade olan fonksiyonel eşitliği

T (a, b, s) + (−1)bT (b, s, a) + (−1)aT (s, b, a)

=
2

a!b!

bmaks(a2 , b2 )c∑
k=0

{
a

(
b

2k

)
+ b

(
a

2k

)}
(a+ b− 2k − 1)!(2k)!

× ζ(2k)ζ(a+ b+ s− 2k) (1.4)

şeklindedir.

Tornheim serisi üzerine yapılan çalışmalar kapsamında, alterne Tornheim serileri ola-

rak adlandırılan

R (s, t, u) =
∞∑

m,n=1

(−1)n

msnt (m+ n)u
ve S (s, t, u) =

∞∑
m,n=1

(−1)m+n

msnt (m+ n)u

serilerinin de özellikleri araştırılmıştır (Basu 2011; Li 2015; Tsumura 2002; Tsumura

2004b; Tsumura 2009; Zhou, Cai ve Bradley 2008; Nakamura 2008).

Nakamura (2008)

T (s1, s2, s3; x, y, z) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πi(mx+ny+(m+n)z)

ms1ns2 (m+ n)s3

3



GİRİŞ E. ÇAY

şeklinde tanımladığı T (s1, s2, s3; x, y, z) fonksiyonunun tekil noktalarının yeri ile ilgili

olan Teorem 2.3’ü ve

T (a, b, s; 1, 1, y) + (−1)bT (b, s, a; 1, y, 1) + (−1)aT (s, a, b; y, 1, 1)

=
2

a!b!

bmaks(a2 , b2 )c∑
k=0

{
a

(
b

2k

)
+ b

(
a

2k

)}
(a+ b− 2k − 1)!(2k)!

× ζ(2k)L(a+ b+ s− 2k; y)

fonksiyonel eşitliğini vermiş ve bu eşitlik yardımıyla R (s, t, u) ve S (s, t, u) serileri için

bazı (bilinen) bağıntılar elde etmiştir.

Bu tez çalışmasında T (s1, s2, s3; x, y, z; c) fonksiyonu

T (s1, s2, s3; x, y, z; c) :=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πi(mx+ny+(mc+n)z)

ms1ns2 (mc+ n)s3

şeklinde tanımlanmış ve bu fonksiyon için (1.1) – (1.4) özelliklerinin benzerleri araştırıl-

mıştır. Elde edilen bağıntıların bazı özel durumları aşağıda verilmiştir:

s1 = 1, s2 = s3 = 2, x = y = z = 0 ve c = 3 için

T (1, 2, 2; 0, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

mn2(3m+ n)2

=
125

81
ζ (5)− 19π2

486
ζ (3) +

L(4; 1/3)− L(4; 2/3)
24πi

− 1

162
[ζ (2; 1/3) + ζ (2; 2/3)] [ζ (3; 1/3) + ζ (3; 2/3)]

s1 = 3, s2 = 0, s3 = 2, x = y = z = 0 ve c = 3 için

T (3, 0, 2; 0, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

m3(3n+m)2

= − 59039

118098
ζ(5)− 4π2

729
ζ(3) +

1

486
{ζ(3; 1/3) + ζ(3; 2/3)} {ζ(2; 1/3) + ζ(2; 2/3)} ,

s1 = 4, s2 = 2, s3 = 1, x = 1/2, y = z = 0 ve c = 3 için

T (4, 2, 1; 1/2, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m

m4n2(3m+ n)

= −81

2
ζ(7)− 3π2

4
ζ(5)− 7π4

2160
ζ(3) +

7

54
η(7)− π2

18
η(5)

+
1

2
{η(6; 1/3) + η(6; 2/3)} {η(1; 1/3) + η(1; 2/3)} ,

4



GİRİŞ E. ÇAY

s1 = 2, s2 = 1, s3 = 2, x = y = 1/2, z = 0 ve c = 3 için

T (2, 1, 2; 1/2, 1/2, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m+n

m2n(3n+m)2

=
27

2
η(5) +

19π2

324
η(3) +

1

27
{η(4; 1/3) + η(4; 2/3)} {η(1; 1/3) + η(1; 2/3)}

+
1

54
{η(3; 1/3)− η(3; 2/3)} {η(2; 1/3)− η(2; 2/3)}

dür.

5



ÖN BİLGİLER E. ÇAY

2. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde tez boyunca sıkça kullanılan bazı temel kavramların tanımı ve önemli sonuç-

ları verilecektir. Diğer özel kavramların tanımı ve sonuçları, tez boyunca konu içerisinde

uygun yerlerde açıklanacaktır.

Tanım 2.1. n. Bernoulli polinomu Bn(x)

text

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır.

Bn(x)’in tanımında x = 0 alınırsa Bn(0) = Bn, n. Bernoulli sayısı elde edilir ve

B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, . . . ve her n ≥ 1 için B2n+1 = B2n−1 (1/2) = 0 dır

(Apostol 1976). Bn(x) Bernoulli polinomunun Bn Bernoulli sayıları cinsinden ifadesi

Bn(x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
Bjx

n−j

dir.

Bn (x) ile gösterilen n. Bernoulli fonksiyonu

Bn (x) = Bn (x− bxc)

şeklinde tanımlanır. Burada bxc, x’in tam değeridir. Bernoulli fonksiyonu periyodu 1 olan

bir fonksiyondur ve

Bp(x) = −
p!

(2πi)p

∑
n 6=0

e2πinx

np
(2.1)

Fourier açılımına sahiptir. Burada p > 1 iken x ∈ R, p = 1 iken x ∈ R\Z ve
∑
n6=0

=

∞∑
n=−∞
n6=0

anlamındadır. Bernoulli polinomlarında olduğu gibi Bn(x) Bernoulli fonksiyonu

da, herhangi bir x için,

cp−1
c−1∑
µ=0

Bp
(
x+

µ

c

)
= Bp (cx) . (2.2)

Raabe bağıntısını sağlar. Bernoulli polinomu ve fonksiyonu ile ilgili daha ayrıntılı bilgi

Apostol (1976) da bulunabilir.

6



ÖN BİLGİLER E. ÇAY

Tanım 2.2. Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu

L(s; z;x) =
∞∑
m=0

e2πimx

(m+ z)s

şeklinde ve Lerch zeta fonksiyonu, L(s; 1;x) = e−2πixL(s;x),

L(s;x) =
∞∑
m=1

e2πimx

ms

şeklinde tanımlanır.

Burada, x = 0 (veya x ∈ Z) iken

L(s; z; 0) = ζ (s, z) =
∞∑
m=0

1

(m+ z)s

ζ (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonuna ve

L(s; 0) = ζ (s) =
∞∑
m=1

1

ms

ζ (s) Riemann zeta fonksiyonuna dönüşür.

Bundan başka, x = 1/2 iken

L(s; z; 1/2) = η (s, z) =
∞∑
m=0

(−1)m

(m+ z)s

η (s, z) alterne Hurwitz zeta fonksiyonuna ve

L(s; 1/2) = −η (s) = −
∞∑
m=1

(−1)m−1

ms

η (s) alterne Riemann zeta fonksiyonuna dönüşür. Riemann zeta ve alterne Riemann zeta

fonksiyonlarının çift tamsayılardaki değerleri

ζ (2n) =
(−1)n−1 (2π)2n

2 (2n)!
B2n, n ≥ 0

ve

η (2n) =
(−1)n (2π)2n

2 (2n)!
B2n

(
1

2

)
, n ≥ 0

şeklinde Bernoulli sayıları cinsinden ifade edilir.

7



ÖN BİLGİLER E. ÇAY

Teorem 2.3. (Nakamura 2008, Theorem 2.1) k ∈ N ∪ {0} olsun. T (s1, s2, s3; α, β, γ)

fonksiyonu C3 e meromorfik olarak devam ettirilebilir ve tüm tekil noktaları C3 ün aşağı-

daki denklemlerle tanımlanan alt kümelerinde yer alır.

α + γ ≡ 1, β + γ 6≡ 1 mod 1 ise s1 + s3 = 1− k,

α + γ 6≡ 1, β + γ ≡ 1 mod 1 ise s2 + s3 = 1− k,

α + γ 6≡ 1, β + γ 6≡ 1 mod 1 ise tekil nokta yoktur.

Tanım 2.4. c ∈ N ve x, y, z ∈ R için T (s1, s2, s3; x, y, z; c) fonksiyonu

T (s1, s2, s3; x, y, z; c) :=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πi(mx+ny+(mc+n)z)

ms1ns2 (mc+ n)s3
(2.3)

şeklinde tanımlanır.

Özel halde T (s1, s2, s3; x, y, z; 1) = T (s1, s2, s3; x, y, z) dir. T (s1, s2, s3; x, y, z; c)

serisi T (s1, s2, s3; x, y, z) nin bir kısıtlanışı olarak ele alınabileceğinden, Teorem 2.3

T (s1, s2, s3; x, y, z; c) için de geçerlidir.

Aşağıdaki teorem T (s1, s2, s3; x, y, z; c) serisi için fonksiyonel eşitlikler elde edilir-

ken kullanılacaktır.

Teorem 2.5. (Can 2020, Theorem 3) X, Y ∈ R ve p, q ≥ 1 için

Bp (X + Y )Bq (Y ) =

p∑
j=0

(
p

j

)
q

p+ q − j
Bp+q−j (Y )Bj (X) +

(−1)q−1(
p+q
q

) Bp+q (X)

+

q∑
j=0

(
q

j

)
p

p+ q − j
(−1)j Bp+q−j (X + Y )Bj (X) (2.4)

dir.

8
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA

Önerme 3.1. X, Y ∈ R , p, q ≥ 2 için
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
f (−mX + nY )

(−m)p(m+ n)q
+
f((m+ n)X + nY )

(−m)q(m+ n)p
+
f(mX + (m+ n)Y )

mpnq

)
=
Bp(X + Y )Bq(Y )

ApAq
− (−1)q

Ap+q
Bp+q(X) (3.1)

eşitliği sağlanır. Burada Ap = −p!/ (2πi)p ve f(x) = fp+q(x) = e2πix + (−1)p+qe−2πix

dir.

İspat Bp(x)’in (2.1) ile verilen Fourier açılımından

Bp(X + Y )Bq(Y )

ApAq
=
∑
n6=0

∑
m 6=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq

=
∑
n,m 6=0
n+m=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq
+
∑
n,m 6=0
n+m 6=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq
(3.2)

olarak yazılabilir. (3.2)’deki m+ n = 0 üzerinden olan seri∑
n,m 6=0
n+m=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq
= (−1)q

∞∑
n 6=0
n=−∞

e2πinX

np+q
= −(2πi)p+q

(p+ q)!
(−1)qBp+q(X)

=
(−1)q

Ap+q
Bp+q(X)

şeklinde yazılabilir. Buradan,

Bp(X + Y )Bq(Y )

ApAq
− (−1)q

Ap+q
Bp+q(X) =

∑
n,m 6=0
n+m6=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq

elde edilir. Şimdi sağ taraftaki seride m+ n = r alınır ve n = r −m için tekrar yazılırsa∑
n,m 6=0
n+m 6=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq
=
∑
r,m6=0
r−m6=0

e2πi[(r−m)X+rY ]

(r −m)pmq

olur. Burada m, −∞ dan∞ a olduğundan m yerine −m yazılabilir ve

(−1)q
∑
r,m6=0
r−m 6=0

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq

=

∑
r,m>0

+
∑

r>0,m<0
r>−m

+
∑

r>0,m<0
r<−m

+
∑
r,m<0

+
∑

r<0,m>0
−r>m

+
∑

r<0,m>0
−r<m

 e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
(−1)q

9
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= (b1) + (b2) + (b3) + (b4) + (b5) + (b6)

şeklinde düzenlenebilir. Burada (b1) ve (b4)

(b1) = (−1)q
∑
r,m>0

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
,

(b4) = (−1)q
∑
r,m<0

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
= (−1)p

∑
r,m>0

e2πi[−(r+m)X−rY ]

(r +m)pmq

dır. (b2)’de r > m olduğundan r = m+ k dönüşümü yapılıp toplam tekrar yazılırsa

(b2) = (−1)q
∑

r>0,m<0
r>−m

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
=
∑
r,m>0
r>m

e2πi[(r−m)X+rY ]

(r −m)pmq

=
∑
m,k>0

e2πi[kX+(m+k)Y ]

kpmq

elde edilir. Benzer şekilde,

(b3) = (−1)q
∑

r>0,m<0
r<−m

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
=
∑
r,m>0
r<m

e2πi[(r−m)X+rY ]

(r −m)pmq

= (−1)p
∑
r,k>0

e2πi(−kX+rY )

kp(r + k)q
,

(b5) = (−1)q
∑

r<0,m>0
−r>m

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
= (−1)q

∑
r,m>0
r>m

e2πi[(m−r)X−rY ]

(m− r)pmq

= (−1)p+q
∑
m,k>0

e2πi[−kX−(m+k)Y ]

kpmq

ve

(b6) = (−1)q
∑

r<0,m>0
−r<m

e2πi[(r+m)X+rY ]

(r +m)pmq
= (−1)q

∑
r,m>0
r<m

e2πi[(m−r)X−rY ]

(m− r)pmq

= (−1)q
∑
r,k>0

e2πi(kX−rY )

kp(r + k)q

şeklinde tekrar yazılabilir. Buradan,∑
n,m 6=0
n+m6=0

e2πi[nX+(m+n)Y ]

npmq
= (−1)q

∑
n,m>0

e2πi[(n+m)X+nY ] + (−1)p+qe2πi[−(n+m)X−nY ]

(n+m)pmq

10
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+ (−1)p
∑
n,m>0

e2πi(−mX+nY ) + (−1)p+qe2πi(mX−nY )

mp(n+m)q

+
∑
n,m>0

e2πi[mX+(n+m)Y ] + (−1)p+qe2πi[−mX−(n+m)Y ]

mp(n+m)q

=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
(−1)pf (nY −mX)

mp(m+ n)q
+

(−1)qf((m+ n)X + nY )

mq(m+ n)p

)
+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

f(mX + (m+ n)Y )

mpnq

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Teorem 3.2. Tekil noktaları hariç her p, q, c ∈ N ve s ∈ C için

1

cp+q
T (p, q, s;xc, 0, z; 1) + (−1)pT (s, p, q; z,−x, 0; c) + (−1)qT (s, q, p; z, 0, x; c)

+
∞∑
m=0

∞∑
n=1

c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(n+m)z]

(mc+ j)p(nc− j)q(n+m)s

= C(p, q, s;x, z; c) (3.3)

dir. Burada

C(p, q, s;x, z; c) =

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj(x)L(p+ q + s− j; z)

cp+q−jAj

+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)jBj(x)L(p+ q + s− j; cx+ z)

cp+q−jAj
(3.4)

ve Ar = −r!/(2πi)r dır.

İspat (2.4) ve (3.1) bağıntılarında X = x, Y = µ+y
c

yazılır ve µ = 0 dan c− 1 e toplam

alınırsa,

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)p e

2πi(−mx+ny
c
)

mp(n+m)q
+ (−1)q e

2πi(mx−nyc )

mp(n+m)q

]
c−1∑
µ=0

e2πin
µ
c

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)q e

2πi[(m+n)x+ny
c
]

mq(n+m)p
+ (−1)p e

2πi[−(m+n)x−ny
c
]

mq(n+m)p

] c−1∑
µ=0

e2πin
µ
c

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
e2πi[mx+(m+n)( yc )]

mpnq
+ (−1)p+q e

2πi[−mx−(m+n) y
c
]

mpnq

]
c−1∑
µ=0

e−2πi(m+n)µ
c

=
(2πi)p+q

p!q!

p∑
j=0

(
p

j

)
qBj(x)
p+ q − j

c−1∑
µ=0

Bp+q−j
(y
c
+
µ

c

)
11
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+
(2πi)p+q

p!q!

q∑
j=0

(
q

j

)
p
(−1)jBj(x)
p+ q − j

c−1∑
µ=0

Bp+q−j
(
cx+ y

c
+
µ

c

)
(3.5)

olur. (3.5) eşitliğinin sol tarafını LHS ve sağ tarafını RHS ile gösterelim.

c−1∑
µ=0

e2πin
µ
c =

 c, c | n

0, c - n

olduğundan,

LHS = c

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)p e

2πi(−mx+ny)

mp(nc+m)q
+ (−1)q e2πi(mx−ny)

mp(nc+m)q

]
+ c

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)q e

2πi[(m+nc)x+ny]

mq(nc+m)p
+ (−1)p e

2πi[−(m+nc)x−ny]

mq(nc+m)p

]

+ c
∞∑
m=1

∞∑
n=1

c-n,c-m
c|(m+n)

[
e2πi[mx+(m+n)( yc )]

mpnq
+ (−1)p+q e

2πi[−mx−(m+n) y
c
]

mpnq

]

+ c
∞∑
m=1

∞∑
n=1

c|n,c|m

[
e2πi[mx+(m+n)( yc )]

mpnq
+ (−1)p+q e

2πi[−mx−(m+n) y
c
]

mpnq

]

şeklinde tekrar yazılabilir. Burada c - n, c - m ve c| (m+ n) koşulu için m → mc + j

ve n → nc − j dönüşümleri, c|n ve c|m koşulu için m → mc ve n → nc dönüşümleri

yapılırsa

LHS = c
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)p e

2πi(−mx+ny)

mp(nc+m)q
+ (−1)q e2πi(mx−ny)

mp(nc+m)q

]
+ c

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)q e

2πi[(m+nc)x+ny]

mq(nc+m)p
+ (−1)p e

2πi[−(m+nc)x−ny]

mq(nc+m)p

]

+ c

∞∑
m=0

∞∑
n=1

[
c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(m+n)y]

(mc+ j)p(nc− j)q
+

1

cp+q
e2πi[mcx+(m+n)y]

mpnq

]

+ c(−1)p+q
∞∑
m=0

∞∑
n=1

[
c−1∑
j=1

e2πi[−(mc+j)x−(m+n)y]

(mc+ j)p(nc− j)q
+

1

cp+q
e2πi[−mcx−(m+n)y]

mpnq

]

elde edilir.

Şimdi RHS de düzenleme yapalım. (2.2) ile verilen Raabe bağıntısı kullanılırsa

RHS =
(2πi)p+q

p!q!

p∑
j=0

(
p

j

)
q

p+ q − j
Bj(x)Bp+q−j(y)

cp+q−j−1

12
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+
(2πi)p+q

p!q!

q∑
j=0

(
q

j

)
p(−1)j

p+ q − j
Bj(x)Bp+q−j(cx+ y)

cp+q−j−1

elde edilir. İlk toplam
(
p+q−j
q

)
, ikinci toplam

(
p+q−j
q

)
ile çarpılıp bölünür, Bp+q−j(y) ve

Bp+q−j(cx+ y) fonksiyonlarının (2.1) Fourier açılımları yazılırsa

RHS =

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj(x)

cp+q−j−1Aj

∞∑
k=1

(−1)p+q−je−2πiky + e2πiky

kp+q−j

+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)jBj(x)
cp+q−j−1Aj

∞∑
k=1

(−1)p+q−je−2πik(cx+y) + e2πik(cx+y)

kp+q−j

elde edilir.

Ardından bulunan bu ifadeler

∞∑
l=1

e2πil(z−y)l−s

ile çarpılıp 0 dan 1 e y ye göre integrallenir ve

1∫
0

e2πiy(n−l)dy =

 1, n = l,

0, n 6= l

olduğu göz önünde tutulursa, LHS kısmı

c
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)pe2πi(−mx+nz)

mp(nc+m)qns
+

(−1)qe2πi[(m+nc)x+nz]

mq(nc+m)pns
+

1

cp+q
e2πi[mcx+(n+m)z]

mpnq(n+m)s

]

+ c

∞∑
m=0

∞∑
n=1

c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(n+m)z]

(mc+ j)p(nc− j)q(n+m)s

= c(−1p)T (s, p, q; z,−x, 0; c) + c(−1)qT (s, q, p; z, 0, x; c) + c

cp+q
T (p, q, s;xc, 0, z; 1)

+ c

∞∑
m=0

∞∑
n=1

c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(n+m)z]

(mc+ j)p(nc− j)q(n+m)s

ve RHS kısmı
p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj(x)

cp+q−j−1Aj

∞∑
k=1

e2πikz

kp+q+s−j

+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)jBj(x)
cp+q−j−1Aj

∞∑
k=1

e2πik(cx+z)

kp+q+s−j

=

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj(x)L(p+ q + s− j; z)

cp+q−j−1Aj

13
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+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)jBj(x)L(p+ q + s− j; cx+ z)

cp+q−j−1Aj

= cC(p, q, s;x, z; c)

şeklini alır. Bu son iki ifade eşit olduğundan istenen elde edilir. �

Teorem 3.3. Tekil noktaları hariç her p, q, c ∈ N ve s ∈ C için

(−1)q

cs+q
T (s, q, p; cx, 0, z; 1) + (−1)pT (p, s, q;−z, x, 0; c) + T (p, q, s; z, 0, x, c)

+ (−1)q
∞∑
m=1

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

e2πi[(nc+j)x+(n+m)z]

(nc+ j)s(mc− j)q(n+m)p

= D(p, q, s;x, z; c) (3.6)

dir. Burada

D(p, q, s;x, z; c) =

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
cp−j

Aj
Bj(z)L(p+ q + s− j;x)

+ cp−1
q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)j

Aj

×
c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ z

c

)
L

(
p+ q + s− j; µ+ z

c
+ x

)
(3.7)

ve Ar = −r!/(2πi)r dır.

İspat (2.4) ve (3.1) bağıntılarında X = µ+z
c

, Y = y yazılır ve µ = 0 dan (c− 1) e

toplam alınırsa

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)p e

2πi[−mzc +ny]

mp(n+m)q
+ (−1)q e

2πi[mzc −ny]

mp(n+m)q

]
c−1∑
µ=0

e2πim
µ
c

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
e2πi[

mz
c

+(n+m)y]

mpnq
+ (−1)p+q e

2πi[−mzc −(n+m)y]

mpnq

]
c−1∑
µ=0

e2πim
µ
c

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)q e

2πi[(n+m) z
c
+ny]

mq(n+m)p
+ (−1)p e

2πi[−(n+m) z
c
−ny]

mq(n+m)p

]
c−1∑
µ=0

e2πi(m+n)µ
c

=
(2πi)p+q

p!q!

p∑
j=0

(
p

j

)
q

p+ q − j
Bp+q−j (y)

c−1∑
µ=0

Bj
(z
c
+
µ

c

)
+

(2πi)p+q

p!q!

q∑
j=0

(
q

j

)
p

p+ q − j
(−1)j

c−1∑
µ=0

Bp+q−j
(
µ+ z

c
+ y

)
Bj
(
µ+ z

c

)
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olur. Teorem 3.2 nin ispatındakine benzer şekilde,

1

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)p e

2πi[−mz+ny]

mp(n+mc)q
+ (−1)q e2πi[mz−ny]

mp(n+mc)q

]
+

1

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
e2πi[mz+(n+mc)y]

mpnq
+ (−1)p+q e

2πi[−mz−(n+mc)y]

mpnq

]

+
(−1)q

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=0

[
c−1∑
j=1

e2πi[(m+n)z+(nc+j)y]

(mc− j)q(n+m)p
+

e2πi[(m+n)z+ncy]

(mc)q(nc+mc)p

]

+
(−1)p

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=0

[
c−1∑
j=1

e2πi[−(m+n)z−(nc+j)y]

(mc− j)q(n+m)p
+

e2πi[−(m+n)z−ncy]

(mc)q(nc+mc)p

]

=
(2πi)p+q

p!q!

p∑
j=0

(
p

j

)
q

p+ q − j
Bp+q−j (y)

Bj (z)
cj−1

+
(2πi)p+q

p!q!

q∑
j=0

(
q

j

)
p(−1)j

p+ q − j

c−1∑
µ=0

Bp+q−j
(
µ+ z

c
+ y

)
Bj
(
µ+ z

c

)
olduğu görülür. Bu ifade

∑∞
l=1 e

2πil(x−y)l−s ile çarpılıp 0 dan 1 e y ye göre integrallenirse,

sol taraf

1

cp−1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)pe2πi[−mz+lx]

mp(n+mc)qls

∫ 1

0

e2πiy(n−l)dy +
e2πi[mz+lx]

mpnqls

∫ 1

0

e2πiy((n+mc)−l)dy

]

+
∞∑
l=1

∞∑
m=1

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

[
(−1)qe2πi[(m+n)z+lx]

(mc− j)q(n+m)pls

∫ 1

0

e2πiy[(nc+j)−l]dy

+
e2πi[(m+n)z+lx]

(mc)q(n+m)pls

∫ 1

0

e2πiy[nc−l]dy

]
=

1

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
(−1)pe2πi[−mz+nx]

mp(n+mc)qns
+
e2πi[mz+(n+mc)x]

mpnq(n+mc)s
+

(−1)q

cq+s
e2πi[−(m+n)z+ncx]

mq(n+m)pns

]

+
(−1)q

cp−1

∞∑
m=1

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

e2πi[(m+n)z+(nc+j)x]

(mc− j)q(n+m)p(nc+ j)s

=
(−1)p

cp−1
T (p, s, q;−z, x, 0; c) + 1

cp−1
T (p, q, s; z, 0, x; c)

+
(−1)q

cp−1

[
1

cq+s
T (s, q, p; cx, 0,−z; 1) +

∞∑
m=1

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

e2πi[(m+n)z+(nc+j)x]

(mc− j)q(n+m)p(nc+ j)s

]
elde edilir.

Sağ taraf ise, Bp+q−j (y) ve Bp+q−j
(
µ+z
c

+ y
)

fonksiyonlarının Fourier açılımı da kul-

lanılarak
p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj (z)
cj−1Aj

∞∑
l=1

∞∑
k=1

e2πilx

kp+q−jls

∫ 1

0

e2πiy(k−l)dy

15
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+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)j

Aj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ z

c

) ∞∑
l=1

∞∑
k=1

e2πi[k(
µ+z
c )+lx]

kp+q−jls

∫ 1

0

e2πiy(k−l)dy

=

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj (z)
cj−1Aj

∞∑
k=1

e2πikx

kp+q+s−j

+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)j

Aj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ z

c

) ∞∑
k=1

e2πi[k(
µ+z
c

+x)]

kp+q+s−j

=

p∑
j=0

(
p+ q − j − 1

q − 1

)
Bj (z)
cj−1Aj

L(p+ q + s− j;x)

+

q∑
j=0

(
p+ q − j − 1

p− 1

)
(−1)j

Aj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ z

c

)
L(p+ q + s− j; µ+ z

c
+ x)

elde edilir. Bu ispatı tamamlar. �

Teorem 3.4. Tekil noktaları hariç her u, v, r, c ∈ N için

T (r, u, v; z,−x, 0; c)− (−1)r+u+vT (r, u, v;−z, x, 0; c)

= (−1)uC(u, v, r;x, z; c)− (−1)u+vD(r, v, u; z, x; c) (3.8)

dir. Burada C(u, v, r;x, z; c) ve D(r, v, u; z, x; c), sırasıyla (3.4) ve (3.7)’de tanımlandığı

gibidir.

İspat (3.3) ifadesinde (p, q, s)→ (u, v, r) dönüşümü yapılır ve (−1)u ile çarpılırsa

(−1)u

cu+v
T (u, v, r; cx, 0, z; 1) + T (r, u, v; z,−x, 0; c) + (−1)u+vT (r, v, u; z, 0, x; c)

+ (−1)u
∞∑
m=0

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(n+m)z]

(mc+ j)u (nc− j)v(n+m)r

= (−1)uC(u, v, r;x, z; c) (3.9)

ve (3.6) ifadesinde (p, q, s)→ (r, v, u) dönüşümü yapılır ve (−1)u+v ile çarpılırsa

(−1)u

cu+v
T (u, v, r; cx, 0, z; 1) + (−1)r+u+vT (r, u, v;−z, x, 0; c)

+ (−1)u+vT (r, v, u; z, 0, x; c) + (−1)u
∞∑
m=0

∞∑
n=0

c−1∑
j=1

e2πi[(mc+j)x+(n+m)z]

(mc+ j)u (nc− j)v(n+m)r

= (−1)u+vD(r, v, u;x, z; c) (3.10)

16
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ifadeleri elde edilir. (3.9) ve (3.10) taraf tarafa birbirinden çıkartılırsa

T (r, u, v; z,−x, 0; c)− (−1)r+u+vT (r, u, v;−z, x, 0; c)

= (−1)uC(u, v, r;x, z; c)− (−1)u+vD(r, v, u; z, x; c)

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Lemma 3.5. p, q, c ∈ N ve p, q ≥ 2 için T (p, 0, q;x, y, 0; c) fonksiyonu

T (p, 0, q;x, y, 0; c) + T (q, 0, p;x, cx− y, 0; c)

=
1

cp+q

c∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx − L(p+ q;x)

(p ve q ya göre) yansıma formülünü sağlar.

İspat

T (p, 0, q;x, y, 0; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πimxe2πiny

mp(nc+m)q

ifadesinde m = l′ ve nc +m = k′ dönüşümleri yapılırsa 0 < nc = k′ − l′ olacağından

k′ = kc+ j ve l′ = lc+ j formunda yazılır ve n = k − l olur. Benzer şekilde

T (q, 0, p;x, cx− y, 0; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

e2πimxe2πin(cx−y)

mq(nc+m)p

ifadesinde m = k′ ve nc +m = l′ dönüşümleri yapılırsa 0 < nc = l′ − k′ olacağından

k′ = kc+ j ve l′ = lc+ j formunda yazılır ve n = l − k olur. Buradan

T (p, 0, q;x, y, 0; c) + T (q, 0, p;x, cx− y, 0; c)

=
c∑
j=1

[∑∑
k>l≥0

e2πix(lc+j)e2πiy(k−l)

(lc+ j)p(kc+ j)q
+
∑∑
l>k≥0

e2πix(kc+j)e2πi(cx−y)(l−k)

(lc+ j)p(kc+ j)q

]

=
c∑
j=1

[∑∑
k>l≥0

e2πil(cx−y)e2πiky

(lc+ j)p(kc+ j)q
e2πijx +

∑∑
l>k≥0

e2πil(cx−y)e2πiky

(lc+ j)p(kc+ j)q
e2πijx

]

elde edilir. Bu ifadeye
c∑
j=1

∞∑
k=l=0

e2πil(cx−y)e2πiky

(lc+ j)p(kc+ j)q
e2πijx

ifadesi eklenip çıkartılırsa

T (p, 0, q;x, y, 0; c) + T (p, 0, q;x, cx− y, 0; c)

17
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=
c∑
j=1

[
∞∑
k=0

∞∑
l=0

e2πil(cx−y)e2πiky

(lc+ j)p(kc+ j)q
e2πijx −

∞∑
k=0

e2πix(kc+j)

(kc+ j)p+q

]

=
1

cp+q

c∑
j=1

∞∑
k=0

e2πiky

(k + j/c)q

∞∑
l=0

e2πil(cx−y)

(l + j/c)p
e2πijx −

c∑
j=1

∞∑
k=0

e2πix(kc+j)

(kc+ j)p+q

elde edilir.
∑c

j=1

∑∞
k=0

e2πix(kc+j)

(kc+j)p+q
ifadesinde m = kc+ j dönüşümü yapılırsa

T (p, 0, q;x, y, 0; c) + T (p, 0, q;x, cx− y, 0; c)

=
1

cp+q

c∑
j=1

∞∑
k=0

e2πiky

(k + j/c)q

∞∑
l=0

e2πil(cx−y)

(l + j/c)p
e2πijx −

∞∑
m=1

e2πixm

mp+q

=
1

cp+q

c∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx − L(p+ q;x)

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Özel halde,

T (p, 0, q; 0, 0, 0; c) + T (q, 0, p; 0, 0, 0; c) =
1

cp+q

c∑
j=1

ζ(p; j/c)ζ(q; j/c)− ζ(p+ q),

T (p, 0, q; 0, 1/2, 0; c) + T (q, 0, p; 0, 1/2, 0; c) =
1

cp+q

c∑
j=1

η(p; j/c)η(q; j/c)− ζ(p+ q),

T (p, 0, p; 0, 0, 0; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

mp(nc+m)p
=

1

2cp+q

c∑
j=1

ζ(p; j/c)ζ(p; j/c)− ζ(2p),

T (p, 0, p; 0, 1/2, 0; c) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)n

mp(nc+m)p
=

1

2cp+q

c∑
j=1

η(p; j/c)η(p; j/c)− ζ(2p)

olduğu görülür.

Önerme 3.6. c ∈ N ve p, q ∈ N\ {1} için

cp+q
{
T (p, 0, q;x, y, 0; c)− (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c)

}
=

c−1∑
j=1

e2πijxL(p; j/c; cx− y)
{
L(q; j/c; y) + (−1)qL(q; 1− j/c;−y)e−2πiy

}
+ L(p; cx− y) {L(q; y) + (−1)qL(q;−y)}

− cp+qL(p+ q;x)− (−1)qcp+qC(p, q, 0;x,−y; c) (3.11)

dir.
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İspat (3.3)’de s = 0 ve z = −y alınır ve (−1)q ile çarpılırsa ifade

(−1)qC(p, q, 0;x,−y; c)− (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c)− T (q, 0, p;x, cx− y, 0; c)

=
(−1)q

cp+q
L(p; cx− y)L(q;−y) + (−1)q

c−1∑
j=1

∞∑
m=0

e2πim(cx−y)

(mc+ j)p

∞∑
n=0

e−2πi(n+1)y

[(n+ 1)c− j]q
e2πijx

=
(−1)q

cp+q
L(p; cx− y)L(q;−y) + (−1)q

cp+q

c−1∑
j=1

∞∑
m=0

e2πim(cx−y)

(m+ j/c)p

∞∑
n=0

e−2πinye2πijx

[n+ (1− j/c)]q
e−2πiy

=
(−1)q

cp+q
L(p; cx− y)L(q;−y)

+
(−1)q

cp+q

c−1∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; 1− j/c;−y)e2πijxe−2πiy

şeklini alır. T (q, 0, p;x, cx−y, 0; c) fonksiyonu Lemma 3.5’de yalnız bırakılıp yukarıdaki

ifadede yerine yazılırsa

(−1)qC(p, q, 0;x,−y; c)

= (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c) + T (p, 0, q;x, y, 0; c)− L(p+ q;x)

+
1

cp+q

c∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx + (−1)q

cp+q
L(p; cx− y)L(q;−y)

+
(−1)q

cp+q

c−1∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; 1− j/c;−y)e2πijxe−2πiy

elde edilir. Burada
∑c

j=1 L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx ifadesi
c∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx

=
c−1∑
j=1

L(p; j/c; cx− y)L(q; j/c; y)e2πijx + L(p; cx− y)L(q; y)

şeklinde tekrar yazılırsa

(−1)qC(p, q, 0;x,−y; c)

= (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c) + T (p, 0, q;x, y, 0; c)

+
1

cp+q

c−1∑
j=1

e2πijxL(p; j/c; cx− y)
{
L(q; j/c; y)− (−1)qL(q; 1− j/c;−y)e−2πiy

}
+

1

cp+q
L(p; cx− y) {L(q; y) + (−1)qL(q;−y)} − L(p+ q;x)

elde edilir. Bulunan ifade cp+q ile çarpılır ve düzenlenirse ispat tamamlanır. �
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Lemma 3.7. q ≥ 1, r ≥ 2 tamsayılar ve x, z ∈ R olsun. q = 1 iken z /∈ Z olmak üzere

(−1)q

cAq

c−1∑
µ=0

Bq
(
µ+ z

c

)
L

(
r;
µ+ z

c
+ x

)

=
1

cq+r

c−1∑
l=1

{
L(q; l/c;−z)− (−1)qL(q; 1− l/c; z)e2πiz

}
L(p; l/c; cx+ z)e2πilx

+
1

cq+r
{L(q;−z) + (−1)qL(q; z)}L(r; cx+ z) (3.12)

dir.

İspat (1) (2.1) ve L(p, x) açılımından

1

cAq

c−1∑
µ=0

Bq
(
µ+ z

c

)
L

(
r;
µ+ z

c
+ x

)
=

1

c

c−1∑
µ=0

∑
n6=0

e2πin(
µ+z
c )

nq

∞∑
m=1

e2πim(
µ+z
c

+x)

mr

=
1

c

∑
n6=0

∞∑
m=1

e2πi(m+n) z
c e2πimx

nqmr

c−1∑
µ=0

e2πi(m+n)µ
c

olur.
c−1∑
µ=0

e2πin
µ
c =

 c, c | n

0, c - n

olduğundan ifadenin sağ tarafı (RHS)

RHS =
∑
n6=0

∞∑
m=1

c-n,c-m
c|(m+n)

e2πi(m+n) z
c e2πimx

nqmr
+
∞∑
n6=0

∞∑
m=1

c|n, c|m

e2πi(m+n) z
c e2πimx

nqmr

şeklinde tekrar yazılabilir. Burada c - n, c - m ve c| (m+ n) koşulu için m = mc + l ve

n = nc− l dönüşümleri, c|n ve c|m koşulu içinm = mc ve n = nc dönüşümleri yapılırsa

RHS =
∑
n6=0

∞∑
m=0

c−1∑
l=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc− l)q(mc+ l)r
e2πilx +

∑
n 6=0

∞∑
m=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r

olur. Şimdi
∑

n6=0 toplamı
∑∞

n=1+
∑−1

n=−∞ şeklinde yazılır ve
∑−1

n=−∞ toplamında n

yerine −n alınırsa

RHS

=
∞∑
n=1

∞∑
m=0

c−1∑
l=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc− l)q(mc+ l)r
e2πilx + (−1)q

∞∑
n=0

∞∑
m=0

c−1∑
l=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc+ l)q(mc+ l)r
e2πilx
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+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r
+ (−1)q

∞∑
n=1

∞∑
m=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r

elde edilir. (−1)q
∑∞

n=0

∑∞
m=0

∑c−1
l=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc+l)q(mc+l)r
e2πilx ifadesinin l = c deki değeri

eklenip çıkartılırsa

RHS

=
∞∑
n=1

∞∑
m=0

c−1∑
l=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc− l)q(mc+ l)r
e2πilx + (−1)q

∞∑
n=0

∞∑
m=0

c∑
l=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc+ l)q(mc+ l)r
e2πilx

− (−1)q
∞∑
n=0

∞∑
m=0

e−2πinze2πim(cx+z)

[(n+ 1)c]q [(m+ 1)c]r
e2πicx + (−1)q

∞∑
n=1

∞∑
m=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r

olur. 3. satırdaki seriler birbirine eşit olduğundan sadeleşir ve

RHS =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

c−1∑
l=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc− l)q(mc+ l)r
e2πilx

+ (−1)q
∞∑
n=0

∞∑
m=0

c∑
l=1

e−2πinze2πim(cx+z)

(nc+ l)q(mc+ l)r
e2πilx +

∞∑
n=1

∞∑
m=1

e2πinze2πim(cx+z)

(nc)q(mc)r

elde edilir. Buradan

RHS =
1

cq+r

c−1∑
l=1

∞∑
n=0

e2πinz

(n+ 1− l
c
)q

∞∑
m=0

e2πim(cx+z)

(m+ l
c
)r
e2πi(lx+z)

+
(−1)q

cq+r

c∑
l=1

∞∑
n=0

e−2πinz

(n+ l
c
)q

∞∑
m=0

e2πim(cx+z)

(m+ l
c
)r
e2πilx +

1

cq+r

∞∑
n=1

e2πinz

nq

∞∑
m=1

e2πim(cx+z)

mr

=
1

cq+r

{
c−1∑
l=1

L(q; 1− l/c; z)L(r; l/c; cx+ z)e2πi(lx+z) + L(q; z)L(r; cx+ z)

}

+
(−1)q

cq+r

{
c−1∑
l=1

L(q; l/c;−z)L(r; l/c; cx+ z)e2πilx + L(q;−z)L(r; cx+ z)

}

=
(−1)q

cq+r

c−1∑
l=1

{
L(q; l/c;−z) + (−1)qL(q; 1− l/c; z)e2πiz

}
L(r; l/c; cx+ z)e2πilx

+
(−1)q

cq+r
{L(q;−z) + (−1)qL(q; z)}L(r; cx+ z)

olur ve ispat tamamlanır. �

İspat (2) (3.8)’de verilen ifadede s = 0 ve z = −y dönüşümleri yapılır ve ifade (−1)p

ile çarpılırsa

C(p, q, 0;x,−y; c)
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= (−1)pT (p, 0, q;−x,−y, 0; c)− (−1)qT (p, 0, q;x, y, 0; c) + (−1)qD(0, q, p;−y, x; c)

elde edilir. C(p, q, 0;x,−y; c) ifadesi (3.11)’de yerine yazılırsa

T (p, 0, q;x, y, 0; c)− (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c)

=
1

cp+q

c−1∑
l=1

e2πilxL(p; l/c; cx− y)
{
L(q; l/c; y)− (−1)qL(q; 1− l/c;−y)e−2πiy

}
+

1

cp+q
L(p; cx− y) {L(q; y) + (−1)qL(q;−y)} − L(p+ q;x)

− (−1)p+qT (p, 0, q;−x,−y, 0; c) + T (p, 0, q;x, y, 0; c)−D(0, q, p;−y, x; c)

elde edilir. İfade düzenlenirse

D(0, q, p;−y, x; c)

=
1

cp+q

c−1∑
l=1

e2πilxL(p; l/c; cx− y)
{
L(q; l/c; y)− (−1)qL(q; 1− l/c;−y)e−2πiy

}
+

1

cp+q
L(p; cx− y) {L(q; y) + (−1)qL(q;−y)} − L(p+ q;x)

olur. Ayrıca

lim
s→0

(
q − j + s− 1

s− 1

)
=

 1, j = q,

0, j < q,

olduğu gözönüne alınarak, (3.7)’den

D(0, q, p;−y, x; c) = (−1)q

cAq

c−1∑
µ=0

Bq
(
µ− y
c

)
L

(
p;
µ− y
c

+ x

)
− L(p+ q;x)

olur. Bulunan iki ifade birbirine eşitlenir, z → −y ve p → r dönüşümleri yapılırsa ispat

tamamlanır. �

3.1. Özel Durumlar

r, u, v ∈ N ve r + u+ v tek ise (3.8)’den

T (r, u, v; z,−x, 0; c) + T (r, u, v;−z, x, 0; c)

= (−1)uC(u, v, r;x, z; c) + (−1)rD(r, v, u; z, x; c)

22



BULGULAR VE TARTIŞMA E. ÇAY

olduğu görülür. (z, x) = (0, 0) , (z, x) = (1/2, 0) , (z, x) = (0, 1/2) ve (z, x) = (1/2, 1/2)

için T (r, u, v; z,−x, 0; c) = T (r, u, v;−z, x, 0; c)’dir. T (r, u, v; z,−x, 0; c) serisi, bu özel

durumlarda,

2T (r, u, v; z,−x, 0; c) = (−1)uC(u, v, r;x, z; c) + (−1)rD(r, v, u; z, x; c) (3.13)

şeklinde hesaplanabilir. Bu x = z = 0 ve c = 1 için Huard vd. tarafından verilen (1.2)

ifadesine dönüşür.

Bu bölümde yukarıda bahsi geçen durumlarda T (r, u, v; z,−x, 0; c) serisinin zeta de-

ğerleri cinsinden ifadeleri verilecektir.

3.1.1. T(r, u, v; 0, 0, 0; c) serisinin hesabı

r + u+ v tek ise (3.13)’den

2(−1)uT (r, u, v; 0, 0, 0; c)

= 2

maks(u
2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)ζ(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

+ 2(−1)r+u
r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cr−2j

+ (−1)u+rcr−1
(
r + v − 1

r − 1

) c−1∑
µ=0

L
(
r + u+ v;

µ

c

)
+

(−1)u+rcr−1

2πi

(
r + v − 2

r − 1

) c−1∑
µ=1

B1
(µ
c

)
L
(
r + u+ v − 1;

µ

c

)
+ (−1)u+rcr

v∑
j=2

(
r + v − j − 1

r − 1

)
(−1)j

cAj

c−1∑
µ=0

Bj
(µ
c

)
L
(
r + u+ v − j; µ

c

)

olur. Burada (ve bundan sonra)
α∑
j=0

=
∑

0≤j≤α
=
bαc∑
j=0

, 0 ≤ α ∈ R, anlamında kullanılmakta-

dır. Son ifade (3.12) ile açılırsa

2T (r, u, v; 0, 0, 0; c)

= 2(−1)u
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)ζ(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

+ (−1)r2
r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cr−2j
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+
2(−1)r

cu+v

v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(r + u+ v − 2j)

+
cr−1(−1)r

2πi

(
r + v − 2

r − 1

) c−1∑
µ=1

B1
(µ
c

)
L
(
r + u+ v − 1;

µ

c

)
+

(−1)r

cu+v

v∑
j=2

(
r + v − j − 1

r − 1

)

×
c−1∑
l=1

ζ(r + u+ v − j; l/c)
[
ζ (j; l/c)− (−1)jζ (j; 1− l/c)

]
olur. İfade düzenlenirse,

(−1)rcu+vT (r, u, v; 0, 0, 0; c)

= (−1)v
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)ζ(u+ v + r − 2j)c2j

+

r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cu+v+r−2j

+

v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
ζ(2j)ζ(r + u+ v − 2j)

+
1

2

v∑
j=2

(
r + v − j − 1

r − 1

) c−1∑
l=1

ζ(r + u+ v − j; l/c)
[
ζ(j; l/c)− (−1)jζ(j; 1− l/c)

]
+
cu+v+r−1

4πi

(
r + v − 2

r − 1

) c−1∑
µ=1

B1
(µ
c

)
L
(
r + u+ v − 1;

µ

c

)
(3.14)

elde edilir.

Ayrıca, r tek iken (3.13)’den

2T (r, r, r; 0, 0, 0; c) = −2
(r−1)/2∑
j=0

(
2r − 2j − 1

r − 1

)
ζ (2j) ζ(3r − 2j)

(
2

c2r−2j
+ cr−2j

)

− cr−1
(r−1)/2∑
j=0

(
2r − 2j − 1

r − 1

)
(−1)j

Aj

c−1∑
µ=0

Bj
(µ
c

)
L
(
3r − j; µ

c

)
olduğu görülür. Dikkat edilirse, bu ifade c = 1 için (1.3)’e dönüşür.

(3.14) yardımıyla r+ u+ v tek iken T (r, u, v; 0, 0, 0; c) serisinin bazı özel değerlerini

verelim.

Örnek 3.8. r = 1, u = v = 3 ve c = 3 için (3.14)’den

− 36T (1, 3, 3; 0, 0, 0; 3)
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= −
∑

0≤j<3/2

[(
5− 2j

2

)
+

(
5− 2j

2

)]
ζ (2j) ζ (7− 2j) 32j

+
∑

0≤j<1/2

(
3− 2j

0

)
ζ (2j) ζ (7− 2j) 37−2j

+
∑

0≤j<3/2

(
3− 2j

0

)
ζ (2j) ζ (7− 2j)

+
36

4πi

(
2

0

) 2∑
µ=1

B1
(µ
3

)
L (6;µ/3)

+
1

2

3∑
j=2

(
3− j
0

) 2∑
l=1

ζ(7− j; l/3)
[
ζ(j; l/3)− (−1)jζ(j; 1− l/3)

]
olur. Buradan

T (1, 3, 3; 0, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

mn3(3m+ n)3

=
1084

729
ζ (7) +

53π2

4356
ζ (5) +

L(6; 1/3)− L(6; 2/3)
24πi

− 1

1458
{[ζ (2; 1/3)− ζ (2; 2/3)] [ζ (5; 1/3)− ζ (5; 2/3)]

+ [ζ (3; 1/3) + ζ (3; 2/3)] [ζ (4; 1/3) + ζ (4; 2/3)]}

bulunur.

Örnek 3.9. r = 1, u = v = 2 ve c = 3 için (3.14)’den

− 34T (1, 2, 2; 0, 0, 0; 3)

=
1∑
j=0

[(
3− 2j

1

)
+

(
3− 2j

1

)]
ζ (2j) ζ (5− 2j) 32j

+
∑

0≤j<1/2

(
2− 2j

0

)
ζ (2j) ζ (5− 2j) 35−2j

+
1∑
j=0

(
2− 2j

0

)
ζ (2j) ζ (5− 2j)

+
34

4πi

(
1

0

) 2∑
µ=1

B1
(µ
3

)
L (4;µ/3)

+
1

2

2∑
j=2

(
2− j
0

) 2∑
l=1

ζ(5− j; l/3)
[
ζ(j; l/3)− (−1)jζ(j; 1− l/3)

]
olur. Buradan

T (1, 2, 2; 0, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

mn2(3m+ n)2
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=
125

81
ζ (5)− 19π2

486
ζ (3) +

L(4; 1/3)− L(4; 2/3)
24πi

− 1

162
[ζ (2; 1/3) + ζ (2; 2/3)] [ζ (3; 1/3) + ζ (3; 2/3)]

bulunur.

3.1.2. T(r, u, v; 1/2, 0, 0; c) serisinin hesabı

r + u+ v tek ise (3.13)’den

2T (r, u, v; 1/2, 0, 0; c)

= (−1)cC(u, v, r; 0, 1/2; c)− (−1)u+vD(r, v, u; 1/2, 0; c)

= (−1)u
u∑
j=0

(
u+ v − j − 1

v − 1

)
Bj(0)L(u+ v + r − j; 1/2)

cu+v−jAj

+ (−1)u
v∑
j=0

(
u+ v − j − 1

u− 1

)
(−1)jBj(0)L(u+ v + r − j; 1/2)

cu+v−jAj

− (−1)u+v
r∑
j=0

(
r + v − j − 1

r − 1

)
cr−j

Aj
Bj(1/2)L(r + u+ v − j; 0)

+ (−1)u+vcr−1
v∑
j=0

(
r + v − j − 1

r − 1

)
(−1)j

Aj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ 1

2

c

)
L

(
r + u+ v − j;

µ+ 1
2

c

)

= −2(−1)u
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)η(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

+ (−1)r
−2

r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cr−2j

+cr−1
(
r + v − 1

r − 1

) c−1∑
µ=0

L

(
r + u+ v;

µ+ 1/2

c

)

+cr
v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

)
(−1)j

cAj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ 1/2

c

)
L

(
r + u+ v − j; µ+ 1/2

c

)}
olur. Son ifade (3.12) ile açılırsa

2T (r, u, v; 1/2, 0, 0; c)

= −2(−1)u
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)η(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

− (−1)r2
r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cr−2j
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+
2(−1)r

cu+v

v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)

+
(−1)r

cu+v

v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

)

×
c−1∑
l=1

η(r + u+ v − j; l/c)
[
η (j; l/c)− (−1)jη (j; 1− l/c)

]
olur. Şimdi tüm ifade düzenlenir ve (−1)rcu+v

2
ile çarpılırsa

(−1)rcu+vT (r, u, v; 1/2, 0, 0; c)

= (−1)v
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
ζ(2j)η(u+ v + r − 2j)c2j

−
r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)ζ(r + u+ v − 2j)cu+v+r−2j

+

v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)

+
1

2

v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

) c−1∑
l=1

η(r + u+ v − j; l/c)
[
η(j; l/c)− (−1)jη(j; 1− l/c)

]
(3.15)

elde edilir.

(3.15) yardımıyla r+u+v tek iken T (r, u, v; 1/2, 0, 0; c) serisinin bazı özel değerlerini

verelim.

Örnek 3.10. r = u = v = 1 ve c = 2 için (3.15)’den

−4T (1, 1, 1; 1/2, 0, 0; 2) = −
∑

0≤j≤1/2

2ζ(2j)ζ(3− 2j)22j −
∑

0≤j≤1/2

η(2j)ζ(3− 2j)23−2j

+
∑

0≤j≤1/2

η(2j)η(3− 2j) +
1

2
η(2; 1/2) {η(1; 1/2) + η(1; 1/2)}

= −2ζ(0)ζ(3)− η(0)ζ(3)23 + η(0)η(3) + 2η(2; 1/2)η(1; 1/2)

= −η(3)− 4ζ(3) +
1

2
η(3) + 2η(2; 1/2)η(1; 1/2)

olur. Buradan

T (1, 1, 1; 1/2, 0, 0; 2) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m

mn(2m+ n)
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= ζ(3)− 3

8
η(3)− 1

2
η(2; 1/2)η(1; 1/2)

bulunur.

Örnek 3.11. r = u = 3, v = 1 ve c = 2 için (3.15)’den

− 24T (3, 3, 1; 1/2, 0, 0; 2)

= −
∑

0≤j≤3/2

{
1 +

(
3− 2j

2

)}
ζ(2j)ζ(7− 2j)22j −

∑
0≤j≤3/2

η(2j)ζ(7− 2j)27−2j

+
∑

0≤j≤1/2

(
3− 2j

2

)
η(2j)η(7− 2j)

=
7

2
η(7)− 26ζ(7)− 2π2

3
η(5)− 23π2

3
ζ(5)

olur. Buradan

T (3, 3, 1; 1/2, 0, 0; 2) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m

m3n3(2m+ n)

= 4ζ(7)− 7

32
η(7) +

π2

24
η(5) +

π2

6
ζ(5)

bulunur.

Örnek 3.12. r = 4, u = 2, v = 1 ve c = 3 için (3.15)’den

33T (4, 2, 1; 1/2, 0, 0; 3) = −
1∑
j=0

{
1 +

(
2− 2j

1

)}
ζ(2j)η(7− 2j)32j

−
2∑
j=0

η(2j)ζ(7− 2j)37−2j +
∑

0≤j≤1/2

(
4− 2j

3

)
η(2j)η(7− 2j)

+
1

2

2∑
l=1

η(6; l/3) {η(1; l/3) + η(1; 1− l/3)}

= − [3ζ(0)η(7) + 9η(2)ζ(5)]

−
[
37η(0)ζ(7) + 35η(2)ζ(5) + 33η(4)ζ(3)

]
+ 4η(0)η(7)

+
1

2
[η(6; l/3) + η(6; 2/3)] [η(1; 1/3) + η(1; 2/3)]

= −2187

2
ζ(7) +

7

2
η(7)− 81π2

4
ζ(5)− 3π2

2
η(5)− 7π4

80
ζ(3)

+
1

2
[η(6; l/3) + η(6; 2/3)] [η(1; 1/3) + η(1; 2/3)]
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olur. Buradan

T (4, 2, 1; 1/2, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m

m4n2(3m+ n)

=
7

54
η(7)− 81

2
ζ(7)− 3π2

4
ζ(5)− π2

18
η(5)− 7π4

2160
ζ(3)

+
1

2
[η(6; 1/3) + η(6; 2/3)] [η(1; 1/3) + η(1; 2/3)]

bulunur.

3.1.3. T(r, u, v; 1/2, 1/2, 0; c) serisinin hesabı

r + u+ v tek ise (3.13)’den

2T (r, u, v; 1/2, 1/2, 0; c)

= (−1)uC(u, v, r; 0, 1/2; c)− (−1)u+vD(r, v, u; 1/2, 1/2; c)

= (−1)u
[

u∑
j=0

(
u+ v − j − 1

v − 1

)
Bj(1/2)L(u+ v + r − j; 1/2)

cu+v−jAj

+
v∑
j=0

(
u+ v − j − 1

u− 1

)
(−1)jBj(1/2)L(u+ v + r − j; 1/2)

cu+v−jAj

]

− (−1)u+v
[

r∑
j=0

(
r + v − j − 1

r − 1

)
cr−j

Aj
Bj(1/2)L(r + u+ v − j; 1/2)

+cr−1
v∑
j=0

(
r + v − j − 1

r − 1

)
(−1)j

Aj

×
c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ 1/2

c

)
L

(
r + u+ v − j; µ+ 1/2

c

)]

= 2(−1)u
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
η(2j)η(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

+ (−1)r
2

r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)cr−2j

+cr−1
(
r + v − 1

r − 1

) c−1∑
µ=0

L

(
r + u+ v;

µ+ 1/2

c

)

+cr
v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

)
(−1)j

cAj

c−1∑
µ=0

Bj
(
µ+ 1/2

c

)
L

(
r + u+ v − j; µ+ 1/2

c

)}
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elde edilir. Son ifade (3.12) ile açılırsa

2(−1)u
maks(u

2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
η(2j)η(u+ v + r − 2j)

cu+v−2j

+ (−1)r
2

r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)cr−2j

+
2

cu+v

v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)

+
1

cu+v

v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

) c−1∑
l=1

η(r + u+ v − j; l/c)
[
η(j; l/c)− (−1)jη(j; 1− l/c)

]}

olur. Bulunan ifade (−1)rcu+v
2

ile çarpılırsa

(−1)ucu+vT (r, u, v; 1/2, 1/2, 0; c)

=

maks(u
2
, v
2
)∑

j=0

[(
u+ v − 2j − 1

v − 1

)
+

(
u+ v − 2j − 1

u− 1

)]
η(2j)η(u+ v + r − 2j)c2j

+ (−1)u+r
r/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)cu+v+r−2j

+ (−1)u+r
v/2∑
j=0

(
r + v − 2j − 1

r − 1

)
η(2j)η(r + u+ v − 2j)

+ (−1)u+r 1
2

v∑
j=1

(
r + v − j − 1

r − 1

)

×
c−1∑
l=1

η(r + u+ v − j; l/c)
[
η(j; l/c)− (−1)jη(j; 1− l/c)

]
(3.16)

elde edilir.

(3.16) yardımıyla r+u+ v tek iken T (r, u, v; 1/2, 1/2, 0; c) serisinin bazı özel değer-

lerini verelim.

Örnek 3.13. r = u = v = 1 ve c = 2 için (3.16)’dan

− 4T (1, 1, 1; 1/2, 1/2, 0; 2)

= 2η(0)η(3) + η(0)η(3)23 + η(0)η(3) +
1

2
η(2; 1/2) {η(1; 1/2) + η(1; 1/2)}

olur. Buradan

T (1, 1, 1; 1/2, 1/2, 0; 2) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m+n

mn(2n+m)
= −11

8
η(3)− 1

4
η(2; 1/2)η(1; 1/2)
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bulunur.

Örnek 3.14. r = v = 2, u = 1 ve c = 3 için (3.16)’dan

33T (2, 1, 2; 1/2, 1/2, 0; 3)

= −
1∑
j=0

{(
2− 2j

1

)
+ 1

}
η(2j)η(5− 2j)32j +

1∑
j=0

(
3− 2j

1

)
η(2j)η(5− 2j)35−2j

+
1∑
j=0

(
3− 2j

1

)
η(2j)η(5− 2j)

+
1

2

2∑
j=1

(
3− j
1

) 2∑
l=1

η(5− j; l/3)
{
η(j; l/3)− (−1)jη(j; 1− l/3)

}
= 36η(0)η(5) + 19η(2)η(3) + [η(4; 1/3) + η(4; 2/3)] [η(1; 1/3) + η(1; 2/3)]

+
1

2
{η(3; 1/3) [η(2; 1/3)− η(2; 2/3)] + η(3; 2/3) [η(2; 2/3)− η(2; 1/3)]}

olur. Buradan

T (2, 1, 2; 1/2, 1/2, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m+n

m2n(3n+m)2

=
27

2
η(5) +

19π2

324
η(3) +

1

27
{η(4; 1/3) + η(4; 2/3)} {η(1; 1/3) + η(1; 2/3)}

+
1

54
{η(3; 1/3)− η(3; 2/3)} {η(2; 1/3)− η(2; 2/3)}

bulunur.

3.1.4. T(p, 0, q; 0, 0, 0; c) serisinin hesabı

p+ q tek ve p, q ≥ 2 tamsayıları için (3.11)’den

2T (p, 0, q; 0, 0, 0; c) =
1 + (−1)q

cp+q
ζ(p)ζ(q)− ζ(p+ q)− (−1)qC(p, q, 0; 0, 0; c)

+
1

cp+q

c−1∑
j=1

ζ(p; j/c) {ζ(q; j/c) + (−1)qζ(q; 1− j/c)} (3.17)

elde edilir. Burada

C(p, q, 0; 0, 0; c)

= 2

maks(p,q)/2∑
j=0

{(
p+ q − 2j − 1

p− 1

)
+

(
p+ q − 2j − 1

q − 1

)}
ζ(2j)ζ(p+ q − 2j)

cp+q−2j
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dir.

(3.17) yardımıyla T (p, 0, q; 0, 0, 0; c) serisinin p, q ≥ 2 ve p + q tek iken bazı özel

değerlerini verelim.

Örnek 3.15. p = 2, q = 5 ve c = 2 için (3.17)’den

2T (2, 0, 5; 0, 0, 0; 2) = −ζ(7) + 1

26

∑
0≤j≤5/2

{(
6− 2j

1

)
+

(
6− 2j

4

)}
ζ(2j)ζ(7− 2j)

27−2j

= −ζ(7) + 1

26

(
21

27
ζ(0)ζ(7) +

5

25
ζ(2)ζ(5) +

1

4
ζ(4)ζ(3)

)
olur. Buradan

T (2, 0, 5; 0, 0, 0; 2) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

m2(2n+m)5

= −16405

32768
ζ(7) +

5π2

28576
ζ(5) +

π4

92168
ζ(3)

bulunur.

Örnek 3.16. p = 3, q = 2 ve c = 3 için (3.17)’den

2T (3, 0, 2; 0, 0, 0; 3)

=
2

35
ζ(2)ζ(3)− ζ(5)− 2

35

∑
0≤j≤3/2

{(
4− 2j

2

)
+

(
4− 2j

1

)}
ζ(2j)ζ(5− 2j)

25−2j

+
1

35

2∑
j=1

ζ(3; j/3) {ζ(2; j/3) + ζ(2; 1− j/3)}

=
π2

729
ζ(3)− ζ(5)− 2

35

(
10

243
ζ(0)ζ(5) +

1

9
ζ(2)ζ(3)

)
+

1

243
{ζ(3; 1/3) [ζ(2; 1/3) + ζ(2; 2/3)] + ζ(3; 2/3) [ζ(2; 2/3) + ζ(2; 1/3)]}

olur. Buradan

T (3, 0, 2; 0, 0, 0; 3) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

m3(3n+m)2

= − 59039

118098
ζ(5)− 4π2

729
ζ(3) +

1

486
[ζ(3; 1/3) + ζ(3; 2/3)] [ζ(2; 1/3) + ζ(2; 2/3)]

bulunur.

Örnek 3.17. p = 4, q = 3 ve c = 4 için (3.17)’den

2T (4, 0, 3; 0, 0, 0; 4)
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= −ζ(7) + 2

47

2∑
j=0

{(
6− 2j

3

)
+

(
6− 2j

2

)}
ζ(2j)ζ(7− 2j)

47−2j

+
1

47

3∑
j=1

ζ(4; j/4) {ζ(3; j/4)− ζ(3; 1− j/4)}

= −ζ(7) + 2

{
35

47
ζ(0)ζ(7) +

10

45
ζ(2)ζ(5) +

1

43
ζ(4)ζ(3)

}
+

1

47
{ζ(4; 1/4) [ζ(3; 1/4)− ζ(3; 3/4)] + ζ(4; 3/4) [ζ(3; 3/4)− ζ(3; 1/4)]}

olur. Buradan

T (4, 0, 3; 0, 0, 0; 4) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

m4(4n+m)3

= −268435491

536870912
ζ(7) +

5π2

50331648
ζ(5) +

π4

94371840
ζ(3)

+
1

32768
[ζ(4; 1/4)− ζ(4; 3/4)] [ζ(3; 1/4)− ζ(3; 3/4)]

bulunur.

33



SONUÇ E. ÇAY

4. SONUÇ

Bu tez çalışmasında, Tornheim tipli bir seri tanımlandı ve bu seri için bazı fonksiyo-

nel eşitlikler elde edildi. Bu fonksiyonel eşitliklerin özel durumları Tornheim ve alterne

Tornheim serileri için literatürde bulunan sonuçların bir çoğunu verdiği gözlemlendi. Ay-

rıca, elde edilen fonksiyonel eşitliklerin uygulamaları olarak bazı sonsuz seriler için zeta

fonksiyonları cinsinden hesaplama formülleri verildi.
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