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ONSOZ

Bulanik i¢ operatorleri ve bulanik kapanig operatorleri bulanik kiime teorisinde,
cesitli alanlarda onemli uygulamalara sahiptir. Klasik anlamdaki topolojik uzay-
larda kapanig ve i¢ operatorlerinin birbirine denk oldugu ve topolojik uzay olus-
turmada esdeger bir yol oldugu bilinmektedir. Ancak bulanmik anlamdaki i¢ op-
eratorleri, kapanis operatorleri ve topolojik uzaylar da durum tamamen farklidir.
Bulanik anlamdaki bu kavramlar arasindaki iligkiler; dogruluk degerleri kiimesinin
ve bu kiimenin iizerindeki iglemin, yani kalanli 6rgii (residuated lattice) yapisinin
secimine bagl olarak degismektedir. Bu tez calismasinda amag; topolojik bulanik
i¢ ve kapanis operatorlerinden daha genel olan bulanik i¢ ve bulanik kapanisg oper-
atorlerini ele almak ve bu operatorlerin temel 6zelliklerini ve aralarindaki iligkileri
incelemek ve topolojik uzaylardaki bazi ozelliklerin topolojiden daha genel sistem-
lerde uygulamalarim1 vermektir. Yapilan calismanin bulanik kiime teorisi alaninda
calisan aragtirmacilar i¢in bulanik i¢ operatorii ve bulanik kapanis operatorii konu-

larinda yararl bir kaynak olusturacagi kanisindayim.

Bana bu konuda caligma sansi veren ve yardimlarini esirgemeyen danigmanim

Sayin Prof. Dr. Mustafa Demirci’ye tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

1.1. Calismanin Kapsami

Bulanik i¢ ve bulanik kapanis operatorleri bulanik kiime literatiiriinde ilk olarak bu-
lanik topolojik uzaylar gercevesinde Lowen (1976), Hohle ve Sostak (1999) tarafindan
sunulmustur. Bu operatorlere topolojik bulanik i¢ ve topolojik bulanik kapanis op-
eratorleri denecektir. Topolojik bulanik i¢ ve bulanik kapanis operatorlerinden daha
genel olarak bulanik i¢ ve bulamk kapang operatorleri Belohlavek (2001, 2002-a,

2002-b, 2003, 2004) tarafindan sunulmug ve temel 6zellikleri incelenmistir.

Bulanik kapanig operatorleri ve kapanig sistemleri, tam ¢rgii ve bulanik kiimeler

iizerinde Biacino ve Gerla (1996), Gerla (1999, 2001) tarafindan ¢aligilmigtir.

L-bulanik topolojik uzaylarda da L-bulanik i¢ operatorleri Hohle ve Sostak
(1999), L-bulanik i¢ operatérleri ve L-bulanik kapanig operatorleri Shi (2009) tarafin-

dan ¢alisilmistir. Ancak bu tezde bu anlamdaki operatorler ele alinmamisgtir.

Bu tez calismasinin kapsaminda L-bulanik i¢ ile L-bulanik kapanis operatorleri
disindaki bulanik i¢ ve bulanik kapanig operatorlerinin ele alinmasi ve bu operatorler
arasindaki iligkilerde bulanik mantiksal baz olarak kullanilan kalanl 6rgii yapisinin
nasil bir rol oynadigimin arastirilmasi bulunmaktadir. Ayrica bulanik i¢ ve bulanik
kapanig operatorlerinin; bulanik topoloji, bulanik i¢ sistemleri ve bulanik kapanig
istemleri ile ne gibi miinasebetlerin var oldugunu arastirmak da tezin kapsaminda

bulunmaktadair.

1.2. Kalanh Orgiiler

Bu boliimde bulanik mantiktaki dogruluk degerleri yapisi olan kalanh orgiiler ve
temel ozellikleri incelenecektir. Bu yapi klasik mantiktaki iki degerlikli dogruluk
yapisinin bulanik mantiktaki karsiligi olacaktir. Klasik mantik bundan sonra 2 ile

gosterilecektir.



Tamim 1.1 L # & bir kiime olmak tizere (L, <) kismi siraly bir kiime olsun. Ya,b €
Li¢gin aNb=Inf{a,b} veaV b= Sup{a,b} varsa (L,<,A\,V) yapisina bir érgii
(lattice) denir. Eger VA C L i¢in NA = Inf (A) ve VA = Sup (A) var ise (L, <)
ikilisine bir tam orgii (complete lattice) denir. (L,<) tam odrgisiinde, en kicik
eleman 0 ve en biyik eleman 1 ile gosterilir (Hohle ve Sostak 1999, Klement vd
2000, Belohlavek 2002-b).

Tamim 1.2 Asagdaki 6zellikleri saglayan bir L = (L, A\, V,®,—,0,1) yapisina bir
tam kalanh (residuated) orgii denir (Hohle 1995, Belohlavek 2002-b):

(i) (L, <,A\,V,0,1) bir tam érgidir.

(i) (L, ®) degismeli monoiddir; yani, ® degigme, birlesme veVx € L i¢in t1®@1 =

x ozelliklerini saglar.

(#1) Bitigiklik(Adjointness) ozelligini saglar; yani, Yx,y, z € L ig¢in

(AD) z@y<z<sx<y—zdr

Yukarida gegen ® ve — iglemleri sirasiyla garpim ve kalan (residuum) iglemleri,
(®,—) ikilisi de bitisik (adjoint) ¢ift olarak adlandirihr. — iglemi (AD) ozelligi ile

tek tiirlii olarak belirlidir.

Ornek 1.3 (Belohlavek 2002-b) L = [0,1] C R kiimesi iizerinde dogal siralama géz
oniine alinirsa a A b = min (a,b) ve a V b = max (a,b) olmak uzere (L, <,A\,V,0,1)
bir tam orgidir. Bu orgi yamswla asagidaki islem ¢iftlerinin her birt ile L =

(L,\,V,®,—,0,1) bir tam kalanl érgi yapist olusturur: Ya,b € L i¢in;

(i)a®@b=max(a+b—1,0),a = b=min (1 —a+b,1) (Lukasiewicz yapisi)

1 <b
(ii)a@b:min(a,b),aﬁb:{b a;b (Gaodel yapisi)
1 <
(1ii) a ®b=a.b,a — b= {Q Z;Z (Carpimsal yapr)
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Onerme 1.4 (Héhle 1995, Belohlavek 2002-b) Asagdaki ozellikler herhangi L =
(L,\,V,®,—,0,1) tam kalanl érgiisinde gegerlidir: Vz,y,z € L i¢in;

(Je@@—y) <y, y<z—(2®y), < (@—y) >y
(i) <y < z—-y=1

(iii) v =1, t—1=1, 0 —-az=1

(iv)l -x=2, t®0=0

(vi) xRy <z, z<y—zx

(vit) t @y <z Ay

(viii) (3 ©y) = 2 =5 (y = 2) =y — (5 — 2)

(iz) (x = y) ® (y = 2) < (z— 2)

(x)r —-y=V{zeL:z®z<y}

(i) r@y=N{zeLl:x<y—z}

Onerme 1.5 (Hohle 1995, Belohlavek 2002-b) Her L = (L,A,V,®,—,0,1) tam

kalanly orgii yamsinda asagrdakiler dogrudur: Yx,y, x1, e, y1,y2 € L i¢in,
() <=1y TR
(W) yp o= =y ST — Yo

(tii) 11 < xg => 29 Yy <1 — Y

Onerme 1.6 (Hohle 1995, Belohlavek 2002-b) L = (L,A,V,®,—,0,1) bir tam
kalanly 6rgi olsun. Asagidakiler Vx,y € L ve V{x;:i €1} ,{y;:i €1} C L igin

saglanar:



e (yu) =y @on)
(i) e = () = = w
i) (o) = v = o=
o (pu) < peow
0 e <o = (yu)
(vi) V (x; = y) < <ié\1$i) -y

Tanum 1.7 (Héhle 1995, Belohlavek 2002-b) L = (L, A, V,®,—,0, 1) bir tam kalanl

orgii olsun. L idizerinde

—a=a—0, Ya €L

geklinde tanyimly — : L — L iglemine degilleme (negation) denir. Burada kalan ve
degilleme islemleri siraswyla, klastk mantiktak: gerektirme ve degil alma iglemlerinin

cok degerli mantiga genellestirmeleridir.

Eger Va € L i¢in

a=--a=(a—0)—0

ise L yapise ¢ift degilleme kuraline saglar denir.

L tzerinde Va,b € L i¢in allb = = (= (a) ® = (b)) ile belirlenen L islemine & 'nin

duali denir.



Tamim 1.8 (Belohlavek 2001, 2002-a, 2004) L = (L, \,V,®,—,0,1) bir tam kalanh

orgii olsun. K C L bog olmayan alt kiimesi

Va,b€ Ligin; (a€ Kvea<b)=be K

gerektirmesini saglarsa K 'ya bir <-filtre denir. Ya € L i¢in a < 1 oldugundan
1 € K olur. EgerVa,b € K i¢cina®b € K ise K <-filtresine bir filtre denir. Bundan

sonra aksi belirtilmedigi siirece K, bir <-filtresini gosterecektir.

Onerme 1.9 Her L = (L,A\,V,®,—,0,1) tam kalanl 6rgi yapsinda asagidakiler
dogrudur (Héhle 1995, Héhle ve Sostak 1999, Belohlavek 2002-b) :

(i)-0=1, -1=0
(i) r ® —x =0
(iii) © < =—x, —x=-—x

(v) x <y= -y <
= () = w0

(vi) = '/\Ixi) > V. (—x;). Eger L ¢ift degilleme kuraliny saglarsa esitlik elde
S S

edilir.

(vit) L ¢ift degilleme kuralina saglarsa — (x Uy) = (= (2) @ = (y)) ve ~ (z @ y) =
(= (z) U= (y)) olur.

(viti) (Voi, 22, 91,2 € L) [((21 < 22) ve (y1 < y2)) = (w1 Uy < 22 U yp)]



1.3. Bulanik Kiimeler Kurami

Bu boliimde bulanik kiime ve bulanik kapsama kavramlar: tanitilip temel 6zellikleri
incelenecektir. Bundan sonraki boltimlerde dogruluk degerleri yapisi olarak L =

(L,A\,V,®,—,0,1) tam kalanh 6rgii yapis1 baz alinacaktir.

Tamim 1.10 (Goguen 1967) X # @& herhangi bir kiime ve L # @ bir érgi olmak
tizere f : X — L fonksiyonuna X ’in bir L-bulamik kiimesi denir ve X ’in tim L-

bulanak kiimelerinin ailesi L ile gésterilir.

Va € Ligin f: X — L, f(z) = a, Vo € X, sabit dontisimi a.1x ile gosterilir.

Ozel olarak 0.1x = 15 ve 1.1y = 1y ile gosterilir.

L dizerindeki <, A, V, ®, —, — iglemleri L ’e noktasal olarak asajidaki gibi
genigletilebilir. Vf, g € L veV{f;:i € I} C LY igin; (Hohle ve Sostak, 1999)

(1) f<ge flr)<g(x), VreX

(i) (0 1) @) = pfi @) ve (0,0 () = ) v e x

(i) (f®g)(x)=f(x)@g(x),Vr € X
() (f = g)(x)=f(z) = g(z), Ve € X
() (= () (@) =~ (f(z)), Ve € X

Herhangi bir A = {fi:ie€ 1} C L~ ailesi igin ‘/\Ifi = AA ve .\/]fi = vAa
1€ 1€

L-bulamik kiimeleri siraswyla A’nan kesisimi ve birlesimi olarak adlandirilur.

Tanum 1.11 (Gaugen 1967, Lowen 1996) Herhangi bir ¢ : X — Y donisimi ve
f e LX vege LY L-bulanik kiimeleri icin ¢ altinda f 'nin gérintisi ve g 'nin ters
goriintiisi, siraswyla ¢ (f) € LY ve o=t (g) € LY soyle tanvmlanr:

Vo f@) et (y) #£ 2
S )
0 , akst halde

o (f) () = { ve ¢ (g) () = (g0 9) (2)



Tamim 1.12 (Sostak 1985, Belohlavek 2001, 2002-a, Belohlavek ve Funikova 2004,)

C: LX x LX — L olmak tizere

Vf,ge L¥ icin C(f.9) = A (f(z) = g(x))

zeX

ile tanamly C dondsimiine LY dzerinde L-bulamk kapsama bagmtisi denir. f,g €

LX i¢in L'nin C (f,g) elemans g 'nin f yi kapsama derecesi olarak adlandirilar.

Onerme 1.13 (Demirci 2007)Vf, g, fi, fa, 91,92 € LX,V{f; i € I} C LY,V hy, hy €
LY V{h;:ie€ I} C LY vep: X — Y doniisiimii i¢in, asagudaki ézellikler saglanar:

(i) C(f,9)=1&f<g
(i) f1 < fo= C(fay9) < C(f1,9)
(iii) g1 < g2 = C(f, 91) < C ([, 92)

(iv) C <i\€/1fi7g) =A (S(fi9)

0 (£ p0) = (€ ha)
i) C(f,9) < C(p(f),¢(9))
(vii) C (hy,ho) < C (o7t (h1), 97" (h2))

(viii) C(f,9) < C(=(g),~(f)) dir. Eger L ¢ift degilleme kuralm: saglarsa
C(f.9)=C(=(9).~(f)) olur.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Topolojik Bulanik I¢ ve Topolojik Bulanik Kapams Operatorleri

Tanmim 2.1 (Héhle ve Sostak 1999) 7 C L, L-bulamik kiimeler ailesi X fizerinde
bir L-topolojidir < Asagqidaki ti¢ kosul saglanar:

(0.1) 1o,1x €7
(02)Vf,ge LX i¢in f,geT= fRgeT
(03)V{fi:iel} C LY ig:in{fi:iEI}QTi‘\e/jfiET

Bu kosullar: saglayan (X, T) ¢iftine L-topolojik uzay denir.

Tanmim 2.2 (Demirei 2007) C C LX, L-bulamik kiimeler ailesi X fdizerinde bir L-co-
topolojidir < Asagidaki ti¢ kosul saglanur:

(C.1) 15,15 €C
(C.2)Vf,ge LX i¢cin f,ge C= fUgeC

(C3)V{fi:iel}CL¥ igin {fi:i€el}CC= NfieC

Teorem 2.3 (Demirci 2007) L = (L, A\, V,®,—,0,1) ¢ift degilleme kuralini saglayan
bir kalanl orgii olsun. O halde X dtizerinde verilen bir C L-co-topolojisi i¢in T¢ =
{f:=(f) € C} X dzerinde bir L-topolojidir. Tersine X tizerinde verilen bir T L-
topolojisi i¢in C, = {f : = (f) € 7} X dzerinde bir L-co-topolojidir. Ayrica C,. =C

ve Te, = T olur.

Tamim 2.4 (Héhle ve Sostak 1999) T : L* — L doniigiimiine X iizerinde bir

topolojik L-i¢ operatorii denir < Asagidaki kosullar saglanur:

8



(1.0) T(1y) = 1y
(I1) Vf.g e LX igin f < g=T(f) <ZI(g)
(12)Vf.ge LX icinI(f) @I (g) <I(f®g)
(I3)Vf e LX iginT(f) < f

(I.4) Vf € L™ igin I (f) <Z(Z(f))

Tanim 2.5 (Demirci 2007) Cl : LX — L déniisiimiine X fdizerinde bir topolojik

L-kapanig operatorii denir < Asagidaki kosullar saglanr:
(C1.0) Cl (1) = 14
(CL1)Vf,ge LX i¢in f < g=CL(f) <Cl(g)
(Cl2)Vf,ge LX igin CL(fUg) <CI(f)LCl(g)
(Cl1.3) Vf € LX igin f < CI(f)

(Cl4) YV f e LX i¢in CL(CL(f)) < CI(f)

Teorem 2.6 (Hohle ve Sostak 1999) X dizerindeki bir T L-topolojisi
Vie L icinZ, (f)=Vvi{ger:9g< f}
ile belirlenen topolojik L-i¢ operatorini tretir. Tersine bir Z topolojik L-i¢ operatorii
rr={9eLl¥:g<TI(g)}

ile belirlenen X dzerinde bir Tz L-topolojisini tretir. Dahast 77, =T vel =1

olur.



Teorem 2.7 (Demirci 2007) X fizerindeki bir C L-co-topolojisi
Ve L* icinCle (f)=N{heC: f<h}

ile belirlenen topolojik L-kapanis operatéoriini tretir. Tersine bir Cl topolojik L-
kapanis operatori
Ca={heL¥:C(h)<h}

ile belirlenen X dizerinde bir Ce; L-co-topologisini tretir. Dahast Ce, = C ve CZCCZ =
Cl olur.

Sonug 2.8 (Demirci 2007) L = (L, \,V,®,—,0,1) ¢ift degilleme kuralini saglayan

bir tam kalanly orgii olsun. X dizerindeki bir I topolojik L-i¢ operatori i¢in

Clz (f) == (Z(=(f)),VfeL”

X dzerinde bir topolojik L-kapanis operatoridiir. Tersine X dizerindeki bir Cl topolo-

Jik L-kapanig operatori igin

Tei (f) ==~ (CL(= (), ¥f € L*

X dizerinde bir topolojik L-i¢ operatériidir. Dahasi Cl = Clg,,ve T = Z¢, olur.

Kanat. Teorem 2.3 ve Teorem 2.7 den elde edilir.

Tanwym 2.9 (Héhle ve Sostak 1999) N : X — AR dondigiim olsun. Vo € X
icin N (x) = N olsun. N ye, X iizerinde bir L-komsuluk sistemi denir < Asagidaki
kosullar saglanir: Vo € X ve Vf, fi, fo € X i¢in;

(N.0) Mo (1x) =1

(N1) fi < fo= No(fr) SN2 (f2)

(N3) N (f) < £ (@)

10



(NA) No (f) S VNG (h) : h(y) SN, (f),Vy € X}

f e L* vex € X icin, L'nin Ny (f) elemanina f nin x noktasimn komsulugu

olma derecesi denir.

Teorem 2.10 (Hdéhle ve Sostak 1999) X iizerindeki I topolojik L-i¢ operatori ¥V f €
LX wve Vo € X icin NP (f) = [Z(f)](z) ile belirlenen N@ = (/\/'QSI)LEX L-
komsuluk sistemini dretir. Tersine N' = (N,),cy L-komsuluk sistemi Vf € LX ve
Vo € X igin; X dizerinde [I™) (f)] (z) = N (f) ile belirlenen TN topolojik L-ig

operatorini tretir. Ayrica T =1 (V@) ve N =N (z%9) olur.

Bu teorem sayesinde L-i¢ operatorleri ve L-komsuluk sistemleri birbirlerine denk
kavramlar olur. Dolayisiyla L-i¢ operatorleri ve L-topolojiler birbirlerine denk oldugun-

dan L-komsuluk sistemleri ve L-topolojiler de birbirlerine denk kavramlar olur.

2.2. Bulamk i¢ Operatorleri

Tanim 2.11 (Belohlavek ve Funikova 2004) L bir tam kalanl orgi ve K L’de bir
<-filtre olsun. X tizerindeki bir L -i¢ operatori (bulanik i¢ operatori (fuzzy interior
operator)) asagdaki kosullar saglayan T : LX — LX bir déniisiimdiir: Vf, f1, f2 €
LX dcin;

UKL I(f)<f

(IK.2) C(f1, f2) € K ise C(f1,f2) < C(Z(f1),Z (f2))

(IK3) Z(f)=Z(Z()))

11



Not 2.12 (Belohlavek ve Funikova 2004) (1) : Eger K = L ise T ’ya L-i¢ oper-
atori denir. K kiimesi, yeniden tasarlanmas dogruluk degerleri kiimesinin rolini
oynar. K, L’de bir <-filtre oldugundan bir bakima yeterli derecede yiiksek dogruluk

degerlerini yeniden sunar.

(2) : Ky, Ky L’de <-filtreler olmak tizere K1 C Ky ise her Lg,-i¢ operatéori bir

Lk, -i¢ operatoriidiir.

Sz ={f € L¥:I(f)=f} kiimesi goz oniine ahmrsa (/K.3) kogulundan Sz =
{Z(f):f e L*} olur. Aksiiddia edilmedikge Z bir L -i¢ operatoriinii gosterecektir.

Lemma 2.13 (Belohlavek ve Funikova 2004) i € Q olmak tizere f; € St i¢in .\/in =
1€

z ('\/Q fz) olur. Yani St keyfi birlesimler altinda kapalidir.
1€

Kanit. Vi € Q igin Z(f;) < Q/QI(fi)’dzr. (IK.3), (IK.2) kosullarindan ve
fi € St oldugundan

F=T) =2@ () <7 (yT(0)) = v 5 <7 (47 (0) =7y h)

1€Q

elde edilir. (IK.1) kosulundan I(‘\/in> < ‘\/in oldugundan I(‘\/in> = V f;
1€ 1€ 1€

bulunur. m

Lemma 2.14 (Belohlavek ve Funikova 2004) f € Sz vea € K i¢inZ (a® f) =
a® f olur.

Kanat. f € Sz oldugundan f =7 (f)’dir. Bu nedenleZ (a @Z (f)) =a®Z (f)
esitliginin gosterilmesi yeterlidir. (I K.1) kosulundanZ (a @ Z (f)) < a®Z (f) olur.
Tersine Vo € X i¢in a ® (Z(f)(z)) = (a®Z(f)) (x) oldugundan Tanwm 1.2 (AD)

ozelliginden

a<I(f)(x)—=(@a@I(f))(x)=a< A (Z(f))—I[axI(f))()])

zeX

12



olur. Buradan a < C(Z(f),a®Z(f)) olur. Buna gire a € K ve K min <-filtre
ozelliginden C (I (f),a @I (f)) € K olur ki (IK.2) ve (1K.3) ézelliklerinden

a<C(I(f),a®I(f)) <C(ITZ(f),T@RI(f))=CT(f).Z(a®I(f))

olmast demektir. O halde

M

a <

(Z(f),ZT(@eI(f)))=a< A(Z(f)(2)=T(@I(f)) (=)=

rzeX

a<(Z(f)(z) = Z(a®Z(f))(x))
(AD) ozelliginden

a@L(f)(x) <T(a@I(f))(x), Ve X)=aRI(f)<I(a®I(f))

olur. O halde T (a®Z (f)) =a®Z(f) elde edilir. m

Teorem 2.15 (Belohlavek ve Funikova 2004) T : LX — LX déniisiimii bir Ly -i¢
operatoridiir < I (IK.1) kosulunu ve asagrdaki kosulu saglar:

(IK-O) é (I(fl) 7f2) € K ise é (I(fl) ,f2) < é (I(fl) »I(f2))

Kamit. (:==)T bir Lg-i¢ operatori olsun. C (I (f1), f2) € K ise (IK.2) ve
(IK.3) dzelliklerinden

C(IZ(f1),f2) SCET(Z(f).Z(f2)=CS(T(f1),Z(f2))

bulunur ve (I1K.0) saglanar.
(«<:)Z (IK.1) ve (IK.0) kosullarina saglasin.
(IK.2): C(f1, f2) € K olsun. (IK.1)’denVx € X icin I (f1)(x) < fi(z) olur.
Onerme 1.5 (ii) den
fi(x) = fo () ST(f)(2) = fa(2) =
A (@) = fa@) < AT () = L@) = S(hh) <CT(H). )

zeX
olur. C(f1,fs) € K ve K <-filtre oldugundan C (Z(f1),f:) € K olur ki bu da
(IK.0) ézelliginden C (f1, fo) < C(Z(f1), f2) < C(T(f1),Z(f2)) olmass demektir.

13



(IK.3) : Onerme 1.4 (ii)’den Vo € X icin

() (@) =Z(f)(@)=1= A (Z()@)—=L(f)(@)=1=cZ().Z(f)=1

zeX

1€ K’dan C(Z(f),Z(f)) € K ve (IK.0) 6zelliginden

M
M

1=C(Z().T()) <EETW).IE ) =T()<TEI(f)

olur. (IK.1)den Z(Z(f)) <Z(f) olurki bu daZ (Z(f))=72Z(f) olmasi demektir.

O halde T bir L -i¢ operatoridiir. m

Tanim 2.16 (Belohlavek ve Funikova 2004) S = {f; € LX :i € Q} ailesine C -

birlesimleri altinda kapaldwr denir < Vf € LX icin  V (S @ fi)eS
i€Q,C(fi.f)eK

olur. Burada

( v (é(fi,f)®fi)>($)= Vo (EUnH)® @), Ve X,

C g -birlesimleri altinda kapale olan S ailesine bir L -i¢ sistemi denilecektir.

Not 2.17 (Belohlavek ve Funikova 2004) (1) : Vv (é (fi, ) ® fi) = VvV fi
i€, C(fi.f)e{1} i€, fi<f

olur. Bu nedenle klasik mantik ele alinirsa, yani L = 2 = ({0,1}, <) i¢in,
S bir 2-i¢ sistemidir < Vf € L~ icin vV f;€S
1€Q, fi<f

olur. Bu sagdaki ifade de S’nin keyfi birlesimler altinda kapaly olmasina denktir.

Yani
Vfe LY icin V<ffi eS & VJCQ igin .\/ij € S olur.
. je

1€, fi<

Bu denklik su sekilde goriiliir:

(=) f = 1x alvursa j € J C Q olmak tzere f; < 1x oldugundan VvV  f; €
JjeJfi<1x

S olur. Vj € J i¢in f; < 1x oldugundan '\/ij € S bulunur.
j€

(«<:) S keyfi birlegimler altinda kapalr oldugundan istenen agiktur.

14



(2) : Genelde keyfi birlesim altindaki kapamislar C g -birlesimleri altindaki ka-
pamstan daha zayif bir kosuldur. Gercekten S C g -birlesimleri altinda kapaly olsun.

S’nin keyfi birlesimler altinda kapaly oldugunu géostermek i¢in Tanwim 2.16 geregi
VJ C Q i¢in

R AT ({5 48) 20)

ie0,C iy V fi
ieal(fy 1,

esitligini gormek yeterlidir. Buna gore Vj € J icin f; < ~\/J f; oldugundan
J€

(5 h) @ 8@ =105 0) =1 @)

olur. O halde

V fi= Vv (Q <fj7 v fj) ® f; ($)> <
vl jEJ,é(fj,j\éij)EK jeJ

jEJ’C<fJZ¥ij)eK (é (fj’j\e/ij) & fj (x)) V iEQJ’é(\/ )EK (é <fi,j\€/ij> R fi (:E))

I Y 5

- ieavé(fiZngj)eK (Q (fi’j\e/ij) ® (z)) =

j\e/ij < % (é <fi7j\€/ij) ® fi (m))

i€Q,C (fi,j\e/ij) €K
olur. C’mn tanimindan
¢ (sys)ene=rwe(a(f0 -y 50))

oldugundan Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den

yeX jed

rws (a (F0 - v i0)) <s@e (6@ vi@) < v

elde edilir. Bu da

v (e(nyn)en@) < v

i€Q,C (f v fj> €K
JjeJ

olmasy demektir. Yani egitlik elde edilir. Diger yandan keyfi birlesimler altinda ka-

paly iken C i -birlesimleri altinda kapals olmadigina dair ters Grnek su sekilde verilir:
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X =A{z},L= {0 L 1} =K, §={ly,1x}, f= %.1)( olsun. S keyfi birlesimler

)9
altinda kapalidur ama C ¢ -birlegimleri altinda kapaly degildir. Ciinkii

i€Q,C(fi.f)EK

oldugundan Tanim 2.16y1 saglamaz.

Teorem 2.18 (Belohlavek ve Funikova 2004) S = { f; € L* :i € Q} bir Lg-ig sis-
temidir < f;’ye baglh a; € L elemanlar: i¢in \/K (a; ® f;) € S olur.
a; €

Kanmt. (<) v, (a; ® f;) € S olsun. C (fi, f) € K icin a; = C (f;, f) ve aksi

a; €

durumda a; = 0 olsun. O halde _V (CUNefi)= Vv (u0f)es
1€Q,C(fi,f)eEK a;eK

olur ki bu da S’nin bir Lg-i¢ sistemi olmas1 demektir.

(:=) S bir Lg-ig sistemi, a; € K ve f = V. (a; ® f;) olsun. f € S oldugunu
i€
gostermek icin Y (é (fi, i ® fi) = f egitligini elde etmek yeterlidir.
1€Q,C(fi,/)EK
Jj€Q ;€ KiseVer € X igin a; ® f; (z) < V. (a; ® f; (z)) ise (AD) ozelligin-
a;€

den
v h@ - (v @oi@) 20z p (60 - (v @on@)))

ve buradan a; < C (f;, f) olur. K’ni <-filtre ozelliginden C (f;, f) € K olur. Buna

gore f;’ye bagh a; € K igin Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (ii)’den

ajsgfj,f)sww<§<fj,f>®fj<x>>smxw( v §<fi,f>®fi<x>)

i€Q,C(fi.f)eK

olur.

aj®fj(:t)§< Vv é(fi,f)®fi($)>:>

ZGQ,Q(fq,f)EK

;»v<ai®fi<x>>s( v Q(fi,f)®fi(-%’)>

a;EK iEQQ(fmf)GK

Bu esitsizlik Vx € X igin gegerli oldugundan

f< \ C(fif)®f;

i€Q,C(fi.f)eK
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bulunur. Tersine Vo € X ve C (f;, f) € K olacak sekildeki Vi € Q icin
SN fi(x)=fi(x)® yé\X (fi (y) — f(y))
olur. Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den

C(fi, @ fi(2x) < filx)® (fi(z) = f(2) < f(x)

ve buradan
LV CfuHefix)<flx)= Vv C(fuH@fi<f
1€Q,C(fi,f)eK 1€Q,C(fi,f)eK

bulunur ve egitlik elde edilir. m

Sonug 2.19 (Belohlavek ve Funikova 2004) Keyfi birlegimler altinda kapali olan
S C LY ailesi bir Lg-ic sistemidir < Va € K ve f € S icina® f € S olur.

Kanit. (:=)S bir Lg-i¢ sistemi oldugundan Teorem 2.18'den f;’ye bagh
a; € L elemanlan igin \/K (a; ® f;) € S olur. S keyfi birlegimler altinda kapali
a; €
oldugundan Va € K ve f € Sicin a ® f € S olur.

(<=:)Va € K ve f € Sigina® f € S ve S keyfi birlegimler altinda kapah
oldugundan f;’ye baglh a; € L elemanlar igin \/K (a; ® f;) € S olur. O halde
a; €

Teorem 2.18’den S bir L-i¢ sistemi olur. m

Teorem 2.20 (Belohlavek ve Funikova 2004) S = {fi clX:ic Q} bir L -i¢c sis-

temi olsun. Oyleyse Vf € LX icin Vv C (fi, [) @ f;

vV . esitlig
i€Q,C(fi,f)eK Q,fiéffZ g

i

vardr.

Kanait.

fi= v C(f e fi < V C(fi, /) ® fi

1€Q, fi<f ‘ ieQ,C(fi,f)=1 i€Q,C(fi,f)EK
bulunur. Tersine; herhangi bir Vo € X, C (fi, f) € K olacak sekildeki i €  icin,
(i) = A (il@) = T (@) < i (&)~ [ (2)
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ve (AD) ozelliginden

Cfnffile)<fa),VoeeX=>C(f,)ofi<f

bulunur. Bu da

V C(fHH@fi<f

olmasi demektir. S bir Lg-i¢ sistemi oldugundan ~V C(fi, f)® fi € S olur
i€Q,C(fi.f)eK
ve buradan

v C(fnhHefi< Vv _fi

i€Q,C(fi,f)EK i€Q, fi<f

bulunur ve egitlik elde edilir. m

Lemma 2.21 (Belohlavek ve Funikova 2004) S = {fi ceLX:ic Q} bir L -i¢ sis-
temi olsun. K L’de bir filtre olsun. O halde

s (f) (z) = v C(fi, /)@ fi

i€Q,C(fi.f)eK

ile belirlenen Is : LX — LX dondistimii bir Lg-i¢c operatoriidiir. Dahasy ¥Vf € LX

icin f € S f=Zs(f) olur.
Kanat. Zs'nin bir Lg-i¢ operatori oldugunu gosterelim:

(IK.1):Vo € X ve C(f;, f) € K olacak sekildeki Vi € ) igin
C(fi, /)® filz) = fi(x) ® A i) = )
olur. Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i) den

C(fi, ) ® fi(2) < fi(@) ® (fi(@) — [ () < [ (2)

ve buradan

Vo C(fuhefile)<fa)=Ts(f) (@) < fla)=Ts(f) < f

i€Q,C(fi.f)EK

bulunur.
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(IK.2): C(f1, f2) € K ise

C (fi. f2) S C(Zs(f1) . Zs (f2)) & C(f1, f2) < AR (Zs (f1) = Is (f2)) &

E(fir o) <Ts () (2) = Ts (f2) (2) B C (i o) ® Ts (£1) () < Ts (f2) ()

=
o (L, CBmELE) el <Ts () @)«
JEQ,C(f;,fr)eK

C (f;, f1) € K olacak sekildeki ¥j € Q igin

C(fj, f1) @ [ () ® C(f1, f2) < Is (f2) ()

esitsizligi gosterilirse (I1K.2) ispatlanmas olur. Buna gore Onerme 1.4 (ix) ve On-
erme 1.6(iv)’den

Cpfec(fif)< A i@ = A@)e A (f@) = fi@)<

< A @) = A@) e (h@) = L@ < A (i@ = f@)=CF ) =
= C(f; 1) @ C(fi, fo) < C(f;, fo)
olur. C (f;, f1),C (f1, f2) € K oldugundan K 'mn filtre 6zelliginden C (f;, f2) € K

bulunur ve buradan Onerme 1.5 (i)’den
C(fj, [1))@C(f1. fo) @ f; (x) < C(fs, f2) ® f; (x) <
< Y (é (fis f2) ® fi (I)) =TIs (f2) (x)

i€Q,C(fi,fa) €K

bulunur.

(IK.3): (IK.1)denZs (f) <Zs(Zs(f)) oldugunu gostermek yeterlidir. Zs (f) nin
tanmemandan Is (f) € S oldugundan 35 € Q varder oyle ki f; = Zs (f) olur. O halde
Ve € X i¢in

Is (f) (z) = i(Is(f) Is (f) ®Ls (f) (x) <

< (Q (finZs () ® fi(2)) = Ts (Zs (f)) (2)

i€Q,C(f; Is(f)

bulunur. f € S < f=Zs(f) denkligi de soyle gosterilir:

(=) feS=3djeQ, f=fdir. Zs(f;) < f; (IK.1)’den vardwr. Tersine
Vr € X i¢in

s (fj) (x)= _V (C(fis (fi) @ fi(x) = C(f;. [;) @ [ () = [ (x)

1€Q,C(fi,fj)eK
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yani f; < Zs (f;) bulunur ve egitlik elde edilir.

(<) f = Zs(f) ise Is (f) min ve S’nin Lk-i¢ sistemi tanmwmaundan f € S

bulunur. m

Lemma 2.22 (Belohlavek ve Funikova 2004) T : LX — LX bir Lg-i¢ operatérii
olsun. St = {f cLX:f= I(f)} bir L -i¢ sistemidir.

Kamit. S; = {f;:i € Q} olsun. Vf € L¥ icin =V C(fnf)® fi(z) €
1€Q,C(fi,f)eK
Sz olmalidir. Buna gore Z(Z(f)) = Z(f) ve buradan Z (f) € Sz oldugundan
oV C(fi,f)® fi(x) = T(f) esitliginin gosterilmesi yeterlidir. Z (f) < f
i€QC(fif)eK
oldugundan C (Z (f), f) =1 € K olur. Buradan

I(f)(2)=1@I(f)(x)=C(Z(f).NSI(f)(x)< Vo C(fi )@ filx)

i€Q,C(fi.f)EK

bulunur. Tersine C (f;, f) € K olacak sekildeki Vi € € i¢in; (1K.2), Onerme 1.4 (i)

ve Onerme 1.5 (i)’den
C(fi Nefi(@) < ST (L) T(Nefi(x) S T(f) @)@ AT S) W) = Z()y) <

<I(f) @)@ Z(fi)(x)—=Z(f)()<I(f)(x)=
= v C(fi, /) ® fi(x) <I(f)(x)

oldugundan istenilen egitlik elde edilir. m

Teorem 2.23 (Belohlavek ve Funikova 2004) I, X fzerinde bir Lx-i¢c operatorii,
S X itizerinde bir Lyc-i¢ sistemi ve K L’de bir filtre olsun. Oyleyse X dzerinde Sy

bir L -i¢ sistemi ve Zs bir L -i¢ operatoridir. Ayrica Zs, =71 ve Szo = S olur.

Kanit. Lemma 2.21 ve Lemma 2.22’den Zs, = Z oldugunu gostermek kalir.

Yani Vf € LX, Vz € X icin

Z(f)(x)= v - Cl(g.feg)

9€81,8(g,f)EK
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esitligi gosterilecektir. C (g, f) € K olacak sekildeki Vg € Sz ve Vo € X icin (/K.2)

Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den
C (g, N@g(x) < S(Z(9),Z(f)Dg(2) <L (g) (2)R(L(9) (x) = L (f)(2)) <L (f)(z)=

= VvV (g, )eg@) <IT(f)(z)
9€87,C(9,.f)EK

bulunur. Tersine g = Z (f) denirse (I K.3)’den g € Sz oldugundan
I(f)(2)=1RT(f)(x) = C(Z(f),/)®I(f)(2) <C (9. f)@g(z) =

= Z(f)(x) < v o ClgfHeg)

9€87,C(g,f)eK

olur ve egitlik elde edilir. m

2.3. Bulanik Kapanis Operatorleri

Tanim 2.24 (Belohlavek 2001, 2002-a) L bir kalanl 6rgi ve K L’de bir <-filtre
olsun. X fdizerindeki bir Ly -kapamg operatori (bulamk kapanig operatori (fuzzy

closure operator)) asagudaki kosullari saglayan Cl : L* — LX bir dénisimdiir:

Vf, f1, fo € LY iging
(CK.1): f<CL(f)
(CK.2): C(f1, f2) € K ise C(f1, f2) < C(CL(f1),CL(f2))
(CK.3): CL(f) =CL(CL(f))

Eger K = L iseClye L-kapanis operatori denir. Bulamik i¢ operatiorler konusunda

ifade edildigi gibi K yiiksek derecedeki dogruluk degerlerini icerir.

Not 2.25 (Belohlavek 2001) L = {0,1} ise Lg-kapams operatérleri tam olarak
klasik kapanis operatorleri olur. Ky C Ky ise her Ly,-kapanis operatori bir Ly, -

kapanis operatoridiir.
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Teorem 2.26 (Belohlavek 2001) Cl : LX — L* déniisiimii bir Ly -kapanis oper-

atoridir < C (CK.1) kosulunu ve asagidaki kosulu saglar:
(CK.0): C(f1,CL(f2)) € K ise € (f1,CL(f2)) < C(CL(f),CL(f2))

(:=>) Cl bir Lg-kapams operatorii olsun. C (fy, C(f)) € K ise

Kanat.
(CK.2) ve (CK.3) ozelliklerinden
C (f1,Cl(f2)) < C(CL(f1),CLCL(f2))) = S (CL(f1)CL(f2))

bulunur ve (CK.0) saglanar.

(«<:) Cl (CK.0) ve (CK.1)" saglasin.
(CK.2) : C(f1,f2) € K ise (CK.1)den fy < Cl(fa) oldugundan Onerme 1.13
(iii) ozelliginden C (fi1, f2) < C(f1,Cl(f2)) bulunur. K ’mn <-filtre 6zelliginden

C(f1,ClL(fy)) € K ve buradan (CK.0) kullamilirsa
C (f1,f2) S C(f1,CL(f2)) < S(CL(f1),CL(f2))

bulunur.

(CK.3):ClL(f) <CL(f) oldugundan Onerme 1.13 (i)’den C (CL(f),CL(f)) =1
ve 1 € K oldugundan (I1K.0) kullaniirsa

C(CL(f).CL(f) < C(CL(f),cL(Ci(f)) =1

yani, Onerme 1.13 (i)’den CL(f) < CL(CL(f)) bulunur. (CK.1)’den CL(CL(f)) <

C(CL(f),CL(CL(f)))

ClL(f) oldugundan CL(f) = CL(CL(f)) bulunmus olur. m

Tanim 2.27 (Belohlavek 2001, 2002-a) F = {fZ elL¥:ie )\} ailesine C . -kesigimleri
altinda kapahdir denir < Vf € LY icin A (é (f, f;) = f;) € F'dir. Bu-
ie)‘vg(.ﬁfi)eK

rada Vxr € X i¢in
A (é (f, fi) = fz’) (z) = o C(C”\f-)eK (é (f, fi) = fi (95))

ie)‘ué(fﬂfi)eK
C g -kesigimleri altinda kapaly olan aileye bir Ly -kapams sistemi denir.
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Not 2.28 (Belohlavek 2001) (1) : A (C(f, 1) = f)

) A f; oldugun-
ieNC(f.fi)ef1} <fi

- iENfL
dan klasik mantik ele alinarsa

F bir 2-kapams sistemidir < Y f € L™ ig¢in A/}<f fieF
1EA TS T

olur. Bu sagdaki ifade de F’nin keyfi kesigimler altinda kapali olmasina denktir.

Yani
Ve L* icin A fi€ FejeJC N olmak iizere A f; € F olur.
€N f<fi JjeJ

Bu denklik su sekilde goriiliir:

(=) f =15 alvarsa j € J C X olmak tzere 15 < f; oldugundan jeJ{\ < fj €
e )

F olur. Vj € J i¢in 15 < f; oldugundan ‘/\ij e F bulunur.
jE
(<) F keyfi kesigimler altinda kapal oldugundan istenen agiktar.
(2) : Genelde keyfi kesisim altindaki kapanislar C jc-kesigimleri altindaki kapanas-

tan daha zayf bir kosuldur. Gercekten F C jc-kesigimleri altinda kapals olsun. F’'nin
keyfi kesisimler altinda kapalr oldugunu gostermek i¢in, Tanim 2.27 geregi ¥VJ C A

AR = A (é(Aﬁﬁ)ﬁﬁ(Q
i&s ’ ieA,é(jéprﬁ) €K jed !

egitligini gormek yeterlidir. Buna gore ¥Vj € J i¢in ‘/\J fi < fi oldugundan
JE€

cin

& (pfd) = H@) =1 @) = @)

olur. O halde

e (e ()0

icJ,C( A fifi)eK
’ _(jle]f)

ieJ,Q(jé\i\fj,fi>€K (é <jé\ij7f¢> — fj (x)) A ZGA-J}@(\/ >€K (é (jQij)fi) — f; (x))

/\ . .
T

- ie/\,é(jQ/J\fj7fi) €K <é (J'/G\ij’ fi) ~ ($)> -
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Ah@z on (& pdh) = f0)

ie)\,g(jé\]fjvfi €K
olur. <'/\ij,f¢> € K olacak sekildeki Vi € \ ve Vo € X icin Onerme 1.4 (i) ve
je
Onerme 1.5 (i) den

ah@ e (ann) = an@ea ((a50)-5@) <

yeX jeJ

< pf@s (A 50) £ < @)

jeJ

yani A f(z) ® C (/\ fj,fZ) < fi(x) olur. (AD) ézelliginden
jeJ jeJ

Afi(x) < C (jgjfj, fi) — fi(2)

jeJ
ve bu da

; < C L f .
pbes  on (e (phh) = 5@)
ienC jé\JfJ,fz) €K
olmasy demektir. Yani egitlik elde edilir. Diger yandan keyfi kesigimler altinda kapali

iken C -kesigimleri altinda kapali olmadigina dair ters érnek su sekilde verilir:

X ={z},L={03,1}, K =L, F={lx,1s}, f = $.1x ve L kalanl orgii

)99
yapist olarak Ornek 1.3’deki Lukasiewicz yapist olsun. F agikea keyfi kesisimler
altinda kapalidir ama

A (S ) = fi@) = (C(f1e) = 1a) A(C(f,1x) = 1x) = f ¢ F

iEXNC(f.fi)EK

oldugundan F C -kesigimleri altinda kapaly degildir.

Teorem 2.29 (Belohlavek 2001, 2002-a) F = {f; : i € A} bir Li-kapans sistemidir
& fi’ye bagl a; € L elemanlar: i¢in /\K (a; — f;) € F dir.
a; €

Kanit. (<) /E\K(a,- — f;) € F olsun. Herhangi bir f € LX icin, C(f, f;) € K

icina; = C (f, f;) ve aksi durumda a; = 0 olsun. O halde A (é (f, fi) = fi) =
ieQag(f’fi)eK

/\K (a; — f;) € F olur ki bu da F’nin bir L -kapanis sistemi olmast demektir.
€

i

24



(:=) F bir Lg-i¢ sistemi, a; € L ve f = /\K (a; — f;) olsun. f € F oldugunu
a; €

7

gostermek i¢in A (é (f, f;) = fi) = [ esitligini elde etmek yeterlidir. j € X,
ie)‘zg(f’fi)eK

a; € K ise Yo € X i¢in Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den

%®(A<%Hﬁ@m)s%®mfaﬁ@»sam

a;EK

olur. (AD) ozelliginden

zeX

6= (0= £0)) = )= 0 £ A (@)= o)

yani a; < C(f, f;) oldugundan K min <-filtre ézelliginden C (f, f;) € K olur. Bu-
radan Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i) den

A (z’exﬁ(/f\,ﬁ)eK (g (i fo) = Ji (m))) =@ (g g = 4i ($)) :

<C(fi ) (S 1) — f (@) < f; (z)
a; € K igin (AD) dézelliginden

(iQéA E () — 1, @;))) <o i (1) =

(f.fi)eK

( A @uwwamm)SA<%eﬁm»=ﬂm

i€NC(f 1) eK a; €K

yani

A (é(fvfi)_)fi)gf

ie)\7§(f7fi)eK
bulunur. Tersine Vz € X ve C (f, f;) € K olacak sekildeki Yi € X igin Onerme 1./
(i) ve Onerme 1.5 (i) den

f@)@C(f.f)=Ff)e AW = i) < f@) e (f @) = fi(2) < fi@)

yani f (2) © € (f.f}) < fi (2) olur. (AD) ézelliginden f () < C (f. f) — /i (x) ve

buradan

f(z) < A (S f)— fi(x) =< A (C(f, f:) — 1)

ieENC(f.fi)EK i€ENC(f.fi)EK

Yani egitlik elde edilir. m

Sonug 2.30 (Belohlavek 2001, 2002-a) Keyfi kesisimler altinda kapal olan F C L
atlesi L -kapams sistemidir < Va € K veVf € F i¢in a — f € F dir.
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Kamt. (:=) F bir Lg-kapanig sistemi olsun. Teorem 2.29’dan f;’ye bagh
a; € L elemanlar igin /\K (a; — f;) € Fdir. F keyfi kesigimler altinda kapal
a; €
oldugundan Va € K ve Vf € F i¢in a — f € F olur.

(<=:)Va € K veVf € Figin a — f € F ve F keyfi kesigimler altinda kapal
oldugundan f;’ye bagh a; € L elemanlar i¢in /\K (a; — f;) € F olur. O halde
a; e

Teorem 2.29’dan F bir Lg-kapanig sistemi olur. m

Teorem 2.31 (Belohlavek 2001, 2002-a) F = {f; :i € A} bir Lg-kapams sistemi
olsun. Oyleyse Vf € LX igin

A (S f)—f)=_A_ T

ieNC(f,fi)EK U ES§

Kanait.

AN (S —=f)< A (S = f)=_ A f

ieXNC(f.f:)EK iEXC(f.fi)=1 EAFSSi
olur. Tersine C (f, f;) € K olacak sekildeki Vi € \ ve Vo € X igin Onerme 1.4 (i)
ve Onerme 1.5 (iii)’den

F@) < (F@) = fi(@) = fi(2) < ( N <y>>) @)=

yeX

fl@)<Cff)—file)=f@)< A (S fi) = fil2))

e C(ff)EK

yani f < A (Q (f, f;) = f;) olur. F bir Lx-kapamsg sistemi oldugundan
ie)\yg(frfi)EK

A (é (f, f;) = [;) € F ve buradan
i < N C(f. fi i
ieA,foif ieNC(f,fi) eK ( (f f) - f>

olur. Yani egitlik elde edilir. m

Lemma 2.32 (Belohlavek 2001) F = {f; : i € A\} bir Lk -kapanis sistemi ve K L’de

bir filtre olsun.

Cle(f) (@)= A (S f) = fi ()

ie)\vé(fvfi)eK
ile belirlenen Cly : L* — L doniisiimii bir Lg-kapanis operatoriidir. Dahast
fe Ll igin feF < f=Clg(f) olur.
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Kanit. Clr doniistimiiniin bir L x-kapanis operatorii oldugu su sekilde gosterilir:

(CK.1):Vz € X ve C(f, f;) € K olacak sekildeki Vi € A icin Onerme 1.4 (i) ve
Onerme 1.5 (i)’den

f@)@C(f.f)=Ff)e AW = i) < F@) e (f@) = i) < fi@)

yani f(z) ® C(f, f;) < fi (z) olur. (AD) ozelliginden f (z) < C(f, fi) — fi(z) ve

buradan

flays A (S(f fi) = file)) = f(2) <Clr(f) (@)

e C(ff)EK

yani f < Clz (f) bulunur.

(CK.2): C(f1, f2) € K ise

C (fu, f2) < €€l (1), Clr () = € (f1, ) < A (Clr (1) () — Clr (£2) (=)

Buradan Vx € X igin (AD) ozelliginden
= C(f1, f2) < Clr (f1) (v) = Cle (f2) (2) =

C(fi, fo) ®Clr (f) (@) <Clr (H)(x) = A (C(far fi) = fi (2))

i€XC(fa,fi)EK

C (f2, fi) € K olacak sekildeki Vj € X icin (AD) 6zelliginden
C(fi, f2) ®Cle (f1) (x) < C(fa, ;) — fi (2)
Clr (f1) (2) @ C(f1, f2) ® C(fo, f3) < fj ()

esitsizligi gosterilirse (C'K.2) ispatlanmig olur. Buna gore C (f1, f2), C (fo, fj) € K
ve K filtre oldugundan C (f1, fo)®C (fa, f5) € K ve C (fi, f2)®C (f2, f;) < € (f1, f;)
oldugundan C (f1, f;) € K bulunur. O halde Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den

Clr (1) (z) @ € (f1, o) @ C(fo, f;) < Clr (fi) (@) @ C (i, f;) =
= _A (S(f1, fi) = fi(x) @ C(f1, fj) <
1€XC(f1,fi)eK
<C(fi, )@ (S (fi fy) = fi(2) < f; ()

bulunur.
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(CK.3) : (CK.1)den Clz (Clx (f)) < Clr (f) esitsizligini gostermek yeterlidir.
Clg (f) € F oldugundan 35 € A icin f; = Clz (f) olur. O halde Yz € X i¢in

Clr (Clr (f)) = A (S(Clr(f), fi) = fi(x)) < C(Clr(f), f;) = [ (@)

i€ C(Clx(f),fi)eK

< E(Clr (1) ,Cle () = Clir () (2) = 1 = Clir (f) (&) = Clx (f) ()

bulunur ve (C'K.3) ispatlanmg olur.
feL¥ign f € F< f=Clr(f) denkligi de su sekilde goriiliir:

(=) f=feF,je\ise (CKl)den f <Clg(f)dir. Tersine Vo € X i¢in
Onerme 1.4 (iii)’den
Cl=(fj)= _A (S f) = file) <C(fi, /i) = fi (@) =1 — f; (z) = f; (x)
ieNC(f;,fi)eK

bulunur ve egitlik elde edilir.

(<) f =Clz(f)ise Clr (f) € F oldugundan f € F elde edilir. m

Lemma 2.33 (Belohlavek 2001) Cl : L — L bir Lg-kapans operatérii olsun.
Fa={fe€L*: f=CL(f)} bir Lx-kapams sistemidir.

Kanit. Fo; = {fi :i € A} olsun. Vf € L¥ igin

A (Q (f?fz)ﬁfzu?)) € Fa

i€EXC(f.fi)EK
oldugu gosterilmelidir. (C'K.3)’den ClL(Cl(f)) = CI(f) oldugundan Cl(f) € Fg
olur. O halde
A (S, fi) = fi(x)) =CL(f)

iENC(f.fi)ER
esitliginin gosterilmesi yeterlidir. (CK.1)’den f < CI(f), yani C (f,CI(f)) = 1

oldugundan

A (S ) = filw) < S(f.CL) — CL(f) () = CL(f) (2) =

iek»é(fvfi)EK

A (é (f, fi) = fi(2)) < CUL(f) (x)

ie)‘vé(fvfi)eK
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olur. Tersine C (f, f;) € K olacak sekildeki Vi € \ icin (/K.2), Onerme 1.4 (i) ve
Onerme 1.5 (i)’den

CL(f) (@) ® (S(f.f)) < CL(f)(x)® S (CL(f),CL(f)
< Cl(f)(z) @ (CL(f) (x) — CL(f) (2))
< CU(fi)(x) = fi (x)

ve (AD) ozelliginden

bulunur ve egitlik saglanir. m

Teorem 2.34 (Belohlavek 2001) Cl : L — L* X iizerinde bir L -kapanis oper-
atori, F bir Lg-kapams sistemi ve K L’de bir filtre olsun. Oyleyse Fe; X tizerinde
bir Lx-kapanis sistemi, Cly bir Lg-kapanis operatoriidiir. Ayrica Cl = Clg, wve
F = .'Fcz}. “dir.

Kanit. Lemma 2.32 ve Lemma 2.33’den Cl = Clz, esitligini gostermek kalir.

Yani Vo € X icin

CL(f)(x) = A (S(f,9) = g(x))

9€Fc,C(f.9)EK

esitligi gosterilmelidir. Buna gore C(f,g) € K olacak sekildeki Vg € F¢; icin;
(CK.2), Onerme 1.4 (i) ve Onerme 1.5 (i)’den

CL(f)(z)® (C(f,9) < CL(f)(x)®C(CL(f),Cl(g))
< Cl(f)(x) @ (CL(f) (x) — Cl(g) (x))
< Cl(g)(z) =g (z)

yani Cl (f) (z) @ (C(f,9)) < g (z) olur. Buradan (AD) &zelliginden
CL(f)(z) < (S (f.9)) = g(x) = CIL(f)(z) < A (S(f.9) = g(@))
g€Fe,C(f,9)€K
bulunur. Tersine g = Cl (f) denilirse (CK.3)’den g € F¢; olur. O halde (CK.1)’den
C (f,CL(f)) = 1 oldugu kullanilirsa
A (C(f.9) = g(@) < C(f.CL(f) — CL(f) =CL(f)
g€Fe,C(f,9)€K

bulunur ve egitlik elde edilir. m



2.4. Bulamik I¢ ve Bulamik Kapanig Operatorleri Arasindaki Iligki

Klasik mantikta i¢c operatorlerin ve kapanis operatorlerin notasyonu arasinda bir
dualite vardir. Bu durumda i¢ operatorleri ile kapanig operatorleri arasinda bir den-
lik kurulabilir. Ancak bulanik mantikta bulanik i¢ ve bulamik kapanig operatorleri
arasinda bir denklik kurulabilmesi icin baz olarak alinan L tam kalanh 6rgii yapisi,

¢ift degilleme kuralim saglamak zorundadir.

Lemma 2.35 (Belohlavek ve Funikova 2004) I, X fizerinde bir Li-i¢ operatori
olsun. Herhangi f € L* ic¢in Clz (f) = —Z (= (f)) ile belirlenen Cly : LX — LX

dontigimii X tzerinde bir Ligx-kapanis operatoridiir.

Kanit. (CK.1): (IK.1) ve Onerme 1.9 (iii), (iv) ’den
IEN)<~N=-CUNSTEU) =<~ < TEU) =
= [ <2T(=(f) =Clz(f)

bulunur.

(CK.2): C(f1, f2) € K ise Onerme 1.13 (viii) ve

)
(Clz (f1),Clz (f2)) = S (-T (= (f1)), T (= (f2)) = C(Z (= (f2)) . Z (= (1))
> C(=(f),~(H) = C(fi,fo) = C(f1, f2) < C(Clz (1), Clz (f2))

bulunur.

(IK.2)’den

IMe

(CK.3) : Clz (f) = Clz (Clz (f)) . Yani =T (= (f)) = =T (= (=T (= (f)))) esitligi
gosterilmelidir. Buna gore Onerme 1.9 (iii)’den Z (= (f)) < = (=Z (= (f))) olur.
Buradan Onerme 1.9 (iv), (IK.3) ve (IK.2)’den

TEZEWN<TEEIEUN =IEU) <TEETEW)) =

L= (L (=) < =T (=(f)
bulunur. Tersine (IK.1), (IK.2), Onerme 1.9 (iii) ve (iv)’den

I <~N=-E)STZE) =L)< ~EEU)) =)
=IZEEZEU) <TEU) = Z) < TEEZEU))))

olur ve egitlik elde edilir. m
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Lemma 2.36 (Belohlavek ve Funikova 2004) L ¢ift degilleme kuraliny saglasin. Cl
X dizerinde bir Ly -kapams operatorii ise Vf € LX icin T (f) = —=CL(=(f)) ile

belirlenen Z¢; : LY — LX déniisiimi X fizerinde bir Lg-i¢c operatoriidir.

Kanit. (IK.1): (CK.1) ¢ift degilleme kurali ve Onerme 1.9 (iv) ’den

~(f) <) =~ ClE) <= =,

bulunur.
(IK.2): C(f1, f2) € K ise Onerme 1.13 (viii) ve (CK.2)’den
(Zer (f1)  Zer (f2)) = S (=CL(= (f1)), ~CL(= (f2))) = S (CL(= (f2)),CL(= (f1)))

> C(=(f),~(fr)) >

M

&
C(fi.fo) = C(f1. fo) S S (Za(f1) . Zar (f2))

bulunur.

(IK.3) : Zer (f) = Zar (Zea () - Yani =ClL(=(f)) = =CL(= (=CL(=(f)))) esitligi
gosterilmelidir. O halde ¢ift degilleme kurali ve (C'K.2)’den
—CL(= (=CL(=(f)))) = =CL(CL(=([))) = =CL(=(]))

bulunur ve ispat biter. m

Lemma 2.37 (Belohlavek ve Funikova 2004) L tam kalanl 6rgi yapise ¢ift degilleme

kuraline saglasin. Ze;, = Z ve Clg,, = Cl olur.

Kanit. Vf € LY icin
Loy, (f) = =Clz (= () == (-Z (= (=(/))) =Z(f)

Clze, (f) = ~Tet (— ()

bulunur ve kanit biter. m
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3. BULGULAR

3.1. Cekirdek ve Kapanig Operatorleri

Tanim 3.1 (Gierz vd. 1980) L bir tam kalanly orgi olsun.

(i) p: L — L doniigimiine bir izdigim (projection) déniigimi denir < Asagi-

daki ki kosul saglanir: Ya,b € L i¢in
(p1):a<b=p(a) <p(b)
(p-2) :p(p(a)) =p(a)

(i) Bir kapams (closure) operatori; ¢ : L — L olmak tizere Va € L igina < c¢(a)

kosulunu saglayan bir 1zdisim dontigimidiir.

(iii) Bir ¢ekirdek (kernel) operatori; k : L — L olmak dzere Ya € L ig¢in

k(a) < a kosulunu saglayan bir izdisim donigimidir.

Not 3.2 Burada tanimlanan ¢ekirdek ve kapanig operatorlert herhangi bir tam kalanl
orgii tizerinde tamamlanmastir. Bu tam kalanly 6rgi yapisinda tam orgii ozel olarak
(LX S, <UA VL 1,1 X) alinarsa, Tanwm 2.11 ve Tanwm 2.24°de tanymlanan bulanik i¢
ve bulanik kapamig operatorleri Tanwm 3.1 (ii) ve (iii) anlaminda 6zel bir ¢ekirdek
ve kapamg operatorleri olur. Yani <-filtre olarak K = {1} alwmirsa bir L{y)-i¢ ve

L1y-kapanis operatorleri 6zel bir ¢ekirdek ve kapanig operatirler: olur.

Teorem 3.3 (i) k : L — L bir ¢ekirdek operatoridiir < Asagidaki kosullar saglanar:
Ya,b € L i¢in

(1): k(a) <awe(2):k(a) <b=k(a) <k(b)

(17) ¢ : L — L bir kapanmg operatoridir < Asagidaki kosullar saglanir: Ya,b € L

¢
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(1):a<c(a)ve(2):a<c(b)=c(a) <c(b)

Kamt. (i) : (:=) k bir gekirdek operatorii olsun. (1) kosulu tanimdan elde
edilir. Va,b € Licin k (a) < bise (p.1)'den k (k (a)) < k (b) ve (p.2)’den k (a) < k (b)

bulunur.
(«<:) k (1) ve (2) kosullarim saglasm. Va,b € L igin

(p.1):a <bise (1)den k(a) <a <bise k(a) <bve (2)den k(a) < k(b) elde

edilir.

(p.2) : (1)’den k (k (a)) < k(a) olur. k(a) < k(a) oldugundan (2)’den k (a) <
k (k (a)) bulunur ki bu da % (a) = k (k (a)) olmasi demektir. O halde % bir ¢ekirdek

operatoriidiir.

(i7) : (:==) ¢ bir kapamg operatorii olsun. (1) kogulu tamimdan elde edilir.
Va,b € L igin a < ¢(b) ise (p.1)’den c(a) < c(c(b)) ve (p.2)’den c(a) < c(b)

bulunur.
(«<:) ¢ (1) ve (2) kogullarimi saglasin. Va,b € L i¢in

(p.1) s a < bise (1)’den a < b < ¢(b) ise a < ¢(b) ve (2)’den c(a) < c(b)

bulunur.

(p.2) : (1)’den ¢ (a) < ¢(c(a)) olur. ¢(a) < ¢(a) oldugundan (2)’den ¢ (c(a)) <
¢(a) olur ki bu da ¢(c(a)) = ¢(a) olmas1 demektir. O halde ¢ bir kapanms oper-

atoriidiir. m

Tanim 3.4 (i) (Gierz vd. 1980) K ={a; € L : i € I} kiimesine bir ¢ekirdek sistem
denir & VJ C I i¢in .\/Jaj € K olur.
VIS

(it) (Gerla 1999) R = {a; € L :i € A} kiimesine bir kapams sistemi denir <
VJ C Aigin Aaj €R olur.
jeJ
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Lemma 3.5 (i) K = {a; € L :i € I} bir cekirdek sistemi olsun. Yz € L i¢in
kx (z) =V{a;:i€l, a; <z, a; € K}

ile belirlenen ki : L — L doniisimii bir ¢ekirdek operatordiir.

(i7) (Gerla 1999) R = {a; € L : 1 € A} bir kapans sistemi olsun. Yx € L igin
cr(@)=N{a;:1€ A, z<a; a; € R}

ile belirlenen cr : L — L dondigimii bir kapanis operatoridiir.
(i7i) a € K & a = kx (a)

(iv) a e R < a=cgl(a)

Kamt. (i) :Vox € LiginV{a;:i €I, a; <z, a; € K} <z oldugundan kg (x) <

z bulunur.

(p.1) : Vo,y € Ligin x < yise V{a;:i €1, a;, <z, a; € K} < x < y olur.
IC bir gekirdek sistemi oldugundan V{a;:i € I, a; <z, a; € L} = ki (z) € K ve

buradan Jig € [ i¢in a;, = kx (x) olur. a;, < y oldugundan
le(x):a’io S\/{ai:iela a; S,% a; G’C}:le(y)
elde edilir.
(p.2) : Vo € L igin ki (kx (2)) < kg (x) oldugundan kg () < kg (kx (z)) esit-

sizligini gostermek yeterlidir. kg (kx (z)) = V{a;: i € I, a; < kg (x), a; € K} dir.
ki (z) < ki (x) ve Jig € I igin a;, = kx (z) oldugundan

ki (x) =a;,, <V{a;:i €1, a; < kg(x), a; € K} = ki (kx (z))
elde edilir.

(i7) : Vo € Ligin v < A{a;:i € A, z < a;, a; € R} oldugundan z < cg (x)

bulunur.
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(pl) :Vr,y € Licinx <yisex <y < A{a;:i €A, z<a; a; € R} olur.
R bir kapanig sistemi oldugundan A{a;: i € A, y < a;, a; E R} = cg(y) € R ve

buradan Jip € A i¢in a;, = cg (y) olur. = < a;, oldugundan
cr (r) =Na;i i € A, v < a;, a; € RY < aj, = cr (y)
elde edilir.
(p.2) : Vz € L i¢in cg (z) < cg (cr (z)) oldugundan cg (cg () < cr (z) esit-

sizligini gostermek yeterlidir. cg (cg (z)) = A{a; i € A, cg (x) < a;, a; € R}'dir.

cr (x) < cg () ve Jig € [ i¢in a;, = cr (z) oldugundan
cr(cr () =N{a;: i€ A, cg(x) <aiy a; € R} < ay, = cr ()
elde edilir.
(i1i) : (=) a € K ise Jiy € I i¢gin a = a;,'dwr. kx bir gekirdek operatorii
oldugundan kg (a;,) < a;, olur. a;, < a;, oldugundan
ai, <V{a;:i €I, a; < ayy, a; € K} = ayy < kx (aiy)

yani a = ki (a) elde edilir.

(<=:) a = kx (a) olsun. K bir ¢ekirdek sistemi oldugundan
kx (a) =V{a;:i€l, a;<a, o, e L} €K
olur ki bu da a € K olmas1 demektir.
() : (=) a € R ise Jip € A igin a = a;,’dir. cg bir kapanig operatorii
oldugundan a;, < cg (a;,) olur. a;, < a;, oldugundan
NMa; 1€ A, a;, < ayy a; € RY < ayy = cr(ai,) < ag

yani a = cg (a) elde edilir.

(<=:) a = cg (a) olsun. R bir kapanig sistemi oldugundan
cr(a)=N{a;:i €A, a<a; a, ER}ER
olur ki bu da a € R olmas1 demektir. m
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Lemma 3.6 (Gierz vd. 1980) (i) k : L — L bir ¢ekirdek operatori olsun. Ky =
{a € L:a=Fk(a)} kimesi bir ¢ekirdek sistemidir.

(i1) (Gerla 1999) ¢ : L — L bir kapams operatiri olsun. R, ={a € L:a =c(a)}

kiimesi bir kapanis sistemidir.

Kanit. (i) : VH C Ky i¢in H = {a; : i € J} denilirse VH = ‘\/Jal- € K, olmasi
1€

gerekir. Yani V a; =k ( V ai) esitligi goriilmelidir. Buna gore Vi € Jigina; < V q;
ieJ ieJ ieJ

ve (p.1) kosulundan

k(ai)§k<Vai> = \/k(ai)gk(\/ai) = Vaigk:(\/ai)

ieJ ieJ ieJ ieJ ieJ
bulunur. £ bir ¢ekirdek operatorii oldugundan k (,VJ%) < '\/Jai olur ki bu da
1€ 1€
'\/Jai =k (lvjai) olmasi demektir. O halde K bir ¢ekirdek sistemidir.
1€ S
(17) : VT C R igin T = {a; : i € 0} denilirse AT = Na; € R. olmas1 gerekir.
1€

Yani '/\Iai =c ('/\Iai) egitligi goriilmelidir. Vi € 6 igin ‘/\eai < a; ve (p.1) kogulundan
1€ 1€ 1€

c</\ai) §c(ai):>c(/\ai) < /\c(ai):>c(/\ai) < Aa;
i€t i€ i€ i€ i€t

bulunur. ¢ bir kapanig operatorii oldugundan '/\eai <c ('/\eaZ) olur ki bu da 4/\9(11- =
1€ 1€ 1€

c <‘/\9ai) olmasi demektir. O halde R. bir kapanig sistemidir. m
1€

Teorem 3.7 (i) k: L — L bir ¢ekirdek operatorii ve K bir ¢ekirdek sistemi olsun.
kx, = k ve Ky = K olur.

(17) (Gerla 1999) ¢ : L — L bir kapamis operatori ve R bir kapanig sistemi

olsun. cg, = c ve R, =R olur.

Kanit. (i) Lemma 3.5 (iii)’den ki, = k esitligini gostermek kalir. Yani Vo € L
icin

k‘;ck(a:):ae\l/ck{a:agx}:\/{aeL:agx,a:k(a)}:k(:c)
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oldugu gosterilmelidir. a < z ve a = k (a) olacak gekildeki Va € L igin (p.1)’den
a=k(a) <k(x) oldugundan

V{ae L:a<z,a=k(a)} <k(x)= kg, () <k(z)
bulunur. Tersine (p.2)’den k (k (z)) = k (x) ve k (z) < x oldugundan
k(r)<V{aeL:a<za=k(a)}=k(x)<kg, (z)

bulunur ve egitlik elde edilir.

(77) : Lemma 3.5 (iv)’den cg, = c esitligini gostermek kalir. Yani Va € L igin
cr. ()= N{a:x<a,a € R.} = /\L{a cx<a,a=c(a)} =c(x)
ac

a€l

oldugu gosterilmelidir. 2 < a ve ¢ (a) = a olacak sekildeki Va € L icin (p.1) den ¢ (z) <

¢(a) = a oldugundan
cx)<AN{a€eL:z<a,a=c(a)} =cg, ()
bulunur. Tersine (p.2)’den ¢ (c(x)) = ¢(z) ve < ¢ () oldugundan
NMaeL:x<a,a=c(a)} <c(r)

bulunur ve egitlik elde edilir. m

Teorem 3.8 (i) k L tzerinde bir ¢ekirdek operatori olsun. Ya € L i¢in ¢ (a) =

=k (—a) ile belirlenen ¢y, dontsgimi bir kapang operatoridiir.

(13) L ¢ift degilleme kuraline saglasin. ¢ L tzerinde bir kapanis operatori olsun.

Va € L i¢in k. (a) = —c(—a) ile belirlenen k. doniigimi bir ¢ekirdek operatoridir.

Kanat. (i) Ya € L i¢in k (=a) < —=a oldugundan Onerme 1.9 (iii), (iv) den
a<—-a < —k(-a)=a<c(a)

elde edilir.
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(p.1) : Va,b € L igin Onerme 1.9 (i) ’den ve k bir ¢ekirdek operatorii oldugundan

a<b=-b<-a=k(-b) <k(-a)= -k(—-a) <—k(=b) = ¢ (a) < e (D)
elde edilir.

(p.2) : Ya € L igin ¢ (a) = ¢ (¢ (a)) oldugunu yani =k (—a) = =k (= (—k (—a)))

esitligi gosterilmelidir. Buna gére Onerme 1.9 (iii), (iv)’den ve k bir ¢ekirdek oper-

atori oldujundan
k(ma) < = (2k (ma)) = k (k(-a)) < k(= (=k(-a))) =
k(—a) < k(= (2k (ma))) = —k (= (0k (a))) < =k (-a)
bulunur. Tersine
k(-a) < —a = ~ma < ~k (-a) = = (~k (~a)) < ~-a = -a =
k(= (—k (ma))) < k(-a) = —k (-a) < =k (= (=k (—a)))

bulunur ve egitlik elde edilir. O halde ¢, bir kapanis operatoriidiir.

(1) : Ya € L i¢in —a < c¢(—a) ve ¢ift degilleme kuralindan —c(—a) < =—a = a
yani k. (a) < a elde edilir. (p.1) ve (p.2) ozellikleri (i) ’deki kanita benzer sekilde

elde edilir. m

Teorem 3.9 L ¢ift degilleme kuraliny saglasin. k., =k ve ¢, = c olur.

Kanit. Va € L i¢in
ke, (a) = =cx (ma) = = (=k (-—a)) = k (a)

ve

C, (@) = ke (ma) = = (=e(mma)) = ¢(a)

oldugundan ispat tamamlanir. m
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Teorem 3.10 (i) IC L dzerinde bir ¢ekirdek sistemi olsun ve L ¢ift degilleme kuralina

saglasin. KO = {a € L : ~a € K} bir kapams sistemidir.

(1) R L dizerinde bir kapams sistemi olsun. R = {a € L:-a € R} bir

cekirdek sistemaidir.

Kamt. (i) : VV C K igin V = {a; : j € J} olmak tizere Vj € J i¢in a; € KO

oldugundan —a; € K olur. K bir gekirdek sistemi oldugundan ve Onerme 1.9 (vi)’dan

o)== (pm) ex
olur ki bu da X)’nin tanimindan ./\Jaj € KO, yani KO)'nin kapanis sistemi olmasi
je
demektir.
(id) : ¥Z C R igin Z = {b;: j € J} olmak {izere Vj € J icin b; € R

oldugundan —b; € R olur. R bir kapanis sistemi oldugundan ve Onerme 1.9 (v)’den

(1) e w

jedJ

olur ki bu da R(")’nin tanimindan .\/ij € R, yani RO ’nin ¢ekirdek sistemi olmasi
je
demektir. m

3.2. Topolojik Bulanik i¢ ve Topolojik Kapams Operatorlerinin Tam

Kalanh Orgii Uzerine Genellestirilmesi

Hutton ve Reilly (1980) ve Rodabaugh (1999); L bir tam ¢rgii ve 7 C L olmak iizere
(1) J sonlu bir kiime olmak iizere VB = {a; : i € J} C L igin ANai €T
1€
(2) VA={a;:i €I} C7igin Va €T
1€

kogullarim saglayan 7 kiimesini Hutton topoloji olarak sundu. (1)’den B =
@ alimrsa AB = A =1 € 7 ve (2))den A = @ almirsa VA = V@ =0 € 7
olur. Bu sayede Hutton topoloji tam kalanh ¢rgii iizerine asagidaki tanim ile soyle

genisletilebilir:
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Tanim 3.11 L bir tam kalanly orgii olsun. ™ C L kiimesi bir Hutton topolojidir <

Asagidaki kosullar saglanr:
(H1) 0,1 €7
(H2)Va,be Ligina,beT=a®ber
(H.3) V{a;:i €1} C 1 igin i\g/}ai €T

(L, T) ikilisine bir Hutton topolojik uzayr denir.

Tanim 3.12 L bir tam kalanl orgi olsun. v C L kiimest bir H-co-topolojidir <

Asagudaki kosullar saglanr:
(H-co.1) 0,1 € v
(H-co0.2) Ya,b € L i¢gina, b€ v =allbecwv
(H-co.3) V{a; :i €1} Cwvigin ié\lai c€v

(L,v) ikilisine bir H-co-topolojik uzay: denir.

Tanim 3.13 L bir tam kalanl érgii olsun.

(1) k : L — L ¢ekirdek operatoriine bir H-¢ekirdek operatori denir < Asagidaki

kosullar saglanar:
(Hk1) k(1) =1
(Hk.2) Ya,b e L i¢in k(a) @k (b) < k(a®0b)

(17) ¢ : L — L kapams operatérine bir H-kapanis operatiri denir < Asagidaki

kosullar saglanar:
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(Hel) ¢c(0)=0

(Hc.2) Va,b e L igin c(allb) < c(a)Uc(b)

Teorem 3.14 (L, ) Hutton topolojik uzay Ya € L i¢in k. (a) =V{yeT:y <a}
ile belirlenen k. H-cekirdek operatoriinii tretir. Tersine bir k H-cekirdek operatorii

T ={a € L:a=k(a)} ile belirlenen T Hulton topolojisini tretir.

Kamit. [lk énce k,’'nin bir H-cekirdek operatorii oldugunu gosterelim:
Va € Ligin V{be 7:b<a} <aoldugundan k, (a) < a olur.

(p.1) : Va,b € Licin a < bise k;(a) < a < b, yani k, (a) < b olur. (H.3)’den
k; (a), k. (b) € 7 olur. O halde

k(@) S V{yeT:y<b} =k (b)

elde edilir.

(p.2) : Va € L i¢in k, (a) < k. (a) ve k; (a) € T oldugundan
ke (a) <V{y €7y <k (a)} = ks (ks (a))

bulunur. Ayrica Va € L igin k; (k; (a)) < k; (a) oldugundan k, (k; (a)) = k; (a) elde
edilir.

(Hk.1) : k. (1) =V{yeT:y <1} ve 1l € 7 oldugundan k, (1) = 1 elde edilir.

(Hk.2) : Va,b € L igin (H.3) ozelliginden V{y € 7:y<a},V{yerT:y<b} e
7 ve (H.2) kogulundan

(V{yery<ah)@(V{yeT:y<b}) =k (a)@k-(b) €7
bulunur. k, (a) < a ve k, (b) < b oldugundan Onerme 1.5 (i)’den
kr(a) @k, (b)) <a®k.(b)<a®b
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elde edilir. Dolayisiyla
kr(a) @k (b)<V{yerT:y<a®b} =k (a®b)

bulunur. 7 'nin bir Hutton topoloji oldugu da soyle gosterilir.

(H1) : (Hk.1)den 1 € 74 ve k(0) < 0 oldugundan k(0) = 0 yani 0 €7y

bulunur.

(H.2) : Va,b € L icin a,b € 7, ise a = k (a) ve b = k (b) olur. Onerme 1.5 (i) ve
(Hk.2)'den
a®@b=Fk(a) @k () <k(a®b)

olur ki bu da k (a ® b) < a ® b oldugundan a ® b € 7 olmasi demektir.

(H.3) : {a;:i €I} C 7 olsun. Bu durumda Vi € I, a; = k (a;) olur. a; < Vv a;
S

ve (p.1)’den

el el i€l

yani V a; € Ty bulunur. m
13

Teorem 3.15 (L, v) bir H-co-topolojik uzayiVa € L iginc, (a) = AN{z €v:a <z}
ile belirlenen c, H-kapanis operatoriini tretir. Tersine bir ¢ H-kapanis operatorii

ve={a € L:c(a) = a} ile belirlenen v, H-co-topolojik uzayin tretir.

Kamit. ¢, doniisiimiiniin bir L-kapanis operatorii oldugu su sekilde goriilebilir:
Va € Ligin a < AN {y € v:a <y} oldugundan a < ¢, (a) bulunur.

(p.1) :Va,b € Ligin a < b ise
a<b<AN{zev:b<z}=a<AN{zxecv:b<luz}
ve (H-c0.3) kogulundan A{z € v:b<z} € v oldugundan A{yc€v:a <y} <

ANz € v:b <z} olur. Dolayisiyla ¢, (a) < ¢, (b) bulunur.
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(p.2) : ¢, (a) < ¢, (a) ve ¢, (a) € v oldugundan
ey (ey(a))=N{xev:c (a) <z} <c(a)
bulunur. Ayrica Va € L igin ¢, (a) < ¢, (¢, (a)) oldugundan ¢, (¢, (a)) = ¢, (a) elde
edilir.

(Hel): ¢, (0) =A{x €v:0<z} veO € v oldugundan ¢, (0) = 0 bulunur.

(He.2) : (H-co.3) ve (H-co.2) kogullarindan A{y e v:a <y} , AN{r cv:b<zx} €

v ve buradan
(AMyev:ia<ypH)UAN{zev:b<z})cev=c,(a)Uc (b) €v

olur. a < A{yev:a<y} ve g < Az €wv:b<x} oldugundan Onerme 1.9
(viii)’den
alb< (AN{yev:a<yphHhUA{z€v:b<x})

yani a U b < ¢, (a) U ¢, (b) olur. Buna gore ¢, (aUb) = AN{z€v:allb<z} <
¢y (a) U ey, (b) bulunur.

v./nin L-co-topoloji oldugunu da soyle gosterilir:

(H-co.1) : (Hc.1) kogulundan ¢ (0) = 0 oldugundan 0 € v, ve 1 < ¢(1) oldugun-
dan 1 =¢(1), yani 1 € v, bulunur.

(H-c0.2) : Ya,b € L igin a,b € v, ise c(a) = a ve c(b) = b olur. (Hc.2)
ozelliginden

claUb) <c(a)Uc(b)=allb=c(alb) <alb

yani a LI b € v, bulunur.

(H-co.3) : {a; : 1 € I} C v, olsun. Vi € [ igin ¢ (a;) = a; olur. A a; < a; ve (p.1)
S

ozelliginden, Vi € I icin
c(/\ai> < cl(a;) = a :>c</\ai> < Aa;
el el i€l
olur ki bu da ‘/\]ai € v, olmasi demektir. m
1€
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Teorem 3.16 (i) k bir H-¢ekirdek operatori ve T bir Hutton topoloji olmak tizere

Tk, =T ve k., =k olur.

(17) ¢ bir H-kapams operatorii ve v bir H-co-topoloji olmak iizere c,, = ¢ ve

Ve, = U olur.

Kanit. (i) a € 7y, ise a = k; (a) € 7 oldugundan a € 7 olur. Tersine a € 7
ise a < a oldugundan a < V{ye1:y <a} = k,(a) olur ki bu da k&, (a) < a
oldugundan k. (a) = a yani a € 7j_ oldugunu gosterir. Bu iki gerektirmeden 7, = 7

elde edilir.

(7) (7) ile benzer gekilde elde edilir. m

3.3. Genellestirilmis L-i¢ ve L-kapamis Operatérleri ve Genellestirilmis
L-siireklilik

Bu bolimde Not 3.2’de bahsedilen cekirdek ve kapanig operatorleri ele alinacaktir.
Bu 6zel durumdaki operatorlere genellestirilmis L-i¢ operatorii ve genellestirilmis
L-kapanig operatorii denecektir. Genellestirilmis L-i¢ operatorii ve genellegtirilmis
L-kapanis operatorii 6zel bir cekirdek ve kapanis operatorii oldugundan Boliim
3.1.’de saglanan tiim ifadeler bu operatorler i¢in de gecerlidir. Bu operatorler ayni
zamanda topolojik bulanik i¢ ve topolojik bulanik kapanis operatorlerinin zayif bir
versiyonudur. Dolayisiyla siireklilik ve komsuluk kavramlarimi daha genel bir ver-

siyonda inceleme sansi elde edilmig olur.

Tanim 3.17 L bir tam kalanl érgii olsun.

(i) Z: L* — L* dondisiimiine X fizerinde bir genellestirilmis L-i¢ operatorii ya

da kisaca G-L-i¢ operatorii denir < Asagdaki kosullar saglanwr: ¥f, g € LY icin

(GIN)I(f)<f
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(G2) f<g=TI(f)<ZI(9)

(G3)T(Z(f)=T(f)

(ii) Cl : LY — L déniigiimiine X fizerinde bir genellestirilmis L-kapanis oper-
atord ya da kisaca G-L-kapanis operatori denir < (GK.1) f < ClL(f) ozelligini ve
(G.2), (G.3) ézelliklerini saglar.

Tamim 3.18 (i) 7 = { fielX:iel } kiimesine bir genellestirilmis L-i¢ sistem ya
da kisaca G-L-i¢ sistemi denir < VYJ C I icin _vaj € 7 olur.
JjE

(17) v = { fielX:ic )\} kiimesine bir genellestirilmis L-kapanis sistemi ya da
kisaca G-L-kapanis sistemi denir < V.J C X icin ~/\J fj € v olur.
J€

Tamm 3.19 N : X — LY déniisim ve Vo € X igin N (z) = N, olsun. N 'ye X
tizerinde bir genellestirilmis L-komsuluk sistemi (G-L-komsuluk sistemi) denir <

Asagdaki ézellikler saglanir: Y f, fi, fa € LX i¢in;
(NG.1) fi < fa= N (1) SN (f2)
(NG2) Ny (f) < f(2)

(NG.3) Na (f) < VAN (h) - h(y) < N, (f),Vy € X}

Teorem 3.20 X iizerindeki T G-L-i¢c operatori Vf € LY ve Vo € X icin

ile belirlenen N@ = (/\/’z(z)) G-L-komsuluk sistemini firetir. Tersine N =
zeX
(No)yex G-L-komsuluk sistemi ¥ f € L™ ve Vo € X igin; X iizerinde

[ZM ()] (x) = N2 (£)

ile belirlenen I™N) G-L-i¢ operatoriini diretir. Ayrica T = T WD) e N =N (z%9)

olur.
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Kamt. Ilk olarak NP doniigiminiin G-L-komsuluk sistemi oldugu séyle gos-

terilebilir:

(NG1) : fr < fo olsun. (G.2)'den NP (f1) = [Z(f1)](2) < [Z(f2)](2) =
N (f) bulunur.

(NG.2) : (GI.1)den NP (f) = [T (f)] (z) < f (z) bulunur.

(NG.3) : h* =Z(f) denirse

Z (M (y) < Z(NH](y) = 1" (y) < NP (f)

olur. Buradan (G.3) kosulunu kullanirsak

ND(f) = [T )](-r) ( () (x) = [Z (W] () = N3P (") <

(f
VAN (h) :h(y) < ND (f), Yy € X}

elde edilir.
IW) déndisimiinin gicli L-i¢ operatori oldugu da séyle gosterilebilir:

(G.1) : (NG.2)denVz € X we Vf € LX icin [I™) (f)] (z) = N, (f) < f(2)
oldugundan TW) (f) < f bulunur.

(G.2):Vf,ge LX i¢in f < g iseVx € X igin (NG.1) den

TN ()] (@) = N, (f) <N (9) = [ZW) (9)] (@)

oldugundan TW) (f) < IW) (g) bulunur.

(G.3) : Yy € X igin [IW) (f)] (y) = N, (f) = g (y) olsun. h < g olacak sekildeki
Vh e LX i¢in (NG.1)’den N, (h) < N, (g) ve buradan
VAN: (h) s h(y) < N, (f) . Vy € X} < No(9)
olur. (NG.3) den
N (f) S VANG (B) = h(y) SN (f) Wy € X} < N (9) = N () S NG (ZW0 ()
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olur. O halde [I(N) (f)} (x) < [I(N) (I(N) (f))] () = IM (f) < W) (I(N) (f))

bulunur.

Son olarak Vx € X ve Vf € LX igin
[T ()] (@) = N () = 2 ()] () = TV = 7

ve
()

N () = [V (D] () = N () = N = N

bulunur. m

Bu teorem sayesinde G-L-i¢ operatorleri ve G-L-komsuluk sistemleri birbirlerine
denk kavramlar olur. Dolayisiyla G-L-i¢ operatorleri ve G-L-i¢ sistemleri birbirlerine
denk oldugundan G-L-komsuluk sistemleri ve G-L-i¢ sistemleri birbirlerine denk

kavramlar olur.

Tanim 3.21 71,79 swraswyla X ve Y dizerinde G-L-i¢ sistemler ve p : X — Y bir

fonksiyon olsun.

@ genellestirilmis L-stireklidir ya da kisaca G-L-stireklidir < Yg € 74 i¢in ¢ (g9) € 71

Tamim 3.22 71, Toswraswyla X ve Y dzerinde G-L-i¢ sistemler, o : X — Y bir
fonksiyon ve N (1) = <N£71)> N2 = (Ny(72)> siraswyla X ve Y dizerinde
zeX yey

G-L-komsuluk sistemleri olsun.

¢, v € X noktasinda G-L-siireklidir < Yf € LY icin N;E;; (f) S NI (71 (f)

Tanim 3.23 (i) Vo € X icin G, () = ; /z (/\/;Z;; (f) = NIV (o1 (f))) ile tanamly
c Y

G () € Lye p’nin x € X 'de G-L-sitireklilik derecesi denir.

(i7) G (p) = /\XGx () ile taniml G (p) € L’ye ¢ nin G-L-sireklilik derecesi

e
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G-L-ig¢ sistemler yerine L-topolojiler alinirsa, G-L-siireklilik tanimi Hohle ve
Sostak’da (1999) var olan L-stireklilik tanimi ile ve G-L-siireklilik derecesi de Demirci’de
(2007) tamimlanan L-siireklilik derecesi ile aymi olur. Bundan sonraki boliimde
T1,To sirasiyla X ve Y {izerinde G-L-ig sistemler, ¢ : X — Y bir fonksiyon ve
N = <N£71)> (N2 = <Ny(T2)> sirasiyla X ve Y {izerinde G-L-komsuluk
sistemleri olarakxzil)fnacaktlr. Vf e X ,@g/ € LY icin Z,, (f) ve Z,, (g), f° ve ¢° ile

gosterilecektir.

Lemma 3.24 G (p) = gézé (¥ (9), (¢ (9)")

Kanit. Vg € 75 ve Vo € X icin Teorem 3.20’den

ve N (71 (9)) = (97" (9))° (2) oldugundan

o= (2 (@0 -2 (0 0))

IA

< A
zeX

0, (VB0 =4 (7 ) ) =

A (o (9) (@) = (o <g>)°<x>)] = Ao (9). (67 ())

geT2 |xEX
olur. Tersine Vg € LY ve Vo € X igin Teorem 3.20’den J\/’;z;)) (9) = ¢° (p(x)) =
01 (g°) (z) olur. (GI.1)’den ¢° < gise o' (9°) < ¢! (g) oldugundan (NG.1)’den

(07" (97)" () = NV (07" (9°) SN (071 (9))

bulunur. O halde Onerme 1.5 (ii) g° € 75 oldugundan

N (9) = NI (¢7H(9) = 7 (9°) (@) = NI (07 (9) =
> o (%) () = (¢ (7)) (x) >

=S (;,;QX (07 (9) (@) = (¢ (9)° (;c)))

olur. Buradan

) = A4 VBN @) 2

z€X \ geLY

= (:Jcé\X (™ (9) (@) = (¢ (g))o(l“))) = A C(e™ (9, (¢ (9)")

bulunur ve egitlik elde edilir. m
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Teorem 3.25 (i) G (¢) = 1 & ¢ G-L-streklidir.
(17) @, Vo € X noktasinda G-L-sireklidir < ¢ G-L-stireklidir.

(ii1) G () = gEALYQ (™97, (¢ (9))°)

Kanit. (i) : Lemma 3.24 ve Onerme 1.4’den

Glp)=1& A (e (9). (¢ (9)) =1

gET?2

& ¢ (9 () = (¢ (9) (@) =1 (Vg€ ), (Vz € X)
& ¢ 9@ < (¢ (9) (@) (Vger), (Vo eX)
olur. (GI.1)den (¢=1(g))° < ¢ 1(g) oldugundan ¢! (g) = (¢~ '(g))° olur ki bu

da ¢! (g) € 71 olmasi demektir. Yani ¢ G-L-siirekli olur. Ters gerektirme benzer

sekilde goriiliir.

(ii) : (i) ve Onerme 1.4’den

¢ G-L-siireklidir & G (p) =1 < A, G:(p)=1<
T

& N9 =N (e (9) =1 (VgeLY), (Vo e X)
& N9 SN (97 (9) (g€ L), (Vo e X)
olur ki bu da Vx € X igin ¢’nin G-L-siirekli olmas1 demektir. Ters gerektirme benzer

sekilde goriiliir.

(4ii) : (GI.1)’den ¢g° < g ise p~1(g°) < ¢! (g) olur. (G.2)’den (¢~ (g°))°
(071 (g))° bulunur. O halde Onerme 1.13 (iii) ve Lemma 3.24’den

IN

S (@), (¢ @)) = (e (97, (¢ (97)) = G ()
ve boylece

AC (e (67 (07 (9)°) = G )

geLy
bulunur. Tersine Lemma 3.24’den

A C(e™ (99, (¢ (9)") <

= 0, @ (EW))) = 40 (C (0 (7 0)) =G
olur. Yani esitlik elde edilir. m
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Not 3.26 7 bir G-L-i¢ sistemi olmak tizere, eger L ¢ift degilleme kuraliny saglarsa
Teorem 8.10 (i)’den 707 min bir G-L-kapams sistemi oldugu biliniyor. O halde
Lemma 3.5 (ii)’den

f=Cloy(fy=n{hel* herO f<h}

dondigimi bir G-L-kapams operatéridir. Ayrica Lemma 3.5 (i) ve Teorem 3.8
(i)’den f = =Z, (- (f)) olur.

Teorem 3.27 L c¢ift degilleme kuralimi saglasin. Asagidaki esitlikler gecerlidir:

UEIORNRS CRON)

Kamit. (i) Not 3.26, Onerme 1.13 (viii), Lemma 3.24, cift degilleme kural ve
o1 (=(9)) =~ (¢ 1 (g)) esitligi kullanilirsa

Glp) = ACHE M), (" M))= A C(e (=), (" (=(9)) =

heT2 gers”
= ASEETEO)) @ Ew) =
= ACEEETO)) T @) -
= ANEEIL @) e @)= A E(eTe )

bulunur ve egitlik elde edilir.

(ii) Vg € LY igin (GK.1)’den g < g ve buradan ¢! (g) < ¢! (g) oldugundan
(G.2) kullanilirsa ! (g) < =1 () elde edilir. Bu esitsizlik, (i) 6zelligi ve Onerme
1.13 (ii)’den




yani
AP @) 26 )

elde edilir. Tersine (i) ozelliginden ve g € Téﬁ) ise g = g oldugundan

h € (T @) < A (P ®) =

Y QI
gel gETy

" pEFT@e0) =00

bulunur ve egitlik elde edilir.

(itd) ¢ (¢~ (9)) < g oldugundan (G.2)'den ¢ (¢~ (9)) < g ve g < ¢~ (¢ (9))
oldugundan (G.2)’den g < =1 (p (g))olur. O halde (i7) ozelligi ve Onerme 1.13 (ii),

(iii) ve (vii)’den

00 € (60)50) <2 (o(F) 7)< (o (7))
< ¢ <@_1 (S” (Wl <9)>) o @)) <C (s@‘l (9),¢7" (?))

yani

AE(MeM) < 1 E(TWe @) =C)

bulunur. Tersine Onerme 1.13 (vi) 6zelligi kullamilirsa Vf € LY icin,

Glo) = AC(p @ @) <C (e (e

geLyY

< (Fe (b)) =S¢ (v (¢(N))) <E (¢ (D .2 ()

—_
s
=
~—
~
AN

L

/N
AS)
=

yani

bulunur ve egitlik elde edilir. m

G-L-i¢ ,G-L-kapanis operatorleri ve G-L-i¢ ,G-L-kapanis sistemleri yerine sirasiyla
topolojik L-i¢, topolojik L-kapanig operatorleri ve L-topoloji,L-co-topoloji alinirsa
Demirci’'nin (2007) elde ettigi gibi Lemma 3.24, Teorem 3.25 ve Teorem 3.27 aynen

gecerli olur.
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4. SONUQ

Bu ¢alisma sonucunda K = {1} durumundaki bulanik i¢ ve bulanik kapanig oper-
atorleri tam kalanh ¢rgii tizerine genisgletilerek incelenmistir. Daha sonra tam kalanh
orgii yapisinda, tam orgii 6zel olarak (LX A\, V15,1 X) alinmis ve bu genisletilen op-
eratorler, bu 6zel tam kalanh 6rgii yapisi {izerinde incelenmigtir. Bu incelenen oper-
atorlerin tirettigi sistemlere de G-L-i¢ ve G-L-kapanis sistemi denilmistir. Bu sistem-
ler bulanik topolojiden daha zayif olmalarina ragmen, bulanik topolojik uzaylarda
saglanan baz ozelliklerin bu sistemlerde de saglandigi gozlemlenmistir. Ornegin,
topolojik uzaylarda tanimlanan L-siireklilik, L-komsuluk, bir noktada L-siireklilik
ve L-siireklilik derecesi gibi kavramlar bu sistemlerde de tanimlanarak daha genel
bir versiyonda bu tanimlarla, 6zellikle L-siireklilik derecesi ile ilgili, 6nemli sonuglar
elde edilmigtir. Ayrica topolojik bulanik i¢ ve topolojik bulanik kapanis operator-
lerini tam kalanli ¢rgii tizerine genellestirerek, iirettigi sistemler ile nokta kavrami

olmayan topolojiler olusturulmusg ve aralarindaki denklikler de ele alinmigtir.
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