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Bu tezde, ilk olarak topolojik bulan¬k iç operatörleri, topolojik bulan¬k ka-

pan¬̧s operatörleri ve aralar¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Daha sonra Belohlavek an-

lam¬nda, bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri tan¬t¬lm¬̧s ve bulan¬k topolojiden

daha genel sistemlerle, aralar¬ndaki ili̧skiler sunulmuştur. Bu operatörler, K = f1g
durumunda tam kalanl¬örgü üzerine geni̧sletilerek çekirdek ve kapan¬̧s operatörleri

olarak adland¬r¬lm¬̧s ve temel özellikleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca topolojik bulan¬k iç

ve topolojik bulan¬k kapan¬̧s operatörleri de tam kalanl¬örgü üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Son olarak çekirdek ve kapan¬̧s operatörlerinin LX üzerinde üretti¼gi sistemlerde,

L-süreklilik derecesi ile ilgili sonuçlar elde edilmi̧stir.
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Bulan¬k Komşuluk Sistemi, Bulan¬k Süreklilik

JÜR·I: Prof. Dr. Mustafa DEM·IRC·I

Prof. Dr. Murat D·IKER

Yard. Doç. Dr. Sad¬k BAYHAN

i



ABSTRACT

ON FUZZY INTERIOR OPERATORS AND FUZZY CLOSURE

OPERATORS

Hakan Ş·IMŞEK

M.Sc. Thesis in Mathematics

Adviser: Prof. Dr. Mustafa DEM·IRC·I

May 2010, 54 Pages

In this thesis, �rst, topological fuzzy interior operators, topological fuzzy clo-

sure operators and relations between them are investigated. Later, in the sense

Belohlavek, fuzzy interior and fuzzy closure operators are introduced and relation-

ships between them with the systems that are more general from fuzzy topology

are presented. In case of K = f1g, these operators are named kernel and closure
operators by expanding on the complete residuated lattice and basic properties are

studied. Also topological fuzzy interior and topological fuzzy closure operators are

studied on the complete residuated lattice. Finally, L-continuity degree with the

corresponding results are obtained in the systems that kernel and closure operators

generated on LX .
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ÖNSÖZ

Bulan¬k iç operatörleri ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri bulan¬k küme teorisinde,

çeşitli alanlarda önemli uygulamalara sahiptir. Klasik anlamdaki topolojik uzay-

larda kapan¬̧s ve iç operatörlerinin birbirine denk oldu¼gu ve topolojik uzay oluş-

turmada eşde¼ger bir yol oldu¼gu bilinmektedir. Ancak bulan¬k anlamdaki iç op-

eratörleri, kapan¬̧s operatörleri ve topolojik uzaylar da durum tamamen farkl¬d¬r.

Bulan¬k anlamdaki bu kavramlar aras¬ndaki ili̧skiler; do¼gruluk de¼gerleri kümesinin

ve bu kümenin üzerindeki i̧slemin, yani kalanl¬örgü (residuated lattice) yap¬s¬n¬n

seçimine ba¼gl¬olarak de¼gi̧smektedir. Bu tez çal¬̧smas¬nda amaç; topolojik bulan¬k

iç ve kapan¬̧s operatörlerinden daha genel olan bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s oper-

atörlerini ele almak ve bu operatörlerin temel özelliklerini ve aralar¬ndaki ili̧skileri

incelemek ve topolojik uzaylardaki baz¬özelliklerin topolojiden daha genel sistem-

lerde uygulamalar¬n¬vermektir. Yap¬lan çal¬̧sman¬n bulan¬k küme teorisi alan¬nda

çal¬̧san araşt¬rmac¬lar için bulan¬k iç operatörü ve bulan¬k kapan¬̧s operatörü konu-

lar¬nda yararl¬bir kaynak oluşturaca¼g¬kan¬s¬nday¬m.

Bana bu konuda çal¬̧sma şans¬veren ve yard¬mlar¬n¬esirgemeyen dan¬̧sman¬m

Say¬n Prof. Dr. Mustafa Demirci�ye teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri bulan¬k küme literatüründe ilk olarak bu-

lan¬k topolojik uzaylar çerçevesinde Lowen (1976), Höhle ve Sostak (1999) taraf¬ndan

sunulmuştur. Bu operatörlere topolojik bulan¬k iç ve topolojik bulan¬k kapan¬̧s op-

eratörleri denecektir. Topolojik bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörlerinden daha

genel olarak bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri Belohlavek (2001, 2002-a,

2002-b, 2003, 2004) taraf¬ndan sunulmuş ve temel özellikleri incelenmi̧stir.

Bulan¬k kapan¬̧s operatörleri ve kapan¬̧s sistemleri, tam örgü ve bulan¬k kümeler

üzerinde Biacino ve Gerla (1996), Gerla (1999, 2001) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

L-bulan¬k topolojik uzaylarda da L-bulan¬k iç operatörleri Höhle ve Sostak

(1999), L-bulan¬k iç operatörleri ve L-bulan¬k kapan¬̧s operatörleri Shi (2009) taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ancak bu tezde bu anlamdaki operatörler ele al¬nmam¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n kapsam¬nda L-bulan¬k iç ile L-bulan¬k kapan¬̧s operatörleri

d¬̧s¬ndaki bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörlerinin ele al¬nmas¬ve bu operatörler

aras¬ndaki ili̧skilerde bulan¬k mant¬ksal baz olarak kullan¬lan kalanl¬örgü yap¬s¬n¬n

nas¬l bir rol oynad¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬bulunmaktad¬r. Ayr¬ca bulan¬k iç ve bulan¬k

kapan¬̧s operatörlerinin; bulan¬k topoloji, bulan¬k iç sistemleri ve bulan¬k kapan¬̧s

istemleri ile ne gibi münasebetlerin var oldu¼gunu araşt¬rmak da tezin kapsam¬nda

bulunmaktad¬r.

1.2. Kalanl¬Örgüler

Bu bölümde bulan¬k mant¬ktaki do¼gruluk de¼gerleri yap¬s¬ olan kalanl¬ örgüler ve

temel özellikleri incelenecektir. Bu yap¬klasik mant¬ktaki iki de¼gerlikli do¼gruluk

yap¬s¬n¬n bulan¬k mant¬ktaki kaŗs¬l¬¼g¬olacakt¬r. Klasik mant¬k bundan sonra 2 ile

gösterilecektir.
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Tan¬m 1.1 L 6= ? bir küme olmak üzere (L;�) k¬smi s¬ral¬bir küme olsun. 8a; b 2
L için a ^ b = Inf fa; bg ve a _ b = Sup fa; bg varsa (L;�;^;_) yap¬s¬na bir örgü
(lattice) denir. E¼ger 8A � L için ^A = Inf (A) ve _A = Sup (A) var ise (L;�)
ikilisine bir tam örgü (complete lattice) denir. (L;�) tam örgüsünde, en küçük

eleman 0 ve en büyük eleman 1 ile gösterilir (Höhle ve Sostak 1999, Klement vd

2000, Belohlavek 2002-b).

Tan¬m 1.2 Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir L = (L;^;_;
;!; 0; 1) yap¬s¬na bir
tam kalanl¬(residuated) örgü denir (Höhle 1995, Belohlavek 2002-b):

(i) (L;�;^;_;0;1) bir tam örgüdür.

(ii) (L;
) de¼gişmeli monoiddir; yani, 
 de¼gişme, birleşme ve 8x 2 L için x
1 =
x özelliklerini sa¼glar.

(iii) Bitişiklik(Adjointness) özelli¼gini sa¼glar; yani, 8x; y; z 2 L için

(AD) x
 y � z , x � y ! z dir.

Yukar¬da geçen 
 ve ! i̧slemleri s¬ras¬yla çarp¬m ve kalan (residuum) i̧slemleri,

(
;!) ikilisi de biti̧sik (adjoint) çift olarak adland¬r¬l¬r. ! i̧slemi (AD) özelli¼gi ile

tek türlü olarak belirlidir.

Örnek 1.3 (Belohlavek 2002-b) L = [0; 1] � R kümesi üzerinde do¼gal s¬ralama göz
önüne al¬n¬rsa a ^ b = min (a; b) ve a _ b = max (a; b) olmak üzere (L;�;^;_; 0; 1)
bir tam örgüdür. Bu örgü yap¬s¬yla aşa¼g¬daki işlem çiftlerinin her biri ile L =

(L;^;_;
;!; 0; 1) bir tam kalanl¬örgü yap¬s¬oluşturur: 8a; b 2 L için;

(i) a
 b = max (a+ b� 1; 0) ; a! b = min (1� a+ b; 1) (Lukasiewicz yap¬s¬)

(ii) a
 b = min (a; b) ; a! b =

�
1 a � b
b a > b

(Gödel yap¬s¬)

(iii) a
 b = a:b; a! b =

�
1 a � b
b
a

a > b
(Çarp¬msal yap¬)

2



Önerme 1.4 (Höhle 1995, Belohlavek 2002-b) Aşa¼g¬daki özellikler herhangi L =

(L;^;_;
;!;0;1) tam kalanl¬örgüsünde geçerlidir: 8x; y; z 2 L için;

(i) x
 (x! y) � y; y � x! (x
 y) ; x � (x! y)! y

(ii) x � y () x! y = 1

(iii) x! x = 1; x! 1 = 1; 0! x = 1

(iv) 1! x = x; x
 0 = 0

(vi) x
 y � x; x � y ! x

(vii) x
 y � x ^ y

(viii) (x
 y)! z = x! (y ! z) = y ! (x! z)

(ix) (x! y)
 (y ! z) � (x! z)

(x) x! y = _fz 2 L : x
 z � yg

(xi) x
 y = ^fz 2 L : x � y ! zg

Önerme 1.5 (Höhle 1995, Belohlavek 2002-b) Her L = (L;^;_;
;!;0;1) tam
kalanl¬örgü yap¬s¬nda aşa¼g¬dakiler do¼grudur: 8x; y; x1; x2; y1; y2 2 L için;

(i) y1 � y2 ) x
 y1 � x
 y2

(ii) y1 � y2 ) x! y1 � x! y2

(iii) x1 � x2 ) x2 ! y � x1 ! y

Önerme 1.6 (Höhle 1995, Belohlavek 2002-b) L = (L;^;_;
;!;0;1) bir tam
kalanl¬ örgü olsun. Aşa¼g¬dakiler 8x; y 2 L ve 8 fxi : i 2 Ig ; fyi : i 2 Ig � L için

sa¼glan¬r:

3



(i) x

�
_
i2I
yi

�
= _

i2I
(x
 yi)

(ii) x!
�
î2I
yi

�
=

î2I
(x! yi)

(iii)
�
_
i2I
xi

�
! y =

î2I
(xi ! y)

(iv) x

�
î2I
yi

�
�

î2I
(x
 yi)

(v) _
i2I
(x! yi) � x!

�
_
i2I
yi

�

(vi) _
i2I
(xi ! y) �

�
î2I
xi

�
! y

Tan¬m 1.7 (Höhle 1995, Belohlavek 2002-b) L = (L;^;_;
;!;0;1) bir tam kalanl¬
örgü olsun. L üzerinde

:a = a! 0; 8a 2 L

şeklinde tan¬ml¬: : L! L işlemine de¼gilleme (negation) denir. Burada kalan ve

de¼gilleme işlemleri s¬ras¬yla, klasik mant¬ktaki gerektirme ve de¼gil alma işlemlerinin

çok de¼gerli mant¬¼ga genelleştirmeleridir.

E¼ger 8a 2 L için
a = ::a = (a! 0)! 0

ise L yap¬s¬ çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glar denir.

L üzerinde 8a; b 2 L için atb = : (: (a)
 : (b)) ile belirlenen t işlemine 
�n¬n
duali denir.
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Tan¬m 1.8 (Belohlavek 2001, 2002-a, 2004) L = (L;^;_;
;!;0;1) bir tam kalanl¬
örgü olsun. K � L boş olmayan alt kümesi

8a; b 2 L için; (a 2 K ve a � b)) b 2 K

gerektirmesini sa¼glarsa K�ya bir �-�ltre denir. 8a 2 L için a � 1 oldu¼gundan
1 2 K olur. E¼ger 8a; b 2 K için a
b 2 K ise K �-�ltresine bir �ltre denir. Bundan
sonra aksi belirtilmedi¼gi sürece K; bir �-�ltresini gösterecektir.

Önerme 1.9 Her L = (L;^;_;
;!;0;1) tam kalanl¬örgü yap¬s¬nda aşa¼g¬dakiler

do¼grudur (Höhle 1995, Höhle ve Sostak 1999, Belohlavek 2002-b) :

(i) :0 = 1; :1 = 0

(ii) x
 :x = 0

(iii) x � ::x; :x = :::x

(iv) x � y ) :y � :x

(v) :
�
_
i2I
xi

�
=

î2I
(:xi)

(vi) :
�
î2I
xi

�
� _

i2I
(:xi) : E¼ger L çift de¼gilleme kural¬n¬ sa¼glarsa eşitlik elde

edilir.

(vii) L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glarsa : (x t y) = (: (x)
 : (y)) ve : (x
 y) =
(: (x) t : (y)) olur.

(viii) (8x1; x2; y1; y2 2 L) [((x1 � x2) ve (y1 � y2))) (x1 t y1 � x2 t y2)]

5



1.3. Bulan¬k Kümeler Kuram¬

Bu bölümde bulan¬k küme ve bulan¬k kapsama kavramlar¬tan¬t¬l¬p temel özellikleri

incelenecektir. Bundan sonraki bölümlerde do¼gruluk de¼gerleri yap¬s¬ olarak L =

(L;^;_;
;!;0;1) tam kalanl¬örgü yap¬s¬baz al¬nacakt¬r.

Tan¬m 1.10 (Goguen 1967) X 6= ? herhangi bir küme ve L 6= ? bir örgü olmak

üzere f : X ! L fonksiyonuna X�in bir L-bulan¬k kümesi denir ve X�in tüm L-

bulan¬k kümelerinin ailesi LX ile gösterilir.

8a 2 L için f : X ! L; f (x) = a; 8x 2 X; sabit dönüşümü a:1X ile gösterilir.
Özel olarak 0:1X = 1? ve 1:1X = 1X ile gösterilir.

L üzerindeki �; ^; _; 
; !; : işlemleri LX�e noktasal olarak aşa¼g¬daki gibi
genişletilebilir. 8f; g 2 LX ve 8 ffi : i 2 Ig � LX için; (Höhle ve Sostak, 1999)

(i) f � g , f (x) � g (x) ; 8x 2 X

(ii)
�
î2I
fi

�
(x) =

î2I
fi (x) ve

�
_
i2I
fi

�
(x) = _

i2I
fi (x) ; 8x 2 X

(iii) (f 
 g) (x) = f (x)
 g (x) ; 8x 2 X

(iv) (f ! g) (x) = f (x)! g (x) ; 8x 2 X

(v) (: (f)) (x) = : (f (x)) ; 8x 2 X

Herhangi bir A = ffi : i 2 Ig � LX ailesi için
î2I
fi = ^A ve _

i2I
fi = _A

L-bulan¬k kümeleri s¬ras¬yla A�n¬n kesişimi ve birleşimi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.11 (Gaugen 1967, Lowen 1996) Herhangi bir ' : X ! Y dönüşümü ve

f 2 LX ve g 2 LY L-bulan¬k kümeleri için ' alt¬nda f�nin görüntüsü ve g�nin ters
görüntüsü, s¬ras¬yla ' (f) 2 LX ve '�1 (g) 2 LY şöyle tan¬mlan¬r:

' (f) (y) =

� _
x2'�1(y)

f (x) ; '�1 (y) 6= ?

0 ; aksi halde
ve '�1 (g) (x) = (g � ') (x)

6



Tan¬m 1.12 (Sostak 1985, Belohlavek 2001, 2002-a, Belohlavek ve Funikova 2004,)
~� : LX � LX �! L olmak üzere

8f; g 2 LX için ~� (f; g) = ^
x2X

(f (x)! g (x))

ile tan¬ml¬ ~� dönüşümüne LX üzerinde L-bulan¬k kapsama ba¼g¬nt¬s¬denir. f; g 2
LX için L�nin ~� (f; g) eleman¬g�nin f�yi kapsama derecesi olarak adland¬r¬l¬r.

Önerme 1.13 (Demirci 2007) 8f; g; f1; f2; g1; g2 2 LX ; 8 ffi : i 2 Ig � LX ;8 h1; h2 2
LY ; 8 fhi : i 2 Ig � LY ve ' : X ! Y dönüşümü için, aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

(i) ~� (f; g) = 1, f � g

(ii) f1 � f2 ) ~� (f2; g) � ~� (f1; g)

(iii) g1 � g2 ) ~� (f; g1) � ~� (f; g2)

(iv) ~�
�
_
i2I
fi; g

�
=

î2I

�
~� (fi; g)

�

(v) ~�
�
f;
î2I
gi

�
=

î2I

�
~� (f; gi)

�
(vi) ~� (f; g) � ~� (' (f) ; ' (g))

(vii) ~� (h1; h2) � ~� ('�1 (h1) ; '�1 (h2))

(viii) ~� (f; g) � ~� (: (g) ;: (f)) dir. E¼ger L çift de¼gilleme kural¬n¬ sa¼glarsa

~� (f; g) = ~� (: (g) ;: (f)) olur.
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2. MATERYAL VE METOT

2.1. Topolojik Bulan¬k ·Iç ve Topolojik Bulan¬k Kapan¬̧s Operatörleri

Tan¬m 2.1 (Höhle ve Sostak 1999) � � LX , L-bulan¬k kümeler ailesi X üzerinde

bir L-topolojidir , Aşa¼g¬daki üç koşul sa¼glan¬r:

(O:1) 1?; 1X 2 �

(O:2) 8f; g 2 LX için f; g 2 � ) f 
 g 2 �

(O:3) 8 ffi : i 2 Ig � LX için ffi : i 2 Ig � � ) _
i2I
fi 2 �

Bu koşullar¬sa¼glayan (X; �) çiftine L-topolojik uzay denir.

Tan¬m 2.2 (Demirci 2007) C � LX , L-bulan¬k kümeler ailesi X üzerinde bir L-co-

topolojidir , Aşa¼g¬daki üç koşul sa¼glan¬r:

(C:1) 1?; 1X 2 C

(C:2) 8f; g 2 LX için f; g 2 C ) f t g 2 C

(C:3) 8 ffi : i 2 Ig � LX için ffi : i 2 Ig � C )
î2I
fi 2 C

Teorem 2.3 (Demirci 2007) L = (L;^;_;
;!;0;1) çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glayan
bir kalanl¬örgü olsun. O halde X üzerinde verilen bir C L-co-topolojisi için �C =
ff : : (f) 2 Cg X üzerinde bir L-topolojidir. Tersine X üzerinde verilen bir � L-

topolojisi için C� = ff : : (f) 2 �g X üzerinde bir L-co-topolojidir. Ayr¬ca C�C = C
ve �C� = � olur.

Tan¬m 2.4 (Höhle ve Sostak 1999) I : LX �! LX dönüşümüne X üzerinde bir

topolojik L-iç operatörü denir , Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r:
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(I:0) I (1X) = 1X

(I:1) 8f; g 2 LX için f � g ) I (f) � I (g)

(I:2) 8f; g 2 LX için I (f)
 I (g) � I (f 
 g)

(I:3) 8f 2 LX için I (f) � f

(I:4) 8f 2 LX için I (f) � I (I (f))

Tan¬m 2.5 (Demirci 2007) Cl : LX �! LX dönüşümüne X üzerinde bir topolojik

L-kapan¬̧s operatörü denir , Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r:

(Cl:0) Cl (1?) = 1?

(Cl:1) 8f; g 2 LX için f � g ) Cl (f) � Cl (g)

(Cl:2) 8f; g 2 LX için Cl (f t g) � Cl (f) t Cl (g)

(Cl:3) 8f 2 LX için f � Cl (f)

(Cl:4) 8f 2 LX için Cl (Cl (f)) � Cl (f)

Teorem 2.6 (Höhle ve Sostak 1999) X üzerindeki bir � L-topolojisi

8f 2 LX için I� (f) = _fg 2 � : g � fg

ile belirlenen topolojik L-iç operatörünü üretir.Tersine bir I topolojik L-iç operatörü

�I =
�
g 2 LX : g � I (g)

	
ile belirlenen X üzerinde bir �I L-topolojisini üretir. Dahas¬ �I� = � ve I�I = I
olur.
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Teorem 2.7 (Demirci 2007) X üzerindeki bir C L-co-topolojisi

8f 2 LX için ClC (f) = ^fh 2 C : f � hg

ile belirlenen topolojik L-kapan¬̧s operatörünü üretir. Tersine bir Cl topolojik L-
kapan¬̧s operatörü

CCl =
�
h 2 LX : C (h) � h

	
ile belirlenen X üzerinde bir CCl L-co-topolojisini üretir. Dahas¬CClC = C ve ClCCl =
Cl olur.

Sonuç 2.8 (Demirci 2007) L = (L;^;_;
;!;0;1) çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glayan
bir tam kalanl¬örgü olsun. X üzerindeki bir I topolojik L-iç operatörü için

ClI (f) = : (I (: (f))) ;8f 2 LX

X üzerinde bir topolojik L-kapan¬̧s operatörüdür. Tersine X üzerindeki bir Cl topolo-
jik L-kapan¬̧s operatörü için

ICl (f) = : (Cl (: (f))) ;8f 2 LX

X üzerinde bir topolojik L-iç operatörüdür. Dahas¬Cl = ClIClve I = IClI olur.

Kan¬t. Teorem 2.3 ve Teorem 2.7 den elde edilir.

Tan¬m 2.9 (Höhle ve Sostak 1999) N : X �! L(L
X) bir dönüşüm olsun. 8x 2 X

için N (x) = Nx olsun. N�ye, X üzerinde bir L-komşuluk sistemi denir, Aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glan¬r: 8x 2 X ve 8f; f1; f2 2 X için;

(N:0) Nx (1X) = 1

(N:1) f1 � f2 ) Nx (f1) � Nx (f2)

(N:2) Nx (f1)
Nx (f2) � Nx (f1 
 f2)

(N:3) Nx (f) � f (x)

10



(N:4) Nx (f) � _fNx (h) : h (y) � Ny (f) ;8y 2 Xg

f 2 LX ve x 2 X için, L�nin Nx (f) eleman¬na f�nin x noktas¬n¬n komşulu¼gu

olma derecesi denir.

Teorem 2.10 (Höhle ve Sostak 1999) X üzerindeki I topolojik L-iç operatörü 8f 2
LX ve 8x 2 X için N (I)

x (f) = [I (f)] (x) ile belirlenen N (I) =
�
N (I)
x

�
x2X

L-

komşuluk sistemini üretir. Tersine N = (Nx)x2X L-komşuluk sistemi 8f 2 LX ve

8x 2 X için; X üzerinde
�
I(N ) (f)

�
(x) = Nx (f) ile belirlenen I(N ) topolojik L-iç

operatörünü üretir. Ayr¬ca I = I(N (I)) ve N = N (I(N )) olur.

Bu teorem sayesinde L-iç operatörleri ve L-komşuluk sistemleri birbirlerine denk

kavramlar olur. Dolay¬s¬yla L-iç operatörleri ve L-topolojiler birbirlerine denk oldu¼gun-

dan L-komşuluk sistemleri ve L-topolojiler de birbirlerine denk kavramlar olur.

2.2. Bulan¬k ·Iç Operatörleri

Tan¬m 2.11 (Belohlavek ve Funikova 2004) L bir tam kalanl¬örgü ve K L�de bir

�-�ltre olsun. X üzerindeki bir LK-iç operatörü (bulan¬k iç operatörü (fuzzy interior

operator)) aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan I : LX ! LX bir dönüşümdür: 8f; f1; f2 2
LX için;

(IK:1) I (f) � f

(IK:2) ~� (f1; f2) 2 K ise ~� (f1; f2) � ~� (I (f1) ; I (f2))

(IK:3) I (f) = I (I (f))
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Not 2.12 (Belohlavek ve Funikova 2004) (1) : E¼ger K = L ise I�ya L-iç oper-
atörü denir. K kümesi, yeniden tasarlanm¬̧s do¼gruluk de¼gerleri kümesinin rolünü

oynar. K, L�de bir �-�ltre oldu¼gundan bir bak¬ma yeterli derecede yüksek do¼gruluk
de¼gerlerini yeniden sunar.

(2) : K1; K2 L�de �-�ltreler olmak üzere K1 � K2 ise her LK2-iç operatörü bir

LK1-iç operatörüdür.

SI =
�
f 2 LX : I (f) = f

	
kümesi göz önüne al¬n¬rsa (IK:3) koşulundan SI =�

I (f) : f 2 LX
	
olur. Aksi iddia edilmedikçe I bir LK-iç operatörünü gösterecektir.

Lemma 2.13 (Belohlavek ve Funikova 2004) i 2 
 olmak üzere fi 2 SI için _
i2

fi =

I
�
_
i2

fi

�
olur. Yani SI key� birleşimler alt¬nda kapal¬d¬r.

Kan¬t. 8i 2 
 için I (fi) � _
i2

I (fi)�d¬r. (IK:3), (IK:2) koşullar¬ndan ve

fi 2 SI oldu¼gundan

fi = I (fi) = I (I (fi)) � I
�
_
i2

I (fi)

�
) _

i2

fi � I

�
_
i2

I (fi)

�
= I

�
_
i2

fi

�

elde edilir. (IK:1) koşulundan I
�
_
i2

fi

�
� _

i2

fi oldu¼gundan I

�
_
i2

fi

�
= _

i2

fi

bulunur.

Lemma 2.14 (Belohlavek ve Funikova 2004) f 2 SI ve a 2 K için I (a
 f) =
a
 f olur.

Kan¬t. f 2 SI oldu¼gundan f = I (f)�dir. Bu nedenle I (a
 I (f)) = a
I (f)
eşitli¼ginin gösterilmesi yeterlidir. (IK:1) koşulundan I (a
 I (f)) � a
I (f) olur.
Tersine 8x 2 X için a 
 (I (f) (x)) = (a
 I (f)) (x) oldu¼gundan Tan¬m 1.2 (AD)

özelli¼ginden

a � I (f) (x)! (a
 I (f)) (x)) a � ^
x2X

(I (f) (x)! [(a
 I (f)) (x)])
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olur. Buradan a � ~� (I (f) ; a
 I (f)) olur. Buna göre a 2 K ve K�n¬n �-�ltre
özelli¼ginden ~� (I (f) ; a
 I (f)) 2 K olur ki (IK:2) ve (IK:3) özelliklerinden

a � ~� (I (f) ; a
 I (f)) � ~� (I (I (f)) ; I (a
 I (f))) = ~� (I (f) ; I (a
 I (f)))

olmas¬demektir. O halde

a � ~� (I (f) ; I (a
 I (f)))) a � ^
x2X

(I (f) (x)! I (a
 I (f)) (x)))

a � (I (f) (x)! I (a
 I (f)) (x))

(AD) özelli¼ginden

a
 I (f) (x) � I (a
 I (f)) (x) ; (8x 2 X)) a
 I (f) � I (a
 I (f))

olur. O halde I (a
 I (f)) = a
 I (f) elde edilir.

Teorem 2.15 (Belohlavek ve Funikova 2004) I : LX ! LX dönüşümü bir LK-iç

operatörüdür , I (IK:1) koşulunu ve aşa¼g¬daki koşulu sa¼glar:

(IK:0) ~� (I (f1) ; f2) 2 K ise ~� (I (f1) ; f2) � ~� (I (f1) ; I (f2))

Kan¬t. (:=)) I bir LK-iç operatörü olsun. ~� (I (f1) ; f2) 2 K ise (IK:2) ve

(IK:3) özelliklerinden

~� (I (f1) ; f2) � ~� (I (I (f1)) ; I (f2)) = ~� (I (f1) ; I (f2))

bulunur ve (IK:0) sa¼glan¬r.

((=:) I (IK:1) ve (IK:0) koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

(IK:2) : ~� (f1; f2) 2 K olsun. (IK:1)�den 8x 2 X için I (f1) (x) � f1 (x) olur.
Önerme 1.5 (ii)�den

f1 (x)! f2 (x) � I (f1) (x)! f2 (x))

^
x2X

(f1 (x)! f2 (x)) � ^
x2X

(I (f1) (x)! f2 (x)) ) ~� (f1; f2) � ~� (I (f1) ; f2)

olur. ~� (f1; f2) 2 K ve K �-�ltre oldu¼gundan ~� (I (f1) ; f2) 2 K olur ki bu da

(IK:0) özelli¼ginden ~� (f1; f2) � ~� (I (f1) ; f2) � ~� (I (f1) ; I (f2)) olmas¬demektir.
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(IK:3) : Önerme 1.4 (iii)�den 8x 2 X için

I (f) (x)! I (f) (x) = 1) ^
x2X

(I (f) (x)! I (f) (x)) = 1)~� (I (f) ; I (f)) = 1

1 2 K�dan ~� (I (f) ; I (f)) 2 K ve (IK:0) özelli¼ginden

1 = ~� (I (f) ; I (f)) � ~� (I (f) ; I (I (f)))) I (f) � I (I (f))

olur. (IK:1)�den I (I (f)) � I (f) olur ki bu da I (I (f)) = I (f) olmas¬demektir.

O halde I bir LK-iç operatörüdür.

Tan¬m 2.16 (Belohlavek ve Funikova 2004) S =
�
fi 2 LX : i 2 


	
ailesine ~�K-

birleşimleri alt¬nda kapal¬d¬r denir , 8f 2 LX için _
i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi

�
2 S

olur. Burada�
_

i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi

��
(x) = _

i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi (x)

�
; 8x 2 X:

~�K-birleşimleri alt¬nda kapal¬olan S ailesine bir LK-iç sistemi denilecektir.

Not 2.17 (Belohlavek ve Funikova 2004) (1) : _
i2
;~�(fi;f)2f1g

�
~� (fi; f)
 fi

�
= _

i2
;fi�f
fi

olur. Bu nedenle klasik mant¬k ele al¬n¬rsa, yani L = 2 = (f0;1g ;�) için,

S bir 2-iç sistemidir, 8f 2 LX için _
i2
;fi�f

fi 2 S

olur. Bu sa¼gdaki ifade de S�nin key� birleşimler alt¬nda kapal¬ olmas¬na denktir.
Yani

8f 2 LX için _
i2
;fi�f

fi 2 S , 8J � 
 için _
j2J
fj 2 S olur.

Bu denklik şu şekilde görülür:

(:=)) f = 1X al¬n¬rsa j 2 J � 
 olmak üzere fj � 1X oldu¼gundan _
j2J;fj�1X

fj 2
S olur. 8j 2 J için fj � 1X oldu¼gundan _

j2J
fj 2 S bulunur.

((=:) S key� birleşimler alt¬nda kapal¬oldu¼gundan istenen aç¬kt¬r.
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(2) : Genelde key� birleşim alt¬ndaki kapan¬̧slar ~�K-birleşimleri alt¬ndaki ka-
pan¬̧stan daha zay¬f bir koşuldur. Gerçekten S ~�K-birleşimleri alt¬nda kapal¬olsun.
S�nin key� birleşimler alt¬nda kapal¬ oldu¼gunu göstermek için Tan¬m 2.16 gere¼gi

8J � 
 için

_
j2J
fj (x) = _

i2
;~�
�
fi; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x)

�

eşitli¼gini görmek yeterlidir. Buna göre 8j 2 J için fj � _
j2J
fj oldu¼gundan

~�
�
fj; _

j2J
fj

�

 fj (x) = 1
 fj (x) = fj (x)

olur. O halde

_
j2J
fj = _

j2J;~�
�
fj ; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fj; _

j2J
fj

�

 fj (x)

�
�

264 _
j2J;~�

�
fj ; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fj; _

j2J
fj

�

 fj (x)

�375_
264 _
i2
�J;~�

�
fi; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x)

�375
= _

i2
;~�
�
fi; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x)

�
)

_
j2J
fj � _

i2
;~�
�
fi; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x)

�

olur. ~��n¬n tan¬m¬ndan

~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x) = fi (x)


�
^
y2X

�
fi (y)! _

j2J
fj (y)

��
oldu¼gundan Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

fi (x)

�
^
y2X

�
fi (y)! _

j2J
fj (y)

��
� fi (x)


�
fi (x)! _

j2J
fj (x)

�
� _

j2J
fj (x)

elde edilir. Bu da

_
i2
;~�

�
fi; _

j2J
fj

�
2K

�
~�
�
fi; _

j2J
fj

�

 fi (x)

�
� _

j2J
fj (x)

olmas¬demektir. Yani eşitlik elde edilir. Di¼ger yandan key� birleşimler alt¬nda ka-

pal¬iken ~�K-birleşimleri alt¬nda kapal¬olmad¬¼g¬na dair ters örnek şu şekilde verilir:
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X = fxg ; L =
�
0; 1

2
; 1
	
= K; S = f1?; 1Xg ; f = 1

2
:1X olsun. S key�birleşimler

alt¬nda kapal¬d¬r ama ~�K-birleşimleri alt¬nda kapal¬de¼gildir. Çünkü

_
i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi

�
=
�
~� (1?; f)
 1?

�
_
�
~� (1X ; f)
 1X

�
= f =2 S

oldu¼gundan Tan¬m 2.16�y¬sa¼glamaz.

Teorem 2.18 (Belohlavek ve Funikova 2004) S =
�
fi 2 LX : i 2 


	
bir LK-iç sis-

temidir , fi�ye ba¼gl¬ai 2 L elemanlar¬için _
ai2K

(ai 
 fi) 2 S olur.

Kan¬t. ((=:) _
ai2K

(ai 
 fi) 2 S olsun. ~� (fi; f) 2 K için ai = ~� (fi; f) ve aksi

durumda ai = 0 olsun. O halde _
i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi

�
= _

ai2K
(ai 
 fi) 2 S

olur ki bu da S�nin bir LK-iç sistemi olmas¬demektir.

(:=)) S bir LK-iç sistemi, ai 2 K ve f = _
ai2K

(ai 
 fi) olsun. f 2 S oldu¼gunu

göstermek için _
i2
;~�(fi;f)2K

�
~� (fi; f)
 fi

�
= f eşitli¼gini elde etmek yeterlidir.

j 2 
, aj 2 K ise 8x 2 X için aj 
 fj (x) � _
ai2K

(ai 
 fi (x)) ise (AD) özelli¼gin-
den

aj � fj (x)!
�
_

ai2K
(ai 
 fi (x))

�
) aj � ^

x2X

�
fj (x)!

�
_

ai2K
(ai 
 fi (x))

��
ve buradan aj � ~� (fj; f) olur. K�n¬n �-�ltre özelli¼ginden ~� (fj; f) 2 K olur. Buna

göre fj�ye ba¼gl¬aj 2 K için Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (ii)�den

aj � ~� (fj; f) � fj (x)!
�
~� (fj; f)
 fj (x)

�
� fj (x)!

�
_

i2
;~�(fi;f)2K
~� (fi; f)
 fi (x)

�

olur.

aj 
 fj (x) �
�

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x)
�
)

) _
ai2K

(ai 
 fi (x)) �
�

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x)
�

Bu eşitsizlik 8x 2 X için geçerli oldu¼gundan

f � _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi
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bulunur. Tersine 8x 2 X ve ~� (fi; f) 2 K olacak şekildeki 8i 2 
 için

~� (fi; f)
 fi (x) = fi (x)
 ^
y2X

(fi (y)! f (y))

olur. Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

~� (fi; f)
 fi (x) � fi (x)
 (fi (x)! f (x)) � f (x)

ve buradan

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x) � f (x)) _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi � f

bulunur ve eşitlik elde edilir.

Sonuç 2.19 (Belohlavek ve Funikova 2004) Key� birleşimler alt¬nda kapal¬ olan

S � LX ailesi bir LK-iç sistemidir , 8a 2 K ve f 2 S için a
 f 2 S olur.

Kan¬t. (:=))S bir LK-iç sistemi oldu¼gundan Teorem 2.18�den fi�ye ba¼gl¬

ai 2 L elemanlar¬ için _
ai2K

(ai 
 fi) 2 S olur. S key� birleşimler alt¬nda kapal¬
oldu¼gundan 8a 2 K ve f 2 S için a
 f 2 S olur.

((=:)8a 2 K ve f 2 S için a 
 f 2 S ve S key� birleşimler alt¬nda kapal¬
oldu¼gundan fi�ye ba¼gl¬ ai 2 L elemanlar¬ için _

ai2K
(ai 
 fi) 2 S olur. O halde

Teorem 2.18�den S bir LK-iç sistemi olur.

Teorem 2.20 (Belohlavek ve Funikova 2004) S =
�
fi 2 LX : i 2 


	
bir LK-iç sis-

temi olsun. Öyleyse 8f 2 LX için _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f) 
 fi = _
i2
;fi�f

fi eşitli¼gi

vard¬r.

Kan¬t.

_
i2
;fi�f

fi = _
i2
;~�(fi;f)=1

~� (fi; f)
 fi � _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi

bulunur. Tersine; herhangi bir 8x 2 X; ~� (fi; f) 2 K olacak şekildeki i 2 
 için,

~� (fi; f) = ^
x2X

(fi (x)! f (x)) � fi (x)! f (x)
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ve (AD) özelli¼ginden

~� (fi; f)
 fi (x) � f (x) ;8x 2 X ) ~� (fi; f)
 fi � f

bulunur. Bu da

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi � f

olmas¬demektir. S bir LK-iç sistemi oldu¼gundan _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi 2 S olur

ve buradan

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi � _
i2
;fi�f

fi

bulunur ve eşitlik elde edilir.

Lemma 2.21 (Belohlavek ve Funikova 2004) S =
�
fi 2 LX : i 2 


	
bir LK-iç sis-

temi olsun. K L�de bir �ltre olsun. O halde

IS (f) (x) = _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi

ile belirlenen IS : LX ! LX dönüşümü bir LK-iç operatörüdür. Dahas¬8f 2 LX

için f 2 S , f = IS (f) olur.

Kan¬t. IS�nin bir LK-iç operatörü oldu¼gunu gösterelim:

(IK:1) : 8x 2 X ve ~� (fi; f) 2 K olacak şekildeki 8i 2 
 için

~� (fi; f)
 fi (x) = fi (x)
 ^
y2X

(fi (y)! f (y))

olur. Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

~� (fi; f)
 fi (x) � fi (x)
 (fi (x)! f (x)) � f (x)

ve buradan

_
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x) � f (x)) IS (f) (x) � f (x)) IS (f) � f

bulunur.
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(IK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise

~� (f1; f2) � ~� (IS (f1) ; IS (f2)), ~� (f1; f2) � ^
x2X

(IS (f1)! IS (f2)),

, ~� (f1; f2) � IS (f1) (x)! IS (f2) (x)
(AD), ~� (f1; f2)
 IS (f1) (x) � IS (f2) (x)

,
�

_
j2
;~�(fj ;f1)2K

~� (fj; f1)
 fj (x)
�

 ~� (f1; f2) � IS (f2) (x),

~� (fj; f1) 2 K olacak şekildeki 8j 2 
 için

~� (fj; f1)
 fj (x)
 ~� (f1; f2) � IS (f2) (x)

eşitsizli¼gi gösterilirse (IK:2) ispatlanm¬̧s olur. Buna göre Önerme 1.4 (ix) ve Ön-

erme 1.6(iv)�den

~� (fj; f1)
 ~� (f1; f2) � ^
x2X

(fj (x)! f1 (x))
 ^
x2X

(f1 (x)! f2 (x)) �

� ^
x2X

[(fj (x)! f1 (x))
 (f1 (x)! f2 (x))] � ^
x2X

(fj (x)! f2 (x)) = ~� (fj; f2))

) ~� (fj; f1)
 ~� (f1; f2) � ~� (fj; f2)

olur. ~� (fj; f1) ; ~� (f1; f2) 2 K oldu¼gundan K�n¬n �ltre özelli¼ginden ~� (fj; f2) 2 K
bulunur ve buradan Önerme 1.5 (i)�den

~� (fj; f1)
 ~� (f1; f2)
 fj (x) � ~� (fj; f2)
 fj (x) �

� _
i2
;~�(fi;f2)2K

�
~� (fi; f2)
 fi (x)

�
= IS (f2) (x)

bulunur.

(IK:3) : (IK:1)�den IS (f) � IS (IS (f)) oldu¼gunu göstermek yeterlidir. IS (f)�nin
tan¬m¬ndan IS (f) 2 S oldu¼gundan 9j 2 
 vard¬r öyle ki fj = IS (f) olur. O halde
8x 2 X için

IS (f) (x) = ~� (IS (f) ; IS (f))
 IS (f) (x) �

� _
i2
;~�(fi;IS(f))2K

�
~� (fi; IS (f))
 fi (x)

�
= IS (IS (f)) (x)

bulunur. f 2 S , f = IS (f) denkli¼gi de şöyle gösterilir:

(:=)) f 2 S ) 9j 2 
; f = fj�dir. IS (fj) � fj (IK:1)�den vard¬r. Tersine

8x 2 X için

IS (fj) (x) = _
i2
;~�(fi;fj)2K

�
~� (fi; (fj))
 fi (x)

�
� ~� (fj; fj)
 fj (x) = fj (x)
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yani fj � IS (fj) bulunur ve eşitlik elde edilir.

((=:) f = IS (f) ise IS (f)�nin ve S�nin LK-iç sistemi tan¬m¬ndan f 2 S
bulunur.

Lemma 2.22 (Belohlavek ve Funikova 2004) I : LX ! LX bir LK-iç operatörü

olsun. SI =
�
f 2 LX : f = I (f)

	
bir LK-iç sistemidir.

Kan¬t. SI = ffi : i 2 
g olsun. 8f 2 LX için _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f) 
 fi (x) 2

SI olmal¬d¬r. Buna göre I (I (f)) = I (f) ve buradan I (f) 2 SI oldu¼gundan
_

i2
;~�(fi;f)2K
~� (fi; f) 
 fi (x) = I (f) eşitli¼ginin gösterilmesi yeterlidir. I (f) � f

oldu¼gundan ~� (I (f) ; f) = 1 2 K olur. Buradan

I (f) (x) = 1
 I (f) (x) = ~� (I (f) ; f)
 I (f) (x) � _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x)

bulunur. Tersine ~� (fi; f) 2 K olacak şekildeki 8i 2 
 için; (IK:2), Önerme 1.4 (i)
ve Önerme 1.5 (i)�den

~� (fi; f)
fi (x) � ~� (I (fi) ; I (f))
fi (x) � I (fi) (x)
 ^
y2X

(I (fi) (y)! I (f) (y)) �

� I (fi) (x)
 (I (fi) (x)! I (f) (x)) � I (f) (x))

) _
i2
;~�(fi;f)2K

~� (fi; f)
 fi (x) � I (f) (x)

oldu¼gundan istenilen eşitlik elde edilir.

Teorem 2.23 (Belohlavek ve Funikova 2004) I; X üzerinde bir LK-iç operatörü,

S X üzerinde bir LK-iç sistemi ve K L�de bir �ltre olsun. Öyleyse X üzerinde SI
bir LK-iç sistemi ve IS bir LK-iç operatörüdür. Ayr¬ca ISI = I ve SIS = S olur.

Kan¬t. Lemma 2.21 ve Lemma 2.22�den ISI = I oldu¼gunu göstermek kal¬r.
Yani 8f 2 LX ; 8x 2 X için

I (f) (x) = _
g2SI ;~�(g;f)2K

~� (g; f)
 g (x)

20



eşitli¼gi gösterilecektir. ~� (g; f) 2 K olacak şekildeki 8g 2 SI ve 8x 2 X için (IK:2)

Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

~� (g; f)
g (x) � ~� (I (g) ; I (f))
g (x) � I (g) (x)
(I (g) (x)! I (f) (x)) � I (f) (x))

) _
g2SI ;~�(g;f)2K

~� (g; f)
 g (x) � I (f) (x)

bulunur. Tersine g = I (f) denirse (IK:3)�den g 2 SI oldu¼gundan

I (f) (x) = 1
I (f) (x) = ~� (I (f) ; f)
 I (f) (x) � ~� (g; f)
 g (x))

) I (f) (x) � _
g2SI ;~�(g;f)2K

~� (g; f)
 g (x)

olur ve eşitlik elde edilir.

2.3. Bulan¬k Kapan¬̧s Operatörleri

Tan¬m 2.24 (Belohlavek 2001, 2002-a) L bir kalanl¬ örgü ve K L�de bir �-�ltre
olsun. X üzerindeki bir LK-kapan¬̧s operatörü (bulan¬k kapan¬̧s operatörü (fuzzy

closure operator)) aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan Cl : LX ! LX bir dönüşümdür:

8f; f1; f2 2 LX için;

(CK:1) : f � Cl (f)

(CK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise ~� (f1; f2) � ~� (Cl (f1) ; Cl (f2))

(CK:3) : Cl (f) = Cl (Cl (f))

E¼gerK = L ise Cl�ye L-kapan¬̧s operatörü denir. Bulan¬k iç operatörler konusunda
ifade edildi¼gi gibi K yüksek derecedeki do¼gruluk de¼gerlerini içerir.

Not 2.25 (Belohlavek 2001) L = f0;1g ise LK-kapan¬̧s operatörleri tam olarak

klasik kapan¬̧s operatörleri olur. K1 � K2 ise her LK2-kapan¬̧s operatörü bir LK1-

kapan¬̧s operatörüdür.
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Teorem 2.26 (Belohlavek 2001) Cl : LX ! LX dönüşümü bir LK-kapan¬̧s oper-

atörüdür , C (CK:1) koşulunu ve aşa¼g¬daki koşulu sa¼glar:

(CK:0) : ~� (f1; Cl (f2)) 2 K ise ~� (f1; Cl (f2)) � ~� (Cl (f1) ; Cl (f2))

Kan¬t. (:=)) Cl bir LK-kapan¬̧s operatörü olsun. ~� (f1;C (f2)) 2 K ise

(CK:2) ve (CK:3) özelliklerinden

~� (f1; Cl (f2)) � ~� (Cl (f1) ; Cl (Cl (f2))) = ~� (Cl (f1) ; Cl (f2))

bulunur ve (CK:0) sa¼glan¬r.

((=:) Cl (CK:0) ve (CK:1)�i sa¼glas¬n.

(CK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise (CK:1)�den f2 � Cl (f2) oldu¼gundan Önerme 1.13
(iii) özelli¼ginden ~� (f1; f2) � ~� (f1; Cl (f2)) bulunur. K�n¬n �-�ltre özelli¼ginden
~� (f1; Cl (f2)) 2 K ve buradan (CK:0) kullan¬l¬rsa

~� (f1; f2) � ~� (f1; Cl (f2)) � ~� (Cl (f1) ; Cl (f2))

bulunur.

(CK:3) : Cl (f) � Cl (f) oldu¼gundan Önerme 1.13 (i)�den ~� (Cl (f) ; Cl (f)) = 1
ve 1 2 K oldu¼gundan (IK:0) kullan¬l¬rsa

~� (Cl (f) ; Cl (f)) � ~� (Cl (f) ; Cl (Cl (f)))) 1 = ~� (Cl (f) ; Cl (Cl (f)))

yani, Önerme 1.13 (i)�den Cl (f) � Cl (Cl (f)) bulunur. (CK:1)�den Cl (Cl (f)) �
Cl (f) oldu¼gundan Cl (f) = Cl (Cl (f)) bulunmuş olur.

Tan¬m 2.27 (Belohlavek 2001, 2002-a) F =
�
fi 2 LX : i 2 �

	
ailesine ~�K-kesişimleri

alt¬nda kapal¬d¬r denir , 8f 2 LX için ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
2 F�dir. Bu-

rada 8x 2 X için

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
(x) = ^

i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
~�K-kesişimleri alt¬nda kapal¬olan aileye bir LK-kapan¬̧s sistemi denir.
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Not 2.28 (Belohlavek 2001) (1) : ^
i2�;~�(f;fi)2f1g

�
~� (f; fi)! fi

�
= ^

i2�;f�fi
fi oldu¼gun-

dan klasik mant¬k ele al¬n¬rsa

F bir 2-kapan¬̧s sistemidir, 8f 2 LX için ^
i2�;f�fi

fi 2 F

olur. Bu sa¼gdaki ifade de F�nin key� kesişimler alt¬nda kapal¬ olmas¬na denktir.
Yani

8f 2 LX için ^
i2�;f�fi

fi 2 F , j 2 J � � olmak üzere ^
j2J
fj 2 F olur.

Bu denklik şu şekilde görülür:

(:=)) f = 1? al¬n¬rsa j 2 J � � olmak üzere 1? � fj oldu¼gundan ^
j2J;1?�fj

fj 2
F olur. 8j 2 J için 1? � fj oldu¼gundan ^

j2J
fj 2 F bulunur.

((=:) F key� kesişimler alt¬nda kapal¬oldu¼gundan istenen aç¬kt¬r.

(2) : Genelde key�kesişim alt¬ndaki kapan¬̧slar ~�K-kesişimleri alt¬ndaki kapan¬̧s-
tan daha zay¬f bir koşuldur. Gerçekten F ~�K-kesişimleri alt¬nda kapal¬olsun. F�nin
key� kesişimler alt¬nda kapal¬oldu¼gunu göstermek için, Tan¬m 2.27 gere¼gi 8J � �

için

^
j2J
fj (x) = ^

i2�;~�
�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fi (x)

�
eşitli¼gini görmek yeterlidir. Buna göre 8j 2 J için ^

j2J
fj � fi oldu¼gundan

~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fj (x) = 1! fj (x) = fj (x)

olur. O halde

^
j2J
fj = ^

i2J;~�
�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fj (x)

�
�

264 ^
i2J;~�

�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fj (x)

�375^
264 _
i2��J;~�

�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fj (x)

�375
= ^

i2�;~�
�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fi (x)

�
)
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^
j2J
fj (x) � ^

i2�;~�
�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fi (x)

�

olur.
�
^
j2J
fj; fi

�
2 K olacak şekildeki 8i 2 � ve 8x 2 X için Önerme 1.4 (i) ve

Önerme 1.5 (i)�den

^
j2J
fj (x)
 ~�

�
^
j2J
fj; fi

�
= ^

j2J
fj (x)
 ^

y2X

��
^
j2J
fj (y)

�
! fi (x)

�
�

� ^
j2J
fj (x)


�
^
j2J
fj (x)

�
! fi (x) � fi (x)

yani ^
j2J
fj (x)
 ~�

�
^
j2J
fj; fi

�
� fi (x) olur. (AD) özelli¼ginden

^
j2J
fj (x) � ~�

�
^
j2J
fj; fi

�
! fi (x)

ve bu da

^
j2J
fj (x) � ^

i2�;~�
�
^
j2J

fj ;fi

�
2K

�
~�
�
^
j2J
fj; fi

�
! fi (x)

�
olmas¬demektir. Yani eşitlik elde edilir. Di¼ger yandan key�kesişimler alt¬nda kapal¬

iken ~�K-kesişimleri alt¬nda kapal¬olmad¬¼g¬na dair ters örnek şu şekilde verilir:

X = fxg ; L =
�
0; 1

2
; 1
	
; K = L; F = f1X ; 1?g ; f = 1

2
:1X ve L kalanl¬örgü

yap¬s¬ olarak Örnek 1.3�deki Lukasiewicz yap¬s¬ olsun. F aç¬kca key� kesişimler

alt¬nda kapal¬d¬r ama

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
=
�
~� (f; 1?)! 1?

�
^
�
~� (f; 1X)! 1X

�
= f =2 F

oldu¼gundan F ~�K-kesişimleri alt¬nda kapal¬de¼gildir.

Teorem 2.29 (Belohlavek 2001, 2002-a) F = ffi : i 2 �g bir LK-kapan¬̧s sistemidir
, fi�ye ba¼gl¬ai 2 L elemanlar¬için ^

ai2K
(ai ! fi) 2 F�dir.

Kan¬t. ((=:) ^
ai2K

(ai ! fi) 2 F olsun. Herhangi bir f 2 LX için, ~� (f; fi) 2 K

için ai = ~� (f; fi) ve aksi durumda ai = 0 olsun. O halde ^
i2
;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
=

^
ai2K

(ai ! fi) 2 F olur ki bu da F�nin bir LK-kapan¬̧s sistemi olmas¬demektir.
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(:=))F bir LK-iç sistemi, ai 2 L ve f = ^
ai2K

(ai ! fi) olsun. f 2 F oldu¼gunu

göstermek için ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
= f eşitli¼gini elde etmek yeterlidir. j 2 �,

aj 2 K ise 8x 2 X için Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

aj 

�
^

ai2K
(ai ! fi (x))

�
� aj 
 (aj ! fj (x)) � fj (x)

olur. (AD) özelli¼ginden

aj �
�
^

ai2K
(ai ! fi (x))

�
! fj (x)) aj � ^

x2X
(f (x)! fj (x))

yani aj � ~� (f; fj) oldu¼gundan K�n¬n �-�ltre özelli¼ginden ~� (f; fj) 2 K olur. Bu-

radan Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

aj 

�

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

��
� aj 


�
~� (f; fj)! fj (x)

�
�

� ~� (f; fj)

�
~� (f; fj)! fj (x)

�
� fj (x)

aj 2 K için (AD) özelli¼ginden�
^

i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

��
� aj ! fj (x))�

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

��
� ^

ai2K
(aj ! fj (x)) = f (x)

yani

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
� f

bulunur. Tersine 8x 2 X ve ~� (f; fi) 2 K olacak şekildeki 8i 2 � için Önerme 1.4
(i) ve Önerme 1.5 (i)�den

f (x)
 ~� (f; fi) = f (x)
 ^
y2X

(f (y)! fi (y)) � f (x)
 (f (x)! fi (x)) � fi (x)

yani f (x) 
 ~� (f; fi) � fi (x) olur. (AD) özelli¼ginden f (x) � ~� (f; fi) ! fi (x) ve

buradan

f (x) � ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
) f � ^

i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
Yani eşitlik elde edilir.

Sonuç 2.30 (Belohlavek 2001, 2002-a) Key�kesişimler alt¬nda kapal¬olan F � LX

ailesi LK-kapan¬̧s sistemidir , 8a 2 K ve 8f 2 F için a! f 2 F�dir.
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Kan¬t. (:=)) F bir LK-kapan¬̧s sistemi olsun. Teorem 2.29�dan fi�ye ba¼gl¬

ai 2 L elemanlar¬ için ^
ai2K

(ai ! fi) 2 F�dir. F key� kesi̧simler alt¬nda kapal¬

oldu¼gundan 8a 2 K ve 8f 2 F için a! f 2 F olur.

((=:)8a 2 K ve 8f 2 F için a ! f 2 F ve F key� kesi̧simler alt¬nda kapal¬

oldu¼gundan fi�ye ba¼gl¬ ai 2 L elemanlar¬ için ^
ai2K

(ai ! fi) 2 F olur. O halde

Teorem 2.29�dan F bir LK-kapan¬̧s sistemi olur.

Teorem 2.31 (Belohlavek 2001, 2002-a) F = ffi : i 2 �g bir LK-kapan¬̧s sistemi
olsun. Öyleyse 8f 2 LX için

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
= ^

i2�;f�fi
fi

Kan¬t.

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
� ^

i2�;~�(f;fi)=1

�
~� (f; fi)! fi

�
= ^

i2�;f�fi
fi

olur. Tersine ~� (f; fi) 2 K olacak şekildeki 8i 2 � ve 8x 2 X için Önerme 1.4 (i)

ve Önerme 1.5 (iii)�den

f (x) � (f (x)! fi (x))! fi (x) �
�
^
y2X

(f (y)! fi (y))

�
! fi (x))

f (x) � ~� (f; fi)! fi (x)) f (x) � ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
yani f � ^

i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
olur. F bir LK-kapan¬̧s sistemi oldu¼gundan

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
2 F ve buradan

^
i2�;f�fi

fi � ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi

�
olur. Yani eşitlik elde edilir.

Lemma 2.32 (Belohlavek 2001) F = ffi : i 2 �g bir LK-kapan¬̧s sistemi ve K L�de

bir �ltre olsun.

ClF (f) (x) = ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
ile belirlenen ClF : LX ! LX dönüşümü bir LK-kapan¬̧s operatörüdür. Dahas¬

f 2 LX için f 2 F , f = ClF (f) olur.
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Kan¬t. ClF dönüşümünün bir LK-kapan¬̧s operatörü oldu¼gu şu şekilde gösterilir:

(CK:1) : 8x 2 X ve ~� (f; fi) 2 K olacak şekildeki 8i 2 � için Önerme 1.4 (i) ve
Önerme 1.5 (i)�den

f (x)
 ~� (f; fi) = f (x)
 ^
y2X

(f (y)! fi (y)) � f (x)
 (f (x)! fi (x)) � fi (x)

yani f (x) 
 ~� (f; fi) � fi (x) olur. (AD) özelli¼ginden f (x) � ~� (f; fi) ! fi (x) ve

buradan

f (x) � ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
) f (x) � ClF (f) (x)

yani f � ClF (f) bulunur.

(CK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise

~� (f1; f2) � ~� (ClF (f1) ; ClF (f2))) ~� (f1; f2) � ^
x2X

(ClF (f1) (x)! ClF (f2) (x))

Buradan 8x 2 X için (AD) özelli¼ginden

) ~� (f1; f2) � ClF (f1) (x)! ClF (f2) (x))

~� (f1; f2)
 ClF (f1) (x) � ClF (f2) (x) = ^
i2�;~�(f2;fi)2K

�
~� (f2; fi)! fi (x)

�
~� (f2; fi) 2 K olacak şekildeki 8j 2 � için (AD) özelli¼ginden

~� (f1; f2)
 ClF (f1) (x) � ~� (f2; fj)! fj (x)

ClF (f1) (x)
 ~� (f1; f2)
 ~� (f2; fj) � fj (x)

eşitsizli¼gi gösterilirse (CK:2) ispatlanm¬̧s olur. Buna göre ~� (f1; f2) ; ~� (f2; fj) 2 K
veK �ltre oldu¼gundan ~� (f1; f2)
 ~� (f2; fj) 2 K ve ~� (f1; f2)
 ~� (f2; fj) � ~� (f1; fj)
oldu¼gundan ~� (f1; fj) 2 K bulunur. O halde Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

ClF (f1) (x)
 ~� (f1; f2)
 ~� (f2; fj) � ClF (f1) (x)
 ~� (f1; fj) =

= ^
i2�;~�(f1;fi)2K

�
~� (f1; fi)! fi (x)

�

 ~� (f1; fj) �

� ~� (f1; fj)

�
~� (f1; fj)! fj (x)

�
� fj (x)

bulunur.
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(CK:3) : (CK:1)�den ClF (ClF (f)) � ClF (f) eşitsizli¼gini göstermek yeterlidir.
ClF (f) 2 F oldu¼gundan 9j 2 � için fj = ClF (f) olur. O halde 8x 2 X için

ClF (ClF (f)) = ^
i2�;~�(ClF (f);fi)2K

�
~� (ClF (f) ; fi)! fi (x)

�
� ~� (ClF (f) ; fj)! fj (x)

� ~� (ClF (f) ; ClF (f))! ClF (f) (x) = 1! ClF (f) (x) = ClF (f) (x)

bulunur ve (CK:3) ispatlanm¬̧s olur.

f 2 LX için f 2 F , f = ClF (f) denkli¼gi de şu şekilde görülür:

(:=)) f = fj 2 F ; j 2 �; ise (CK:1)�den f � ClF (f)�dir. Tersine 8x 2 X için

Önerme 1.4 (iii)�den

ClF (fj) = ^
i2�;~�(fj ;fi)2K

�
~� (fj; fi)! fi (x)

�
� ~� (fj; fj)! fj (x) = 1! fj (x) = fj (x)

bulunur ve eşitlik elde edilir.

((=:) f = ClF (f) ise ClF (f) 2 F oldu¼gundan f 2 F elde edilir.

Lemma 2.33 (Belohlavek 2001) Cl : LX ! LX bir LK-kapan¬̧s operatörü olsun.

FCl =
�
f 2 LX : f = Cl (f)

	
bir LK-kapan¬̧s sistemidir.

Kan¬t. FCl = ffi : i 2 �g olsun. 8f 2 LX için

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
2 FCl

oldu¼gu gösterilmelidir. (CK:3)�den Cl (Cl (f)) = Cl (f) oldu¼gundan Cl (f) 2 FCl
olur. O halde

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
= Cl (f)

eşitli¼ginin gösterilmesi yeterlidir. (CK:1)�den f � Cl (f) ; yani ~� (f; Cl (f)) = 1

oldu¼gundan

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
� ~� (f; Cl (f))! Cl (f) (x) = Cl (f) (x))

^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
� Cl (f) (x)

28



olur. Tersine ~� (f; fi) 2 K olacak şekildeki 8i 2 � için (IK:2), Önerme 1.4 (i) ve
Önerme 1.5 (i)�den

Cl (f) (x)

�
~� (f; fi)

�
� Cl (f) (x)
 ~� (Cl (f) ; Cl (fi))

� Cl (f) (x)
 (Cl (f) (x)! Cl (fi) (x))

� Cl (fi) (x) = fi (x)

ve (AD) özelli¼ginden

Cl (f) (x) �
�
~� (f; fi)

�
! fi (x))

) Cl (f) (x) � ^
i2�;~�(f;fi)2K

�
~� (f; fi)! fi (x)

�
bulunur ve eşitlik sa¼glan¬r.

Teorem 2.34 (Belohlavek 2001) Cl : LX ! LX X üzerinde bir LK-kapan¬̧s oper-

atörü, F bir LK-kapan¬̧s sistemi ve K L�de bir �ltre olsun. Öyleyse FCl X üzerinde

bir LK-kapan¬̧s sistemi, ClF bir LK-kapan¬̧s operatörüdür. Ayr¬ca Cl = ClFCl ve
F = FClF�dir.

Kan¬t. Lemma 2.32 ve Lemma 2.33�den Cl = ClFCl eşitli¼gini göstermek kal¬r.
Yani 8x 2 X için

Cl (f) (x) = ^
g2FC ;~�(f;g)2K

�
~� (f; g)! g (x)

�
eşitli¼gi gösterilmelidir. Buna göre ~� (f; g) 2 K olacak şekildeki 8g 2 FCl için;
(CK:2) ; Önerme 1.4 (i) ve Önerme 1.5 (i)�den

Cl (f) (x)

�
~� (f; g)

�
� Cl (f) (x)
 ~� (Cl (f) ; Cl (g))

� Cl (f) (x)
 (Cl (f) (x)! Cl (g) (x))

� Cl (g) (x) = g (x)

yani Cl (f) (x)

�
~� (f; g)

�
� g (x) olur. Buradan (AD) özelli¼ginden

Cl (f) (x) �
�
~� (f; g)

�
! g (x)) Cl (f) (x) � ^

g2FCl;~�(f;g)2K

�
~� (f; g)! g (x)

�
bulunur. Tersine g = Cl (f) denilirse (CK:3)�den g 2 FCl olur. O halde (CK:1)�den
~� (f; Cl (f)) = 1 oldu¼gu kullan¬l¬rsa

^
g2FCl;~�(f;g)2K

�
~� (f; g)! g (x)

�
� ~� (f; Cl (f))! Cl (f) = Cl (f)

bulunur ve eşitlik elde edilir.
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2.4. Bulan¬k ·Iç ve Bulan¬k Kapan¬̧s Operatörleri Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Klasik mant¬kta iç operatörlerin ve kapan¬̧s operatörlerin notasyonu aras¬nda bir

dualite vard¬r. Bu durumda iç operatörleri ile kapan¬̧s operatörleri aras¬nda bir den-

lik kurulabilir. Ancak bulan¬k mant¬kta bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri

aras¬nda bir denklik kurulabilmesi için baz olarak al¬nan L tam kalanl¬örgü yap¬s¬,

çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glamak zorundad¬r.

Lemma 2.35 (Belohlavek ve Funikova 2004) I; X üzerinde bir LK-iç operatörü

olsun. Herhangi f 2 LX için ClI (f) = :I (: (f)) ile belirlenen ClI : LX ! LX

dönüşümü X üzerinde bir LK-kapan¬̧s operatörüdür.

Kan¬t. (CK:1) : (IK:1) ve Önerme 1.9 (iii), (iv) �den

I (: (f)) � : (f)) : (: (f)) � :I (: (f))) f � : (: (f)) � :I (: (f)))

) f � :I (: (f)) = ClI (f)

bulunur.

(CK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise Önerme 1.13 (viii) ve (IK:2)�den

~� (ClI (f1) ; ClI (f2)) = ~� (:I (: (f1)) ;:I (: (f2))) � ~� (I (: (f2)) ; I (: (f1)))

� ~� (: (f2) ;: (f1)) � ~� (f1; f2)) ~� (f1; f2) � ~� (ClI (f1) ; ClI (f2))

bulunur.

(CK:3) : ClI (f) = ClI (ClI (f)) : Yani :I (: (f)) = :I (: (:I (: (f)))) eşitli¼gi
gösterilmelidir. Buna göre Önerme 1.9 (iii)�den I (: (f)) � : (:I (: (f))) olur.
Buradan Önerme 1.9 (iv), (IK:3) ve (IK:2)�den

I (I (: (f))) � I (: (:I (: (f))))) I (: (f)) � I (: (:I (: (f)))))

:I (: (:I (: (f)))) � :I (: (f))

bulunur. Tersine (IK:1) ; (IK:2) ; Önerme 1.9 (iii) ve (iv)�den

I (: (f)) � : (f)) : (: (f)) � :I (: (f))) : (:I (: (f))) � : (: (: (f))) = : (f)

) I (: (:I (: (f)))) � I (: (f))) :I (: (f)) � :I (: (:I (: (f))))

olur ve eşitlik elde edilir.
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Lemma 2.36 (Belohlavek ve Funikova 2004) L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glas¬n. Cl
X üzerinde bir LK-kapan¬̧s operatörü ise 8f 2 LX için ICl (f) = :Cl (: (f)) ile
belirlenen ICl : LX ! LX dönüşümü X üzerinde bir LK-iç operatörüdür.

Kan¬t. (IK:1) : (CK:1) çift de¼gilleme kural¬ve Önerme 1.9 (iv) �den

: (f) � Cl (: (f))) : (Cl (: (f))) � : (: (f)) = f

bulunur.

(IK:2) : ~� (f1; f2) 2 K ise Önerme 1.13 (viii) ve (CK:2)�den

~� (ICl (f1) ; ICl (f2)) = ~� (:Cl (: (f1)) ;:Cl (: (f2))) � ~� (Cl (: (f2)) ; Cl (: (f1)))

� ~� (: (f2) ;: (f1)) � ~� (f1; f2)) ~� (f1; f2) � ~� (ICl (f1) ; ICl (f2))

bulunur.

(IK:3) : ICl (f) = ICl (ICl (f)) : Yani :Cl (: (f)) = :Cl (: (:Cl (: (f)))) eşitli¼gi
gösterilmelidir. O halde çift de¼gilleme kural¬ve (CK:2)�den

:Cl (: (:Cl (: (f)))) = :Cl (Cl (: (f))) = :Cl (: (f))

bulunur ve ispat biter.

Lemma 2.37 (Belohlavek ve Funikova 2004) L tam kalanl¬örgü yap¬s¬çift de¼gilleme

kural¬n¬sa¼glas¬n. IClI = I ve ClICl = Cl olur.

Kan¬t. 8f 2 LX için

IClI (f) = :ClI (: (f)) = : (:I (: (: (f)))) = I (f)

ve

ClICl (f) = :ICl (: (f)) = : (:Cl (: (: (f)))) = Cl (f)

bulunur ve kan¬t biter.
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3. BULGULAR

3.1. Çekirdek ve Kapan¬̧s Operatörleri

Tan¬m 3.1 (Gierz vd. 1980) L bir tam kalanl¬örgü olsun.

(i) p : L ! L dönüşümüne bir izdüşüm (projection) dönüşümü denir , Aşa¼g¬-

daki iki koşul sa¼glan¬r: 8a; b 2 L için

(p:1) : a � b) p (a) � p (b)

(p:2) : p (p (a)) = p (a)

(ii) Bir kapan¬̧s (closure) operatörü; c : L! L olmak üzere 8a 2 L için a � c (a)
koşulunu sa¼glayan bir izdüşüm dönüşümüdür.

(iii) Bir çekirdek (kernel) operatörü; k : L ! L olmak üzere 8a 2 L için

k (a) � a koşulunu sa¼glayan bir izdüşüm dönüşümüdür.

Not 3.2 Burada tan¬mlanan çekirdek ve kapan¬̧s operatörleri herhangi bir tam kalanl¬

örgü üzerinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu tam kalanl¬örgü yap¬s¬nda tam örgü özel olarak�
LX ;�;^;_; 1?; 1X

�
al¬n¬rsa, Tan¬m 2.11 ve Tan¬m 2.24�de tan¬mlanan bulan¬k iç

ve bulan¬k kapan¬̧s operatörleri Tan¬m 3.1 (ii) ve (iii) anlam¬nda özel bir çekirdek

ve kapan¬̧s operatörleri olur. Yani �-�ltre olarak K = f1g al¬n¬rsa bir Lf1g-iç ve
Lf1g-kapan¬̧s operatörleri özel bir çekirdek ve kapan¬̧s operatörleri olur.

Teorem 3.3 (i) k : L! L bir çekirdek operatörüdür, Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r:

8a; b 2 L için

(1) : k (a) � a ve (2) : k (a) � b) k (a) � k (b)

(ii) c : L! L bir kapan¬̧s operatörüdür, Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r: 8a; b 2 L
için
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(1) : a � c (a) ve (2) : a � c (b)) c (a) � c (b)

Kan¬t. (i) : (:=)) k bir çekirdek operatörü olsun. (1) koşulu tan¬mdan elde
edilir. 8a; b 2 L için k (a) � b ise (p:1)�den k (k (a)) � k (b) ve (p:2)�den k (a) � k (b)
bulunur.

((=:) k (1) ve (2) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. 8a; b 2 L için

(p:1) : a � b ise (1)�den k (a) � a � b ise k (a) � b ve (2)�den k (a) � k (b) elde
edilir.

(p:2) : (1)�den k (k (a)) � k (a) olur. k (a) � k (a) oldu¼gundan (2)�den k (a) �
k (k (a)) bulunur ki bu da k (a) = k (k (a)) olmas¬demektir. O halde k bir çekirdek

operatörüdür.

(ii) : (:=)) c bir kapan¬̧s operatörü olsun. (1) koşulu tan¬mdan elde edilir.
8a; b 2 L için a � c (b) ise (p:1)�den c (a) � c (c (b)) ve (p:2)�den c (a) � c (b)

bulunur.

((=:) c (1) ve (2) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. 8a; b 2 L için

(p:1) : a � b ise (1)�den a � b � c (b) ise a � c (b) ve (2)�den c (a) � c (b)

bulunur.

(p:2) : (1)�den c (a) � c (c (a)) olur. c (a) � c (a) oldu¼gundan (2)�den c (c (a)) �
c (a) olur ki bu da c (c (a)) = c (a) olmas¬demektir. O halde c bir kapan¬̧s oper-

atörüdür.

Tan¬m 3.4 (i) (Gierz vd. 1980) K = fai 2 L : i 2 Ig kümesine bir çekirdek sistem
denir , 8J � I için _

j2J
aj 2 K olur.

(ii) (Gerla 1999) R = fai 2 L : i 2 �g kümesine bir kapan¬̧s sistemi denir ,
8J � � için ^

j2J
aj 2 R olur.
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Lemma 3.5 (i) K = fai 2 L : i 2 Ig bir çekirdek sistemi olsun. 8x 2 L için

kK (x) = _fai : i 2 I; ai � x; ai 2 Kg

ile belirlenen kK : L! L dönüşümü bir çekirdek operatördür.

(ii) (Gerla 1999) R = fai 2 L : i 2 �g bir kapan¬̧s sistemi olsun. 8x 2 L için

cR (x) = ^fai : i 2 �; x � ai; ai 2 Rg

ile belirlenen cR : L! L dönüşümü bir kapan¬̧s operatörüdür.

(iii) a 2 K , a = kK (a)

(iv) a 2 R , a = cR (a)

Kan¬t. (i) : 8x 2 L için _fai : i 2 I; ai � x; ai 2 Kg � x oldu¼gundan kK (x) �
x bulunur.

(p:1) : 8x; y 2 L için x � y ise _fai : i 2 I; ai � x; ai 2 Kg � x � y olur.

K bir çekirdek sistemi oldu¼gundan _fai : i 2 I; ai � x; ai 2 Kg = kK (x) 2 K ve

buradan 9i0 2 I için ai0 = kK (x) olur. ai0 � y oldu¼gundan

kK (x) = ai0 � _fai : i 2 I; ai � y; ai 2 Kg = kK (y)

elde edilir.

(p:2) : 8x 2 L için kK (kK (x)) � kK (x) oldu¼gundan kK (x) � kK (kK (x)) eşit-

sizli¼gini göstermek yeterlidir. kK (kK (x)) = _fai : i 2 I; ai � kK (x) ; ai 2 Kg�d¬r.
kK (x) � kK (x) ve 9i0 2 I için ai0 = kK (x) oldu¼gundan

kK (x) = ai0 � _fai : i 2 I; ai � kK (x) ; ai 2 Kg = kK (kK (x))

elde edilir.

(ii) : 8x 2 L için x � ^fai : i 2 �; x � ai; ai 2 Rg oldu¼gundan x � cR (x)

bulunur.
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(p:1) : 8x; y 2 L için x � y ise x � y � ^fai : i 2 �; x � ai; ai 2 Rg olur.
R bir kapan¬̧s sistemi oldu¼gundan ^fai : i 2 �; y � ai; ai 2 Rg = cR (y) 2 R ve

buradan 9i0 2 � için ai0 = cR (y) olur. x � ai0 oldu¼gundan

cR (x) = ^fai : i 2 �; x � ai; ai 2 Rg � ai0 = cR (y)

elde edilir.

(p:2) : 8x 2 L için cR (x) � cR (cR (x)) oldu¼gundan cR (cR (x)) � cR (x) eşit-

sizli¼gini göstermek yeterlidir. cR (cR (x)) = ^fai : i 2 �; cR (x) � ai; ai 2 Rg�dir.
cR (x) � cR (x) ve 9i0 2 I için ai0 = cR (x) oldu¼gundan

cR (cR (x)) = ^fai : i 2 �; cR (x) � ai; ai 2 Rg � ai0 = cR (x)

elde edilir.

(iii) : (:=)) a 2 K ise 9i0 2 I için a = ai0�d¬r. kK bir çekirdek operatörü

oldu¼gundan kK (ai0) � ai0 olur. ai0 � ai0 oldu¼gundan

ai0 � _fai : i 2 I; ai � ai0 ; ai 2 Kg ) ai0 � kK (ai0)

yani a = kK (a) elde edilir.

((=:) a = kK (a) olsun. K bir çekirdek sistemi oldu¼gundan

kK (a) = _fai : i 2 I; ai � a; ai 2 Kg 2 K

olur ki bu da a 2 K olmas¬demektir.

(iv) : (:=)) a 2 R ise 9i0 2 � için a = ai0�d¬r. cR bir kapan¬̧s operatörü

oldu¼gundan ai0 � cR (ai0) olur. ai0 � ai0 oldu¼gundan

^fai : i 2 �; ai0 � ai; ai 2 Rg � ai0 ) cR (ai0) � ai0

yani a = cR (a) elde edilir.

((=:) a = cR (a) olsun. R bir kapan¬̧s sistemi oldu¼gundan

cR (a) = ^fai : i 2 �; a � ai; ai 2 Rg 2 R

olur ki bu da a 2 R olmas¬demektir.
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Lemma 3.6 (Gierz vd. 1980) (i) k : L ! L bir çekirdek operatörü olsun. Kk =
fa 2 L : a = k (a)g kümesi bir çekirdek sistemidir.

(ii) (Gerla 1999) c : L! L bir kapan¬̧s operatörü olsun. Rc = fa 2 L : a = c (a)g
kümesi bir kapan¬̧s sistemidir.

Kan¬t. (i) : 8H � Kk için H = fai : i 2 Jg denilirse _H = _
i2J
ai 2 Kk olmas¬

gerekir. Yani _
i2J
ai = k

�
_
i2J
ai

�
eşitli¼gi görülmelidir. Buna göre 8i 2 J için ai � _

i2J
ai

ve (p:1) koşulundan

k (ai) � k
�
_
i2J
ai

�
) _

i2J
k (ai) � k

�
_
i2J
ai

�
) _

i2J
ai � k

�
_
i2J
ai

�
bulunur. k bir çekirdek operatörü oldu¼gundan k

�
_
i2J
ai

�
� _

i2J
ai olur ki bu da

_
i2J
ai = k

�
_
i2J
ai

�
olmas¬demektir. O halde Kk bir çekirdek sistemidir.

(ii) : 8T � Rc için T = fai : i 2 �g denilirse ^T =
î2�
ai 2 Rc olmas¬gerekir.

Yani
î2I
ai = c

�
î2I
ai

�
eşitli¼gi görülmelidir. 8i 2 � için

î2�
ai � ai ve (p:1) koşulundan

c

�
î2�
ai

�
� c (ai)) c

�
î2�
ai

�
�

î2�
c (ai)) c

�
î2�
ai

�
�

î2�
ai

bulunur. c bir kapan¬̧s operatörü oldu¼gundan
î2�
ai � c

�
î2�
ai

�
olur ki bu da

î2�
ai =

c

�
î2�
ai

�
olmas¬demektir. O halde Rc bir kapan¬̧s sistemidir.

Teorem 3.7 (i) k : L ! L bir çekirdek operatörü ve K bir çekirdek sistemi olsun.

kKk = k ve KkK = K olur.

(ii) (Gerla 1999) c : L ! L bir kapan¬̧s operatörü ve R bir kapan¬̧s sistemi

olsun. cRc = c ve RcR = R olur.

Kan¬t. (i) Lemma 3.5 (iii)�den kKk = k eşitli¼gini göstermek kal¬r. Yani 8x 2 L
için

kKk (x) = _
a2Kk

fa : a � xg = _fa 2 L : a � x; a = k (a)g = k (x)

36



oldu¼gu gösterilmelidir. a � x ve a = k (a) olacak şekildeki 8a 2 L için (p:1)�den
a = k (a) � k (x) oldu¼gundan

_fa 2 L : a � x; a = k (a)g � k (x)) kKk (x) � k (x)

bulunur. Tersine (p:2)�den k (k (x)) = k (x) ve k (x) � x oldu¼gundan

k (x) � _fa 2 L : a � x; a = k (a)g ) k (x) � kKk (x)

bulunur ve eşitlik elde edilir.

(ii) : Lemma 3.5 (iv)�den cRc = c eşitli¼gini göstermek kal¬r. Yani 8x 2 L için

cRc (x) = ^
a2L
fa : x � a; a 2 Rcg = ^

a2L
fa : x � a; a = c (a)g = c (x)

oldu¼gu gösterilmelidir. x � a ve c (a) = a olacak şekildeki 8a 2 L için (p:1)�den c (x) �
c (a) = a oldu¼gundan

c (x) � ^fa 2 L : x � a; a = c (a)g = cRc (x)

bulunur. Tersine (p:2)�den c (c (x)) = c (x) ve x � c (x) oldu¼gundan

^fa 2 L : x � a; a = c (a)g � c (x)

bulunur ve eşitlik elde edilir.

Teorem 3.8 (i) k L üzerinde bir çekirdek operatörü olsun. 8a 2 L için ck (a) =
:k (:a) ile belirlenen ck dönüşümü bir kapan¬̧s operatörüdür.

(ii) L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glas¬n. c L üzerinde bir kapan¬̧s operatörü olsun.

8a 2 L için kc (a) = :c (:a) ile belirlenen kc dönüşümü bir çekirdek operatörüdür.

Kan¬t. (i) 8a 2 L için k (:a) � :a oldu¼gundan Önerme 1.9 (iii),(iv)�den

a � ::a � :k (:a)) a � ck (a)

elde edilir.
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(p:1) : 8a; b 2 L için Önerme 1.9 (iii)�den ve k bir çekirdek operatörü oldu¼gundan

a � b) :b � :a) k (:b) � k (:a)) :k (:a) � :k (:b)) ck (a) � ck (b)

elde edilir.

(p:2) : 8a 2 L için ck (a) = ck (ck (a)) oldu¼gunu yani :k (:a) = :k (: (:k (:a)))
eşitli¼gi gösterilmelidir. Buna göre Önerme 1.9 (iii), (iv)�den ve k bir çekirdek oper-

atörü oldu¼gundan

k (:a) � : (:k (:a))) k (k (:a)) � k (: (:k (:a))))

k (:a) � k (: (:k (:a)))) :k (: (:k (:a))) � :k (:a)

bulunur. Tersine

k (:a) � :a) ::a � :k (:a)) : (:k (:a)) � :::a = :a)

k (: (:k (:a))) � k (:a)) :k (:a) � :k (: (:k (:a)))

bulunur ve eşitlik elde edilir. O halde ck bir kapan¬̧s operatörüdür.

(ii) : 8a 2 L için :a � c (:a) ve çift de¼gilleme kural¬ndan :c (:a) � ::a = a
yani kc (a) � a elde edilir. (p:1) ve (p:2) özellikleri (i)�deki kan¬ta benzer şekilde

elde edilir.

Teorem 3.9 L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glas¬n. kck = k ve ckc = c olur.

Kan¬t. 8a 2 L için

kck (a) = :ck (:a) = : (:k (::a)) = k (a)

ve

ckc (a) = :kc (:a) = : (:c (::a)) = c (a)

oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.
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Teorem 3.10 (i) K L üzerinde bir çekirdek sistemi olsun ve L çift de¼gilleme kural¬n¬
sa¼glas¬n. K(:) = fa 2 L : :a 2 Kg bir kapan¬̧s sistemidir.

(ii) R L üzerinde bir kapan¬̧s sistemi olsun. R(:) = fa 2 L : :a 2 Rg bir
çekirdek sistemidir.

Kan¬t. (i) : 8V � K(:) için V = faj : j 2 Jg olmak üzere 8j 2 J için aj 2 K(:)

oldu¼gundan :aj 2 K olur. K bir çekirdek sistemi oldu¼gundan ve Önerme 1.9 (vi)�dan

_
j2J
(:aj) = :

�
^
j2J
aj

�
2 K

olur ki bu da K(:)�n¬n tan¬m¬ndan ^
j2J
aj 2 K(:); yani K(:)�n¬n kapan¬̧s sistemi olmas¬

demektir.

(ii) : 8Z � R(:) için Z = fbj : j 2 Jg olmak üzere 8j 2 J için bj 2 R(:)

oldu¼gundan :bj 2 R olur. R bir kapan¬̧s sistemi oldu¼gundan ve Önerme 1.9 (v)�den

^
j2J
(:bj) = :

�
_
j2J
bj

�
2 R

olur ki bu daR(:)�n¬n tan¬m¬ndan _
j2J
bj 2 R(:); yaniR(:)�n¬n çekirdek sistemi olmas¬

demektir.

3.2. Topolojik Bulan¬k ·Iç ve Topolojik Kapan¬̧s Operatörlerinin Tam
Kalanl¬Örgü Üzerine Genelleştirilmesi

Hutton ve Reilly (1980) ve Rodabaugh (1999); L bir tam örgü ve � � L olmak üzere

(1) J sonlu bir küme olmak üzere 8B = fai : i 2 Jg � L için ^
i2J
ai 2 �

(2) 8A = fai : i 2 Ig � � için _
i2I
ai 2 �

koşullar¬n¬ sa¼glayan � kümesini Hutton topoloji olarak sundu. (1)�den B =

? al¬n¬rsa ^B = ^? = 1 2 � ve (2)�den A = ? al¬n¬rsa _A = _? = 0 2 �

olur. Bu sayede Hutton topoloji tam kalanl¬örgü üzerine aşa¼g¬daki tan¬m ile şöyle

geni̧sletilebilir:
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Tan¬m 3.11 L bir tam kalanl¬örgü olsun. � � L kümesi bir Hutton topolojidir ,
Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r:

(H:1) 0;1 2 �

(H:2) 8a; b 2 L için a; b 2 � ) a
 b 2 �

(H:3) 8 fai : i 2 Ig � � için _
i2I
ai 2 �

(L; �) ikilisine bir Hutton topolojik uzay¬denir.

Tan¬m 3.12 L bir tam kalanl¬örgü olsun. � � L kümesi bir H-co-topolojidir ,
Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r:

(H-co:1) 0;1 2 �

(H-co:2) 8a; b 2 L için a; b 2 � ) a t b 2 �

(H-co:3) 8 fai : i 2 Ig � �için
î2I
ai 2 �

(L; �) ikilisine bir H-co-topolojik uzay¬denir.

Tan¬m 3.13 L bir tam kalanl¬örgü olsun.

(i) k : L! L çekirdek operatörüne bir H-çekirdek operatörü denir , Aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glan¬r:

(Hk:1) k (1) = 1

(Hk:2) 8a; b 2 L için k (a)
 k (b) � k (a
 b)

(ii) c : L! L kapan¬̧s operatörüne bir H-kapan¬̧s operatörü denir , Aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glan¬r:
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(Hc:1) c (0) = 0

(Hc:2) 8a; b 2 L için c (a t b) � c (a) t c (b)

Teorem 3.14 (L; �) Hutton topolojik uzay¬8a 2 L için k� (a) = _fy 2 � : y � ag
ile belirlenen k� H-çekirdek operatörünü üretir. Tersine bir k H-çekirdek operatörü

� k = fa 2 L : a = k (a)g ile belirlenen � k Hutton topolojisini üretir.

Kan¬t. ·Ilk önce k��nin bir H-çekirdek operatörü oldu¼gunu gösterelim:

8a 2 L için _fb 2 � : b � ag � a oldu¼gundan k� (a) � a olur.

(p:1) : 8a; b 2 L için a � b ise k� (a) � a � b; yani k� (a) � b olur. (H:3)�den

k� (a) ; k� (b) 2 � olur. O halde

k� (a) � _fy 2 � : y � bg = k� (b)

elde edilir.

(p:2) : 8a 2 L için k� (a) � k� (a) ve k� (a) 2 � oldu¼gundan

k� (a) � _fy 2 � : y � k� (a)g = k� (k� (a))

bulunur. Ayr¬ca 8a 2 L için k� (k� (a)) � k� (a) oldu¼gundan k� (k� (a)) = k� (a) elde
edilir.

(Hk:1) : k� (1) = _fy 2 � : y � 1g ve 1 2 � oldu¼gundan k� (1) = 1 elde edilir.

(Hk:2) : 8a; b 2 L için (H:3) özelli¼ginden _fy 2 � : y � ag ;_fy 2 � : y � bg 2
� ve (H:2) koşulundan

(_fy 2 � : y � ag)
 (_fy 2 � : y � bg) = k� (a)
 k� (b) 2 �

bulunur. k� (a) � a ve k� (b) � b oldu¼gundan Önerme 1.5 (i)�den

k� (a)
 k� (b) � a
 k� (b) � a
 b
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elde edilir. Dolay¬s¬yla

k� (a)
 k� (b) � _fy 2 � : y � a
 bg = k� (a
 b)

bulunur. � k�n¬n bir Hutton topoloji oldu¼gu da şöyle gösterilir.

(H:1) : (Hk:1)�den 1 2 � k ve k (0) � 0 oldu¼gundan k (0) = 0 yani 0 2� k
bulunur.

(H:2) : 8a; b 2 L için a; b 2 � k ise a = k (a) ve b = k (b) olur. Önerme 1.5 (i) ve
(Hk:2)�den

a
 b = k (a)
 k (b) � k (a
 b)

olur ki bu da k (a
 b) � a
 b oldu¼gundan a
 b 2 � k olmas¬demektir.

(H:3) : fai : i 2 Ig � � k olsun. Bu durumda 8i 2 I; ai = k (ai) olur. ai � _
i2I
ai

ve (p:1)�den

ai = k (ai) � k
�
_
i2I
ai

�
) _

i2I
ai � k

�
_
i2I
ai

�
yani _

i2I
ai 2 � k bulunur.

Teorem 3.15 (L; �) bir H-co-topolojik uzay¬8a 2 L için c� (a) = ^fx 2 � : a � xg
ile belirlenen c� H-kapan¬̧s operatörünü üretir. Tersine bir c H-kapan¬̧s operatörü

�c = fa 2 L : c (a) = ag ile belirlenen �c H-co-topolojik uzay¬n¬üretir.

Kan¬t. c� dönüşümünün bir L-kapan¬̧s operatörü oldu¼gu şu şekilde görülebilir:

8a 2 L için a � ^fy 2 � : a � yg oldu¼gundan a � c� (a) bulunur.

(p:1) : 8a; b 2 L için a � b ise

a � b � ^fx 2 � : b � xg ) a � ^fx 2 � : b � xg

ve (H-co:3) koşulundan ^fx 2 � : b � xg 2 � oldu¼gundan ^fy 2 � : a � yg �
^fx 2 � : b � xg olur. Dolay¬s¬yla c� (a) � c� (b) bulunur.
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(p:2) : c� (a) � c� (a) ve c� (a) 2 � oldu¼gundan

c� (c� (a)) = ^fx 2 � : c� (a) � xg � c� (a)

bulunur. Ayr¬ca 8a 2 L için c� (a) � c� (c� (a)) oldu¼gundan c� (c� (a)) = c� (a) elde
edilir.

(Hc:1) : c� (0) = ^fx 2 � : 0 � xg ve 0 2 � oldu¼gundan c� (0) = 0 bulunur.

(Hc:2) : (H-co:3) ve (H-co:2) koşullar¬ndan ^fy 2 � : a � yg ; ^fx 2 � : b � xg 2
� ve buradan

(^fy 2 � : a � yg) t (^fx 2 � : b � xg) 2 � ) c� (a) t c� (b) 2 �

olur. a � ^fy 2 � : a � yg ve g � ^fx 2 � : b � xg oldu¼gundan Önerme 1.9
(viii)�den

a t b � (^fy 2 � : a � yg) t (^fx 2 � : b � xg)

yani a t b � c� (a) t c� (b) olur. Buna göre c� (a t b) = ^fz 2 � : a t b � zg �
c� (a) t c� (b) bulunur.

�c�nin L-co-topoloji oldu¼gunu da şöyle gösterilir:

(H-co:1) : (Hc:1) koşulundan c (0) = 0 oldu¼gundan 0 2 �c ve 1 � c (1) oldu¼gun-
dan 1 = c (1) ; yani 1 2 �c bulunur.

(H-co:2) : 8a; b 2 L için a; b 2 �c ise c (a) = a ve c (b) = b olur. (Hc:2)

özelli¼ginden

c (a t b) � c (a) t c (b) = a t b) c (a t b) � a t b

yani a t b 2 �c bulunur.

(H-co:3) : fai : i 2 Ig � �c olsun. 8i 2 I için c (ai) = ai olur.
î2I
ai � ai ve (p:1)

özelli¼ginden, 8i 2 I için

c

�
î2I
ai

�
� c (ai) = ai ) c

�
î2I
ai

�
�

î2I
ai

olur ki bu da
î2I
ai 2 �c olmas¬demektir.
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Teorem 3.16 (i) k bir H-çekirdek operatörü ve � bir Hutton topoloji olmak üzere

� k� = � ve k�k = k olur.

(ii) c bir H-kapan¬̧s operatörü ve � bir H-co-topoloji olmak üzere c�c = c ve

�c� = � olur.

Kan¬t. (i) a 2 � k� ise a = k� (a) 2 � oldu¼gundan a 2 � olur. Tersine a 2 �
ise a � a oldu¼gundan a � _fy 2 � : y � ag = k� (a) olur ki bu da k� (a) � a

oldu¼gundan k� (a) = a yani a 2 � k� oldu¼gunu gösterir. Bu iki gerektirmeden � k� = �
elde edilir.

(ii) (i) ile benzer şekilde elde edilir.

3.3. Genelleştirilmi̧s L-iç ve L-kapan¬̧s Operatörleri ve Genelleştirilmi̧s
L-süreklilik

Bu bölümde Not 3.2�de bahsedilen çekirdek ve kapan¬̧s operatörleri ele al¬nacakt¬r.

Bu özel durumdaki operatörlere genelleştirilmi̧s L-iç operatörü ve genelleştirilmi̧s

L-kapan¬̧s operatörü denecektir. Genelleştirilmi̧s L-iç operatörü ve genelleştirilmi̧s

L-kapan¬̧s operatörü özel bir çekirdek ve kapan¬̧s operatörü oldu¼gundan Bölüm

3.1.�de sa¼glanan tüm ifadeler bu operatörler için de geçerlidir. Bu operatörler ayn¬

zamanda topolojik bulan¬k iç ve topolojik bulan¬k kapan¬̧s operatörlerinin zay¬f bir

versiyonudur. Dolay¬s¬yla süreklilik ve komşuluk kavramlar¬n¬daha genel bir ver-

siyonda inceleme şans¬elde edilmi̧s olur.

Tan¬m 3.17 L bir tam kalanl¬örgü olsun.

(i) I : LX ! LX dönüşümüne X üzerinde bir genelleştirilmiş L-iç operatörü ya

da k¬saca G-L-iç operatörü denir , Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬r: 8f; g 2 LX için

(GI:1) I (f) � f
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(G:2) f � g ) I (f) � I (g)

(G:3) I (I (f)) = I (f)

(ii) Cl : LX ! LX dönüşümüne X üzerinde bir genelleştirilmiş L-kapan¬̧s oper-

atörü ya da k¬saca G-L-kapan¬̧s operatörü denir , (GK:1) f � Cl (f) özelli¼gini ve

(G:2) ; (G:3) özelliklerini sa¼glar.

Tan¬m 3.18 (i) � =
�
fi 2 LX : i 2 I

	
kümesine bir genelleştirilmiş L-iç sistem ya

da k¬saca G-L-iç sistemi denir , 8J � I için _
j2J
fj 2 � olur.

(ii) � =
�
fi 2 LX : i 2 �

	
kümesine bir genelleştirilmiş L-kapan¬̧s sistemi ya da

k¬saca G-L-kapan¬̧s sistemi denir , 8J � � için ^
j2J
fj 2 � olur.

Tan¬m 3.19 N : X ! LL
X
dönüşüm ve 8x 2 X için N (x) = Nx olsun. N�ye X

üzerinde bir genelleştirilmiş L-komşuluk sistemi (G-L-komşuluk sistemi) denir ,
Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r: 8f; f1; f2 2 LX için;

(NG:1) f1 � f2 ) Nx (f1) � Nx (f2)

(NG:2) Nx (f) � f (x)

(NG:3) Nx (f) � _fNx (h) : h (y) � Ny (f) ;8y 2 Xg

Teorem 3.20 X üzerindeki I G-L-iç operatörü 8f 2 LX ve 8x 2 X için

N (I)
x (f) = [I (f)] (x)

ile belirlenen N (I) =
�
N (I)
x

�
x2X

G-L-komşuluk sistemini üretir. Tersine N =

(Nx)x2X G-L-komşuluk sistemi 8f 2 LX ve 8x 2 X için; X üzerinde�
I(N ) (f)

�
(x) = Nx (f)

ile belirlenen I(N) G-L-iç operatörünü üretir. Ayr¬ca I = I(N (I)) ve N = N (I(N ))

olur.
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Kan¬t. ·Ilk olarak N (I)
x dönüşümünün G-L-komşuluk sistemi oldu¼gu şöyle gös-

terilebilir:

(NG:1) : f1 � f2 olsun. (G:2)�den N (I)
x (f1) = [I (f1)] (x) � [I (f2)] (x) =

N (I)
x (f2) bulunur.

(NG:2) : (GI:1)�den N (I)
x (f) = [I (f)] (x) � f (x) bulunur.

(NG:3) : h� = I (f) denirse

[I (f)] (y) � [I (f)] (y)) h� (y) � N(I)
y (f)

olur. Buradan (G:3) koşulunu kullan¬rsak

N (I)
x (f) = [I (f)] (x) = I (I (f)) (x) = [I (h�)] (x) = N (I)

x (h�) �

� _
�
N (I)
x (h) : h (y) � N (I)

y (f) ;8y 2 X
	

elde edilir.

I(N ) dönüşümünün güçlü L-iç operatörü oldu¼gu da şöyle gösterilebilir:

(G:1) : (NG:2)�den 8x 2 X ve 8f 2 LX için
�
I(N ) (f)

�
(x) = Nx (f) � f (x)

oldu¼gundan I(N ) (f) � f bulunur.

(G:2) : 8f; g 2 LX için f � g ise 8x 2 X için (NG:1)�den�
I(N ) (f)

�
(x) = Nx (f) � Nx (g) =

�
I(N ) (g)

�
(x)

oldu¼gundan I(N ) (f) � I(N ) (g) bulunur.

(G:3) : 8y 2 X için
�
I(N ) (f)

�
(y) = Ny (f) = g (y) olsun. h � g olacak şekildeki

8h 2 LX için (NG:1)�den Nx (h) � Nx (g) ve buradan

_fNx (h) : h (y) � Ny (f) ;8y 2 Xg � Nx (g)

olur. (NG:3)�den

Nx (f) � _fNx (h) : h (y) � Ny (f) ;8y 2 Xg � Nx (g)) Nx (f) � Nx

�
I(N ) (f)

�
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olur. O halde
�
I(N ) (f)

�
(x) �

�
I(N )

�
I(N ) (f)

��
(x) ) I(N ) (f) � I(N )

�
I(N ) (f)

�
bulunur.

Son olarak 8x 2 X ve 8f 2 LX içinh
I(N (I)) (f)

i
(x) = N (I)

x (f) = [I (f)] (x)) I(N (I)) = I

ve

N (I
(N ))

x (f) =
�
I(N ) (f)

�
(x) = Nx (f)) N = N (I(N ))

bulunur.

Bu teorem sayesinde G-L-iç operatörleri ve G-L-komşuluk sistemleri birbirlerine

denk kavramlar olur. Dolay¬s¬ylaG-L-iç operatörleri veG-L-iç sistemleri birbirlerine

denk oldu¼gundan G-L-komşuluk sistemleri ve G-L-iç sistemleri birbirlerine denk

kavramlar olur.

Tan¬m 3.21 � 1; � 2 s¬ras¬yla X ve Y üzerinde G-L-iç sistemler ve ' : X ! Y bir

fonksiyon olsun.

' genelleştirilmiş L-süreklidir ya da k¬saca G-L-süreklidir , 8g 2 � 2 için '�1 (g) 2 � 1

Tan¬m 3.22 � 1; � 2s¬ras¬yla X ve Y üzerinde G-L-iç sistemler, ' : X ! Y bir

fonksiyon ve N (�1) =
�
N (�1)
x

�
x2X

;N (�2) =
�
N (�2)
y

�
y2Y

s¬ras¬yla X ve Y üzerinde

G-L-komşuluk sistemleri olsun.

'; x 2 X noktas¬nda G-L-süreklidir , 8f 2 LY için N (�2)
'(x) (f) � N

(�1)
x

�
'�1 (f)

�

Tan¬m 3.23 (i) 8x 2 X için Gx (') = ^
f2LY

�
N (�2)
'(x) (f)! N (�1)

x ('�1 (f))
�
ile tan¬ml¬

Gx (') 2 L�ye '�nin x 2 X�de G-L-süreklilik derecesi denir.

(ii) G (') = ^
x2X

Gx (') ile tan¬ml¬G (') 2 L�ye '�nin G-L-süreklilik derecesi
denir.

47



G-L-iç sistemler yerine L-topolojiler al¬n¬rsa, G-L-süreklilik tan¬m¬Höhle ve

Sostak�da (1999) var olan L-süreklilik tan¬m¬ile veG-L-süreklilik derecesi de Demirci�de

(2007) tan¬mlanan L-süreklilik derecesi ile ayn¬ olur. Bundan sonraki bölümde

� 1; � 2 s¬ras¬yla X ve Y üzerinde G-L-iç sistemler, ' : X ! Y bir fonksiyon ve

N (�1) =
�
N (�1)
x

�
x2X

;N (�2) =
�
N (�2)
y

�
y2Y

s¬ras¬yla X ve Y üzerinde G-L-komşuluk

sistemleri olarak al¬nacakt¬r. 8f 2 LX ; g 2 LY için I�1 (f) ve I�2 (g) ; f� ve g� ile
gösterilecektir.

Lemma 3.24 G (') = ^
g2�2

~�
�
'�1 (g) ; ('�1 (g))

��

Kan¬t. 8g 2 � 2 ve 8x 2 X için Teorem 3.20�den

N (�2)
'(x) (g) = [I�2 (g)] (' (x)) = g

� (' (x)) = g (' (x)) = '�1 (g) (x)

ve N (�1)
x ('�1 (g)) = ('�1 (g))

�
(x) oldu¼gundan

G (') = ^
x2X

�
^

g2LY

�
N (�2)
'(x) (g)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

���
�

� ^
x2X

�
^
g2�2

�
N (�2)
'(x) (g)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

���
=

= ^
g2�2

�
^
x2X

�
'�1 (g) (x)!

�
'�1 (g)

��
(x)
��
= ^

g2�2
~�
�
'�1 (g) ;

�
'�1 (g)

���
olur. Tersine 8g 2 LY ve 8x 2 X için Teorem 3.20�den N (�2)

'(x) (g) = g� (' (x)) =

'�1 (g�) (x) olur. (GI:1)�den g� � g ise '�1 (g�) � '�1 (g) oldu¼gundan (NG:1)�den�
'�1 (g�)

��
(x) = N (�1)

x

�
'�1 (g�)

�
� N (�1)

x

�
'�1 (g)

�
bulunur. O halde Önerme 1.5 (ii) g� 2 � 2 oldu¼gundan

N (�2)
'(x) (g)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

�
= '�1 (g�) (x)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

�
�

� '�1 (g�) (x)!
�
'�1 (g�)

��
(x) � ^

x2X

�
'�1 (g) (x)!

�
'�1 (g)

��
(x)
�
�

� ^
g2�2

�
^
x2X

�
'�1 (g) (x)!

�
'�1 (g)

��
(x)
��

olur. Buradan

G (') = ^
x2X

�
^

g2LY

�
N (�2)
'(x) (g)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

���
�

� ^
g2�2

�
^
x2X

�
'�1 (g) (x)!

�
'�1 (g)

��
(x)
��
= ^

g2�2
~�
�
'�1 (g) ;

�
'�1 (g)

���
bulunur ve eşitlik elde edilir.
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Teorem 3.25 (i) G (') = 1, ' G-L-süreklidir.

(ii) '; 8x 2 X noktas¬nda G-L-süreklidir , ' G-L-süreklidir.

(iii) G (') = ^
g2LY

~�
�
'�1 (g�) ; ('�1 (g))

��

Kan¬t. (i) : Lemma 3.24 ve Önerme 1.4�den

G (') = 1, ^
g2�2

~�
�
'�1 (g) ;

�
'�1 (g)

���
= 1

, '�1 (g) (x)!
�
'�1 (g)

��
(x) = 1 (8g 2 � 2) ; (8x 2 X)

, '�1 (g) (x) �
�
'�1 (g)

��
(x) (8g 2 � 2) ; (8x 2 X)

olur. (GI:1)�den ('�1 (g))� � '�1 (g) oldu¼gundan '�1 (g) = ('�1 (g))
� olur ki bu

da '�1 (g) 2 � 1 olmas¬demektir. Yani ' G-L-sürekli olur. Ters gerektirme benzer
şekilde görülür.

(ii) : (i) ve Önerme 1.4�den

' G-L-süreklidir, G (') = 1, ^
x2X

Gx (') = 1,

, N (�2)
'(x) (g)! N (�1)

x

�
'�1 (g)

�
= 1

�
8g 2 LY

�
; (8x 2 X)

, N (�2)
'(x) (g) � N

(�1)
x

�
'�1 (g)

� �
8g 2 LY

�
; (8x 2 X)

olur ki bu da 8x 2 X için '�nin G-L-sürekli olmas¬demektir. Ters gerektirme benzer

şekilde görülür.

(iii) : (GI:1)�den g� � g ise '�1 (g�) � '�1 (g) olur. (G:2)�den ('�1 (g�))� �
('�1 (g))

� bulunur. O halde Önerme 1.13 (iii) ve Lemma 3.24�den

~�
�
'�1 (g�) ;

�
'�1 (g)

��� � ~�
�
'�1 (g�) ;

�
'�1 (g�)

��� � G (')
ve böylece

^
g2LY

~�
�
'�1 (g�) ;

�
'�1 (g)

��� � G (')
bulunur. Tersine Lemma 3.24�den

^
g2LY

~�
�
'�1 (g�) ;

�
'�1 (g)

��� �
� ^

g2�2

�
~�
�
'�1 (g�) ;

�
'�1 (g)

����
= ^

g2�2

�
~�
�
'�1 (g) ;

�
'�1 (g)

����
= G (')

olur. Yani eşitlik elde edilir.
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Not 3.26 � bir G-L-iç sistemi olmak üzere, e¼ger L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glarsa

Teorem 3.10 (i)�den � (:)�n¬n bir G-L-kapan¬̧s sistemi oldu¼gu biliniyor. O halde

Lemma 3.5 (ii)�den

f = Cl� (:) (f) = ^
�
h 2 LX : h 2 � (:); f � h

	
dönüşümü bir G-L-kapan¬̧s operatörüdür. Ayr¬ca Lemma 3.5 (i) ve Teorem 3.8

(i)�den f = :I� (: (f)) olur.

Teorem 3.27 L çift de¼gilleme kural¬n¬sa¼glas¬n. Aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

(i) G (') = ^
g2� (:)2

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�

(ii) G (') = ^
g2LY

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�

(iii) G (') = ^
f2LX

~�
�
'
�
f
�
; ' (f)

�

Kan¬t. (i) Not 3.26, Önerme 1.13 (viii), Lemma 3.24, çift de¼gilleme kural¬ve

'�1 (: (g)) = : ('�1 (g)) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

G (') = ^
h2�2

~�
�
'�1 (h) ;

�
'�1 (h)

���
= ^

g2� (:)2

~�
�
'�1 (: (g)) ;

�
'�1 (: (g))

���
=

= ^
g2� (:)2

~�
�
:
��
'�1 (: (g))

���
;:
�
'�1 (: (g))

��
=

= ^
g2� (:)2

~�
�
:
��
:
�
'�1 (g)

����
;:
�
:
�
'�1 (g)

���
=

= ^
g2� (:)2

~�
�
:I�1

�
:
�
'�1 (g)

��
; '�1 (g)

�
= ^

g2� (:)2

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
bulunur ve eşitlik elde edilir.

(ii) 8g 2 LY için (GK:1)�den g � g ve buradan '�1 (g) � '�1 (g) oldu¼gundan
(G:2) kullan¬l¬rsa '�1 (g) � '�1 (g) elde edilir. Bu eşitsizlik, (i) özelli¼gi ve Önerme
1.13 (ii)�den

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
� ~�

�
'�1 (g); '�1 (g)

�
� ^

h2� (:)2

~�
�
'�1 (h); '�1 (h)

�
= G (')
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yani

^
g2LY

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
� G (')

elde edilir. Tersine (i) özelli¼ginden ve g 2 � (:)2 ise g = g oldu¼gundan

^
g2LY

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
� ^

g2� (:)2

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
=

= ^
g2� (:)2

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
= G (')

bulunur ve eşitlik elde edilir.

(iii) ' ('�1 (g)) � g oldu¼gundan (G:2)�den ' ('�1 (g)) � g ve g � '�1 (' (g))

oldu¼gundan (G:2)�den g � '�1 (' (g))olur. O halde (ii) özelli¼gi ve Önerme 1.13 (ii),
(iii) ve (vii)�den

^
f2LX

~�
�
'
�
f
�
; ' (f)

�
� ~�

�
'
�
'�1 (g)

�
; ' ('�1 (g))

�
� ~�

�
'
�
'�1 (g)

�
; g
�
�

� ~�
�
'�1

�
'
�
'�1 (g)

��
; '�1 (g)

�
� ~�

�
'�1 (g); '�1 (g)

�
yani

^
f2LX

~�
�
'
�
f
�
; ' (f)

�
� ^

g2LY
~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
= G (')

bulunur. Tersine Önerme 1.13 (vi) özelli¼gi kullan¬l¬rsa 8f 2 LX için,

G (') = ^
g2LY

~�
�
'�1 (g); '�1 (g)

�
� ~�

�
'�1 (' (f)); '�1

�
' (f)

��
�

� ~�
�
f; '�1

�
' (f)

��
� ~�

�
'
�
f
�
; '
�
'�1

�
' (f)

���
� ~�

�
'
�
f
�
; ' (f)

�
yani

G (') � ^
f2LX

~�
�
'
�
f
�
; ' (f)

�
bulunur ve eşitlik elde edilir.

G-L-iç ,G-L-kapan¬̧s operatörleri veG-L-iç ,G-L-kapan¬̧s sistemleri yerine s¬ras¬yla

topolojik L-iç, topolojik L-kapan¬̧s operatörleri ve L-topoloji,L-co-topoloji al¬n¬rsa

Demirci�nin (2007) elde etti¼gi gibi Lemma 3.24, Teorem 3.25 ve Teorem 3.27 aynen

geçerli olur.
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4. SONUÇ

Bu çal¬̧sma sonucunda K = f1g durumundaki bulan¬k iç ve bulan¬k kapan¬̧s oper-
atörleri tam kalanl¬örgü üzerine geni̧sletilerek incelenmi̧stir. Daha sonra tam kalanl¬

örgü yap¬s¬nda, tam örgü özel olarak
�
LX ;^;_;1?;1X

�
al¬nm¬̧s ve bu geni̧sletilen op-

eratörler, bu özel tam kalanl¬örgü yap¬s¬üzerinde incelenmi̧stir. Bu incelenen oper-

atörlerin üretti¼gi sistemlere deG-L-iç veG-L-kapan¬̧s sistemi denilmi̧stir. Bu sistem-

ler bulan¬k topolojiden daha zay¬f olmalar¬na ra¼gmen, bulan¬k topolojik uzaylarda

sa¼glanan baz¬özelliklerin bu sistemlerde de sa¼gland¬¼g¬gözlemlenmi̧stir. Örne¼gin,

topolojik uzaylarda tan¬mlanan L-süreklilik, L-komşuluk, bir noktada L-süreklilik

ve L-süreklilik derecesi gibi kavramlar bu sistemlerde de tan¬mlanarak daha genel

bir versiyonda bu tan¬mlarla, özellikle L-süreklilik derecesi ile ilgili, önemli sonuçlar

elde edilmi̧stir. Ayr¬ca topolojik bulan¬k iç ve topolojik bulan¬k kapan¬̧s operatör-

lerini tam kalanl¬örgü üzerine genelleştirerek, üretti¼gi sistemler ile nokta kavram¬

olmayan topolojiler oluşturulmuş ve aralar¬ndaki denklikler de ele al¬nm¬̧st¬r.
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