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OZET
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Bu tezin amaci torsion teorinin temel o6zelliklerini incelemek ve modiil teorideki
bazi kavramlarin torsion teorideki genellemelerini aragtirarak CS modiillerin yeni bir
genellemesini yapmaktir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, modiil teorideki temel
tanim ve teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Ikinci boliimiin, ilk kisminda torsion teorinin tammu ve bazi ozellikleri ince-
lenmigtir. Sonraki kisimda ise daha sonraki boliimlerin temel kavramlari olacak
olan 7-yogun ve 7-piur alt modiil tanimlar1 ve 6zellikleri verilmistir. Ayrica modiil
teorideki 6nemli bir modiil sinifi olan basit modiillerin genellemesi olarak, 7-basit ve
T-kokritikal modiil kavramlar: tanitilmigtir. Bu kavramlar ile ilgili temel 6zellikler
verildikten sonra, maksimal alt modiillerin genellemesi olan 7-maksimal alt modiiller
tanitilmigtir. Daha sonra da modiil teorideki gibi 7-dar alt modiil kavrami ile 7-
radikal kavramlar1 arasindaki baginti incelenmistir. Ayrica, modiil kuraminin énemli
teoremlerinden biri olan Nakayama Lemma’nin bir genellemesi de verilmigtir.

Uciincii boliimde, bir torsion teoriye gore injektif ve projektif modiiller
tanimlanarak, injektif hull ve projektif oOrtii kavramlarimin torsion teorideki
genellemeleri incelenmigtir. Ayrica bu bélimde (0,Mod-R) torsion teorisinde in-
jektif modiillere karsilik gelen 7-boliimlii modiil kavrami da verilmistir.

Son boliimde, CS modiillerin torsion teorideki yeni bir genellemesini elde et-
mek amaciyla, 7-kapali ve 7-tamlayan alt modiiller tanmimlanarak, 7-CS modiil
tanimlanmigtir. Daha sonra da bu yeni kavramlarin 6zellikleri aragtirilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Torsion teori, 7-injektif modiil, 7-projektif modiil,
7-boliimli modiil, 7-injektif hull, 7-projektif ortii, 7-boliimli hull, 7-CS modiil.
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The aim of this thesis is to examine fundamental properties of torsion theory
and make a new generalization of CS modules by studying generalizations of some
concepts in module theory relative to a torsion theory.

This thesis consists of four chapter. In the first chapter fundamental definitions
and theorems in module theory are given without proofs.

In the first part of the second chapter definition and some properties of torsion
theory are examined. In the next part, definitions and properties of 7-dense and -
pure submodules, which will be basic notions of next chapters, are given. Moreover
as a generalization of simple module which is an important module class in module
theory 7-simple and 7-cocritical modules are introduced. After giving fundamen-
tal properties of these concepts, 7-maximal submodules which are generalizations of
maximal submodules are introduced. Then the connection between 7-small submod-
ules and 7-radical is established as in module theory. Furthermore a generalization
of Nakayama Lemma which is an important theorem of module theory is given.

In the third chapter injective and projective modules are defined relative to a
torsion theory and generalizations of injective hulls and projective covers are exam-
ined in a torsion theory. Moreover in this chapter, the concept of 7-divisible module
which coincides with injective module in (0,Mod-R) is given.

In the last chapter 7-CS modules are defined by defining 7-closed and 7-
complement submodules in order to obtain a new generalization of CS modules.
Then properties of these new concepts are investigated.

KEY WORDS: Torsion theory, 7-injective module, 7-projective module, 7-
divisible module, T-injective hull, 7-projective cover, T-divisible hull, 7-CS module.
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ONSOZ

Torsion teorileri modiil teorinin 6nemli galigma konular1 arasindadir. Cilinkii
burada elde edilen sonuglar modil teorideki sonuclari genellemektedir.  Bu
amagcla birgok yazar 6nemli modiil siniflarinin torsion teorideki karakterizasyonlarini
arastirmigtir. (jrnegin 1997’de Patrick Smith komplement modiillerin genellemesi
olarak 7-komplement modiil kavramini tanimlamig ve ozelliklerini incelemigtir. 2007
yilinda, modiil teoride 6nemli bir modiil sinifi olan CS modiillerin torsion teorideki
bir karakterizasyonu, Charalambides ve Clark tarafindan aragtirilmigtir.

Bu galigmada Charalambides ve Clark’dan farkli olarak, CS modiillerin torsion
teoride yeni bir karakterizasyonu elde edilmis ve temel ozellikleri incelenmistir.

Bu tez calismasinda ve bugiine kadar yaptigim tiim caligmalarda bilgi ve
destegiyle yanimda olan, bana her zaman inanan ve giivenen c¢ok degerli hocam

Yrd. Dog¢. Dr. Mustafa ALKAN’a tegekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER. ve KISALTMALAR DIZINI

7 Tam sayilar kiimesi

N Porzitif tam sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

PicrM; M; modiillerinin dik toplami

;e M; M; modiillerinin dik ¢arpimi

N<M N M’nin alt modiilii

NIM N M’nin genig alt modiilii

N M N M’nin 7-genis alt modiili

N<.M N M’nin tamlayan alt modiilii

N<._.M N M’nin 7-tamlayan alt modiilii

N << M N M’nin dar alt modiili

N <<, M N M’nin 7-dar alt modiilii

J(M) M modiiliintin Jacobson Radikali

J (M) M modiiliiniin 7-radikali

Hompg(M, N) M’den N’ye R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
Cek (f) f homomorfizmasinin cekirdegi

Gor(f) f homomorfizmasinin goriintiisii

E(M) M modiiliintin injektif hull’i

E.(M) M modiiliintin 7-injektif hull’i

Extt, i. Ext funktoru

t, (M) M modiiliintin 7-torsion alt modiilii

F.(M) M modiiliintin 7-yogun alt modiillerinin kiimesi
P-(M) M modiiliintin 7-piir alt modiillerinin kiimesi



1 GIRIS

Herhangi bir kiime tizerinde iglem yapabilmek i¢in bu kiimenin elemenlar: tizerinde
bir cebirsel yapiya ihtiya¢ vardir. Ornegin, A = {a,b,c} ve X,Y € P(A) icin
X+Y = (XUY)—(XNY) iglemi ile A'min kuvvet kiimesi P(A) degismeli gruptur.
Ayrica X +Y = (X UY)— (X NY) ve X.Y = X NY iglemleri ile de P(A) bir
halkadir.

{a} + 2 = {b} (%)
{a}c,a} + {b}z = {b} (%)

denklemlerini goz ontine alalim. Halka yapisi ve kiimenin sonlu olmas: kullanilarak
bu denklemlerin ¢oziimiiniin var olup olmadig: kolayca kontrol edilebilir ve varsa da
bu ¢oziimler bulunabilir. Burada (%) in ¢oziimii « = {b,a}’dir. Fakat {b}'nin halka
yapisinda tersi olmadigindan (x%)m ¢oziimii yoktur. Ancak elimizde her zaman
bu sekilde basit kiimeler olmayabilir. O halde bir kiimenin elemanlar: tizerindeki
cebirsel yapiy1 incelemek oldukga 6nemlidir.

Bir kiime tizerindeki grup ya da halka yapisina benzer olarak, bir cisim yardimi
ile degigsmeli grup iizerine yeni bir yap1 tegkil edilebilir. Bu yapi, degigsmeli grubun
cisim iizerindeki, vektor uzayi yapisi olarak adlandirilir. Bu tiir yapilar yardimi ile de
kiime tizerinde degisik islemler yapabiliriz. Bu sebepten dolay1, vektor uzay: kavrami
matematigin ve dolayisiyla bilim diinyasinin en énemli kavramlarindan biridir. An-
cak (x*)'mn ¢oziimi igin vektér uzayr kavrami da yetersiz kalmaktadir. Bundan

dolay1 yeni bir kavrama ihtiya¢ duymaktayiz.

Tamim 1.0.1 (Dummit ve Foote 1999) R birimli halka ve M toplamsal Abel grubu
olsun. @ : M x R — M fonksiyonu e(m,r) = mr ile gdsterilmek tzere her r,s € R
ve a,b € M i¢in,

a) (a+b)r=ar+br

b) a(r +s) = ar + as

c) a(rs) = (ar)s

d)alg =a

ozellikleri saglanwyor ise M ye (sag) R-modil denir.



Yukaridaki tanimdan agikca goriildiigii gibi, her vektor uzayr modiildiir. Ayrica

G degismeli bir grup ve n € G r € Z igin

n+---+n r>0

-n—---—n r<0

tanimi ile G bir Z-moduldiir.

Bundan sonra R ile birimli bir halkay: ve M ile R tizerindeki sag R-modiili
gosterecegiz.

Bu tezde vektor uzaylarin genellemesi olan modiillerin degisik karakterizasyonu
iizerinde calisacagiz. Bu boliimiinde ise, daha sonra kullanacagimiz modiil teorinin
temel bilgilerini degisik kaynaklardan ispatsiz bir gekilde verecegiz. Modiil teorinin

temel taglarindan olan bir esitlik ile baglayalim.

Onerme 1.0.2 (Modiilarite Kural) M R-modil, K,H,L M ’'nin alt modilleri ve
K CHolsun. HN(K+L) =K+ (HNL) dur.

Tanmim 1.0.3 (Dummit ve Foote 1999)

hAlflLAlﬂ ’£+1—>"'
modiul homomorfizmast dizisi ve her i € Z i¢in Imf; =Cekf;11 ise bu diziye tam
dizi denir.
Ozel olarak 0 — A L B 25 0 — 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi

denir.

Teorem 1.0.4 (Dummit ve Foote 1999) R bir halka,
O — Al i) B i) A2 — 0

bir kisa tam dizi i¢in asagudaki ifadeler denktir;
(i) h : Ay — B, gh = 14, olacak sekilde bir h, homomorfizmasi vardar,
(i) k- B — Ay, kf = 14, olacak sekilde bir k, homomorfizmas: vardur,
(iii) B ~ Ay & Ay dir.



Tanim 1.0.5 (Dummit ve Foote 1999) R bir halka olsun
0 — A S, B -4 Ay — 0 kisa tam dizisi icin yukaridaki teoremin denk

kosullarindan biri saglaniyorsa bu kisa tam diziye bolintr denir.

Tanmim 1.0.6 (Dummit ve Foote 1999) M R-modiil ve {m,}

kimesi olsun. M 'nin her elemant m = a;meq, + ...... agMa,, a; € R,o; € AN vek € N

ach s M nin bir treteg

olacak sekilde tek tirli yazilabiliyorsa M ye R tizerinde serbest modiil denir.

Ornek 1.0.7 1) R halkasy kendi tzerinde serbest R-modildiir.
2) R bir degismeli halka olsun. R[z] polinomlar halkast bir serbest R-modildir.

{2'}i0 Rlx]’in bir tabamidar.

Teorem 1.0.8 (Dummit ve Foote 1999) Her R-modiil bir serbest R-modilin homo-

morf gorintistdir.
M ve N R-modiiller olsun.
Homgr(M,N)={f]f: M — N R-homomorfizmas:}

kiimesi fonksiyonlardaki toplama iglemi ile Abel grubudur. Ayrica L, M, D R-
modiiller ve ¢ : L — M bir homomorfizma olmak fizere,
v* 1 Homg(D,L) — Hompg(D, M), ¥*(f) = vof ve olarak tanimlanan doniigiim

bir Abel grubu homomorfizmasidir.
Teorem 1.0.9 (Dummit ve Foote 1999) (1) D, L, M ve N R-modiller olsun.
0—L-% M N—0
dizisi tam ise
0 — Homgp(D, L) X5 Homg(D, M) £ Homg(D, N)

dizisi de tamdar.
(2) D R-modiil ve M —+ N — 0 dizisi tam olsun.
o« : Homp(N, D) — Hompg(M, D), ¢.(f) = fop olmak tizere,

0 — Hompg(N, D) 25 Hompg(M, D)

dizist de tamdar.



Onerme 1.0.10 (Dummit ve Foote 1999) A R-modiil ve {M;},c;, R-modiil ailesi
olsun.

(1) 1L, Homp(M;, A) = Homp(®,_ M;, A).

(2) II,_.,Homp(A, M;) ~ Hompg(A,II,_, M;).

Teorem 1.0.11 (Dummit ve Foote 1999) P R-modil olsun. Asagqidaki ifadeler
denktir.

(1) Herhangi L, M ve N R-modilleri i¢in 0 — L LM 25 N — 0 dizisi
tam ise 0 — Hompg(P, L) + Hompg(P, M) L Hompg(P,N) — 0 dizisi tamdur.

(2) M ve N iki R-modiil ve M —*+ N — 0 dizisi tam olsun. Bu durumda her
f € Homg(P, N) i¢in pog = [ olacak sekilde bir g € Hompg(P, M) vardar.

(8) Her 0 — L — M — P — 0 kisa tam dizisi bélinir.

(4) P bir serbest R-modilin dik toplananidar.

Tamim 1.0.12 (Dummit ve Foote 1999) Yukaridaki teoremin denk kosullarin

saglayan P modiliine projektif modil denir.

Ornek 1.0.13 1) Her serbest modiil projektiftir.
2) p ve q farkle asallar olmak tizere R = Z/pqZ olsun.
i, i¢erim dontgimi, ¢*(x + pqZ) = qx + pqZ olmak dzere,

0 — pZ/pqZ N Z7./pqZ <z, qZ/pqZ. — 0

tam dizisi bolinir. Buna gére qZ/pqZ projektif R-modildir, ancak serbest R-modiil
degildir.
3) Q projektif Z—modil degildir.

Onerme 1.0.14 (Dummit ve Foote 1999) {P,},_, bir R-modiil ailesi olsun.

i€l
®,., b projektiftir ancak ve ancak her i € I igin Py projektiftir.

Teorem 1.0.8’e gore her modiil bir serbest modiiliin homomorf goriintiisii olarak
yazilabilir. Yani, F’ R V. 0, F/Cekf ~ M olacak sekilde F' serbest R-modiilii
ve f R-homomorfizmasi vardir. Eger Cekf < F' ise serbest modiilii kullanarak M

modiiliinii belirlemek daha kolaydir. Bundan dolay: agagidaki tanim verilebilir.



Tanim 1.0.15 (Anderson ve Fuller 1992) M R-modil olsun. Eger P projektif R-
modil, f: P — M epimorfizma ve Qekf < P ise (P, f) ikilisine M 'nin projektif

ortisi (projective cover) denir.

Acgik bir gekilde M projektif R-modiil ise projektif ortiisii kendisidir. Ancak her

modiiliin projektif ortiisii olmas1 gerekmez.
Ornek 1.0.16 Q, Z-modiili projektif ortiye sahip degildir.

Kanit. Q Z-modiiliiniin projektif ortiiye sahip olmadigini gosterelim.

P projektif Z-modiil, f : P — Q ve Cekf < P olsun. Z temel ideal bolgesi
oldugundan P serbest modiildiir yani P ~ @Z’dir. J(®Z) = 0 oldugundan
J(P) = 0’dir. Buradan, Gekf < 3, pL = J(P) = 0 elde edilir. Boylece f bir

izomorfizma yani P ~ Q serbest modiil olur. Bu ise bir geligkidir. a

Teorem 1.0.17 (Anderson ve Fuller 1992) M R-modil olsun. M 'nin projektif

ortist varsa bu orti izomorfizma fark:y ile tektir.

Tanim 1.0.18 (Luthar ve Passi 2002) Asagidaki (a) ve (b) kosullarni saglayan
L modiline ve § € Homgr(N,L), ' € Homgr(N',L) homomorfizmalarina o €
Hompg(M,N) ve o/ € Homg(M, N") homomorfizmalarinin push—out’v denir.

(a) B'a’ = Ba

(b) Bir Ly modili ve $y € Homg(N, Ly), 51 € Homgr(N', Ly) i¢in 1 = 0 ve
By =B olacak sekilde tek bir v € Hompg(L, Ly) vardar.

Teorem 1.0.19 (Luthar ve Passi 2002) « € Homg(M,N) ve o' € Homg(M, N’)

homomorfizmalarinin push-out’u her zaman vardir ve izomorfizma fark: ile tektir.

Teorem 1.0.20 (Luthar ve Passi 2002) a,d', B ve 5 Tanym 1.0.18’deki homomor-
fizmalar olmak “izere asagidaki ifadeler saglanar.

(1) « birebir ise B' de birebirdir.

(2) o birebir ise 5 da birebirdir.

(8) N/ (Gora) ~ L/ (Gorp')

(4) N'/(Gord!) =~ L (Gorp)



Teorem 1.0.21 (Dummit ve Foote 1999) Q) R-modil olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(1) Herhangi L, M, N R-modilleri i¢in 0 — L YoM 25 N — 0 dizisi tam
ise 0 — Homp(N, Q) 2= Homg(M, Q) SR Hompg(L,Q) — 0 dizisi de tamdar.

(2) L ve M iki R-modil, 0 — L s M dizisi tam ve her f € Homg(L, Q) igin
go = f olacak sekilde bir g € Homg(M, Q) vardar.

(8) Eger Q bir M R-modiliniin alt modili ise QQ, M 'nin bir dik toplananidur.

Yani her 0 — QQ — M — N — 0 kisa tam dizisi bolinair.

Tamim 1.0.22 (Dummit ve Foote 1999) Yukardaki teoremin kosullarini saglayan

@ modiiline injektif modil denir.

Ornek 1.0.23 1) Q injektif Z-modiildiir.
2) 7. injektif Z-modil degildir.

Onerme 1.0.24 (Dummit ve Foote 1999) {M;},c; bir R-modiil ailesi olsun.
[T, M; injektiftir ancak ve ancak her i € I i¢in M; injektiftir.

Teorem 1.0.25 (Baer Kriteri) Q injektif R-modildir ancak ve ancak R’nin her
I (sag) ideali igin herhangi bir g : I — @, R-homomorfizmas: bir G : R — @,

R-homomorfizmasina genisletilebilir.

Tamim 1.0.26 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modil olsun.

1) A < M olsun. M ’nin sifirdan farkly her C alt modili i¢in AN C # 0 ise
A’ya M nin bir genis (essential) alt modili denir ve A < M ile gdsterilir. M 'ye de
A’nan bir genis genislemesi (essential extension) denir.

2) M ’nin sifirdan farkly her alt modili M 'nin genis alt modiili ise M ’ye dizgiin

(uniform) modil denir.

Ornek 1.0.27 1 ) Q, Z-modiliiniin sifirdan farkl tim aolt modilleri genistir. O
halde Q diizgun Z-modildiir.

2) R = ZJ12Z, M = 7Z/127Z olsun. 3Z/127Z, Z/12Z i¢inde genis alt modiil
degildir.



Onerme 1.0.28 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modil olsun. Asagidaki ifadeler
saglanar.

(a) A < B’dir ancak ve ancak her 0 # b € B i¢in br # 0 ve br € A olacak sekilde
bir r € R vardar.

(b) A, B, M R-modiiller ve A < B < M olsun. A < M ’dir ancak ve ancak
A < B < M dir.

(c) A1, Ag, By, By M ’nin alt modiilleri olsun. A; < By ve Ay < By ise
Ay N Ay < By N By dir.

(d) A< M ve f: B— M bir R-homomorfizmasi olsun. A < M ise
f~YA) < Bdir.

(e) {Ai}ic;» M nin alt modiillerinin bagimsiz ailesi ve her i € I igin
A; 2 By < M olsun. {B;},.; bagumsiz bir ailedir. Ayrica, ®,.,A; < &, , B, dir
ancak ve ancak her i € I i¢in A; < B;’dir.

Tamim 1.0.29 (Lam 1998)
1) N, M ’'nin bir alt modili olsun. M 'nin herhangi bir L alt modili, N N L =0
ozelligine gore maksimal ise L’ye N 'nin M i¢indeki tamlayani (complement) denir.
2) Eger L, M 'nin herhangi bir alt modilinin tamlayan ise L’ye M 'nin tamlayan

alt moduli denir ve L <. M ile gosterilir.

Zorn Onteoremi kullamlarak her N < M alt modiiliiniin M icinde bir tamlayan

oldugu gortilebilir.

Onerme 1.0.30 (Goodearl ve Warfield 1989) N < M olsun. L, N 'nin M igindeki
bir tamlayany ise N & L < M “dir.

Tanim 1.0.31 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modiil ve A, M "nin bir alt modiilii
olsun. A’mn 6z genis geniglemesi yoksa A’ya M ’nin kapaly (closed ) alt modili

denir.

Onerme 1.0.32 (Dung vd 1994) M R-modiil olmak tizere K < L < M ve N < M
olsun.

(1) N < H olacak sekilde M ’'nin kapaly bir H alt modiili vardur.



(2) K, M’nin kapaly alt modilidir ancak ve ancak K C @ ve Q@ < M ise
Q/K < M/K 'dur.

(8) L, M ’nin kapaly alt modili ise L) K, M /K 'nin kapaly alt modilidiir.

(4) K, L’nin kapale alt modiili ve L de M ’nin kapaly alt modiilii ise K, M 'nin

kapaly alt modilidir.

Onerme 1.0.32’deki H alt modiiliine N'nin M icindeki bir kapams (closure)

denir.

Onerme 1.0.33 (Lam 1998) C, M ’nin bir alt modiili olsun. C, M i¢inde kapalider

ancak ve ancak C, M 'nin bir tamlayan alt modulidiir.

Modiil teoride injektif modiillerin bir genellemesi olarak CS modiiller

tanimlanmigtir.

Tanmim 1.0.34 (Dung vd 1994) M R-modil olsun. M ’nin her kapali alt modiili
M ’nin bir dik toplanans ise M 'ye CS modil denir.

Ornek 1.0.35 (Dung vd 1994) 1) Yaribasit modiiller, diizgiin modiller, injektif
modiiller CS modiillerdir.

2) ®Z CS Z-modiil degildir.

Onerme 1.0.36 (Dung vd 1994) M CS modiildiir ancak ve ancak M 'nin her alt

modulu M ‘nin bir dik toplanani i¢inde genistir.
Onerme 1.0.37 (Dung vd 1994) CS modiillerin her dik toplanans da CS modiildir.

Onerme 1.0.38 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modiil olsun. M injektiftir an-

cak ve ancak M 'nin 6z genis genislemesi yoktur.

Teorem 1.0.39 (Goodearl ve Warfield 1989) E injektif modil ve A, E’nin bir alt
moduli olsun.

A injektif moduldir ancak ve ancak A, E’nin kapalr alt modilidir.



Teorem 1.0.40 (Sharpe ve Vdmos 1972) E bir R-modil ve M, E 'nin bir alt modiilii
olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.

(1) E, M ’nin bir injektif genis genislemesidir.

(2) E, M ’nin bir maksimal genis geniglemesidir.

(3) E, M ’nin bir minimal injektif genislemesidir.

Tanmim 1.0.41 (Sharpe ve Vdmos 1972) M R-modil olsun.  Yukaridaki teo-
remin kosullarina saglayan E R-modiline M 'nin injektif hull’i denir ve E(M) ile

gosterilir.
Ornek 1.0.42 Q Z-modiilii Z 'nin bir injektif hullidqir.

Teorem 1.0.43 (Sharpe ve Viamos 1972) Her modilin bir injektif hull’i vardir ve

bu hull izomorfizma fark: ile tektir.

Teorem 1.0.44 (Sharpe ve Vdmos 1972) M R-modil ve E(M), M 'nin bir injektif
hull’i olsun. Asagidaki ifadeler saglanr.

(1) Her N < M alt modiilii i¢in E(N) = E(M) dir.

(2) E(M) = M ’dir ancak ve ancak M injektiftir.

(3) E(M; ® M) = E(M;) & E(M,) dir.

Bir R halkasinin maksimal sag (sol) ideallerinin arakesitine R’nin Jacobson
radikali denir ve J(R) ile gosterilir. J(R) halka toerisindeki en 6nemli kavram-
lar dan biridir. Ornegin J(R) kullamlarak halkalar teorisinde 6nemli bir denklik
olan; “z € J(R)'dir ancak ve ancak her r € R igin 1 — ar tersinirdir” ifadesi elde

edilir. J(R) ile ilgili diger 6nemli teorem ise Nakayama Lemma’dir.

Onerme 1.0.45 (Nakayama Lemma)

R bir halka ve I, R’nin sag ideali olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) I C J(R) dir.

(2) Sonlu tretilmis bir M R-modili i¢in MI = M olmast M = 0 olmasina
gerektirir.

(8) M 'nin, M/N sonlu iiretilmis olacak sekildeki herhangi bir N alt modiilii i¢in
N+ MI = M olmast N = M olmasin gerektirir.
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Modiil teoride de J(R)’ye karsilik olarak agagidaki tamim verilmistir.

Tanmim 1.0.46 (Anderson ve Fuller 1992) M R-modiil olsun. M 'nin tim maksimal
alt modiillerinin kesisimine M 'nin Jacobson radikali denir ve J(M) ile gdsterilir.
M ’nin maksimal alt modili yoksa J(M) = M kabul edilir.

Tamim 1.0.47 (Anderson ve Fuller 1992) M R-modiil, N < M olsun. Ejer L < M
icin L+N = M iken L = M ise N 'ye M 'nin dar (small) alt modili denir ve N < M

tle gosterilir.

Ornek 1.0.48 1) 0, M 'nin dar alt modiilidiir.
2) Z tamsayilar halkasinin 0’°dan baska dar alt modiili yoktur.
3) M sonlu tretilmis bir R-modil ise J(M), M ’nin dar alt modilidiir.

Onerme 1.0.49 (Anderson ve Fuller 1992) M R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler
saglanar.
(1) JM) = Xy Ldir
(2) f: M — N bir R-modil homomorfizmast ise,
(i) F(I(M)) € T (V) dir
(ii)) L < M ise f(L) < N ’dir.
(8) N < L <M olsun. L < M ’dir ancak ve ancak L/N < M /N ve N < M "dir.
(4) K,L < M olsun. K + L < M ’dir ancak ve ancak K < M ve L < M “dir.
(5) K<L<M,K<KMuwveL<4M ise K< L’dir.
(6) K < M ve M < L ise K < L’dir.
(7) Her i € {1,...,n} icin K; < M; ise ®]_ K; < @ M, dir.

Tanim 1.0.50 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modil olsun.

1) m e M iginr(m) ={r € R:mr =0} kimesine m nin sifirlayicise (annihila-
tor) denir.

2) Eger m € M i¢in r(m) R’nin bir genis sag ideali ise m’ye tekil (singular)

eleman denir. M 'nin tekil elemanlarinin kimesi Z (M) ile gésterilir.
Bu tanima denk olarak,
Z(M)={m € M : ml =0 olacak sekilde I < R sag ideali vardir}
seklinde de ifade edilebilir. Z(M), M’ nin bir alt modiiliidiir.
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Tanmim 1.0.51 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modil olsun.
1) Z(M)’ye M 'nin tekil alt modili denir.
2) Z(M) = M ise M ’ye tekil modil, Z(M) = 0 ise M ’ye tekil olmayan (nonsin-

gular) modil denir.

Onerme 1.0.52 (Goodearl ve Warfield 1989) M R-modiil olsun.

(1) M tekildir ancak ve ancak M ~ BJA ve A < B olacak sekilde A ve B
R-modilleri vardar.

(2) M tekil olmayan bir modil ve A < M olsun. M/A tekildir ancak ve ancak
A < M dir.

Onerme 1.0.53 (Goodearl ve Warfield 1989)

(1) Tekil olmayan tim sag R-modiillerin sinife alt modiller, dik ¢arpymlar, genis
genislemeler ve modil genislemeleri altinda kapalidar.

(2) Biitin tekil sag R-modillerin simfe alt modiller, bélim modilleri ve dik

toplamlar altinda kapalidar.

Tamim 1.0.54 (Goodearl 1976) M modili igin ?((%) = Z(%) seklinde

tamemlanan Zy(M) alt modiline M 'nin ikinci tekil alt modili denir.

Denk olarak Zy(M) = {x € M : I C Z(M) olacak sekilde I < R vardir}
seklinde de ifade edilebilir.

Onerme 1.0.55 (Goodearl 1976) M R-modiil olsun.
(1) M/Zy(M) tekil olmayan bir modildiir.
(2) M modili tekil olmayan modildir ancak ve ancak her A tekil modili igin

Hompg(A, M) = 0’dur.
Tanim 1.0.56 (Dummit ve Foote 1999)
Cro—’COLCIH...—>C”71ﬂ>0”d”_+1>...

bir Abel grubu homomorfizmalary dizisi olsun. Her n € N i¢in d,10d, = 0 ise C

dizisine bir es zincir kompleks (co-chain complex) denir.
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Tanim 1.0.57 (Dummit ve Foote 1999) M R-modil olsun. Her P; bir projektif

R-modiil olmak tzere
.— P, —FP,_1—..—F—M—0
tam dizisine M 'nin bir projektif ¢ézilmesi (projective resolution) denir.
Teorem 1.0.8 kullanilarak her R-modiiliin projektif ¢oziilmesinin var oldugu
goriilebilir.
Onerme 1.0.58 (Dummit ve Foote 1999) M R-modiil,
.— P, —P,_1—..—F—M-—0

M 'nin bir projektif ¢ozilmesi olsun. D bir R-modul olmak tzere,
dl dn,—l

0 — Homg(M,D) = Homg(Py,,D) = .. = Homg(P,1,D) o
Homg(P,, D) ot ...dizist bir es zincir kompleksdur.
Tamim 1.0.59 (Dummit ve Foote 1999) M ve D R-modiiller olsun. M 'nin, Tanim
1.0.57°deki gibi bir projektif ¢ozilmesini goz onine alalim.

Hern > 1 i¢in d, : Homg(P,_1,D) — Hompg(P,, D) dénisimi olmak tzere,
Exth (M, D) =Qekd,, 1/ Cekd,, olarak tanimlanar.

Teorem 1.0.60 (Dummit ve Foote 1999) L, M, N ve D R-modiiller
D
l
0O — L — M — N — 0

tam dizi olsun.

1) 0 — Homgr(D,L) — Homg(D,M) — Homg(D,N) —
Ezth(D, L) — Exth(D, M) — Exth(D,N) — Ezt%(D,L) — ...

Abel gruplarimin tam dizisi vardor.

2) 0 — Homg(N,D) — Homgr(M,D) — Homg(L,D) —
Ezth(N, D) — Exth(M, D) — Exth(L, D) — Ezt%(N,D) — ...

Abel gruplarimin tam dizisi vardor.
Projektif ve injektif modiil tanimlar: kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 1.0.61 (Dummit ve Foote 1999) M R-modiil olsun.
1) M injektiftir ancak ve ancak her A R-modiilii i¢in Exth(A, M) = 0’dar.
2) M projektiftir ancak ve ancak her B R-modiilii i¢in Exty(P, M) = 0 dr.
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2 TORSION TEORIYE GIRIS

2.1 Torsion Teori

Dickson 1966 yilinda ‘A Torsion Theory For Abelian Categories’ baglikli makalesinde
torsion ve torsion-free Abel gruplarinin ozelliklerini kullanarak Abel grup katego-
rilerini incelemis ve torsion teoriyi tanimlamigtir. Daha sonra bu ozellikler keyfi
halkalar iizerindeki modiil kategorilerine genellestirilmeye calisilmig ve torsion teori
Abel gruplari ile keyfi modiil simiflari igin gozlenen ortak 6zelliklerin birlegtirilmesiyle
ortaya cikmigtir. Torsion teori tanimini vermeden once gerekli olan bazi tanimlar:

verelim.

Tamim 2.1.1 (Bland 1998) C bir modil sinife olsun.

1) C ig¢indeki her modilin homomorf gérintisi C ig¢inde ise C homomorf
gorintuler altinda kapalidir denir.

2) C ig¢indeki her modilin alt modili de C iginde ise C alt modiller altinda
kapalidir denir.

3) I bir indis kimesi olmak tzere, her a € I i¢in M, € C iken ®acrM,
(e M,) € C ise C dik toplamlar (dik ¢arpimlar) altinda kapalidir denir.

4)0 — L — M — N — 0 bir kisa tam dizi olsun. L,N € C tken M € C
ise C modiil genislemeleri altinda kapalidir denir.

5) C ig¢indeki her modilin injektif hull’i (varsa projektif ortisi) C iginde ise C
injektif hull’ler (projektif ortiler) altinda kapalidir denir.

Bu tanimdan sonra torsion teori tanmimini verelim.

Tamim 2.1.2 (Bland 1998) Asagqidaki kosullar: saglayan bir 7 = (T, F) modil sinfi
tkilisine Mod-R tzerinde bir torsion teori denir.

1)TNF=0

2) M — N — 0 dizisi tam ve M € T ise N € T

3)0 — M — N dizisi tam ve N € F ise M € F

4) Her M modili i¢in 0 — L — M — N — 0 dizisi tam olacak sekilde
L eT ve N e F vardur.
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Ornek 2.1.3 (Bland 1998) G bir Abel grubu olsun. t(G), G nin tim torsion ele-
manlarimdan olugsan kime olmak tzere, T ={G : t(G) = G} ve F ={G : t(G) = 0}

modil siniflarine goz onine alalbim. T = (T, F) Mod-Z izerinde bir torsion teoridir.

Her degismeli grup Z-modiil oldugundan Abelyen gruplar i¢in yapilan hersey
Mod-Z icin de yapilabilir. Bundan dolay1 Mod-Z tizerindeki bu torsion teori Mod-R

iizerindeki torsion teori taniminin olusturulmasinda ¢ikig noktasi olmustur.

Tamim 2.1.4 (Bland 1998)

1) T igindeki modillere T-torsion, F i¢indeki modillere T-torsion-free modiil
denir.

2) T alt modiller altinda kapaly ise T’ya kalitsal (hereditary) torsion teori, F
homomorf gérintiler altinda kapal ise T’ya eskalitsal (cohereditary) torsion teori

denir.

Tanim 2.1.5 (Bland 1998)

1) T bir modiil sinafe olsun. (T,F) Mod-R izerinde (kalitsal) torsion teori olacak
sekilde bir F modil sinife varsa T 'ya (kalitsal) torsion sinaf denir.

2) F bir modil sinify olsun. (T,F) Mod-R tzerinde (eskalitsal) torsion teori
olacak sekilde bir T modil simifi varsa Fye (eskalitsal) torsion-free sinif denir.

3) R halkasy F iginde ise T ’ya faithful torsion teori denir.
Ornek 2.1.6 (Bland 1998) (Mod-R,0) ve (0,Mod-R) birer kalitsal torsion teoridir.

Mod- R iizerindeki bir torsion teoriye gore halkalar ve modiiller i¢in bilinen bircok
sonug 7 = (Mod-R, 0) veya 7 =(0,Mod-R) segilerek klasik sonuglara indirgenebilir.

Bundan sonra 7 = (7 ,F) ile Mod-R {izerindeki bir torsion teoriyi gosterecegiz.

Tamim 2.1.7 (Bland 1998) A ve B bos kiimeden farkls modiil sinaflary olsun.

1) A={M : Homp(M,N)=0VN € B} ise A’ya B’nin sol dik komplimenti
denir.

2) B={N:Homgr(M,N)=0VM € A} ise B'ye A'min sag dik komplimenti
denir.

3) A, B'nin sol dik komplimenti ve B de A’min sag dik komplimenti ise (A, B)

ikilisine kompliment ikili denar.
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Teorem 2.1.8 (Bland 1998) T = (T, F) modil sinifs ikilisinin Mod-R tizerinde bir

torsion teori olmast ile (T, F) 'nn kompliment ikili olmasu denktir.

Kanit. 7 Mod-R iizerinde bir torsion teori, A F'nin sol dik komplimenti ve M € T
olsun. N € F olmak tizere f € Hompg(M,N) almsm. Torsion teori tanimindaki
kosullara gére M — f(M) — 0ve 0 — f(M) — N dizilerinin tamhg1 f(M) €
7 N F olmasm gerektirir. 7 N F =0 oldugundan her N € F i¢in Homgr(M,N) =
0’dir. Buna gore M € A’dir. Boylece 7 C A’dur.

M € A alinsin. Tamim 2.1.2’ye gore 0 — L oM 4 N — 0 dizisi tam
olacak sgekilde bir L € 7 ve bir N € F bulunabilir. M € A oldugundan g = 0
ve dolayisiyla f(L) = M’dir. L — M — 0 dizisi tam ve L € 7 oldugundan
M € T’dur. Boylece A C 7’dir. Sonug olarak A = 7 olur.

Benzer gekilde B 7'nun sag dik komplimenti ise B = F elde edilir. Buna gore
(7, F) bir kompliment ikilidir.

Tersine, (7, F) bir kompliment ikili olsun. 7 ve F’nin torsion teori tammindaki
4 kogulu sagladigini gosterecegiz.

1) 0 # M € T N F oldugunu varsayalim. Kabulden dolay1
Homp(M, M) = 0’dir. Bu ise bir geligkidir.

2) M Ly N — 0 dizisi tam ve M € T olsun. N ¢ T oldugunu varsayalim. O
zaman Homp(N, K) # 0 olacak sekilde bir K € F vardir. 0 # g € Homg(N, K)
alalim. gof : M — K, gof # 0 olur. Bu ise (7, F)’nin bir kompliment ikili olmasi
ile celisir.

3)0 — M L, N dizisi tam ve N € F olsun. M ¢ F oldugunu varsayalim.
O zaman Hompg(L, M) # 0 olacak sekilde bir L € 7 vardir. O halde 0 # g €
Hompg(L, M) segelim. fog: L — N, fog # 0 olur. Buise (7, F)’nin bir kompliment
ikili olmasi ile celisir.

4) C bir M modiiliiniin tiim 7-torsion alt modiillerinin ailesi olsun.

Her N € F i¢in Homp(®recT,N) ~ I, ,Homg(T,N) = 0 oldugundan
GrecT € T'dur. L =3 ;o T olsun. f: @Specl — D e T f((L)) =t + . 4+ 1y
seklinde tamimlanan déniigiim bir epimorfizmadir. O halde (2)’den dolay1 L € 7 dur.

Son olarak M/L € F oldugunu gosterelim. M/L ¢ F oldugunu varsayalim. O
zaman Hompg(K, M/L) # 0 olacak sekilde bir K € 7 vardir. O halde
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0+# f e Homp(K, M/L) segelim. K — f(K) — 0 dizisi tam oldugundan (2)’den
dolay1 L < X < M olmak iizere f(K) = X/L € T dur.

N € F olsun. Hompg(—, N) funktorunun sol tamligindan ve
0—L—X—X/L—0

tam dizisinden yararlanilarak

0 — Hompg(X/L,N) — Hompg(X,N) — Hompg(L, N) tam dizisi elde edilir.
Homp(X/L,N) = 0 ve Homg(L, N) = 0 oldugundan Hompg(X, N) = 0’dir. Bu-
radan X € C’dir. Buna gére X C L = } ;. ,T olur. Boylece L = X olur
ancak bu sonug f # 0 olmasi ile celigir. O halde M/L € F’dir. Sonug olarak
0 — L — M — M/L — 0 dizisi tam olacak sekilde L € T ve M/L € F

bulunmus olur. a

7 Mod-R iizerinde bir torsion teori, C bir M modiiliiniin tiim 7-torsion alt
modiillerinin ailesi ve ¢ (M) = 3 ;... T olsun. L, M'nin L € T ve M /L € F olan bir
alt modiilii olsun. ¢,(M)’nin tammmindan, L C ¢, (M)dir. M/L € F ve t,(M) € T
oldugundan Hompg(t,(M),M/L) = 0’dir. Buna gore, f : t.(M) — M/L, f(z) =
x + L homomorfizmasi da sifirdir. O halde her = € ¢,(M) i¢in f(z) =2+ L =L
yani x € L’dir. Boylece t.(M) C L, buradan da L = t,.(M) elde edilir.

O halde N € T ve M/N € F olacak sekildeki tek alt modill N = ¢, (M) dir.

Tanim 2.1.4’4 kullanarak , 7 ={M : t,(M) =M} ve F={M :t.(M) =0}
olarak da tanimlayabiliriz.

f: M — N R -modil homomorfizmasi olsun. z € f(t,(M)) alahm. O zaman
x = f(m) olacak sekilde m € t.(M) vardir. i € {1,...,n} i¢in xy, € Ty, € T olmak
iizere m = xy, + ... + xy, seklinde yazilabilir.

f(m) = f(xg, + ... +x,) = f(xg,) + ... + fag,) vei € {1,...,n} i¢in
f(zy,) € f(Tk,) € T oldugundan f(m) = z € t,(N)'dir. Boylece f(t,(M)) C t,(N)
elde edilir.

r€ Rigin f: R— R, f(x) =rxveg: R— R, g(x) = zr R-modiil homomor-
fizmalar1 diigtiniilerek ¢,(R) < R oldugu goriilebilir.

Tanim 2.1.9 (Bland 1998) T Mod-R fizerinde bir torsion teori olsun. t.(M)’ye

M ’nin T-torsion alt modili, t.(R) ye de R’nin T-torsion ideali denir.
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Teorem 2.1.10 (Bland 1998) T Mod-R fizerinde bir torsion teori olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.
(1) T kalitsal torsion teoridir.
(2) Her M modili ve M 'nin her N alt modiili i¢in t.(M) NN = t.(N) dir.
(8) F injektif hull’ler altinda kapalidar.

Kamt. (1) = (2) 7 kalitsal torsion teori ve N M’nin bir alt modilii olsun.
t,(M)NN t,(M)nin bir alt modili oldugundan ¢,(M)N N, N’nin bir 7-torsion alt
modiilidiir. O halde ¢, (M) NN C t.(N)dir. Ayrica t,(N) C N ve t.(N) Ct.(M)
ve boylece t.(N) C t.(M) N N’dir. Sonug olarak ¢, (M) NN =t,.(N) elde edilir.
(2) = (3) M € Folsun. t,(E(M))NM = t.(M) = 0 ve ayn1 zamanda M,
E(M) iginde genis oldugundan ¢, (E(M)) = 0’dir. Béylece E(M) € F'dir.
(3) = (1) M € T ve L, M’nin bir alt modiilii olsun. L ¢ 7 oldugunu
varsayalim. O halde Hompg(L, N) # 0 olacak sekilde bir N € F vardir.
0+# f € Homg(L,N) alalim.

0 — L — M

1 lg
0 — N — E(N)

Diagramini degismeli olarak tamamlayan bir 0 # g € Homg(M, E(N)) vardir.
Ancak F(N) € F ve M € T oldugundan bu sonu¢ Hompg(M, E(N)) = 0 olmas: ile

geligir. O

Teorem 2.1.11 (Crivei 2004) T kalitsal torsion teorisi i¢in asagidaki ifadeler
saglanar.

(1) A’mun T-torsion modil olmasy ile her Tt-torsion-free B modili igin
Hompg(A, E(B)) = 0 olmasu denktir.

(2) B’'nin T-torsion-free modil olmasy ile her T-torsion A modili igin

Hompg(A, E(B)) = 0 olmast denktir.

Kamt. (1) A 7-torsion modil olsun. 7 kalitsal oldugundan F injektif hull’ler
altinda kapalidir. O halde her B € F i¢in E(B) € F'dir. A€ T ve E(B) € F
oldugundan Hompg(A, E(B)) = 0'dur.

17



Her 7-torsion-free B modiilii icin Hompg(A, E(B)) = 0 olsun.
0 —t(A) — A— AJt.(A) — 0
tam dizisini g6z Oniine alalim. F(B)’nin injektifliginden dolay1 bu tam diziden,
0 — Homu(Aft.(A), E(B)) —> Homp(A, E(B)) — Hom(t,(A), E(B)) — 0

tam dizisi elde edilir.  Hipoteze gore Hompg(A,E(B)) = 0dir. Buna
gore Homp(A/t.(A),E(B)) = 0dir. Ozel olarak B = A/t (A) secersek,
Homp(A/t;(A), E(A/t;(A))) = 0’dir. Boylece A/t (A) =0 yani A =1t,(A) olur.
(2) B € F olsun. F injektif hull’ler altinda kapal oldugundan F(B) € F’dir. O
halde her A € T igin Hompg(A, E(B)) = 0'dur.
Her 7-torsion A modiilii igin Hompg(A, E(B)) = 0 olsun.

0— B— E(B)— E(B)/B—10
tam dizisinden her A € 7 i¢in
0 — Hompg(A,B) — Hompg(A, E(B)) — Hompg(A, E(B)/B)

tam dizisi elde edilir. Hipotezden dolay1 Homg(A, E(B)) = 0dir. Bdylece
Hompg(A, B) =0 olur. O halde B € F'dir. 0

Teorem 2.1.12 (Bland 1998) T wve F modil siniflar igin asagrdaki ifadeler
saglanar.

(1) T Mod-R fizerinde bir torsion teorinin torsion sinifidir ancak ve ancak T
homomorf gorintiler, dik toplamlar ve modiil genislemeleri altinda kapalidar.

(2) F’'nin Mod-R fizerinde bir torsion teorinin torsion-free sinifi olmast igin
gerekli ve yeterli kosul F’nin alt modiller, izomorfik goruntiler, dik ¢arpimlar ve

modil genislemeleri altinda kapali olmasidar.

Kanit. (1) 7, Mod-R iizerinde 7 torsion teorisinin torsion smifi olsun. Torsion

teori tanimina gore 7 homomorf goriintiiler altinda kapalidir.
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Her a € I i¢in M, € T olacak sekildeki {M,},.; modiil ailesini alahm. N € F
icin Homg(®aerMa, N) ~ HyerHomg(M,, N) = 0’dir. Ciinkii her o € I igin
M, € T ve N € F oldugundan Hompg(M,, N) = 0’dir. O halde ®,e; M, € 7 dur.

L, K € T olmak tizere 0 — L — M — K —— 0 tam dizisini goz oniine
alalm. N € F i¢gin Hompg(L,N) = Homg(K,N) = 0'dir. Hompg(—, N) funktoru-
nun sol tamligindan dolay1

0 — Hompgr(K,N) — Hompg(M,N) — Hompg(L,N) dizisi tam ve ayrica
Hompg(L,N) = Hompg(K,N) = 0 oldugundan Hompg(M,N) = 0 olur. Bdylece
M € F’dir. Bu da 7’nun modiil geniglemeleri altinda kapali oldugunu gosterir.

7’ nun homomorf goriintiiler, dik toplamlar ve modiil geniglemeleri altinda kapali
oldugunu kabul edelim. F, 7'nun sag dik komplimenti ve 7 = (7, F) olsun. Simdi
7'nun Mod- R tizerinde torsion teori oldugu gosterecegiz.

1) 0 # M € TNZF olsun. F, 7T'nun sag dik komplimenti oldugundan
Hompg(M, M) = 0 olur ve celigki elde edilir.

2) M e T veM L, N — 0 tam dizi olsun. N ¢ T oldugunu varsayalim.
O halde Homg(N, L) # 0 olacak sekilde bir L € F vardir. 0 # g € Homg(N, L)
segelim. O halde 0 # gof € Hompg(M, L) olur. Bu ise F'nin 7 nun sag dik
komplimenti olmasi ile celigir. Boylece N € T elde edilir.

J) NeFvel— M L, N bir tam dizi olsun. M ¢ F oldugunu varsayalim.
O halde Hompg(L, M) # 0 olacak sekilde bir L € 7 vardwr. 0 # g € Homg(L, M)
alahm. 0 # fog € Hompg(L, N) olmasit F'nin 7 'nun sag dik komplimenti olmas ile
celigir. Boylece M € F elde edilir.

4) M modili i¢in 0 — ¢.(M) — M — M/t.(M) — 0 dizisi tam,

t,(M) e T ve M/t (M) € Fdir.

Sonug olarak 7, Mod-R iizerinde bir torsion teoridir.

(2) F, Mod-R iizerinde 7 torsion teorisi i¢in bir torsion-free sinif olsun. N € F ve
N'nin bir L alt modiiliinii alahm. 0 — L —— N , i(x) = x monomorfizmasini goz
ontine alalim. Torsion teori tanimina gore N € F oldugundan L € F’dir. Boylece
F alt modiiller altinda kapalidir.

N € Fve f: N — M bir izomorfizma olsun. f birebir ve orten oldugundan

-1
f'nin f~'tersi vardir aym zamanda f~! de birebir ve ortendir. 0 — M I N
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dizisinin tamhgi ve N € F olmasi torsion teori tanimina gore M € F olmasin
gerektirir. Boylece F izomorfik gortintiiler altinda kapalidir.

Her a € I icin M, € F olmak iizere {M,}, ., modiil ailesi verilsin. M € T ise
Homp(M,MoerM,,) ~ HyerHompg(M, M,) = 0’dir. Cilinkii her o € [ igin M, € F
ve M € T oldugundan Hompg(M, M,) = 0’dir. Buna gore I1,c;M,, € F’dir. Boylece
F dik carpimlar altinda kapalidir.

L, K € F olmak tizere 0 — L — N — K — 0 kisa tam dizi olsun.
M € T ise Homgr(M,L) = Homg(M, K) = 0'dir. Hompg(M,—) funktorunun sol
tamligindan dolay1

0 — Homgr(M,L) — Homgr(M,N) — Homg(M,K) dizisi tamdir.
Hompg(M,L) = Homg(M,K) = 0 oldugundan Hompg(M,N) = 0’dir. Buradan
N € F olur. Boylece F modiil genislemeleri altinda kapalidir.

F’nin alt modiiller, izomorfik goriintiiler, dik ¢arpimlar ve modiil geniglemeleri
altinda kapali oldugunu kabul edelim. 7", F’nin sol dik komplimenti ve
7 = (7,F) olsun. 7'nun Mod-R {izerinde bir torsion teori oldugunu gosterecegiz.

1) M € T NF olsun. M # 0 oldugunu varsayalm. 7", F’nin sol dik
komplimenti oldugundan Hompg(M,M) = 0’dw. Ancak M diizerindeki birim
fonksiyon I, # 0 oldugundan bu bir geligkidir. O halde M = 0 olmaldir.

2)MeTveM L, N — 0 bir tam dizi olsun. N ¢ T oldugunu varsayalim.
O halde Homg(N, L) # 0 olacak sekilde bir L € F vardir. 0 # g € Homg(N, L)
alahm. 0 # gof € Hompgr(M, L) olur. Bu ise 7’'nun, F'nin sol dik komplimenti
olmas ile geligir. O halde N € 7 dur.

3)0 — M L, N bir tam dizi ve N € F olsun. f(M) C N ve M ~ f(M)dir.
F alt modiiller ve izomorfik gortintiiler altinda kapali oldugundan M € F’dir.

4) Herhangi bir M modiili i¢in 0 — ¢, (M) — M — M/t (M) — 0 dizisi
tam, t.(M) € T ve M/t.(M) € F'dir.

Sonug olarak 7 Mod-R fiizerinde bir torsion teoridir. a

Ornek 2.1.13 (Bland 1998) Tim tekil olmayan modillerin sinify N Mod-R
tzerinde kalitsal bir torsion teori ig¢in torsion-free sinaftir. Bu torsion teoriye Goldie

torsion teori denir ve Tq ile gosterilir.
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Onerme 2.1.14 (Stenstrom 1975) M bir sag R-modiil olsun. to(M) = Zy(M) dir.

Kamt. m € tg(M) alahm. mR € T'dur. M/Zy(M) tekil olmayan modiil
oldugundan M /Zy(M) € F’dir. O halde Homg(mR, M /Z5(M)) = 0 ve buna gore,
fimR — M/Zy(M) f(mr) = mr + Zy(M) olarak tanimlanan R-homomorfizmasi
sifir yani m € Zy(M)’dir. Boylece tg(M) C Zy(M) olur.
N € F olmak iizere f € Homp(Z2(M), N) alalm.

Zy(M) ] Z(M) = Z(M/Z(M)) € T oldugundan Homp(Zy(M)/Z(M),N) = 0’dur.
g:Zs(M)]Z(M) — N, g(xr+ Z(M)) = f(x) olarak tanimlanan ¢ bir homomorfiz-
madir. ¢ = 0 oldugundan her = € Zy(M) i¢in f(z) = 0 yani f = 0 olur. Bu sonug
Zy(M) € T yani Zy(M) C tg(M) oldugunu gosterir. O

Tanmim 2.1.15 (Crivei 2004) A bir modiil sinife olsun.

(1) Fi={Y : Homgr(A,Y)=0VA € A}, T;={X : Homp(X,F) =0 VF € F}
modil siflary ise (71, Fy) bir torsion teoridir. Bu torsion teoriye A ile dretilmis
torsion teort denir.

(2) To.={X : Homp(X,A) = 0VA € A}, Fo={Y : Homp(T,Y) =0 VT € T}
modil siniflars ise (Ty, F3) bir torsion teoridir. Bu torsion teoriye A ile e tretilmig

(cogenerated by A) torsion teori denir.

Ornek 2.1.16 (Bland 1998) R’nin injektif hull’i ile es dretilen kalitsal torsion

teoriye Lambek torsion teori denir.

Teorem 2.1.17 (Bland 1998) Mod-R iizerindeki her kalitsal torsion teori bir -

torsion-free injektif modiil ile es uretilir.

Kanit. 7 Mod-R iizerinde bir kalitsal torsion teori ve F 7'nun 7-torsion-free
siifi olsun. S ={wR:wR € F}, 7-torsion-free devirli modiillerin bir tam tem-
silciler kiimesi olsun. Y = FE(IlxesX) € Fdir. Cinki F, dik garpimlar
ve injektif hull’ler altinda kapalidir. Simdi {Y} kiimesinin 7'yu eg {iirettigini
gosterecegiz. A={M : Homg(M,Y) =0} olsun. Y € F oldugundan her M € T
icin Hompg(M,Y) = 0’dir. Buna gore 7 C A’dr.

M € A olsun ve M ¢ T oldugunu varsayalim. Bu durumda Hompg(M,N) # 0
olacak sekilde bir N € F vardir. 0 # g € Homp(M,N) i¢in g(M)nin sifirdan
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farkli L devirli alt modiiliinii alalim. L 7-torsion-free modiildiir. Ciinki N € F’dir.
Dolayisiyla L ~ X olacak sekilde bir X € S vardir. ¢ : L — X tamimli izomorfizma
olsun. T'= g *(L) ve f =g ise f:T — L, f # 0’dir. Buradan,

Yf : T — X homomorfizmas: sifirdan farklidir. O halde Homg(T,X) # 0 ve
buradan da Hompg(T,Y) # 0'dir.

Diger taraftan Y injektif oldugundan 0 — 7° — M tam dizisinden
Hompr(M,Y) — Homg(T,Y) — 0 tam dizisi elde edilir. Hompg(M,Y) = 0
oldugundan da Homg(T,Y) = 0’dir. Bu ise bir celigkidir. Bdéylece M € 7T ve
dolayisiyla A = 7’dur. Sonug olarak {Y'} 7’yu eg tiretir. O

2.2  Yogun Alt Modiiller ve Gabriel Filtreleri

Modiil teoride baz1 alt modiil sinflar1 kullanilarak modiiller ve halkalar karakterize
edilebilir. Simdi torsion teorideki énemli alt modiil siniflarimi inceleyelim. Ilk olarak
T-yogun alt modiiller ile baglayalim. Bu boliimden itibaren aksi belirtilmedikge 7 ile

kalitsal bir torsion teoriyi gosterecegiz.

Tanim 2.2.1 (Bland 1998) M R-modil, N < M olsun.

1) M/N € T ise N ’ye M ’nin T-yogun alt modili denir.

2) M ’nin tim T-yogun alt modillerinin kimesini F.(M) ile gdsterecegiz.
FE.(M)’ye M 'nin T-yogun alt modiller filtresi denir.

3) N, M 'nin T-yogun alt modili ise M 'ye N 'nin T-yogun geniglemesi denir.

(Mod-R,0) torsion teorisinde M modiliiniin tiim alt modiillerinin 7-yogun

oldugu agiktar.

Ornek 2.2.2
T={G : G Abel grubu, t(G) = G}, F={G : G Abel grubu, t(G) = 0} olmak fizere,
Mod-Z izerinde T = (T ,F) torsion teorisini gozonine alalvm. Her n € NT i¢in

Z/nZ € T oldugundan nZ, Z nin T-yogun alt modilidir.

Ornek 2.2.3 Goldie torsion teoride M 'nin her genis alt moduli M 'nin 1g-yogun

alt modiliudir.
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Teorem 2.2.4 (Golan 1986) M R-modili ve N, L < M i¢in asagidaki ifadeler
saglanar.

(1) NC L ve M/N €T ise M/L € T “dur.

(2) M/N, M/L € T ise M/ (NNL)eT dur.

(8) M/N € T ve a: N — M' R-modiil homomorfizmasi olsun. M'/W € T ise
M/a Y (W) € T ‘dur.

(4) M/N € T ve m € M\N ise R/(N :m) € T dur.

(5) M/L € T ve her x € L i¢in R/(N :x) € T ise M/N € T 'dur.

(6) M/N € T ve her v € M igin I,, R'nin T-yogun sag ideali ise )y L.,
M ’nin T-yogun alt modultidir.

(7) M/N € T ve I, R’nin sag ideali olmak tizere R/I € T ise M/IN € T ’dur.

Kanit. (1) f: M/N — M/L, f(xr + N) = = + L seklinde tanimlanan déniigiim
bir epimorfizmadir. M/N € T oldugundan M /N’nin homomorf goriintiisi M/L €
T dur.

2) f: M/(NNL) — M/N& M/L, flx + NNL) = (x+ N,z + L) seklinde
tanmmmlanan f doniigimi monomorfizmadir. 7 nun dik toplamlar altinda kapali
olmasi kullamlarak (M/N) & (M/L) € T elde edilir. O halde M/(NNL),

(M/N) @ (M/L)’nin bir alt modiiliine izomorf oldugundan M/ (N N L) € 7 dur.

(3) f: N/a™Y(W) — M'/W, f(n+a ' (W)) = a(n) + W seklinde tamimlanan
dontigiim bir monomorfizmadir. M’/W € T oldugundan N/a~*(W) € 7’dur.

0— N/a ‘(W) — M/a (W) — M/N — 0

dizisinin tamhg M /o' (W) € T olmasm gerektirir.

(4) M/N € T ve m € M\N olsun. R/(N :m)~(m+ N)R< M/N €T veT
kalitsal oldugundan R/(N : m) € T olur.

(5) (1)’den dolayr M/ (N + L) € 7’dur. Aym zamanda kabulden dolay:1 her
x € Licin R/(N : z) ~ (z+N)R € T olur ve boylece Y, (Rz+N) C t.(M/N) dir.
Buna gore, (L + N)/N € 7T olur. O halde,

0 — (L+N)/N — M/N — M/(N+L) —0

dizisinin tamhg1 M /N € T olmasii gerektirir.
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(6) M/N € T ve her x € N igin I,, R'nin 7-yogun sag ideali olmak {izere
L =73 .y I,x olsun. Bu durumda bu sekildeki her z icin, I, C (L : x)’dir. (1)’den
dolay1 R/(L : z) € T’dur. (5)’den dolay1 N/L € T elde edilir. O halde,

0— N/L— M/L— M/N—0

dizisinin tamhg M /L € 7 olmasim gerektirir.
(7) (6)’da 6zel olarak her x € N i¢in I, = I alinirsa sonug elde edilir. O

Tanim 2.2.5 (Bland 1998) F(R), R’nin sag ideallerinin bos kiimeden farkls bir
ailesi olsun. Asaqidaki kosullar saglanwyorsa F(R)’ye R’nin Gabriel filtresi denir.
1) Ke F(R)vex € Rise (K:x)={re€ R:xr € K} € F(R) dir.
2)Je F(R), K< RweherzeJicgn(K:zx)e F(R) ise K € F(R) dir.

Onerme 2.2.6 (Bland 1998) F(R), R’nin Gabriel filtresi olsun. Asagqidaki ifadeler
saglanar.

1) J € F(R) ve J C K ise K € F(R) dir.

2)J, K € F(R) ise JNK € F(R) dir.

3)J, K € F(R) ise JK € F(R) dir.

Kamt. 1) J € F(R) ve J C K olsun. Her r € R ve her x € J igin zr € J C K
oldugundan r € (K : x)'dir. O halde R = (K : z) € F(R)dir. Gabriel filtresi
tanimindaki 2. koguldan dolayr K € F'(R)’dir.

2) JKe F(R)yvex € Kise (JNK :z)=(J:z)€ F(R)dir. Gabriel filtresi
tanimindaki 2. koguldan dolay1 J N K € F(R)’dir.

3) JJK € F(R) ve z € Jise K C (JK : z)’dir. Onermedeki (1)’den dolay
(JK : z) € F(R) ve Gabriel filtresi tanimindaki 2. koguldan dolay1 JK € F(R)’dir.
O

Onerme 2.2.7 7 kalitsal bir torsion teori olsun. R ’nin T-yogun sag idealleri kimes:

R’nin Gabriel filtresidir.
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Kanit. F(R)={K < R:R/K € T} olsun. F(R)'nin Gabriel filtresi tammindaki
iki kosulu sagladigini gosterecegiz.

1) Ke F(R)yvex € Rolsun. f: R/(K :2) —» R/K, f(r+ (K :z))=ar+ K
monomorfizmasimi alalm. R/K € 7 oldugundan R/(K : z) € T olur ve bdylece
(K :z) € F(R) elde edilir.

2) J € F(R), K R’nin bir sag ideali ve her € J i¢in (K : z) € F(R) olsun.
T=z+(JNK)eJ/(JNK)alam. (0:7)=(JNK:x)=(K:x)e€ F(R)dir. O
halde her z € J i¢in (0 : ) € F(R) olur ve buradan R/(0:7) ~ TR € T elde edilir.
Buna gére > ;/n TR = J/(JNK) ~ (J+ K) /K € T'dur. Diger taraftan
R/J € T oldugundan R/ (J + K) € T olur ve

O—>(J+K)/K—>R/K—>R/<J+K)—>O

dizisinin tamhg da R/K € 7 olmasini gerektirir. Béylece K € F(R)’dir. a

Teorem 2.2.8 (Bland 1998) H :Mod-R i¢indeki tim kalitsal torsion sinaflarn
atlesi, C : R’nin tim Gabriel filtrelerin ailesi olmak tzere, i ve ¢ asagidaki gibi
tanimlansin,
a)p :H—C,Y(T)=F(R)={K C R: K R’nin bir sag ideali ve R/K € T}
b)p:C—H, p(F(R) =T ={M :(0:m) € F(R) Ym € M}

¥ ve ¢ fonksiyonlary birbirlerinin tersidir.

Kamt. Onerme 2.2.7'den dolay1 ¢ tanimlanabilir.

F(R), R'nin bir Gabriel filtresi ve 7 = {M : (0: m) € F(R) Vm € M} olsun.
T € H oldugunu gosterecegiz. O halde 7 'nun alt modiiller, homomorf goriintiiler,
dik toplamlar ve modiil geniglemeleri altinda kapali oldugunu gostermeliyiz.

Alt modiiller: M € 7 ve N < M olsun. n € N alallm. n € M ve M € T
oldugundan (0 : n) € F(R)’dir. Boylece N € 7 dur.

Homomorf Goritintiler: f : M — N bir epimorfizma ve M € 7 olsun. n € N
ise f(m) = n olacak sekilde bir m € M vardir. (0: m) C (0:n) ve (0:m) € F(R)
oldugundan (0 : n) € F(R)’dir. 7’nun tanimindan N € 7 dur.

Dik Toplamlar: Her a € I igin M, € 7T olmak fizere {M,} ., ailesi verilsin ve
(Ma) € BacrM, alalim. Naer(0: my) = (0 : (my)) oldugu biliniyor. Ayrica sadece
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sonlu sayidaki « € I elemanlar: i¢gin m, # 0 oldugundan N,e;(0 : m,) kesigimi
sonludur. M, € 7 oldugundan (0 : m,) € F(R)’dir. Bu kiimelerin sonlu kesigimi
(0: (Mmq)) = Naer(0:my) € F(R) olur. 7’nun tammindan G,er M, € 7 'dur.

Modiil geniglemeleri: 0 — L — M — M/L — 0 dizisi tam ve
L, M/LeTolsun. me Misem+Le M/Lve(0:m+L)=(L:m)e F(R)dir.
r € (L:m)ise mr € L’dir. L € T oldugundan (0 : mr) = ((0:m) : r) € F(R)'dir.
Yani her r € (L : m) i¢in ((0 : m) : r) € F(R)'dir. Gabriel filtresi tamimina gore
(0:m) € F(R)'dir. Boylece M € T dur.

O halde ¢ doniistimii tanimlidir.

Son olarak 1 ve ¢ dontigimlerinin iyi tanimli ve birbirlerinin tersi olan
dontigiimler oldugunu gostermeliyiz.

¥ ve ¢’nin iyi tanimh olduklar: tanimlarindan agiktir.

Simdi ¢poy = 1y ve Yo¢p = 1¢ oldugunu gosterecegiz.

o) = 1y oldugunu gostermek igin Mod-R iginde bir 7 torsion simifi
alahm. (7)) = F(R) = {K<R:R/KeT} ve ¢(F(R) = T* =
{M :(0:m) € F(R) Ym € M} olsun. 7 = 7" oldugunu gostermek yetecektir.

M €T ve m € M olsun. 7 alt modiiller altinda kapali oldugundan,
mR ~ R/(0:m) € T bdylece (0: m) € F(R) ve dolaywsiyla M € 7*dir. Boylece
7 C T7 olur.

Tersine M € T* olsun. Her m € M igin (0 : m) € F(R) oldugundan
mR ~ R/(0:m) € T’dur. ) _,,mR = M € T olur. Buna gére 7* C 7T ve
boylece T = T olur. O halde ¢po)(T) =T, poyp = 14 dir.

Simdi de ©o¢p = 1¢ oldugunu gosterelim.  F(R), R'min bir Gabriel
filtresi olmak tizere, ¢(F(R)) = T ={M:(0:m)e F(R)Yme M} ve
Y(T)={K<R:R/KeT} = F*R) olsun. F(R) = F*(R) oldugunu

gostermeliyiz. K € F*(R) olsun. R/K € 7T olmasi her r € R igin (0 :
r+ K) = (K : r) € F(R) olmasim gerektirir. R € F(R) ve her r € R i¢in
(K :r) € F(R) oldugundan Gabriel filtresi tammina gore K € F(R)’dir. Boylece
F*(R) C F(R)dir.

Ters kapsama i¢in K € F(R) olsun. Her z € Rigin (K : 2) = (0: 2+ K) € F(R)
olur. Buna gore R/K € T ve K € F*(R)'dir. Sonug olarak F(R) = F*(R) elde
edilir ve ispat biter. O
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Sonug 2.2.9 (Bland 1998) F.(R), Mod-R fdzerinde T kalitsal torsion teorisine
karsilik gelen Gabriel filtresi ve M R-modil olsun.
t,(M)={me M| (0:m)e€ F.(R)} dir.

Kamt. {me M |(0:m) € F,(R)} = H ve F.(R)’ye karsilik gelen kalitsal torsion
smif 7 olsun. ¢,(M) € T oldugundan her m € t.(M) igin (0 : m) € F.(R)dir.
Buradan t.(M) C H olur. Diger yon igin m € H olsun. mR ~ R/(0 : m) € 7 dur.
Buradan mR C t,(M) ve H C t,(M) elde edilir. O

Ornek 2.2.10 (1) (Mod-R,0) torsion teorisine karsihk gelen Gabriel filtresi R nin
tium sag ideallerinden olusur.
(2) (0,Mod-R) torsion teorisine karsilik gelen Gabriel filtresi sadece R

halkasindan olusur.

Ornek 2.2.11 7 ={G : G Abel grup ve t(G) = G},
F ={G : G Abel grup ve t(G) = 0} olmak tzere Mod-Z tizerinde T = (T,F) tor-
ston teorisini goz onune alalim.

F.(Z) Gabriel filtresi Z nin sifirdan farkl her idealini kapsar.
Onerme 2.2.12 (Bland 1998) M € F ve N < M olsun. M/N € T ise N < M “dir.

Kanit. 0 # m € M\N alahm. (mR + N)/N C M/N oldugundan
mR/(mRNN) ~ (mR+ N)/N € T'dur. mRN N = 0 olsaydi mR € 7T NF =0
olurdu. Buise m # 0 olmast ile geligirdi. O halde her m € M\ N i¢cin mRNN # 0’dur.
O

Teorem 2.2.13 (Bland 1998) 7 Mod-R tizerinde bir kalitsal torsion teori olsun. T,

devirli modullerin bir dik toplama tarafindan tretilir.

Kamt. S devirli 7-torsion modiillerin izomorfizm simiflarinin bir tam temsilciler
kiimesi olsun ve F,(R), 7’ya kargilik gelen Galbriel filtresini gostersin.
F.(R)* = {(0:n) € F;(R) | nR € S8} olmak iizere X = @un)er, (r)nk olsun. X

T-torsion modiuldiir.
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Simdi F'nin {X }’in sag dik komplimenti oldugunu gosterelim:

B = {N:Homgr(X,N)=0} olsun. N € F ise X € 7 oldugundan
Hompg(X,N) = 0’dir. O halde F C f’dur.

N € §olsun ve N ¢ F oldugunu varsayahm. Hompg(M, N) # 0 olacak sekilde
bir M € 7 vardir. 0 # g € Homp(M,N) alahm. M € 7T oldugundan g(M) 7-
torsion bir modiildiir. 0 # nR olacak sekilde bir n € g(M) € T vardir. Buradan
nR ~ R/(0 : n) € S elde edilir. F;(R)"m tammmindan (0 : n) € F(R)*dur.
f + R/(0 : n) — nR izomorfizmasi ve p kanonik epimorfizma olmak iizere,
fop # 0dr. 0 — nR — N tam dizisine Hompg(X,—) funktoru uygu-
lanirsa, 0 — Hompg(X,nR) — Hompg(X,N) tam dizisi elde edilir. N € f
oldugundan Hompg(X,N) = 0 dolayisiyla Hompg(X,nR) = 0 olur. Bu sonug
0 # fop € Homg(X,nR) olmast ile geligir. O halde N € F ve boylece 5 C F'dir.
Sonug olarak F =/’dir. O

2.3 Pur alt modiller

Tanim 2.3.1 (Bland 1998) M R-modil, B < M olsun. M/B € F ise Bye
M ’nin T-pir alt modili denir. M ’nin tim T-pir alt modillerinin kimesi P.(M)

ile gosterilir.
Ornek 2.3.2 ¢.(M), M 'nin 7-piir alt modilidiir.

Teorem 2.3.3 (Crivei 2004) M R-modil ve B, B’ < M olsun.
(1) M/B € F iset. (M) C B, ve t.(B) = t,(M) dir.
(2) BC B' ve M/B € F ise B'/B € F’dir.
(3) BC B', B'/BeF ve M/B' € F ise M/B € F’dir..
(4) M 'nin T-piir alt modiiller sinifi keyfi kesisimler altinda kapalidur.
(5) t-(M) = Npep, (m) B 'dir.

Kamt. (1) (t,(M)+ B)/B ~t,(M)/(t,(M)N B) € T’dur.

(t,(M)+ B)/B C M/B € F oldugundan (t,(M)+ B) /B € T NF =0’dir. Buna
gore, t.(M)+ B = B, yani t.(M) C B’dir. Buradan, ¢,(M) C t.(B)dir. Diger
taraftan B C M oldugundan, t.(B) C t.(M) ve boylece t,.(M) = t.(B) olur.
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(2) M/B € F ve B'/B C M/B oldugundan, B'/B € F’dir.
(3) B'/B € F ve M/B' € F oldugunu kabul edelim.

0— B'/B— M/B— M/B"— 0

dizisinin tamhg M /B € F olmasini gerektirir.

(4) (Bi);e;» M’nin 7-piir alt modiil ailesi olsun. f: M/ (N, B;) — II,_,M/B;,
f(M 40, B;) = (M + B;),.; seklinde tanimlanan doniigiim bir monomorfizmadir.
I, ,M/B; € F oldugundan, M/ (N,_,B;) € Fdir.

(5) t-(M), M i¢inde 7-piir oldugundan, Npep, (anB C t (M) dir.

Ters kapsamay1 gormek igin = € ¢,(M) alahm. M/B € F olsun.

(0:2) C(0: 2+ B) oldugundan = + B, M/B’nin 7-torsion bir elemanidir. O halde
r+ B =0, yani € B'dir. Buna gére t.(M) C B ve t.(M) C Npep, (m)B olur. O

Tanmim 2.3.4 (Bland 1998) M R-modil, N < M olsun. M 'nin N yi kapsayan tim
T-pur alt modiillerinin kesisimine N 'nin M i¢indeki T-pur kapanist denir ve N€ ile

gosterilir.

Ornek 2.3.5 N, M ’nin T-ptr alt modili ise N 'nin M ic¢indek: T-pir kapanisi ken-

disine egittir.

Onerme 2.3.6 (Bland 1998) N, M modiiliiniin bir alt modiilii olsun.
N¢/N =t,(M/N) ve N={m e M | (N : m) € F.(R)} dir.

Kanit. C, M’nin N’yi kapsayan tiim 7-piir alt modiillerinin ailesi olsun.

N¢ = NxeeX ve N/N = (NyeeX) /N = Nyee(X/N) = t.(M/N) olur. N¢/N =
t;(M/N) oldugundan m+N € N¢/N =t (M/N) olmasi ile (N : m) € F;(R) olmasi
denktir. O halde N°={m € M : (N : m) € F.(R)} elde edilir. O

K < N < M olsun. K'nin N igindeki 7-piir kapansim1 K5, ve K'nin M icindeki
7-pir kapamgini K7, ile gosterelim.
K§/K = t(N/K) = t-(M/K) 0 (N/K) = (K$,/K) 1 (N/K) = (K5, (0 N) /K dar.
Boylece (K5, N N) = K§ elde edilir.
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Onerme 2.3.7 (Golan 1986) N, M modilinin bir alt modiilii olsun. Asagidaki
ifadeler saglanar.

(1) (N©)" = N¢’dir.

(2) Her m € M igin (N : m)¢ = (N°: m) dir.

(8) N CW ise N© C W€ dir.

(4) N,W < M igin N°NW€¢ = (NNW)*dir.

Kamt. (1) ve (3) tammlardan agiktir.

(2) @ € (N : m)¢ olsun. Onerme 2.3.6'ya gére I = (N : m) : a) € F.(R)
ve buradan da al C (N : m) olur. O halde mal C N, yani I C (N : ma)'dir.
I € F.(R) ve F.(R) Gabriel filtresi oldugundan, (N : ma) € F,(R)’dir. Buna gore,
ma € N olur. Boylece a € (N¢: m)’dir. Buradan (N : m)¢ C (N¢: m)’dir.

€ (N¢:m) olsun. ma € N° ve buradan (N : ma) € F.(R) dir.
(N :ma) C (N :m):a)) oldugundan (N : m) : a)) € F.(R), yani a € (N : m)°
dir. Boylece (N¢:m) C (N : m)° olur.

(4) NNW C Nve NNW C W oldugundan (N NW)° C N°¢ ve
(NN W)" C Wedir. Buradan (N NW)° C NN W* olur.

a € N°NWeolsun. a € N¢ve a € W¢ oldugundan (N : a), (W :a) € F,(R)'dir.
Buradan, (N :a)N (W :a) € F(R) olur. (N:a)N(W :a) C (NNW :a) oldugu
kullanilarak (NNW : a) € F.(R) elde edilir. Onerme 2.3.6’dan dolay1 a € (N N W)°
ve buna gore N°N W< C (N NW)* olur. 0

Onerme 2.3.8 (Golan 1986) f : M — M’ bir R-homomorfizmasi ve N < M olsun.
F(N©) C f(N)© dir.

Eger f orten ve Cekf € T ise ters kapsama da vardr.

Kamt. y € f(N°) olsun. O halde y = f(x) olacak sekilde z € N€¢ vardir. © € N°¢
oldugundan (N : z) € F.(R)’dir. (N :z) C (f(N): f(x)) kullanilarak
(f(N): f(z)) € F(R) olur. O halde f(z) € f(N)° ve boylece f(N€) C f(IN)° elde
edilir.

Ters kapsama i¢in g : M/N¢ — M'/f(N°¢),
g(m + N°¢) = f(m) + f(N°) doniigimiint tammlayalim. Cekg = (Cekf + N°¢) /N¢
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olur. Cekg = (Cekf + N¢) /N ~Cekf/(CekfNN¢) € TNF =0dwr. O halde
Cekg = 0 ve boylece g bir izomorfizmadir. Ciinkii g ortendir. M/N¢ € F

oldugundan
M'/f(N€) € F'dir. Ayrica N C N° oldugundan da f(N) C f(N¢)dir. O halde
FIN)® € (f(N9))" = f(N°)dir. =

Ornek 2.3.9 (Bland 1998) R, S’nin bir althalkas:, S bir diiz R-modiil olsun.
T={M:M®zrS =0} sinafi Mod-R tzerinde bir kalitsal
torsion simaftir. F={M : M — M ®r S, m — m ® 1y dénisimi monomorfizma}
simife T 'ya karsilik gelen torsion-free sinaftir. Bu torsion teoriye karsilik gelen
Gabriel filtresi Fr(R), KS = S olacak sekildeki K sag ideallerinin kimesidir.

Bu sonu¢ R/K @r S ~ S/KS olmasindan elde edilir.

Ornek 2.3.10 (Bland 1998) T Mod-R iizerinde kalitsal bir torsion teori, F,(R) T ya
karsilik gelen Gabriel filtresi, M R-modil olsun. Her K € F.(R) i¢in
KM = M ise M ’ye T-boliinebilir denir.

D={M e R-Mod: N®@rM =0VYN €T} olsun. D’nin tim 7-bélinebilir sol
R-modillerin sinife oldugunu gosterelim:

K € F.(R) ve M € D olsun. O zaman (R/K)® M ~ M/KM = 0’dw.
Boylece M = KM ’dir. O halde M T1-bolinebilirdir. Tersine M T-bolinebilir yani
her K € F.(R) i¢in KM = M ve N € T olmak tizere n®@m N Qg M ’nin bir treteci
olsun. n € N oldugundan nK = 0 olacak sekilde bir K € F.(R) vardir. KM = M
oldugundan Zgzl kim; = m olacak sekilde m; € M wve k; € K vardar.
n@m=n®y .\ km;=>71,(n&km) =37, (nkio@m)=>1, 0®m)=
0’dwr. Boylece N @r M = 0 ve dolayisiyla M € D’dir. Bu nedenle D tum 7-

bolinebilir sol R-modiillerin sinafidar.

D R-Mod iizerinde bir torsion smiftir. 7 kalitsal olmasina ragmen D kalitsal
olmak zorunda degildir. 7 ic¢indeki her modiil diiz ise D kalitsal olacaktir.

tp(M), M’nin tiim 7-boliimlii alt modiillerin toplami olsun. tp(M) = 0 ise M’ye
T-indirgenmis modiil denir. R tiim 7-indirgenmis sol R-modiillerin ailesi olmak iizere
(D, R) R-Mod tizerinde bir torsion teoridir. 7 torsion ve torsion-free abel gruplardan
olugan torsion teori ise D ve R sirasiyla boliinebilir ve indirgenmis Abel gruplarin

simifidir.
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Tanim 2.3.11 (Bland 1998) o = (1,,F,) ve T = (77, F;) Mod-R fizerinde torsion
teoriler olsun. T,CT, veya F.CF, ise 0 < T yazilir.

< Mod-R izerindeki tim torsion teoriler ailesi tizerinde bir kismi siralama
bagintisidir.

Mod- R iizerindeki her 7 torsion teorisi i¢in (0,Mod-R) < 7 < (Mod-R, 0) oldugu
agiktir.

Ornek 2.3.12 (Bland 1998) 7 Mod-R iizerinde bir faithful torsion teori ise R 7-
torsion-free modildir. Bu durumda K € F,(R) ise bir dnceki onermeye gore
K < R ve dolayiswyla K € Fg(R)’dir. Buradan 7 C 7¢’°dir. O halde 17¢, Mod-
R dizerindeki faithful torsion teoriler igin bir ist sinardir. Ancak 1¢ faithful olmak

zorunda degildir.

2.4 Kokritikal Modiller

Bu béliimden itibaren aksi belirtilmedik¢e 7 = (7, F) Mod-R iizerinde kalitsal bir
torsion teori olacaktir.
Bu boliimde modiil teorinin en 6nemli kavramlarindan biri olan basit ve maksimal

alt modiillerin genellemesi tizerine calisacagiz.

Tamim 2.4.1 (Golan 1986) M T-torsion olmayan bir R-modil olsun. Eger t.(M),

M ’nain tek T-pir 6z alt modili wse M 'ye T-basit modil denir.

(0,Mod-R) torsion teorisinde 7-basit modiil kavrami ile basit modiil kavram

aynidir.

Teorem 2.4.2 M R-modil, N < M ve N¢, N nin M icindek: T-ptir kapanisi olsun.

N 'nin 7-basit olmast ile N¢’nin 7-basit olmast denktir.

Kanit. N’nin 7-basit oldugunu kabul edelim. N 7-torsion olmadigindan N€¢ de
T-torsion olamaz. K, Nnin bir 6z alt modiilii olsun.
K/(KNN)~(K+N)/N < N¢/N €T ve boylece K/ (KNN) € T olur. Eger
KNNeT ise

00— KNN— K —K/(KNN)—0
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dizisinin tamhigi K € 7 olmasini gerektirir. Bu durumda K, N€¢ iginde 7-piir ise
K =t.(N°¢)dir.

K NN ¢ T oldugunu kabul edelim. N/ (N N K)° € F ve N 7-basit oldugundan
(NN K)®= N'dir. Buradan t,(N/(NNK))=(NNK)*/(NNK)=N/(NNK)
ve dolaywisiyla N/ (NN K) € T'dur. O halde (N + K)/K ~ N/(NNK) € T
olur. Diger taraftan N¢/(N + K), N¢/N’nin bir homomorf goriintiisii oldugundan
N¢/(N + K) € T’dur.

0— (N+K)/K — N°/K — N°/(N+K) —0

dizisinin tamhgy N°/K € 7 olmasmi gerektirir. Bu sonu¢ da Nnin 7-basit
oldugunu gosterir.

Simdi, N®nin 7-basit oldugunu kabul edelim. N € 7 olsayds;
00— N— N°— N°/N — 0

dizisinin tamhg ve N°/N € 7T olmasi N¢ € 7 olmasim gerektirecekti. O halde
N ¢ T’dur.

K, N’nin bir 6z alt modiili olsun.
K Ct,(N)ise N/K € F olmast K = t,(N) olmasi gerektirir.

K ¢ T kabul edelim. N¢/K¢ € F ve N¢ 7-basit oldugundan N¢ = K“dir.
t;(N°/K) = K°/K = N°/K € T ve N/JK < N°/K olmas1 kullanilarak N/K € T
elde edilir. Boylece N 7-basit modiildiir. O

Onerme 2.4.3 (Golan 1986) Bir T-basit modilin, her alt modili ve her homomorf

gorintist ya T-basit ya da T-torsion bir modildir.

Kanit. M 7-basit bir modiil ve N, M’nin 7-torsion olmayan bir alt modiilii olsun.
Teorem 2.4.2’den dolay1 N'’yi 7-pir kabul edebiliriz. K, N’nin 7-piir bir 6z alt
modiilii olsun.

0 — NJK— M/K — M/N —0

dizisinin tamhg M /K € F olmasimu gerektirir. M 7-basit oldugundan
K =t.(M)=t,(N)dir. Boylece N 7-basit modiildiir.
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M/N’nin 7-torsion olmadigmm kabul edelim. L/N, M/N’nin 7-piir bir 6z
alt modili olsun. (M/N)/(L/N) ~ M/L € F olur. M r-basit oldugundan
L = t,(M)ydir t,(M)/N € T ve L/N r-pir oldugundan ¢,(M)/N = L/N =
t,(M/N)dir. O halde M/N 7-basit modiildiir. O

Tanim 2.4.4 (Golan 1986) Bir M modili T-basit ve T-torsion-free ise M ’ye -

kokritikal modil denir.

M 7-kokritikal modil ve 0 # N < M olsun. M/N¢ € F ve M t-basit
oldugundan N¢ = M’dir. Béylece M/N = N¢/N € T olur. Béylece T-kokritikal bir
modiiliin sifirdan farkli her alt modiilii 7-yogundur. Ayrica M 7-torsion-free modiil
ve M’nin sifirdan farkl her altmodiilii 7-yogun ise M 7-basittir.

O halde M’nin 7-kokritikal modiil olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul M nin 7-

torsion-free ve sifirdan farkli her alt modiiliiniin 7-yogun olmasidir.

Onerme 2.4.5 (Golan 1986) M sifirdan farkly bir modil olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(1) M T-torsion veya T-kokritikal modiildiir.

(2) M ’nin sifirdan farkl her 6z alt modili B, M i¢inde T-pir degildir.

Kamt. (1) = (2) Tanimlardan agiktir.

(2) = (1) M 7-torsion olmasin. t,(M) # 0 ise kabulden dolayr M /t.(M) 7-
torsion-free olamaz. Bu ise bir celigkidir. O halde M 7-torsion-free olmahdir. B
M’nin sifirdan farkli bir 6z alt modiilii olsun. Bu durumda M/B ¢ F’dir. O halde
t,(M/B) = C/B olacak sekilde B’yi kapsayan bir C' < M alt modiilii vardur.

M/C ~ (M/B)/(C/B) = (M/B) /t;,(M/B) 7-torsion-free modiildiir. Hipoteze
gore M = C olmahdir. Buna gére M/B t-torsion ve bdylece M t-kokritikal

modildiir. O

Teorem 2.4.6 (Golan 1986) M R-modili i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) M 1-kokritikal modildiir.

(2) M diizgiin bir modildir ve M 'nin T-yogun, T-kokritikal bir alt modili vardur.

34



(8) M T-torsion-free bir modiildiir ve M 'nin T-yogun, 7-kokritikal bir alt modiilii
vardar.

(4) M ’nin sifirdan farkl her alt modiili T-kokritikaldir.

(5) M dizgiin bir modildir ve M 'nin sifirdan farkly her devirli alt modiili -

kokritikaldir.

Kanit. (1) = (2) 0# N < M olsun. M/N € T ve M € F oldugundan Onerme
2.2.12’ye gore N < M olur. M kendisinin 7-yogun, 7-kokritikal alt modiiliidiir.

(2) = (3) M’nin 7-torsion-free oldugunu gosterecegiz. N = t,(M) ve N,
M’nin bir 7-yogun, 7-kokritikal alt modiili olsun. M diizgiin oldugundan N’ < M
olur. O halde N # 0ise NN N' =t,(N') # 0 olur. Buise N’ € F olmasi ile ¢eligir.

(3) = (1) N, M’nin bir 7-yogun, 7-kokritikal alt modiilii olsun. M, T-torsion-
free oldugundan Onerme 2.2.12’ye gére N <0 M olur.

0 # N’ < M olsun. O halde NNN’, N'nin sifirdan farkli, 7-yogun alt modiiliidiir.
N/(NNN')~ (N'"+ N)/N'" €T olur. Ayrica M/N € T oldugundan
M/(N + N') € T’dur.

0— (N'+N)/N'— M/N'"— M/(N+N') — 0

tam dizisinden ve (N’ + N)/N’'.M/(N + N') € T olmasindan dolay1 M /N’ € T
olur.

(1) = (4) 0# N < M olsun. M € F oldugundan N € F’dir. 0 # N’ < N i¢in
N/N'"< M/N'" € T oldugundan N/N' € T’dur. Béylece N 7-kokritikaldir.

(4) = (5) Agiktur.

(5) = (1) Kabulden dolay1 her m € M igin mR € F ve dolaywsiyla M € F’dir.
M t-kokritikal degilse M 'nin sifirdan farkh bir 7-piir 6z alt modiilii vardir. N, M nin
sifirdan farkli bir 7-piir 6z alt modiilii ve m € M\N olsun.
mR/(mRNN)~ (mR+ N)/N € Fdir. M diizgiin oldugundan, mRN N # 0’dur.
Bu ise mR'nin 7-kokritikal olmasi ile ¢geligir. O halde M 7-kokritikal modiildiir. O

Onerme 2.4.7 (Golan 1986) M t-torsion-free R-modil ve N, M 'nin sifirdan farkl
bir alt modilt olsun. N 'nin T-kokritikal olmast ile N¢’nin 1-kokritikal olmast denk-

tir.
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Kanit. N’nin 7-kokritikal oldugunu kabul edelim. M € F oldugundan N¢ € F’dir.
0# K < N¢olsun. K/(NNK)~ (K+N)/N C N¢/N € T'dur. NNK =0
ise K € TNF =0 olur. O halde NN K # 0’dir. N t-kokritikal oldugundan
N/(NNK) ~ (K+N)/K € T'dur. Ayrica N°/(N+ K) € T’dur. Qiinki
N¢/(N + K), N°/N 7-torsion modiiliiniin bir homomorf goriintiistidiir.

0— (K+N)/K — N°/K — N¢/(N + K) — 0 tam dizisinden N°/K €
T elde edilir.

Nnin 7-kokritikal oldugunu kabul edelim. 0 # N < N€¢ oldugundan Teorem
2.4.6’dan dolay1 N de 7-kokritikal olur. O

Sonug 2.4.8 (Golan 1986) M t-torsion-free R-modil, N, M 'nin T-kokritikal alt
moduili ve 0 # K < N olsun. N’nin M i¢indeki T-pir kapanise N§, ile K nan M

wgindeks T-pur kapanisy K5, birbirine esittir.

Kanit. Yukaridaki onermeye gore Ny, de M nin bir 7-kokritikal alt modiliidiir. O
halde N'nin M iginde 7-piir oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda Kj, C N'dir.
M/K§, € F oldugundan N/K¢, € F'dir. N 7-kokritikal oldugundan K§, = 0 ya da
N = Kj,dir. K # 0 oldugundan K, # 0’dir. O halde N = K7, dir. O

Teorem 2.4.9 (Golan 1986) {M;:i € Q} M 'nin 7-kokritikal alt modiillerinden
olusan bir kime ve M/(D ,cqM;) € T olsun. N < M ise asagqidaki kosullar
saglayan bir A C Q altkimesi vardar.

(1) 3= jen M; toplama diktir.

(2) N & [@jealM;|, M iginde T-yogundur.

Kamit. N = M ise A = () alimir ve ispat biter. N # M oldugunu kabul edelim.
A={ACQ:¥, M toplamu dik ve N N[>, M;] =0} kiimesini olugturalim.
O halde § € A ve A kiime kapsama bagimtisina gore kismi sirali bir kiimedir.
{Ax}, A iginde bir zincir olsun. UA, € A yani UAg, {Ax} icin bir dist siirdir.
Zorn Onteoremi'ne gore A'nmn bir maksimal elemam vardir. Bu eleman A olsun ve
K = ®;eaM;, B= N @ K diyelim.

Simdi M/B € T oldugunu gosterecegiz. Tersini kabul edelim. M /B ¢ 7T olsun.
Bu durumda M # B¢ olur. Ciinkii B/B =t.(M/B) € T dur.
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Her i € Qicin M; C B olsaydi ), ., M; € B ve M/(},cq M;) € T oldugundan
M/B¢ € TNF =0 yani M = B¢ olurdu. O halde en az bir M; 7-kokritikal alt
modiilii igin M; ¢ B'dir.

BN M; # 0 ise M;, T-kokritikal oldugundan M;/ (BN M;) ~ (M; + B¢) /B° €
7T olur. Ayrica M;/(B°NM;) ~ (M;+ B°)/B° < M/B° € F oldugundan
M,/ (B°NM;) € TNF =0 ve boylece M; = B° N M; yani M; C B¢ olurdu. O
halde BN M; = 0’dir.

KNnM;, C (NeK)nM;, € B°NM; = 0 olur boylece de K N M; = 0 ve
(N & K)N M; = 0 elde edilir. Buradan, N N (K & M;) = 0 oldugu da goriiliir.
Buradan A’ = AU {i} € A olur bu sonug ise A'nin maksimalligi ile ¢eligir. O halde
M/B = M/ (N @ [®;eaM;]) € T'dur. 0

Onerme 2.4.10 (Golan 1986) M R-modiil ve K, M ’nin 7-kokritikal alt modiilii
olsun. N € P.(M) ise KN N =0 veya K C N 'dir.

Kanit. K NN # 0 olsun. K, M’nin bir 7-kokritikal alt modiilii oldugundan
K/(KNN) ~ (N+ K)/N € T’dur. Kabuldeki (N + K)/N < M/N € F kul-
lanilarak, K/ (K N N) € T N F =0 elde edilir ve béylece K = KN N, yani K C N

olur. O

2.5 Jacobson Radikal

Tamim 2.5.1 (Bland 1998) M R-modil, N < M olsun. M/N t-kokritikal modiil

1se N 'ye M nin T-maksimal alt modili denir.

Ornek 2.5.2 M R-modil ve N < M olsun. 7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde

N 'nin 7-maksimal alt modul olmasi ile maksimal alt modil olmasy denktir.

Bu tanmim yardimiyla agagidakiler kolayca goriilebilir:

(1) M modiiliiniin 7-maksimal bir alt modilii M’ nin 6z alt modiilii olmalidir.
Ciinkii N, M’nin 7-maksimal alt modiilii ise M /N 7-kokritikal, yani M /N # 0’dir.
Buradan M # N olmaldir.

(2) 7 = (Mod-R,0) torsion teorisinde 7-kokritikal modiil ve dolayisiyla 7-
maksimal alt modiil yoktur. Daha genel olarak her torsion teoride 7-maksimal alt
modiil yoktur. Bu sebepten dolayr bundan sonra caligmalarin anlamli olmasi igin

T-kokritikal modiillerin var oldugu kabul edilecektir.
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Onerme 2.5.3 (Bland 1998) R halkasinin T-maksimal sag idealleri vardur.

Kanit. 7 torsion teorisini 7-kokritikal modiiller var olacak sekilde sectigimiz igin,
bir M 7-kokritikal R-modiilii vardir. 0 # m € M ise mR bir 7-kokritikal modiildiir.
R/(0:m) ~ mR oldugundan (0 : m), R'nin bir 7-maksimal sag idealidir. 0

Teorem 2.5.4 (Bland 1998) M R-modil, N < M olsun.

N nin T-maksimal alt modiil olmast ile N ‘nin 7-ptr alt moduller arasinda mak-
simal olmasy denktir.

Ayrica M € F ise M 'nin ssfirdan farkl T-piir alt modiller kimesinin (varsa)

herhangi bir minimal elemans T-kokritikaldair.

Kanit. N’yi M’nin bir 7-maksimal alt modiilii olarak kabul edelim. X € P.(M)
icin N ¢ X € M olsun. M/N t-kokritikal oldugundan, 0 # X/N < M/N i¢in
(M/N)/(X/N) ~ M/X € T’dur. Ayrica X € P,(M) oldugundan M/X €
T NF =0’dir. Béylece N, M’nin 7-piir alt modiilleri arasinda maksimaldir.

Simdi N’nin M ’nin 7-piir alt modiilleri arasinda maksimal oldugunu kabul ede-
lim. M/N’nin 7-kokritikal olmadigini varsayalim.
O halde 6yle bir 0 # X/N < M/N vardir ki (M/N)/(X/N) ~ M/X ¢
T’dur. Simdi M/X ~ (M/N)/(X/N) € F oldugunu varsayahm. Bu du-
rumda X € P.(M) olur. Fakat X/N # 0 oldugundan N, X'’in bir 6z alt

modiilidir. Buna gére X € P.(M) olmasit N'nin M’nin 7-piir alt modiilleri

l

arasinda maksimal olmas: ile ¢elisir. O halde (M/N)/(X/N) ne 7-torsion ne
de 7-torsion-free modiildiir. (Y/N)/(X/N) = t,((M/N)/(X/N)) olacak sekilde
M’nin N’yi kesin kapsayan bir Y alt modili vardir. M/Y ~ (M/N)/(Y/N) ~
[(M/N) /(X/N)T/IY/N) J(X/N)] = [(M/N) ] (X/N)]/[t-((M/N) / (X/N))] €
F olur ve boylece Y € P.(M) elde edilir. Bu ise N’nin M ’nin 7-piir alt modiilleri
arasinda maksimal olmasi ile geligir. O halde M/N 7-kokritikal dolayisiyla N 7-
maksimal olmalidir.

Ikinci kisim igin M € F ve N, P.(M) icindeki sifirdan farkli alt modiiller
arasinda minimal olsun. N’nin 7-kokritikal olmadigim1 varsayalim. Bu durumda

N'nin sifirdan farkh &yle bir A alt modiilii vardir ki N/A ¢ T’dur. B/A =t,(N/A)
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olacak sekilde olacak sekilde A’y1 kesin kapsayan bir B < N alt modiilii vardir.
(N/A)/(B/A) ~ N/B € F'dir. Ayrica

0— N/B— M/B— M/N —0

tam dizisinden M /B € F elde edilir. Bu ise N’nin minimalligi ile geligir. O halde
N 7-kokritikal olmalidir. O

Teorem 2.5.5 (Bland 1998) M R-modiil ve N < M olsun.
N, M ’nin T-maksimal alt modilidir ancak ve ancak N, M 'nin F.(M)’de ol-

mayan alt modilleri arasinda maksimaldir.

Kanit. N’yi M’nin bir 7-maksimal alt modiilii kabul edelim. N ¢ F,(M)’dir. N,
M’nin N C N' ve N' ¢ F,(M) olacak sekilde bir alt modiilii olsun. N, M’nin
7-piir alt modiilleri arasimda maksimal ve N C N’ C N € P.(M) oldugundan
N = N’ = N’® olur. O halde N, M’nin F;(M)’de olmayan alt modiilleri arasinda
maksimaldir.

N’nin M’nin F;(M)’de olmayan alt modiilleri arasinda maksimal oldugunu kabul
edelim. O halde M/N # t,(M/N) = N¢/N ve M # N°¢ elde edilir. N¢ € P,(M) ve
M # N¢ oldugundan N€¢ ¢ F,(M)’dir. N, M’nin F,(M)’de olmayan alt modiilleri
arasinda maksimal oldugundan N = N¢ ve dolayisiyla N, M’nin 7-piir bir alt
modilidiir.

Simdi N’nin 7-piir alt modiiller arasinda maksimal oldugunu gosterelim.

X € P(M)icin N € X C M olsun. X # M ve X € P,(M) oldugundan
X ¢ F;(M) olur. N, M'nin F,(M)’de olmayan alt modiilleri arasinda maksimal
oldugundan N = X olmalidir. O halde N, M’nin 7-piir alt modiilleri arasinda

maksimaldir. Teorem 2.5.4’den dolay1 N, M’nin 7-maksimal alt modiilidiir. a

Teorem 2.5.6 (Golan 1986) M R-modil, N < M olsun ve M ’nin her T-pir 6z alt
modili maksimal bir T-piir oz alt modil tarafindan kapsansin.

N’nin M ’nin her maksimal T-piir 6z alt modili i¢inde kapsanmasi ile
M/ (N + K) €T iken M/K € T olmast denktir.
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Kanit. N'nin M’nin her maksimal 7-piir 6z alt modiilii iginde kapsandigini kabul
edelim. M/ (N + K) €T ve M/K ¢ T oldugunu varsayalim. K¢ M’nin bir 7-piir
6z alt modiliidiir. Hipoteze gore K¢ C K’ olacak sekilde bir maksimal 7-piir K’
0z alt modiili vardir. Kabulden dolay1 N C K’ ve buradan N + K C K’ olur.
M/ (N + K) € T oldugundan M /K’ € T elde edilir. M/K'" € TNF = 0 olur ve
boylece M = K’ olur ki bu sonu¢ K”’niin 6z alt modiil olmas ile gelisir.

K < M alt modiilii i¢in M/ (N + K) € T iken M/K € T oldugunu kabul
edelim. W, M’nin bir maksimal 7-piir 6z alt modilii olsun. N ¢ W oldugunu
varsayalim. Teorem 2.5.5’den dolay1 N + W, M iginde 7-yogundur. Kabulden dolay1
W, M iginde 7-yogun olur ki bu bir geligkidir. O halde N C W dir. a

Tamim 2.5.7 (Bland 1998) Bir M modilinin tim t-maksimal alt modillerinin
kesisimine M 'nin T-radikali denir ve J. (M) ile gdsterilir. M modilinin T-maksimal
alt modiilii yoksa J.(M) = M kabul edilir.

J-(M) =0 ise M ye T-radikali serbest modil denir.

Onerme 2.5.8 M R-modiili i¢in M/ J,(M) 7-radikali serbest modiildiir.

Kanait. N < M olsun. N'nin M iginde 7-maksimal olmas1 ile
N/J.(M)nin M/J.(M) i¢inde T-maksimal olmasimin denk oldugunu goérebiliriz.
O halde {N,},cn ailesinin M'nin tiim 7-maksimal alt modiillerini igermesi ile
{No/J-(M)} cpailesinin M/ J (M )'nin tiim 7-maksimal alt modiillerini icermesi
denk olur. Buna gore,

(M T, (M)) = Oaca(Na/ o (M)) = (QacaNa) /(M) = Jo(M)/.J.(M) = 0 olur.
O

Ornek 2.5.9 7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde J.(M), M 'nin Jacobson radikali
J(M) ye egittir.

Uyar1 2.5.10 (1) R’nin tim t-maksimal sag ideallerinin kesisimi J.(R) ile
gosterilir.

(2) T-maksimal alt modiller T-pir ve T-pir alt modillerin kesisimi de T-pir
oldugundan J.(M) € P.(M) dir.
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(3) t:(M) = Nnep, )N ve J.(M) € P.(M) oldugundan t (M) C J.(M) dir. O
halde herhangi bir T-radikali serbest modiil T-torsion-free’dir.

(4) M 7-kokritikal modil olsun. 0, M 'nin T-maksimal alt modiilidir. Béylece
J-(M) = 0’dwr. O halde her T-kokritikal modil T-radikali serbest modiildir.

Dar alt modiil kavraminin genellemesi olarak agagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.5.11 (Park ve Rim 1994) M R-modil, N < M olsun. M nin herhangi
bir L alt modiili i¢in M/ (N + L) € T iken M/L € T oluyorsa N’ye M ig¢inde

T-dar alt modil denir ve N <<, M ile gosterilir.

7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-dar alt modiil kavram ile dar alt modiil

kavrami aynidir.

Onerme 2.5.12 (Park ve Rim 1994) M R-modil ve A, B < M olsun.
(1) A C B ve B, M i¢inde T-dar ise A M 'nin T-dar alt modiilidir.
(2) A’man M ’nin 7-dar alt modili olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul A°’nin

M 'nin T-dar alt modili olmasidr.

Kamt. (1) Herhangi bir L < M igin M/(A+ L) € 7 olsun. A C B oldugundan
M/(B+ L) € T'dur. B <<, M oldugundan M/L € T ve (A+L)/L € T elde
edilir.
0— (A+L)/L— M/L— M/(A+L) —0

tam dizisinden M/L € T olur. Béylece A, M iginde 7-dar alt modiildiir.

(2) Anin M icinde 7-dar alt modiil oldugunu kabul edelim ve L < M igin
M/(A°+ L) e T olsun. f:A°/JA— (A°+L)/(A+ L),
f(z+ A) =2+ (A + L) seklinde tanimlanan déniigiim bir epimorfizmadir. O halde
(A°+L)/(A+ L) € Tdur.

0 — (A°+ L)/ (A+ L) — M/(A+ L) — M/ (A°+ L) — 0

dizisinin tamhg1 M/ (A + L) € T olmasim gerektirir. A, M iginde 7-dar oldugundan
M/L € T ve boylece A°, M iginde 7-dardur.
A°, M iginde 7-dar ise A C A¢ oldugundan ve (1)’den dolay1 A <<, M olur. O
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Onerme 2.5.13 M R-modiil, N < M olsun.
N’nin M i¢inde T-dar alt modil olmasi ile N+ X € F.(M) ve X € P.(M)

olacak sekilde M 'nin X oz alt moduliinin olmamasy denktir.

Kanit. N°¢+ X € F.(M) ve X € P,(M) olacak sekilde M'nin bir X o6z
alt modiiliintin olmadigim1 kabul edelim. M’nin herhangi bir L alt modiili i¢in
M/ (N + L) €T olsun. N C N¢ve L C L° ve 7’nun homomorf goriintiiler altinda
kapali olmasi kullanilarak M/ (N¢+ L¢) € T elde edilir. Hipotezden dolayr M = L°
olmalidir. Bu durumda L¢/L =t.(M/L) = M/L € T ve boylece N <<, M olur.
N <<; M oldugunu kabul edelim. X € P,(M) olmak tizere M/ (N +X) € T
olsun. Onerme 2.5.12’den dolayr N¢ de M’nin bir 7-dar alt modiiliidiir. Buradan
M/X € T olur. M/X € T NF =0 oldugundan M = X olur ve ispat biter. O

Onerme 2.5.14 (Bland 1998) M "nin her T-dar alt modiilii J.(M) i¢inde kapsanar.

Kamt. J.(M) = M ise ispat aciktir. O halde J.(M) # M oldugunu kabul edelim.
X, M’nin bir 7-maksimal alt modiilii ve N, M ’nin bir 7-dar alt modiili olsun.

X M’nin F,(M)’de olmayan alt modiilleri arasinda maksimaldir. Buna gore

X C N°+ X olsaydi N°+ X € F,(M) olurdu ki bu sonu¢ N'nin M iginde 7-dar

olmasi ile ¢geligirdi. O halde X = N°+ X yani N C N¢ C X olur. O halde N, M’nin

her 7-maksimal alt modiilii iginde kapsanir ve béylece N C J,. (M) elde edilir. O

Teorem 2.5.15 M modilintin her alt moduli T-maksimal bir alt modil tarafindan

kapsanwyor ise J.(M) =, .\, L dir.

Kamt. J.(M), M'nin her 7-dar alt modiiliinii kapsadigindan ), . ,, L C J.(M)
oldugu agiktir. Ters kapsamayr gormek igin a € J.(M) alahm ve aR’nin 7-dar
oldugunu gosterelim: M/X € F olmak tizere M/ ((aR)*+ X) € T olsun. X # M
oldugunu varsayalim. a € J.(M) oldugundan aR C J, (M) ve J.(M) 7-piir alt
modiil oldugundan (aR)‘ C J.(M) dir. N, X’i kapsayan bir 7-maksimal alt modiil
olsun. O halde (aR)° C J,(M) C N olur ve (aR)“+ X C N elde edilir. Buradan
M/N € T olur. Ancak M /N r1-kokritikal oldugundan M /N € Fve M/N € TNF =
0 olur. Bu ise N’nin 6z alt modiil olmasi ile celigsir. O halde aR, M’ nin 7-dar alt
modiilii ve dolaywisiylaa € >, L olur. O zaman da J(M) C >, . L elde
edilerek ispat biter. a

42



Teorem 2.5.16 (Bland 1998) M R-modili i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) M t-radikali serbest modiildiir.

(2)0#me M igin f: M — N, f(m) # 0 olacak sekilde bir R-homomorfizmast
ve N T-kokritikal R-modiilu vardar.

(3) {Na}toen s M nin bostan farkl T-maksimal alt modiillerinin ailesi olsun.
o: M — ueaM/N, p(m) = (m + N,) dénisimi bir monomorfizmadar.

(4) M, T-kokritikal R-modillerin dik ¢arpyma i¢ine gomiilebilir.

Kanit. (1) = (2) J(M) =0ve 0 # m € M olsun. m ¢ A olacak sekilde bir
7-maksimal A alt modiilii vardir. M/A 7-kokritikal ve f: M — M/A, f(z) =2+ A
homomorfizmasi i¢in f(m) # 0’dur.

(2) = (1) 0 #m € M igin f : M — N, f(m) # 0 olacak sekilde bir ho-
momorfizma ve N bir 7-kokritikal modiil olsun. 7-kokritikal modiillerin sifirdan
farkh alt modiilleri de 7-kokritikal oldugundan f(M) de bir 7-kokritikal modiildiir.
M/Cekf ~ f(M) oldugundan Cekf 7-maksimaldir. Boylece J, (M) CCekf ve
f(m) # 0 oldugundan m ¢ J.(M)’dir. O halde J.(M) = 0’dur.

(2) = (3) m €Ceky olsun. ¢(m) = (m + N,) = 0 yani her a € A igin
m € N, 'dir. Boylece m, M nin her 7-maksimal alt modiilii iginde kapsanir. O halde
m € J.(M)dir. (2) ile (1)’in denkliginden J.(M) = 0’dur.

(3) = (4) Agik.

(4) = (2) ¢ : M — Il,eaN,, bir R-monomorfizmas1 ve {N,} bir 7-

acA?
kokritikal R-modiiller ailesi olsun. ¢ bir monomorfizma oldugundan 0 # m € M
icin p(m) # 0’dir. 7g, kanonik izdiigiim déniiglimii olmak {izere mg,,(m) # 0 olacak

sekilde bir 5 € A vardir. Buna gore ma,, istenen homomorfizmadir. O

M R-modiil ve N, M’nin 7-maksimal bir alt modiilii olsun. M /N 7-kokritikaldir
ve m: M — M/N kanonik epimorfizmasi elde edilir. Ayrica Cekm = N olur.

O halde A ={g | g: M — X bir R-epimorfizmas1 ve X bir 7-kokritikal modiil}
olmak tizere J.(M) = NCekg yazabiliriz.

Onerme 2.5.17 (Bland 1998) M ve N R-modiilleri i¢in asaqidaki ifadeler saglanar.
(1) f: M — N bir homomorfizma ise f(J.(M)) C J.(N) dir.
(2) J:(R), R’nin bir idealidir.
(8) MJ.(R) C J.(M)dir.
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Kanit. (1) f: M — N homomorfizma olsun.
A = {g: N — X bir R-epimorfizmasi ve X bir 7-kokritikal modiil} olmak {izere
g € A alalim.

i) gof = 01ise f(J,(M)) CCekg'dir.

ii)gof # 0 kabul edelim. M/Cek (gof) ~ gof(M)’dir.O halde Cek (gof) M’nin
bir 7-maksimal alt modiilidir. Ciinkii gof(M) 7-kokritikal modiildiir.Béylece
J: (M) CCek (gof) ve buradan da f(J,(M)) CCekg’dir. O halde
f(J=(M)) € J(N) dir.

(2) r € Rigin f, : R — R, f.(r) = ra olarak tamimlansin. (1)’den dolay:
fr(Jr(R)) = rJ.(R) C J,(R)dir. Yani J,(R), R'nin bir sol idealidir. J.(R) aym
zamanda bir sag ideal oldugundan J,(R), R'nin bir idealidir.

(3) X bir 7-kokritikal modil ve z € X ise f : R — X, f(r) = zr, R-modiil
homomorfizmasin géz 6niine alahm. f,.(J,(R)) C J.(X)'dir. X bir 7-kokritikal
modiil oldugundan J.(X) = 0, boylece X J.(R) = 0’dir. A (1)’deki gibi olsun ve
g € A alalim. g(MJ,(R)) = g(M)J,(R) = XJ.(R) = 0’dir. O halde her g € A i¢in
M J.(R) CCekg’dir. Boylece M J.(R) C J. (M) dir. O

Sonug 2.5.18 (Bland 1998) Her T-radikali serbest M modili i¢in M J,(R) = 0 dur.

Onerme 2.5.19 (Bland 1998) {No}oen tim 7-kokritikal R-modiller ailesi ise
Jr(R) = Naea(0 : N,) dor.

Kanit. 7-kokritikal R-modiller 7-radikali serbest oldugundan her 7-kokritikal M
modiilii icin MJ.(R) = 0’dir. Buna gére {Nu}, ., tiim 7-kokritikal R-modiiller
ailesi olmak tizere J.(R) C Naea(0: N,) dir.

7 € Naea(0 : N,) alalim. K, R'nin bir 7-maksimal sag ideali ise (R/K) r = 0’dur.
(1+ K)r =r+ K = K yani r € K'dir. Béylece r € J.(R) olur. O

Onerme 2.5.20 (Bland 1998)n : R — S bir halka epimorfizmas: ve F(R) R nin bir
Gabriel filtresi olsun. n(F(R)) = {K C S : K S’nin sag ideali ve n*(K) € F(R)}

kiimesi S ’nin bir Gabriel filtresidir.
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Kanit. n(F(R))nin Gabriel filtesi tamimindaki iki kogulu sagladigini gésterecegiz.

1) K € n(F(R)), y € S olsun. y = n(z) olacak sekilde bir z € R vardr.
n ! (K) € F(R) oldugundan (n~'(K) : z) € F(R)dir. (n7Y(K):2) =n"'((K :y))
oldugu kolayca goriilir ve n='((K : y)) € F(R) elde edilir. Buradan (K : y) €
n(F(R)) olur.

2) J € n(F(R)), K S’nin bir sag ideali ve her y € J i¢in (K : y) € n(F(R)) olsun.
n (K :y)) € F(R)dir. Aym1 zamanda y = n(z) olacak sekilde bir z € R vardr.
O halde z € n71(J) ve (n7H(K) : z) = n7}((K : y)) € F(R) elde edilir. F(R), R'nin
bir Gabriel filtresi oldugundan n~*(K) € F(R)dir. Bu da K € n(F(R)) oldugunu

gosterir. O

n: R — S bir halka epimorfizmas olsun. Onerme 2.5.20 kullanilarak S’nin bir
Gabriel filtresi elde edilir. S {izerindeki bu Gabriel filtresine kargilik gelen torsion
teori n(7) ile gosterilir. Ozel olarak I, R’nin bir ideali ise Onerme 2.5.20’den dolay1
R/I’ya karsilik gelen Gabriel filtresi F(R/I) = {K/I : K O I ve K € F(R)} olur.

7, I tizerindeki kanonik epimorfizma ve I C J,(R) ise Jr(-(R/I) = J:(R)/I elde
edilir. Ozel olarak I = t,(R) secersek Jx) (R/t:(R)) = J-(R)/t-(R) olur.

7, J-(R) tlzerindeki kanonik epimorfizma ise R/J.(R), m(7)-radikali serbest
(R/J-(R))-modildiir.

bir R-modil ailest olsun.

Onerme 2.5.21 (Bland 1998) {M,}
JT(®&EAMQ) - @aeAJT(Ma) “dar.

a€A

Kanit. Her o € A igin 7 : M, — @nea M, kanonik igerim doniigiimiinii gbz oniine
alalim. Buna goreJ,(M,) C J.(BaeaM,) dir. Boylece

Bacadr(My) C J(BacaM,) olur.

[ (@acaMa) [ (®azpsMa) ® Ng) — My/Np,,

f((ma) + (BaxsMy) & Ng) = mg + Np olarak tammlanan déniigiim bir izomor-
fizma olacaktir. Nz, Mg'min bir 7-maksimal alt modilil ise (Bn.5M,) & Ng da
DacaM,'nin bir 7-maksimal alt modiilii olur. O halde (m,) € J-(BDacaM,) ise
(Ma) € (BaxsMs) & Ng'dir. Boylece mg € Ng'dir. Herhangi bir 8 i¢in bu sonug
dogru oldugundan J,(®acaMy) C Gaendr(M,) olur. O

Simdi de sonlu iirete¢ kavraminin genellemesi tizerine galisacagiz.
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Tamim 2.5.22 (Bland 1998) (1) M R-modil olsun. M 'nin sonlu dretilmis bir -
yogun alt modili varsa M 'ye T-sonlu tiretilmis modul denir.
(2) P (M) # {M} olacak sekildeki her T-sonlu tretilmis R-modiilin T-maksimal

alt moduliu varsa T torsion teorisine T-Maz’™t saglwyor denir.

Ornek 2.5.23 Sonlu tiretilmis her modil T-sonlu tiretilmistir. T = (0,Mod-R) tor-
sion teorisinde sonlu turetilmis modil kavrama ile T-sonlu tretilmis modul kavrama

aynadar.

Max,(M) ve Maz,(R) ile sirasiyla M'nin 7-maksimal alt modiiller kiimesi ve

R’nin 7-maksimal sag idealleri kiimesini gosterecegiz.

Onerme 2.5.24 (Bland 1998) M t-sonlu iretilmis bir R-modil ve N < M ise
M/N de T-sonlu tretilmigtir.

Kanit. M 7-sonlu iiretilmis olsun. X, M nin sonlu iiretilmis 7-yogun bir alt modiilii
ise (N + X) /N, M/N’nin sonlu iiretilmig bir 7-yogun alt modiiliidiir. Buna gére
M/N de 7-sonlu tiretilmigtir. O

Onerme 2.5.25 (Bland 1998) T, T-Maz’n saglayan bir torsion teori, M T-sonlu
tretilmis R-modil ve X < M olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) X C J,(M)

(2) H< M i¢in M/ (X + H) €T olmase M/H € T olmasini gerektirir.

Kanit. (1) = (2) H = M ise ispat agiktir. O halde M/ (X + H) € T ve
M/H ¢ T oldugunu varsayalim. M /H 7-sonlu tretilmistir ve ¢, (M/H) # M/H
oldugundan P,(M/H) # {M/H} dwr. 7, T-Max’1 sagladigindan

Maz,(M/H) # 0’dir. N/H € Maz,(M/H) ise M/N 7-kokritikal dolayisiyla N
T-maksimaldir. Boylece X C N ve X + H C N’dir. M/ (X + H) € 7 oldugundan
M/N € T’dur. Fakat M/N # 0 ve M/N € F oldugundan bu bir geligkidir. Sonug
olarak M/ (X + H) € T iken M/H € T olmahdur.

(2) = (1) N € Max.(M) olsun. O halde N, F.(M)’de olmayan alt modiiller
arasinda maksimaldir. X ¢ N ise X + N € F.(M) yani M/(X + N) € T’dur.
Kabulden dolay1 M/N € T’dur. M/N # 0 ve M/N € F oldugundan bu bir
celigkidir. O halde X C N’dir. Béylece X C J,(M)'dir. O

Simdi de modiil teorinin ¢ok kullanigh bir teoremi olan Nakayama Lemma’nin

genellemesini verelim.
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Teorem 2.5.26 (Genellestirilmis Nakayama Lemma) (Bland 1998)

7, T-Maz kosulunu saglayan bir torsion teori ve I, R'nin bir sag ideali olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

(1) 1S J.(R)

(2) T-sonlu dretilmis bir M R-modili i¢in M/MI € T olmast M € T olmasina
gerektirir.

(8) M T-sonlu iretilmis ve N C M ise M/ (N + MI) € T olmast M/N € T

olmasim gerektirir.

Kanit. (1) = (3) MJ.(R) C J.(M) oldugundan M1 C J,(M)'dir. Onerme
2.5.25’den dolay1 M/ (N + M) € T olmas1 M/N € T olmasim gerektirir.

(3) = (1) I € J,(R)ise I £ X olacak sekilde bir X € Maz,(R) vardir. Ayrica
X, F;(R) de olmayan sag idealler arasinda maksimaldir. O halde X +1 € F,(R)’dir.
X + 1 C X + RI oldugundan X + RI € F.(R) yani
R/ (X + RI) € T ve kabulden dolay1 R/X € T’dur. Buise X # Rve R/X € F
olmas ile geligir. O halde I C J,(R)'dir.

(2) = (3) f : MI/(MINN) — (M/N)I, fO-L, mil; + (MINN)) =

T (m; + N)I; seklinde tammlanan doniisim bir monomorfizmadir.  Boylece

MI/(MINN) ~ f(MI/(MINN)) < (M/N)I olur. Diger taraftan
M/(N+MI) e T ise (M/N)/[(N+MI)/N|] ~ (M/N)/[MI/](MINN)] €T
olur. Ayrica (M/N)/[MI/(MINN)] € T oldugundan (M/N)/[(M/N)I] € T
olur. Kabulden dolay1 M/N € T dur.

(3) = (2) N =0 alinirsa (2) elde edilir. O
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3 TORSION TEORIYE GORE INJEKTIF ve
PROJEKTIF MODULLER

3.1 Injektif Modiiller ve Injektif Hull
Tanmim 3.1.1 (Bland 1998) M R-modiil olsun. N € T olan her

f

0 — L — X — N — 0

tam dizist ve h : L — M homomorfizmast i¢in gf = h olacak geilde bir g : X — M

homomorfizmasy var ise M "ye T-injektif modul denir.

7 = (Mod-R,0) torsion teorisinde 7-injektif modiil kavrami ile injektif modiil

kavrami aynidir.

On 6nerme 3.1.2 (Bland 1998) N t-injektif modil, N < M ve M/N € T ise N,
M 'nin bir dik toplananidar.

Kanmit. N, 7-injektif oldugundan gi = 15 olacak sekilde g : M — N homomofizmasi
vardir. Buna goére yukaridaki tam dizi boliiniir. O halde M = N & A ve A ~ M /N
olcak sekilde bir A < M alt modiilii vardar. O

Teorem 3.1.3 (Crivei 2004) M R-modili i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) M T-injektiftir.

(2) M, E(M) nin 7-pir alt modilidir.

(8) R’nin bir T-yogun sag idealinden M ’ye giden herhangi bir homomorfizma
R’den M ’ye giden bir homomorfizmaya genisletilebilir.

(4) Her T-torsion B modiilii i¢in Exth(B, M) = 0 dur.

(5) R'nin bir T-yogun sag ideali I i¢in Exth(R/I, M) = 0’dar.
Kamt. (1) => (2) M r-injektif, 0 — M —— M°® -5 M*°/M — 0 dizisi tam ve
M¢/M = t.(E(M)/M) € T oldugundan hi = 1), olacak sekilde bir h : M¢ — M

homomorfizmasi vardir. A’nin érten oldugu da agiktir. M < E(M) ve
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M < M¢ < E(M) oldugundan M < M<¢dir. Ayrica Cekh N M = 0 olur ve bdylece
Cekh = 0 elde edilir. Yani h bir izomorfizmadir. Béylece M = M* olur.

(2) = (3) I, R'nin 7-yogun sag ideali olmak tizere g : I — M bir homomorfizma

ei: ] — R, j: M — E(M) igerim doniigiimleri olsun. E(M) injektif oldugundan

hi = jg olacak sekilde bir h : R — E(M) homomorfizmas: vardir. a = h(1) olsun.
h(I) = hi(I) = jg(I) = g(I) oldugundan I C (M : a) olur ve boylece (M : a), R
icinde 7-yogundur. O halde R/(M : a) ~ R(a + M) € 7’dur. Ayrica hipotezden
dolayr R(a + M) C E(M)/M € F’dir. Buna gore R(a+ M) € T N F = 0, boylece
a € M h(R) =aR C M’dir. Béylece h, ¢’yi genisletir.

(3) = (1) C bir modiil, B C’nin 7-yogun alt modili ve g : B — M bir
homomorfizma olsun.

M={(N,p): BCNCCvep:N— M gyi genigleten homomorfizma}
kiimesini goz oniine alahm. (B, g) € M oldugundan M # (I’dir. M kiimesini

(My, 1) < (Ma,p2) <= My C My ve pan, = 01

ile kismi siralayalim. M’nin her zincirinin bir st siur vardir. Zorn Onteoremi’ne
gére M’nin bir maksimal (M, ¢o) elemani vardir.
Simdi My = C oldugunu gosterecegiz. ¢ € C\My alahm. [ = (M : ¢) olsun.
B C (B : ¢) C I oldugundan I, R'nin bir 7-yogun sag idealidir. Hipoteze gore
a: I — M, a(z) = ¢o(xc) homomorfizmasini tanimlayalim. O halde «,
£ : R — M homomorfizmasina genisletilebilir. Bundan yararlanarak
v Mo+cR— M, y(mg+cr) = po(mo) + B(r) homomorfizmasimi tanimlayalim. -,
o' bir geniglemesi olacaktir. Bu ise (My, ¢o)'in maksimalligi ile geligir. O halde
= (C"dir.
(2) = (4) B 7-torsion bir modiil olsun.

0— M — E(M) — E(M)/M — 0

tam dizisinden Hompg(B, E(M)/M) — Exth(B,M) — FExth(B,E(M)) tam
dizisi elde edilir. B € T ve E(M)/M € F oldugundan Hompg(B, E(M)/M) = 0’dur.
E(M)'nin injektifliginden dolayr Ext}(B, E(M)) = 0’dir. Boylece
Exth(B, M) = 0’dr.
(4) = (5) Agik.
(5) = (3) Acgik. O
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Sonug 3.1.4 (Bland 1998) M bir R-modil olsun. M ’'nin T-injektif olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul R’nin her T-yogun, genis sag ideali E ve her f € Homg(E, M) i¢in
fyi genigleten bir g € Homg(R, M) olmasidar.

Kanit. Yalnizca M'nin 7-injektif oldugunu gosterecegiz. K € F,(R),
f € Homp(K, M) ve J, K’nmn R icindeki bir tamlayam olsun. Onerme 1.0.30’dan
dolay1 £ = K @ J < R’dir. Ayrica K C F oldugundan E € F,(R)’dir.

g :E — M, g(x +y) = f(x) homomorfizmasim tamimlayalim. 3, f’yi E’ye
genigletir. Hipoteze gore 3’y1 dolayisiyla f’yi genigleten bir g € Hompg(R, M) vardir.
O

Onerme 3.1.5 (Golan 1986) T-injektif modiiller sinafy dik ¢arpimlar, dik toplanan-

lar, modil genislemeleri ve T-pur alt modiller altinda kapalidir.

Kanit. 7-injektif modiiller sinifinin dik carpimlar ve dik toplananlar altinda kapali
oldugu injektif modiiller sinifinin dik garpimlar ve dik toplananlar altinda kapali
olmasinin ispat1 tekrarlanarak yapilabilir. Biz modiil geniglemeleri ve 7-piir alt-

modiiller altinda kapali oldugunu gosterecegiz.
0O— M —M-—M —0

bir tam dizi, M’ ve M" 7-injektif modiiller olsun. N 7-torsion bir modiil olmak

iizere yukaridaki tam diziden
0 = Extyp(N, M) — Extp(N, M) — Extp(N,M") =0

tam dizisi elde edilir. Buna gore Ezty(N, M) = 0’dir. Boylece M 7-injektif modiil
olur.

M Tt-injektif bir modil ve N, M’nin 7-pilir bir alt modiilii olsun.M 7-injektif
oldugundan E(M)/M € F’dir.

tam dizisinden E(M)/N € F olur. O halde E(N)/N C E(M)/N olmas: kul-
lanilarak E(N)/N € F elde edilir. Bu da N'nin 7-injektif oldugunu gosterir. O
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Tanim 3.1.6 (Bland 1998) M R-modil olsun. Eger N T-injektif modiil,
f: M — N R-monomorfizma ve f(M), N’nin T-yogun ve genis alt modili ise

(f,N) ciftine veya N 'ye M 'nin T-injektif hull’i denir.

7 = (Mod-R, 0) torsion teorisinde T-injektif hull kavrami ile injektif hull kavram

aynidir.

Teorem 3.1.7 (Bland 1998) Her M modilinin bir T-injektif hull’i vardur ve bu

hull izomofizma fark: ile tektir.

Kamt. E.(M) = {meEM)|(M:m)e F.(R)}nin 7-injektif oldugunu
gosterecegiz. E,. (M), E(M)nin M’yi genig olarak kapsayan bir alt modiilidiir.

m+ M € E.(M)/M ise (M : m) = (0 : m+ M) € F,(R)dir. Buna gore
E,(M)/M € T yani M € F,(E,(M))dir.

Simdi E(M)/E,(M) € F oldugunu gosterelim. m+ E, (M) € t,(E(M)/E,(M))
alalim. O zaman (0 : m+E.(M)) = (E.(M) : m) € F,(R)dir. r € (E;(M) : m) igin
mr € E.(M)’dir. Buna gore (M : mr) = ((M : m) :r) € F.(R)'dir. Gabriel filtresi
tanimindan, (M : m) € F.(R) olur. Béylece m € E, (M) yani m + E.(M) = 0’dr.
O halde E(M)/E,(M) € F’dir.

N bir R-modiil, L € F.(N), f: L — E.(M) bir homomorfizma olsun. £ (M)’ nin
injektif olmasindan dolay1 g : N — E(M) homomorfizmasi vardir. Simdi
h:N/L— E(M)/E.(M), h(z+L) = g(x)+ E.(M) olarak tanimlayalim. O zaman
agagidaki diagram degismelidir.

0 — L — N — N/L — 0
Il gl hl
0O — EM) — EM) — EM)/E.(M) — 0

Diger taraftan N/L € T ve E(M)/E;(M) € F oldugundan h = 0 olur. O halde
g(N) C E.(M)’dir yani g, f’yi genisletir. Bu yiizden E, (M) 7-injektiftir.

Sonug olarak; ¢ : M — E.(M) kanonik igerim doéniigimii M ’nin bir 7-injektif
hull’idiir.

Simdi injektif hull’iin tek oldugunu gosterelim.
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o: M — E.(M)ve ¢*: M — E.(M)*, M’nin iki 7-injektif hull’ii olsun.

EA(M)"

N AN
0 — M . E. (M)

O halde E,(M)* 7-injektif oldugundan ¢* = 1) olacak sekilde bir
Y B (M) — E.(M)* homomorfizmas: vardir.

Simdi ¢ homomorfizmasimin birebir oldugunu goérelim. ¢(m) € o(M)NCeky
alalim. op(m) = ¢*(m) = 0’dir. ¢* birebir oldugundan m = 0’dwr. Bu du-
rumda p(M)NCeky = 0 olur. (M) 9 E.(M) oldugundan Ceky) = 0 yani 1 bir

monomorfizmadir. O halde
0 — (B (M)) — E-(M)" — E-(M)*/¢(E-(M)) — 0

tam dizisini olugturabiliriz. E (M) =~ (E.(M)) oldugundan ¢(E,(M)) -
injektiftir. E,(M)*/v(E.(M)) € T oldugundan E.(M)* = ¢(E.(M)) & X ve
X ~ E.(M)*/¢(E.(M)) olacak sekilde bir X < E,(M)* alt modiilii vardir. Ayrica
(M) = pop(M) = Y(p(M)) C Y(E(M)) ve $(E-(M)) n X = 0 oldugundan
e*(M)NX = 0 olur. ¢*(M) < E.(M)* oldugundan da X = 0’dir. Bdylece
E.(M)* =¢(E.(M)) yani ¢ értendir. Sonug olarak 1 bir izomorfizmadir. O

Uyar 3.1.8 Yukandaki ispata ve My, tanvmna gore My, = E-(M)’dir.
Béylece E.(M)/M = Mg /M = t(E(M)/M) olur.

Onerme 3.1.9 (Bland 1998) E.(M), M 'yi kapsayan minimal T-injektif modiildir.

Kanit. N, M’yi kapsayan 7-injektif bir modiil ve N C E.(M) olsun. j, kanonik
icerim doniigiimii olmak {izere, 0 — N -, E.(M) — E.(M)/N — 0 tam
dizisini goz Oniine alahm. N 7-injektif ve E.(M)/N € 7T oldugundan bu dizi
boliintir. Buna gore foj = 1y olacak sekilde bir f : E (M) — N, homomorfiz-
mast vardir ve E (M) = N®Cekf'dir. N < E, (M) oldugundan Cekf = 0’dir.
Boylece N = E, (M) dir. O
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o ve 7, Mod-R fizerinde torsion teoriler, 0 < 7 olsun. Asagidaki diagram

degismeli olacak sekilde bir ¢ : E,(M) — E (M), R-homomorfizmasi vardir.

Ey (M)

oo/
M £ E.(M)

Boylece M’nin torsion teorideki injektif hull’leri torsion teorilerin kismi siralamasi

kullanilarak kismi siralanabilir.

Onerme 3.1.10 (Crivei 2004) M R-modiil olsun. M T-torsion (swayla T-torsion-
free, T-kokritikal) ise E.(M) de aynu ozellige sahiptir.

Kanmit. M 7-torsion olsun.
0— M — E, (M) — E.(M)/M — 0

tam dizisinden E.(M) € 7 dur.
M, T-torsion-free olsun. F injektif hull’ler altinda kapali oldugundan
E(M) e Fdir. E.(M) C E(M) oldugundan E, (M) € F’dir.
M t-kokritikal olsun. E(M) € F olur ¢iinki 7 kalitsaldir. O halde
Moy = E.(M)’nin 7-kokritikal olmasi ile M nin 7-kokritikal olmasi denktir. Buna
gore E, (M) de T-kokritikal’dir. O

Onerme 3.1.11 (Crivei 2004) M siferdan farkl bir modiil ve B < M olsun.
B’nin M i¢inde T-yogun olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul E.(M) = E.(B)

olmasidar.

Kanit. M/B € T kabul edelim. B <d M oldugundan E(B) = E(M)’dir. Diger
yandan M/B = t,(M/B) C t,(E(M)/B) = t.(E(B)/B) = E.(B)/B oldugundan
M C E.(B)’dir. Buradan E, (M) C E.(B) ve boylece E.(M) = E.(B)’dir.

E.(M) = E,(B) kabul edelim. M/B C E,(M)/B = E.(B)/B € T oldugundan
M/B € T olur. O
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3.2 Bolumlu Moduller ve Hull

Bu boliimde injektif modiillerin torsion teorideki bir bagka genellemesi olan 7-

boliimlii modiilleri inceleyecegiz.

Tamim 3.2.1 (Golan 1986) M R-modil ve N, M ’nin 7-pir alt modili olsun.
M/(N@® L) € F olacak sekilde bir 0 # L < M alt modili yoksa N ’ye M 'nin

T-plrce genis alt modilu denir.

7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-piirce genis alt modiil kavrami ile genig alt

modiil kavrami aynidir.

On 6nerme 3.2.2 (Golan 1986) M R-modil, N < M ve {M;:i € Q}, heri e Q
icin N, M; i¢inde T-pirce genis olacak sekilde M 'nin alt modiiller zincirt olsun.

N, UijeqM; icinde de T-pirce genis olur.

Kanit. T = UjeqM; olsun. NNL=0veT/(N & L) € F olacak sekilde bir L < T
bulundugunu varsayalm. i € Q icin M; N (L& N) = N & (M; N L) kullamlarak
M;/(N& (M;NL) = M;/((N®L)NM,;) ~ (M;+L+N)/(L&N) € F elde
edilir. Her ¢ € Q igin N, M; iginde 7-plirce genig oldugundan M; N L = 0 olmak
zorundadir. Buna gore M = U;cqM; ve L < M oldugundan L = 0 olmalidir. a

Tamim 3.2.3 (Golan 1986) Bir M modiliniin T-pir alt modillerinin bir artan zin-
cirinin birlesima yine T-pir oluyorsa T 'ya pur inductive torsion teori denir.

M R-modiil ve 7 piir inductive bir torsion teori ise Zorn Onteoremi’ne gére M 'nin

T-piir alt modiillerinden olugan her kiimenin bir maksimal elemani vardir.

Tamim 3.2.4 (Golan 1986) M R-modil olsun. N € F olan her
0—L-X—N-—0

tam dizisi ve h : L — M homomorfizmasi i¢in gf = h olacak sekilde bir g : X — M

homomorfizmasi varsa M "ye T-bolimli modil denir.
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7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-bdliimlii modiil kavrami ile injektif modiil

kavrami aynidir.

Onerme 3.2.5 o ve 7 Mod-R fizerinde iki torsion teori ve o < 7 olsun. M modili

o-bolimli ise T-bolumlidur.

Kanit. Asagidaki sekildeki gibi alt satir1 tam dizi ve C' € F, olan bir diagrami goz

Oniine alalim.

M
fF1T Nh

0 — A Y B — C — 0

O halde ¢ < 7 oldugundan F, C F,’dir. Buna gore C' € F,’dir. M o-boliimlii
oldugundan hg = f olacak sekilde bir h : B — M homomorfizmasi vardir. Boylece
M 7-boliimliidiir. O

Teorem 3.2.6 (Golan 1986) Bir M modili i¢in asaqidaki ifadeler denktir.
(1) M 7-bélimlidir.
(2)0—>AL>NL>B—>O dizisi tam ve
0 — £,(A) 9 ¢ (V) e
R-homomorfizmast N 'den M 'ye giden bir R-homomorfizmasina genigletilebilir.
(3) Her T-torsion-free R-modiil N igin Exth(N, M) = 0 dwr.
(4) M bir N modiiliinin T-pir alt modili ise M, N ’nin dik toplananidur.

t-(B) — 0 dizisi bolindir ise A’den M ’ye giden her

Kamt. (1) = (2) 0 — A -5 N -5 B — 0 dizisi tam ve
0 — t.(A) = t,(N) 2, t;(B) — 0 dizisinin boliiniir oldugunu kabul edelim.
O halde 0 : t.(B) — t,(N), 80 = 1, () ve t-(N) = a(t-(A)) ® 0(t.(B)) olacak
sekilde bir § homomorfizmasi vardir. «(A) NO(t,(B)) € T ve « birebir oldugundan
a(A)No(t.(B)) =0 elde edilir.

Simdi 87 (t.(B)) = a(A) ® 0(t,(B)) oldugunu gosterelim.

x € B7H(t-(B)) alahm. Bz — 0B(z)) = B(x) — fOB(z) = B(x) — A(x) = 0 yani
x —0p(z) €Cekf = Gora = a(A)'dir. Buradan x € o(A) & 0(t.(B)) elde edilir.
Boylece 571 (t.(B)) C a(A) & 0(t.(B)) olur.
x € a(A) ®0(t.(B)) alahm. x = a(a) + 0(b) olacak sekilde a € A, b € t.(B) vardur.
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B(z) = Bala) + BO(b) = b € t.(B) oldugundan x € 371(t,(B)) elde edilir. O halde
Bt (B)) = a(A) ® 0(t,(B)) ~ A® 0(t,(B)) olur.
¢ € Homp(A, M) olsun. ¢ : 71 (¢,(B)) — M, z € A, y € 6(t,(B)) olmak {izere

¥(z +y) = ¢(zr) homomorfizmasim tanimlayalim. Buradan Yo = ¢ olur.

M

(*) e 1 N\v
0 — A — [ Yt,(B))

Simdi N/ (37(t.(B))) ~ B/ (t,(B)) oldugunu gosterelim.

h: B~ N/A— N/(A®0(t.(B))), h(n) = 7 homomorfizmasin tanimlayalim.
Cekh ~ 6(t.(B)) ~ t,(B) ve h orten oldugundan N/ (A @ 0(t.(B))) € F olur.
O halde B/t,(B) ~ N/ (A®0(t.(B))) ~ N/~ (t,(B)) € F'dir. M 7-boliimlii

oldugundan i = v olacak sekilde bir ¢/ : N — M homomorfizmas:1 vardir.

M
(%) v N
0 — B t(B) —— N — N/ t(B) — 0

(%) ve (xx) diagramlarimi birlestirirsek ¢'i = ¢ oldugu goériiliir. Boylece (2) elde
edilir.

(2) = (1) L, N’nin 7-piir alt modiilii olsun.
00— L—N-—N/L—0
tam dizisinden kisitlamalar yardmiyla
0 — t(L) — t,(N) — £, (N/L) — 0

tam dizisi elde edilir. ¢.(N/L) = 0 oldugundan t.(N) ~ t¢,(L) olur. (2)’den
dolay1 L’den M’ye giden her homomorfizma N’den M ’ye giden bir homomorfizmaya
genigletilebilir. Boylece M 7-boliimlii modiildiir.

(1) = (3) M, 7-boliimlii ve N bir 7-torsion-free modiil olsun. F' serbest modiil
olmak iizere,

0— K1 F 9% N0
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tam dizisini goz ontine alalim. Bu tam diziden
0 — Homp(N, M) 2= Homp(F, M) = Homp(K, M) —s Ext(N, M) — ...

elde edilir. Kabulden dolay1 f. ortendir. Buna gore ExthL(N, M) = 0 olmahdir.

(3) = (1) Tammlardan agiktur.

(1) = (4) M/N € F ve M 7-bdliimli oldugundan hi = 1,; olacak gekilde bir
h : N — M homomorfizmasi vardir. Buradan M N’nin bir dik toplananidir.

(4) = (1) A bir R-modiil, N < A ve A/N € F olmak iizere agagidaki diagram

verilsin.
M
u' 1
0O — N % A — A/N — 0
N 2 A N = A
| diagraminin push-out’n ¢/ | | w olsun.
M M = L

Teorem 1.0.20’den dolay1 « birebir oldugundan v de birebirdir. L"” = L/Gorv
olmak {izere, 0 — M —— L — L" — 0 tam dizisini géz 6niine alalim. Teorem
1.0.20°den dolay1r L” = L/M ~ L/Gérv ~ A/N € F’dir. Kabulden dolay1 M, L'nin
dik toplanamdir. Buradan pv = 1,; olacak sekilde bir p € Hompg(L, M) vardir. O

halde ua = (pw) a = pvu’ = ' olur ve M’nin 7-boliimlii oldugu goriiliir. O

Teorem 3.2.7 (Golan 1986) T piir inductive bir torsion teori ve M R-modiil olsun.
Asaqidaki ifadeler denktir.

(1) M 7-bélimlidir.

(2) M ’nin éyle bir T-pirce genis N alt modili vardir ki N, M ’yi T-piir olarak

kesin kapsayan hicbir R-modil i¢inde T-ptirce genis degildir.

Kamt. (1) = (2) 0 # L/M € F olsun. Teorem 3.2.6’dan dolay1 L ~ M & A
olacak gekilde bir A < L vardwr. L/ (M & A) € F oldugundan M, L iginde 7-piirce

genig olamaz.
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(2) = (1) 0 # K/M € F olsun. M’nin K'nin dik toplanam oldugunu

gostermek yetecektir.
0— M/N— K/N— K/M — 0

tam dizisine gore K/N € F’dir. Kabulden dolayir N, K icinde 7-piirce genis
olamaz. O halde K/(N & L) € F olacak sekilde bir 0 # L < K vardir.
M/IN®(LNM))] = M/IMN(N&L) C K/[MN(N®L)] olur. Ayrica
K/Mn(Ne&L)yi (K/M)& (K/(N & L)) t-torsion-free modiiliiniin alt modiilii
olarak diigiinebiliriz. Bdéylece M/ [N @ (LN M))] € F elde ederiz. N, M icinde
T-piirce genig oldugundan L N M = 0’dur.

UV={T<K:NNnT=0ve K/(N&T)e F} kuimesini olugturalim. L € ¥
oldugundan ¥ # (’dir. ¥ i¢inde {N;},_, zincirini alahm. O halde {N @& N;},_, 7-piir
i (NN N;) =0 oldugu
(N @®N;) = (N @ (UierN;)) € P-(M)dir.

Yani U N; € U'dir. Zorn Onteoremi’ne gore ¥'nin bir maksimal elemani vardir.

alt modiillerin bir artan zinciridir. Ayrica N N (U;erV;) = U
agiktir. 7 piir inductive oldugundan U,
Np’1 ¥’nin bir maksimal elemani olarak alalim. Daha once L icin yapilan iglemler
tekrarlanarak No N M = 0 bulunur. Ayrica (N & Ny) /No K/Ny iginde 7-piirce
genistir ve M ~ (M & Ny) /Ny C K/Ny'dir. Kabulden dolay1 M & Ny = K olmak
zorundadir. Boylece M kendisini 7-piir olarak kapsayan herhangi bir modiiliin dik

toplananidir. Teorem 3.2.6’ya gore bu sonu¢ M nin 7-boliimli olmas1 demektir. O

Tanim 3.2.8 (Golan 1986) N, M 'nin asagidaki ézellikleri saglayan bir alt modiilii
1se M 'ye N 'nin T-bolumli hull™i denar.

(1) N, M ig¢inde T-piirce genistir ve N, M ’yi kesin kapsayan bir R-modil i¢inde
T-plrce genis degildir.

(2) M T-bolimlidir ve M 'nin N ’yi kapsayan T-bélimli bir 6z alt modili yoktur.

7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-boéliimlii hull kavram ile injektif hull kavram

aynidir.

Teorem 3.2.9 (Golan 1986) T pir inductive bir torsion teori ve N, T-bolimli M
modiliniun T-pir bir alt modili olsun. N ’nin M icinde kapsanan bir T-bélimli

hull’t vardar.
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Kanit. A={K < M : N K’nin 7-piirce genig alt modiilii} kiimesini olugturalim.

N € A oldugundan A # ()’dir. A kiimelerdeki kapsama bagintisina gore kismi sirali
bir kiimedir. On énerme 3.2.2’ye gére A icindeki her zincirin bir {ist sir vardr.
Zorn Onteoremine gore A'mm bir maksimal elemam N, vardir. 0 # L/N, € F
ve N, L iginde 7-piirce genig olsun. M 7-bolimli oldugundan i : Ny — M igerim

doniigimiini L’ye genigleten bir o : L — M, R-homomorfizmas1 vardir.

M
A NeY
0 — N — L — L/Ny — 0

Ayrica Ceka NN =0ve L/ (Ceka @ N) ~ a(L)/a(N) = a(L)/N C M/N € F'dir.
N, L icinde 7-piirce genis oldugundan Ceka = 0 olur. «, Ny iizerindeki icerim
doniigimiini genislettigi igin Ng C a(L) ve N, a(L) i¢inde 7-piirce genigtir. Ny’
maksimalliginden dolayr «(L) = Ny olmahdir. Bu ise Ny'in L iginde 6z alt modiil
olmasi ile geligir. O halde Ny, 7-boliimlii hull tammmindaki (1) 6zelligini saglar.
Bu 6zellikten ve Teorem 3.2.7°den dolayr Ny'in (2) 6zelligini sagladigi da goriiliir.
Boylece Ny, N'nin M igindeki bir 7-boliimlii hull™idiir. a

Teorem 3.2.10 (Golan 1986) T pir inductive bir torsion teori olsun. M R-

modulinin T-bolimli hull’i varsa bu hull izomorfizma fark: ile tektir.

Kanit. M R-modiil, £ ve E' M’nin iki 7-boliimlii hull’i olsun.

E

T No
0O — M — E — E/M — 0

Yukaridaki diagrami goz oniine alalim. E 7-bolimli oldugundan o €
Hompg(FE', E) vardir. Bir 6nceki 6nermenin ispatinda oldugu gibi a bir monomorfiz-
madir. £’ ~ a(E’) C E oldugundan a(E"), E’nin M’yi kesin kapsayan bir 7-boliimli
alt modiiliidiir. 7-boliimli hull tanimina gére £ = «(FE’), yani « ortendir. Boylece

E ~ E' olur. O
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Onerme 3.2.11 7 pur inductive torsion teori ve M R-modil olsun. M 'nin o-
bolumli hullinun E, oldugunu kabul edelim. o < 1 ve M, E, i¢inde T-pur ise

M ‘'nan T-boliamlu hull’i vardar.

Kamit. FE, o-bolimli ve ¢ < 7 oldugundan E, 7-boliimlii modiildiir. Buna gore

M’nin FE, i¢inde kapsanan bir 7-boliimli hull’i vardir. O

3.3 Projektif Modiiller ve Projektif Ortii

Tanim 3.3.1 (Bland 1998) M R-modil olsun. L € F olan her

f

0—L—X-—N—0

tam dizisi ve h : M — N homomorfizmast i¢in fg = h olacak sekilde bir g : M — X

homomorfizmasi var ise M 'ye T-projektif modul denir.

7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-projektif modiil kavrami ile projektif modiil

kavrami aynidir.

Onerme 3.3.2 (Bland 1998) M R-modil, N < M ve N € F olsun. M/N 7-
projektif ise M ~ N @ M /N ’dir.
Kanit.
M/N
9./ 1 Layn
0o — N Y M = M/N — 0

N € Fve M/N 7-projektif oldugundan 7g = 1,;/n olacak sekilde bir g : M/N — M
homomorfizmas: vardir. O halde yukaridaki tam dizi boliinir yani M ~ N & M /N

olur. O

Tanmim 3.3.3 (Bland 1998) (1) M R-modil, f : M — N bir R-homomorfizmast
olsun. Cekf < M ve Cekf € F ise f’ye T-minimal denir.

(2) M R-modiil olsun. Eger P.(M) t-projektif R-modil, ¢ : P,(M) — M
T-minimal epimorfizma ise (P,(M), ) ¢iftine veya p’ye M 'nin T-projektif ortisi

denir.
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7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-projektif ortii kavrami ile projektif ortii
kavrami aynidir.
Her modiiliin 7-projektif értiisiiniin olmayabilir. Ornegin 7 = (0,Mod-R) torsion

teorisinde Q Z-modiiliintin 7-projektif ortiisii yoktur.

Onerme 3.3.4 (Bland 1998) f : M — N bir T-minimal epimorfizm olsun.
N t-projektif iken [ bir izomorfizmadar.

Kanit. K =Cekf € F oldugundan 0 — K — M — N — 0 tam dizisi N
T-projektif iken boliiniir. Buna gore M = K & M', M’ ~ N olacak sekilde M’ < M
vardir. K < M oldugundan M = M’ boylece K = 0 olmalidir. a

Onerme 3.3.5 (Bland 1998) f : M — N bir epimorfizma, M T-projektif bir modyiil
ve K =Cekf olsun. Bu durumda K € T iken N T-projektif modildiir.

Kanmit. f: M — N bir epimorfizma, M 7-projektif bir modil ve K =Cekf € T
olsun. L, X R-modiiller ve Cekh € F olmak iizere agagidaki diagrami goz oniine

alalim.

M

L

N

lyg

L X X — o0

M T1-projektif oldugundan hoy = gof olacak sekilde bir ¢ : M — L homomorfizmasi
vardir. O halde (hop)(K) = (gof)(K) = g(f(K)) = 0 olur ve p(K) CCekh elde
edilir. K € T oldugundan ¢(K) C t.(Cekh) = 0, yani K CCeky’dir. Buradan
" M/K — L, *(m+ K) = ¢(m), homomorfizmas1 tamimlanabilir. N ~ M/K
oldugundan ¢* : N — L olarak kabul edilebilir. Boylece N 7-projektif bir modiildiir.
O

Teorem 3.3.6 (Bland 1998) M modiliniin iki T-projektif értisi varsa bu 7-

projektif ortiler izomorftur.
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Kanit. ¢ : P.(M) — M ve ¢*: P,(M)* — M, M’nin iki T-projektif értiisii olsun.

Asgagidaki diagrami géz Oniine alalim.

P, (M)

Lo
0 — Cekp* — P.(M)* M — 0

P.(M), M’nin 7-projektif értiisii oldugundan ¢*oy) = ¢ olacak sekilde bir
Y @ Pr(M) — P,(M)* homomorfizmasi vardir. Buradan P,(M)* = Imiy+Ceky*
olur. Ceky* < P.(M)* oldugundan P,(M)* = I'ma), yani ¢ 6rtendir.

x €Ceky alahm. ¥(x) = 0, p*oy(x) = (x) = 0 ve boylece Cekp CCeky olur.
Dar alt modiillerin alt modiilleri de dar oldugundan Ceky < P,(M)’dir. Onerme

3.3.4°e gore 1 bir izomorfizmadir. O

Onerme 3.3.7 (Bland 1998) 7 : P — M, M 'nin bir projektif ortisi ise
o P/(t;(Cekm)) — M, p(x + t.(Cekn)) = m(x), olarak tanimlanan epimorfizma

M ’nin bir T-projektif ortisudir.

Kanit. Cekyp =Cekn/ (t,(Cekn)) € Fdir. f: P — P/ (t;(Cekn)) kanonik epi-
morfizmasima gore f(Cekn) =Cekn/ (t.(Cekn)) dir. Dar alt modiillerin homomorf
goriintiileri de dar oldugundan Cekyp =Cekn/ (t,(Cekn)) < P/ (t.(Cekm))’dir. O
halde ¢ bir 7-minimal epimorfizmadir. Ayrica t.(Cekw) € 7 ve P t-projektif
oldugundan Onerme 3.3.5%¢ gore P/ (t.(Cekn)) 7-projektif modiildiir. O
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4 BIR TORSION TEORIYE GORE CS
MODULLER

4.1 Kapal1 alt modiiller

Tanim 4.1.1 (Golan 1986) M R-modil, N < M olsun. Herhangi bir W < M alt
modili i¢in N NW C t,(M) iken W C t.(M) oluyorsa N ’ye M i¢inde T-genis alt

modul denir ve N <. M 1ile gosterilir.

M t-torsion modiil ise M 'nin her alt modiilii 7-genigtir.
7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde 7-genig alt modiil kavrami ile genis alt modiil

kavrami aynidir.

On 6nerme 4.1.2 M T-torsion-free bir modul ve N < M olsun. N ’nin M i¢inde

T-genis olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul N 'nin M i¢inde genis olmasidar.

Kanmt. N’'nin M icinde 7-genis oldugunu kabul edelim. L < M icin LN N =0

olsun. LN N =0 = t,(M)dir. Kabulden dolay1 L C t.(M) = 0 yani L = 0 olur.
N <, Mve L<Migin LNN Ct.(M)olsun. LN N = 0’dir. Kabulden dolay1

L =0yani L Ct. (M) olur. O

Teorem 4.1.3 (Golan 1986) M R-modil, N < M olsun. Asagqidaki ifadeler denk-
tar.

(1) N, M i¢inde T-genistir.

(2) N¢, M i¢inde T-genistir.

(8) (N +t.(M)) /t.(M) M/t (M) iginde genistir.

(4) N¢/t.(M) M/t.(M) i¢inde genistir.

Kamt. (1) = (2) W < M i¢gin WN N°¢ C ¢,(M) olsun.

WNNCWNAN®Ct,(M)dir. N M iginde 7-genis oldugundan W C ¢, (M) dir.
(2) = (1) W < M igin, NNW C ¢.(M) olsun.

(NNW) = NnNWe Ct. (M) =t (M)dir. (2)'den dolayn W C W¢ C ¢, (M)’dir.
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(1) = (3) W < M ve t,(M) C W olmak iizere,
(N +t,(M)) /t-(M)] N [W/t;(M)] =0 olsun. Buradan,
WNO(N+t(M)=t.(M)+(NNW) =t.(M) ve NNW C t.(M) olur. (1)'den
dolay1 W C ¢, (M)’dir. Boylece W = t,(M) yani W/t (M) = 0’dur.

(3) = (4) (N +t,(M)) /t.(M) C N¢/t,(M) oldugundan agiktir.

(4) = (1) W < M i¢in, NNW C t.(M) olsun. t,(M) C N°NW* oldugundan
NenWe=t,(M)ve (NNW)* = NnWeCt, (M) =t.(M)dir.

0 = [N/(NnWe n [We/(NenWe)] = [N?/i-(M)] 0 [We/t-(M)]dir.
NeJt. (M) < M/t (M) oldugundan W€/t (M) = 0 yani W¢ = t,.(M)’dir. Boylece
W Ct, (M) dir. O

Uyar14.1.4 M/N € F ise N'nin M iginde T-genis olmasy ile N/t (M) nin
M/t (M) iginde genis olmasi denktir.

Sonug 4.1.5 (Golan 1986) M R-modil, N, M 'nin T-piir ve T-genis bir alt modiilii
ise N, M icinde genistir.

Kanit. W < M icgin NNW =0olsun. NNW =0C ¢, (M)ve N < M
oldugundan W C t,.(M) ve M/N € F oldugundan da ¢,(M) C N’dir. O halde
NNW =W = 0dr. a

Onerme 4.1.6 (Golan 1986) M R-modili ve N,L < M i¢in asagidaki ifadeler
saglanar.

(1) NC L ve N <, M ise L <, M dir.

(2) N <, L <, M ’dir ancak ve ancak N <, M ’dir.

Kanit. (1) N € Lve N <. M olsun. W < M igin LNW C ¢.(M) olsun.
NNW Ct, (M)dir. N <. M oldugundan W C ¢.(M)’dir.

(2) N <, L <, M oldugunu kabul edelim. W < M igin NNW C ¢, (M) olsun.
Nn(WnNL)Ct,(M)NL =t.(L)dir. Kabulden WNL C t,(L) C t,(M) ve boylece
W Ct, (M) elde edilir. O halde N <, M olur.

N <, M kabul edelim. O halde L <, M’dir. W < L i¢in NNW C t.(L) olsun.
t,(L) Ct.(M) oldugundan NNW C ¢, (M) olur ve W C t,.(M) elde edilir. O halde
WNL=W Ct,(M)NL=t.(L) olur. Boylece N <, L’dir. O
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On 6nerme 4.1.7 M R-modiil ve L <, M olsun. Her N < M i¢in NNL <, N ’dir.

Kamt. W < Nicin NNLNW C t,(N) olsun. LNW C t.(N) Ct.(M)dir. L <, M
oldugundan W C ¢.(M)’dir. Buradan WNN =W C ¢, (M) NN = ¢.(N)dir.
Boylece NN L <, N olur. O

Sonug 4.1.8 M R-modil K < K' < M ve L < L' < M olsun. K <, K’ ve
L <, L'ise (KNL) <, (K'N L) dir.

Kanit. K'NL <K' ve K <, K’ oldugundan On 6nerme 4.1.7°den dolay1

KNK'NL=KnNnL< K'NLolur. KNI <L ve L <, L' oldugundan yine
On 6nerme 4.1.77den K’ NL'NL = K'NL <, K'N L' olur. Onerme 4.1.6’dan da
KNL <. K'nL elde edilir. O

Tanim 4.1.9 M R-modil K, N < M olsun.

(1) K 9, N ise N’ye K 'min T-genis geniglemesi denir.

(2) K’nin M iginde kendisinden farkly bir T-genis genislemesi yoksa K ’ya M
weinde T-kapaly alt modul denir.

(3) N <, K ve K, M ig¢inde T-kapaly alt modil ise K ’ya N ’nin M i¢indeki

T-kapanisy denar.

M t-torsion modiil ise M’nin kendisinden farkli bir 7-kapali alt modiilii yoktur.

Ctlinkii M’nin tiim alt modiilleri M iginde 7-genistir.
Onerme 4.1.10 M modiliniin T-kapaly bir alt modili M 'nin T-pur alt modultidir.

Kanit. N, M’nin 7-kapali alt modiilii olsun. Teorem 4.1.3’den dolay1
N <, N¢ < M’dir. Kabulden N = N°€ elde edilir. O halde N, M’nin 7-piir alt

modiludir. O

Teorem 4.1.11 M modilinin her alt modilinin bir T-kapanisy vardar.
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Kanit. N < M olsun. ¥ = {L: N L i¢inde 7-genis} kiimesini olugturalim. N € ¥
oldugundan ¥ # (’dir. ¥ i¢inde {K;},.; zincirini alalm. W < U,_, K; olmak iizere
WNNCt (U, K) =U,_ t(K;) olsun. « € W ise z € K; olacak sekilde bir ¢ € I
vardir. Yani tRN N C K;’dir. Ayrica xRN N C tr(UmKi) oldugundan xRN N C
KNt (U, K;) = t-(K;) elde edilir. Boylece R C t,(K;) olur. Ciinkii N <, K, dir.
Buna gére z € U _ t,(K;) = t-(U,, K;) olur. Béylece W C (U, K;)'dir. Bu da
N <. U, K; oldugunu gosterir. O halde U,_, K; € ¥’dir.

Zorn Onteoremi’ne gére Wnin bir maksimal elemani vardir. Bu elemam K ile
gosterelim. Simdi K’nin N’nin 7-kapanisi oldugunu gorelim.

K <, K’ olacak sekilde bir K’ < M bulundugunu varsayahm. N <. K <, K’
oldugundan N <, K’ yani K’ € ¥ olur. Ancak K, U'nin bir maksimal eleman
oldugundan K = K’ olmahdir. O halde K, M iginde 7-kapal olur. Boylece K,

N’nin M icindeki bir 7-kapanigidir. O

Onerme 4.1.12 M R-modul, B M 'nin bir T-kapal alt modili olsun.
B <K <, M ise K/B <, M/B’dir.

Kanit. N/B < M/B olmak iizere (N/B) N (K/B) C t.(M/B) olsun. Onerme
4.1.10’dan dolay1 B¢ = B oldugunu biliyoruz. Buna gore ¢,(M/B) = B¢/B = 0’dur.
Ayrica K <, M oldugundan NN K = B J, NN M = N’dir. Ayrica B, M’nin
T-kapali alt modiilii oldugundan B = N elde edilir ve ispat biter. O

4.2 Tamlayan alt modiiller

M R-modill ve A < M ise ¥V = {B: AN B C t, (M)} kiimesi bostan farklidir. Bu
kiime kapsama bagntisina gore kismi siralidir. W icinde {B;},.; zincirini alalim.
Her i € I i¢cin AN B; C t,(M) olmas: kullanilarak

AN (UierB;) = Uier (AN B;) €Y (AN B;) C t,(M) ve dolayisiyla Uy B; € U elde
edilir. Zorn Onteoremi’ne gére ¥'nin bir maksimal elemam vardir.

O halde asagidaki tanim1 yapmak uygun olacaktir.
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Tanim 4.2.1 (1) M R-modil olsun. A < M i¢in AN B C t.(M) ozelligine gére
maksimal olan B alt modiline A’nin M i¢indeki T-tamlayansy denir.
(2) C < M olsun. C, S’nin M igindeki bir T-tamlayans olacak sekilde S < M alt

moduli varsa C’ye M i¢inde T-tamlayan alt modil denir ve C <._. M ile gosterilir.

7 = (0,Mod-R) torsion teorisinde T-tamlayan alt modiil kavramu ile tamlayan alt

modiil kavrami aynidir.

On 6nerme 4.2.2 M R-modil, A < M olsun. B, A'mun M icindeki bir 7-

tamlayani 1se B M i¢inde T-piir alt moduldir.

Kanit. B, A'nin M igindeki bir 7-tamlayani olsun. AN B C ¢,(M) oldugundan
(ANB) = AN B Ct. (M) =t,(M)dir. Buna gére AN B° C ¢,(M) olur. B’nin
maksimalliginden dolay1 B = B¢ olmaldir. O

Onerme 4.2.3 M R-modil ve S < M olsun. N, S’nin M igindeki bir 7-

tamlayanidir ancak ve ancak N, S¢'nin M i¢indeki bir T-tamlayanidar.

Kanit. Ilk 6nce N'yi S'nin M icindeki 7-tamlayam olarak kabul edelim.

NNS Ct (M) oldugundan (NN S) = NNS Ct (M) =t,(M)dir. N C K ve

KnNS®Ct.(M)olsun. O halde KNS C t.(M) ve N bu 6zellige gore maksimal

oldugundan N = K olmalidir. Buna gore N, S“nin M igindeki bir 7-tamlayanidir.
Simdi N’yi Snin M i¢indeki 7-tamlayam olarak kabul edelim.N NS¢ C ¢, (M)

ise NN S Ct.(M)olur. Ayrica N C K ve KNS Ct, (M) ise

(KNS)" = KNS C t, (M) = t,(M) olur. N, bu ozellige gore maksimal

oldugundan N = K“dir. Buradan K C N’dir. Boylece N = K elde edilir. Buna

gore N, S’nin M igindeki bir 7-tamlayanidir. O

Teorem 4.2.4 M R-modil, A < M olsun. B, A’nin M i¢indeki bir T-tamlayan:
1se A+ B <. M dir.
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Kanit. Ilk 6nce On énerme 4.2.2'den dolayn M/B € F ve boylece t,(M) C B

oldugunu not edelim. K < M olmak iizere (A + B) N K C t.(M) olsun.

x € AN (B+ K) alahm. x = b+ k olacak sekilde b € B, k € K vardir. O zaman

r—be KN(A+B) Ct, (M) C B ve boylece x € AN B C t,(M) elde edilir. O

halde AN(B+ K) C t,(M)’dir. Kabulden dolay1 B+ K = B yani K C B olmalidir.
Ayrica ANK+BNK =ANK+K =K C (A+B)NK Ct.(M)ve K Ct.(M)

olur. Boylece A+ B <, M’dir. O

Simdi bu teoremin tersinin dogrulugu iizerine ¢aligalim.

Teorem 4.2.5 M R-modil, C <, .M, T <M ve CNT C t (M) olsun.
C+T <. M ise C, T’nin M i¢indeki T-tamlayanidar.

Kanit. C <, .M, T<M,CNT Ct.(M)veC+T <, M olsun. C, S'nin M
i¢indeki bir 7-tamlayani olsun. C' C D ve DNT C t.(M) olacak sekilde bir D < M
bulundugunu kabul edelim. Simdi C' = D oldugunu gérmek istiyoruz. C¢' <, . M
oldugundan C, M iginde 7-piir ve dolayisiyla ¢, (M) C C’dir. Modiilarite kuralindan
(C+T)N(DNS)={(C+T)NnD)NS=({(C+(DNT)HNSC(C+t.(M))NS =
cnNnS Ct(M)olur. (C+T) <. M oldugundan (D N S) C ¢, (M)dir. C’nin
maksimalliginden dolay1 D = C ve boylece C, T"nin M icindeki 7-tamlayanmidir. O

Teorem 4.2.6 M R-modul, B < M olsun. B, M 'nin T-tamlayan alt modiludir

ancak ve ancak B, M nin 7-kapaly alt modulidir.

Kanit. B’yi M’nin 7-tamlayan alt modiilii olarak kabul edelim. B, M icinde A alt
modiiliiniin 7-tamlayani ve B <, B’ < M olsun. (B'NA)NB=ANB Ct, (M) ve
(BBNA)NBCt,(M)NB =t (B') olur. B <, B’ oldugundan
(BN A) C t.(B') C t,(M)dir. B’nin maksimalliginden dolay1 B = B’ olur ve
boylece B, M iginde T-kapali alt modiildiir.

Simdi B’yi M’nin 7-kapali alt modiilii olarak kabul edelim. 7', B’nin M igindeki
bir 7-tamlayani olsun. B’nin 7"nin 7-tamlayani oldugunu gosterelim:

T, B’nin M i¢indeki 7-tamlayani oldugundan B NT C ¢.(M) oldugunu not
edelim. B C Lve LNT C t,(M) olsun. Teorem 4.2.4’e gore B+ T <, M ve
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(B+T)NL <, Lelde edilir. Ayrica (B+T)NL =B+ (LNT)C B+t (M) olur.
B, M iginde 7-kapali oldugundan ¢,(M) C B ve B+t.(M) = B elde edilir. O halde
(B+T)N L= B <, L sonucuna ulagilir. B, M iginde 7-kapali oldugundan B = L

olmalidar. O

Onerme 4.2.7 M R-modiil ve M/B € F olmak tizere B < K <, M iken
K/B <, M/B olsun. A, B’nin M i¢indeki herhangi bir T-tamlayan: ise B, A’nin

M i¢indeky bir T-tamlayanadar.

Kanit. A, B’nin M igindeki herhangi bir 7-tamlayani olsun. AN B C ¢,.(M) olur.
UV={C<M:ANnC Ct. (M), B C C} kiimesinin maximal elemanmmni bulabiliriz.
Bu eleman1 B’ ile gosterelim. (A+B)NB" =B+ (ANB') C B+ t.(M) = B°
olur. Buradan, ((A+ B)/B)N(B'/B) C B°/B =0 =t.(M/B) elde edilir.

B € A+ B <, M oldugundan hipoteze gore (A+ B) /B <, M/B ve boylece
B'/B =0 olur. O

Teorem 4.2.8 (1) C C N C M veC <, .M ise C <,_. N’dir.
(2) C <, o N, CM ise C <, .M dir.

Kanit. (1) C' M iginde X’in 7-tamlayam olsun. C’nin N iginde X N N'ye 7-
tamlayan oldugunu gosterelim: C N (X NN) Ct.(M)NN =t (N)dir. C C D ve
DN (X NN)Ct,(N) olacak sekilde D < N bulunsun.
DN(XNN)=DnNX Ct,(N)Ct,(M)dir. C’nin maksimalliginden dolay1 C' = D
olmaldir.

(2) C, N iginde S’nin 7-tamlayan1 ve N, M iginde T’nin 7-tamlayani olsun.

C <,.«NveN,_.C M oldugundan N/C, M/N € F'dir.
0— N/C— M/C— M/N—0

tam dizisi kullamlarak M/C € F elde edilir. O halde ¢.(M) C C’dir. Simdi C’nin
M iginde S + T'nin 7-tamlayani oldugunu gosterelim:

Ik olarak C'N (S +T) C t.(M) oldugunu gosterelim: C' NS C t.(N) ve
NNT Ct,(M) oldugundan (CNS)+(NNT)Ct,(M)dir. x € CN(S + T) alahm.
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x € Cvex = s+t olacak gekilde s € S, t € T'vardir. z—s =t € NNT C ¢.(M)’dir.
x—s € C'vex € Coldugundan s € C’dir. Buna gérez = s+t € (CNS)+(NNT) C
t,(M) ve boylece x € t, (M) ve dolayisiyla C N (S +T) C t,(M) olur.

Simdi de C' C D olacak gekildeki herhangi bir D < M alt modiilii i¢in
DN (S+T) ¢ t,(M) oldugunu gostermek istiyoruz. Boylece C'nin (S + T')’nin
r-tamlayan1 oldugunu gostermis oluruz. Iki durum séz konusudur.

i) DNN #Cise DONNNS =DNS ¢ t.(N)dir. M/N € F oldugundan
t-(N)=t,(M)ydir. DNS € t,(M) yani DN (S +T) € t. (M) dir.

(i) DN N = C oldugunu kabul edelim. C' C D oldugundan d € D\N segelim.
(N+dR)NT ¢ t,(M)'dir. Buna gore t =n + dr ¢ t.(M) olacak sekilde ¢ € T,
neN,re€ Rvardr. n€ Cisen+dr e Dve DNT € t.(M) elde edilir. Boylece
DN(S+T)Z t;(M)olur. n ¢ Cise (C+nR)NS ¢ t,(N) = t,(M)dir. Buna
gore c+nl = s ¢ t,(M) olacak sekilde c € C, s € S, I € R vardir. tl = (n+dr)l ve
buradan s —tl = c+nl—nl—drl € DN (S +T) elde edilir. Eger s—tl € t,(M) C N
olsaydi s —tl € N ve s € N oldugundan t{ € NNT C t.(M) olurdu. Ancak
s—tl €t.(M) ve tl € t,(M) oldugundan s € t,(M) celigkisi elde edilirdi. O halde
DN(S+T) ¢t (M)dir. O

Sonug 4.2.9 C C N C M olsun. C, N i¢inde T-kapalr ve N, M i¢inde T-kapals ise
C, M 'nin T-kapaly alt modultidiir.

Kanit. C, N iginde 7-kapali ve N, M icinde 7-kapali oldugundan C, N ic¢inde bir
T-tamlayan ve N, M icinde bir 7-tamlayandir. Teorem 4.2.8’e gore C, M iginde bir
T-tamlayan Teorem 4.2.6’dan dolay1 da C', M iginde 7-kapali alt modiildiir. a

4.3 CS Modiuller

Tanim 4.3.1 M R-modul olsun. M ‘nin her T-kapalv alt modili M 'nin bir dik

toplanans ise M ye 7-CS modul denir.
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Ornek 4.3.2 (1) M T-torsion bir modiil ise M 'nin kendisinden farkly T-kapaly alt
modiilii yoktur. Buna gére her T-torsion modil 7-CS’dir. Ozel olarak Goldie torsion
teoride M tekil modiil ise M 15-CS modildiir.

(2) x = (Mod-R,0) torsion teorisinde her R-modil T-CS dir.

(8) € = (0,Mod-R) torsion teorisinde T-CS modil kavram ile CS modiil kavrama
aynadar.

(4) Her yaribasit ve T-kokritikal modil T-CS modildir.

(5) M t-torsion-free bir modil ise M 'nin 7-CS olmasi ile CS olmasiy denktir.

On 6nerme 4.3.3 M 'nin 7-CS modiil olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul M 'nin

her alt modilinin M 'nin bir dik toplanans icinde T-genis olmasidir.

Kanit. M’nin 7-CS modiil oldugunu kabul edelim. N < M ve L, N'nin M igindeki
T-kapanigi olsun. N <, L < M, ve L, M icinde 7-kapali alt modiildiir. M 7-CS
oldugundan L, M’nin bir dik toplananidir.

M’nin her alt modiiliiniin M 'nin bir dik toplanani i¢inde 7-genis oldugunu kabul
edelim. N, M’nin bir 7-kapali alt modiilii olsun. N <. A olacak sekilde M nin bir
A dik toplanami vardir. N 7-kapali oldugundan N = A olmalidir. O

Tamim 4.3.4 (Smith vd 1997) M bir R-modil olsun. M ’'nin her alt modili M 'nin

bir dik toplanam i¢inde T-yogun ise M "ye T-komplement modul denir.

Onerme 4.3.5 (Smith vd 1997) M 'nin 7-komplement modiil olmas ile M “nin her

T-pur alt modilinin M nin bir dik toplanant olmasi denktir.

Kanit. M’nin 7-komplement oldugunu kabul edelim. M/B € F ise C/B € T
olacak gekilde M’nin bir C' dik toplanam vardw. M/B € F ve C/B < M/B
oldugundan C/B € T NF = 0'dir. Boylece C' = B’dir yani B M’nin bir dik
toplananidir.

M’nin her 7-piir alt modiiliintin M 'nin bir dik toplanani oldugunu kabul edelim.
B < M olsun. t,(M/B) = C/B olacak sekilde C' < M vardur.
(M/B)/(t;,(M/B)) = (M/B)/(C/B) ~ M/C € F oldugundan C, M’nin bir dik
toplananidir. C'/B € T oldugundan da M 7-komplement modiildiir. O
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Teorem 4.3.6 Her T-komplement modil 7-CS modiildir.

Kanit. M 7-komplement modiil ve K, M’nin 7-kapali alt modiili olsun. K, M
icinde 7-piirdiir. Onerme 4.3.5%¢ gore K, M’nin bir dik toplananidur. O

Onerme 4.3.7 (Smith vd 1997) Her CS modiil 7¢-komplement modiildiir.

Kanit. M bir CS modiil ve B < M olsun. B < C olacak sekilde M’nin bir C' dik
toplanan vardir. C/B singular modiil oldugundan C'/B € 7 dur. Béylece M bir

Ta-komplement modiildiir. g

Sonug 4.3.8 Goldie torsion teoride her CS modiil To-CS dir.
Onerme 4.3.9 (Smith vd 1997) Her T-torsion-free, T-komplement modil CS’dir.

Kanmit. M 7-torsion-free, 7-komplement modiil ve B, M’nin bir altmodiilii olsun.
C'/B € T olacak sekilde M'nin C' dik toplanani vardir. C', 7-torsion-free ve C'/B € T
oldugundan B < C"dir. Boylece M CS modiildiir. O

Onerme 4.3.10 (Smith wvd 1997) 7-komplement modiiller swafi  homomorf

gorintiler altinda kapalidr.

Kanit. M 7-komplement modiil ve B < M olsun. C/B < M/B alahm. M, 7-
komplement oldugundan D/C € T ve M = D & L olacak sekilde bir L < M vardir.
D/C ~ (D/B)/(C/B) e T, yani C/B, D/B iginde T-yogundur.

M/B= (D& L)/B~D/B&(L+ B)/B,yani D/B, M/B’nin bir dik toplananidur.
Béylece M /B 1-komplement modiildiir. a

Onerme 4.3.11 (Smith vd 1997) M 7-komplement ve T T-torsion bir modiil olsun.
M & T, T-komplement modildiir.
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Kanit. M, 7-komplement oldugundan ¢, (M), M’ nin bir dik toplananidir.

M = t.(M) @& B olacak sekilde bir B € F vardir. M T = B& (T &t.(M))
oldugundan ispat1 7-torsion bir modiil ve 7-torsion-free, 7-komplement bir modiil
igin yapmak yeterlidir. M’yi 7-torsion-free kabul edelim. D, M & T’nin bir 7-
piir altmodiilii olsun. ¢.(D) =t,(M &T) =t.(T)=T'dir. D=DnNn(MaT) =
Dn(M&t (D)) =t (D)®(MND) =T®&(MND)ve M/ (MND)~(M+D)/D=
(M@T)/D € Fdir. M, T-komplement oldugundan M = (M N D) @ C olacak
sekilde C' < M vardir. O halde M &T = (M ND)&C&T = D@ C’dir. Buna gore
M & T, T-komplement modiildiir. a

Onerme 4.3.12 (Smith vd 1997) Bir M modiili i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) M, bir T-komplement modildir.
(2) M =t.(M) @ B olacak sekilde bir T-komplement B modiili vardur.

Kamt. (1) = (2) M, 7-komplement olsun. ¢,(M), M’nin bir dik toplanam
oldugundan M = t,(M) & B olacak sekilde bir B < M vardir. M, 7-komplement
oldugundan B de 7-komplement modiildiir.

(2) = (1) t,(M) € T ve B t-komplement oldugundan Onerme 4.3.11’den dolay1
M =t.(M)® B t-komplement modiildiir. O

Teorem 4.3.13 7-CS modiillerin her dik toplanani 7-CS modiildiir.

Kanit. M 7-CS modiil ve M = M; & M, olsun. M;’in T-kapali bir NV alt modiiliinii
alahm. N’ = N @& M, olsun. N’ alt modiiliiniin M iginde 7-kapal oldugunu
gosterelim:

N <. T < M olsun. MyNN' =M N(N&M,) =N+ (M, N M) = Ndir.
N'" <. T ve My <, M; oldugundan N'NM; =N <, TNM, C My veTNM =N
olur. Clnkii N, M i¢inde 7-kapahdir. T'=T N (M; & Ms) = My + (TN M) =
My + N = N’ olur. Boylece N', M iginde 7-kapal alt modiildiir. M’nin 7-CS
oldugunu kullanarak M = N’ @& K olacak sekilde bir K < M bulabiliriz. Buradan
M=N&K=N@M®Kolu. M = MNM = (NoMdK)N M, =
N & (MyN (M ® K)) olur. Béylece M; 7-CS modiildiir. O
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Sonug 4.3.14 7-CS modiillerin T-kapaly alt modiilleri de 7-CS’dir.

Teorem 4.3.15 7 pir inductive bir torsion teori, M R-modil ve M 'nin her T-ptrce

genis altmoduli T-genis olsun. M T-bolimli modiil ise 7-CS modiildiir.

Kanit. M bir 7-boliimlii R-modiil ve N, M’nin 7-kapali bir alt modiilii olsun.
Teorem 3.2.9’a gore N'nin M ic¢inde kapsanan bir 7-boliimli hull’i vardir. L, N'nin
M icindeki bir 7-boliimli hull’i olsun. N L iginde 7-piirce genistir. Hipotezden
dolay1 N, L iginde 7-genistir. O halde N = L olmalidir. Buna gore N 7-boltimliidiir
M/N € F ve N 7-bolimlii oldugundan N, M’nin bir dik toplanamdir.
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SONUC

Bu tezin ilk {i¢ boliimiinde CS modiillerin torsion teoride yeni bir genellemesini
yapabilmek i¢in hazirlik yapildi. Son boliimde ise Golan’in tanimlamig oldugu -
genig altmodiil kavramindan yaralanilarak 7-kapali ve 7-tamlayan alt modiil kavram-
lar1 tanimlandi. Daha sonra da amacimiz olan 7-CS modiil tanimi verildi ve baz
temel Ozellikleri galigildi. Ayrica 7-CS modiillerin Smith’in tanimlamig oldugu -
komplement modiiller ile olan baglantis1 Teorem 4.3.6’da “Her 7-komplement modiil
7-CS modiildiir.” ile verildi. Her injektif modiiliin CS oldugu gergegine benzer olarak
da Teorem 4.3.15'de “7 piir inductive bir torsion teori, M R-modil ve M nin her
T-plirce genig altmodiilii 7-genig olsun. M 7-bolimli modiil ise 7-CS modiildiir.”

sonucu elde edildi.
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