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�OZET

TORSION TEOR_IDE �ORT�ULER VE HULL

Se�cil C�EKEN

Y�uksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Dan��sman: Yrd. Do�c. Dr. Mustafa ALKAN

May�s-2009, 78 Pages

Bu tezin amac� torsion teorinin temel �ozelliklerini incelemek ve mod�ul teorideki

baz� kavramlar�n torsion teorideki genellemelerini ara�st�rarak CS mod�ullerin yeni bir

genellemesini yapmakt�r.

Bu tez d�ort b�ol�umden olu�smaktad�r. Birinci b�ol�umde, mod�ul teorideki temel

tan�m ve teoremler ispats�z olarak verilmi�stir.

_Ikinci b�ol�um�un, ilk k�sm�nda torsion teorinin tan�m� ve baz� �ozellikleri ince-

lenmi�stir. Sonraki k�s�mda ise daha sonraki b�ol�umlerin temel kavramlar� olacak

olan � -yo�gun ve � -p�ur alt mod�ul tan�mlar� ve �ozellikleri verilmi�stir. Ayr�ca mod�ul

teorideki �onemli bir mod�ul s�n�f� olan basit mod�ullerin genellemesi olarak, � -basit ve

� -kokritikal mod�ul kavramlar� tan�t�lm��st�r. Bu kavramlar ile ilgili temel �ozellikler

verildikten sonra, maksimal alt mod�ullerin genellemesi olan � -maksimal alt mod�uller

tan�t�lm��st�r. Daha sonra da mod�ul teorideki gibi � -dar alt mod�ul kavram� ile � -

radikal kavramlar� aras�ndaki ba�g�nt� incelenmi�stir. Ayr�ca, mod�ul kuram�n�n �onemli

teoremlerinden biri olan Nakayama Lemma'n�n bir genellemesi de verilmi�stir.

�U�c�unc�u b�ol�umde, bir torsion teoriye g�ore injektif ve projektif mod�uller

tan�mlanarak, injektif hull ve projektif �ort�u kavramlar�n�n torsion teorideki

genellemeleri incelenmi�stir. Ayr�ca bu b�ol�umde (0;Mod-R) torsion teorisinde in-

jektif mod�ullere kar�s�l�k gelen � -b�ol�uml�u mod�ul kavram� da verilmi�stir.

Son b�ol�umde, CS mod�ullerin torsion teorideki yeni bir genellemesini elde et-

mek amac�yla, � -kapal� ve � -tamlayan alt mod�uller tan�mlanarak, � -CS mod�ul

tan�mlanm��st�r. Daha sonra da bu yeni kavramlar�n �ozellikleri ara�st�r�lm��st�r.

ANAHTAR KEL_IMELER: Torsion teori, � -injektif mod�ul, � -projektif mod�ul,

� -b�ol�uml�u mod�ul, � -injektif hull, � -projektif �ort�u, � -b�ol�uml�u hull, � -CS mod�ul.
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ABSTRACT

COVERS and HULLS RELATIVE TO TORSION THEORIES
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May-2009, 78 Pages

The aim of this thesis is to examine fundamental properties of torsion theory

and make a new generalization of CS modules by studying generalizations of some

concepts in module theory relative to a torsion theory.

This thesis consists of four chapter. In the �rst chapter fundamental de�nitions

and theorems in module theory are given without proofs.

In the �rst part of the second chapter de�nition and some properties of torsion

theory are examined. In the next part, de�nitions and properties of � -dense and � -

pure submodules, which will be basic notions of next chapters, are given. Moreover

as a generalization of simple module which is an important module class in module

theory � -simple and � -cocritical modules are introduced. After giving fundamen-

tal properties of these concepts, � -maximal submodules which are generalizations of

maximal submodules are introduced. Then the connection between � -small submod-

ules and � -radical is established as in module theory. Furthermore a generalization

of Nakayama Lemma which is an important theorem of module theory is given.

In the third chapter injective and projective modules are de�ned relative to a

torsion theory and generalizations of injective hulls and projective covers are exam-

ined in a torsion theory. Moreover in this chapter, the concept of � -divisible module

which coincides with injective module in (0;Mod-R) is given.

In the last chapter � -CS modules are de�ned by de�ning � -closed and � -

complement submodules in order to obtain a new generalization of CS modules.

Then properties of these new concepts are investigated.

KEY WORDS: Torsion theory, � -injective module, � -projective module, � -

divisible module, � -injective hull, � -projective cover, � -divisible hull, � -CS module.
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�ONS�OZ

Torsion teorileri mod�ul teorinin �onemli �cal��sma konular� aras�ndad�r. C� �unk�u

burada elde edilen sonu�clar mod�ul teorideki sonu�clar� genellemektedir. Bu

ama�cla bir�cok yazar �onemli mod�ul s�n�
ar�n�n torsion teorideki karakterizasyonlar�n�

ara�st�rm��st�r. �Orne�gin 1997'de Patrick Smith komplement mod�ullerin genellemesi

olarak � -komplement mod�ul kavram�n� tan�mlam��s ve �ozelliklerini incelemi�stir. 2007

y�l�nda, mod�ul teoride �onemli bir mod�ul s�n�f� olan CS mod�ullerin torsion teorideki

bir karakterizasyonu, Charalambides ve Clark taraf�ndan ara�st�r�lm��st�r.

Bu �cal��smada Charalambides ve Clark'dan farkl� olarak, CS mod�ullerin torsion

teoride yeni bir karakterizasyonu elde edilmi�s ve temel �ozellikleri incelenmi�stir.

Bu tez �cal��smas�nda ve bug�une kadar yapt��g�m t�um �cal��smalarda bilgi ve

deste�giyle yan�mda olan, bana her zaman inanan ve g�uvenen �cok de�gerli hocam

Yrd. Do�c. Dr. Mustafa ALKAN'a te�sekk�urlerimi sunar�m.
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S_IMGELER ve KISALTMALAR D_IZ_IN_I
Z Tam say�lar k�umesi

N Pozitif tam say�lar k�umesi

Q Rasyonel say�lar k�umesi

�i2IMi Mi mod�ullerinin dik toplam�

�i2IMi Mi mod�ullerinin dik �carp�m�

N �M N M 'nin alt mod�ul�u

N EM N M 'nin geni�s alt mod�ul�u

N E� M N M 'nin � -geni�s alt mod�ul�u

N �c M N M 'nin tamlayan alt mod�ul�u

N ���c M N M 'nin � -tamlayan alt mod�ul�u

N << M N M 'nin dar alt mod�ul�u

N <<� M N M 'nin � -dar alt mod�ul�u

J(M) M mod�ul�un�un Jacobson Radikali

J� (M) M mod�ul�un�un � -radikali

HomR(M;N) M 'den N 'ye R-mod�ul homomor�zmalar�n�n k�umesi

C�ek (f) f homomor�zmas�n�n �cekirde�gi

G�or(f) f homomor�zmas�n�n g�or�unt�us�u

E(M) M mod�ul�un�un injektif hull'�u

E� (M) M mod�ul�un�un � -injektif hull'�u

ExtiR i: Ext funktoru

t� (M) M mod�ul�un�un � -torsion alt mod�ul�u

F� (M) M mod�ul�un�un � -yo�gun alt mod�ullerinin k�umesi

P� (M) M mod�ul�un�un � -p�ur alt mod�ullerinin k�umesi

v



1 G_IR_IS�

Herhangi bir k�ume �uzerinde i�slem yapabilmek i�cin bu k�umenin elemenlar� �uzerinde

bir cebirsel yap�ya ihtiya�c vard�r. �Orne�gin, A = fa; b; cg ve X; Y 2 P (A) i�cin

X+Y = (X [Y )� (X \Y ) i�slemi ile A'n�n kuvvet k�umesi P(A) de�gi�smeli gruptur.
Ayr�ca X + Y = (X [ Y ) � (X \ Y ) ve X:Y = X \ Y i�slemleri ile de P(A) bir
halkad�r.

fag+ x = fbg (�)

fagfc; ag+ fbgx = fbg (��)

denklemlerini g�oz �on�une alal�m. Halka yap�s� ve k�umenin sonlu olmas� kullan�larak

bu denklemlerin �c�oz�um�un�un var olup olmad��g� kolayca kontrol edilebilir ve varsa da

bu �c�oz�umler bulunabilir. Burada (�)'�n �c�oz�um�u x = fb; ag'd�r. Fakat fbg'nin halka
yap�s�nda tersi olmad��g�ndan (��)'�n �c�oz�um�u yoktur. Ancak elimizde her zaman
bu �sekilde basit k�umeler olmayabilir. O halde bir k�umenin elemanlar� �uzerindeki

cebirsel yap�y� incelemek olduk�ca �onemlidir.

Bir k�ume �uzerindeki grup ya da halka yap�s�na benzer olarak, bir cisim yard�m�

ile de�gi�smeli grup �uzerine yeni bir yap� te�skil edilebilir. Bu yap�, de�gi�smeli grubun

cisim �uzerindeki, vekt�or uzay� yap�s� olarak adland�r�l�r. Bu t�ur yap�lar yard�m� ile de

k�ume �uzerinde de�gi�sik i�slemler yapabiliriz. Bu sebepten dolay�, vekt�or uzay� kavram�

matemati�gin ve dolay�s�yla bilim d�unyas�n�n en �onemli kavramlar�ndan biridir. An-

cak (��)'�n �c�oz�um�u i�cin vekt�or uzay� kavram� da yetersiz kalmaktad�r. Bundan

dolay� yeni bir kavrama ihtiya�c duymaktay�z.

Tan�m 1.0.1 (Dummit ve Foote 1999) R birimli halka ve M toplamsal Abel grubu

olsun. � : M � R ! M fonksiyonu �(m; r) = mr ile g�osterilmek �uzere her r; s 2 R
ve a; b 2M i�cin,

a) (a+ b)r = ar + br

b) a(r + s) = ar + as

c) a(rs) = (ar)s

d) a1R = a

�ozellikleri sa�glan�yor ise M 'ye (sa�g) R-mod�ul denir.

1



Yukar�daki tan�mdan a�c�kca g�or�uld�u�g�u gibi, her vekt�or uzay� mod�uld�ur. Ayr�ca

G de�gi�smeli bir grup ve n 2 G r 2 Z i�cin

n:r =

8>>><>>>:
n+ � � �+ n r > 0

0 r = 0

�n� � � � � n r < 0

tan�m� ile G bir Z-moduld�ur.
Bundan sonra R ile birimli bir halkay� ve M ile R �uzerindeki sa�g R{mod�ul�u

g�osterece�giz.

Bu tezde vekt�or uzaylar�n genellemesi olan mod�ullerin de�gi�sik karakterizasyonu

�uzerinde �cal��sa�ca�g�z. Bu b�ol�um�unde ise, daha sonra kullanaca�g�m�z mod�ul teorinin

temel bilgilerini de�gi�sik kaynaklardan ispats�z bir �sekilde verece�giz. Mod�ul teorinin

temel ta�slar�ndan olan bir e�sitlik ile ba�slayal�m.

�Onerme 1.0.2 (Mod�ularite Kural�) M R-mod�ul, K;H;L M 'nin alt mod�ulleri ve

K � H olsun. H \ (K + L) = K + (H \ L) d�r.

Tan�m 1.0.3 (Dummit ve Foote 1999)

:::
fi�1�! Ai�1

fi�! Ai
fi+1�! Ai+1 �! :::

mod�ul homomor�zmas� dizisi ve her i 2 Z i�cin Imfi =C�ekfi+1 ise bu diziye tam
dizi denir.

�Ozel olarak 0 �! A
f�! B

g�! C �! 0 �seklindeki tam diziye k�sa tam dizi

denir.

Teorem 1.0.4 (Dummit ve Foote 1999) R bir halka,

0 �! A1
f�! B

g�! A2 �! 0

bir k�sa tam dizi i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir;

(i) h : A2 �! B; gh = 1A2 olacak �sekilde bir h; homomor�zmas� vard�r,

(ii) k : B �! A1; kf = 1A1 olacak �sekilde bir k; homomor�zmas� vard�r,

(iii) B ' A1 � A2'dir.

2



Tan�m 1.0.5 (Dummit ve Foote 1999) R bir halka olsun

0 �! A1
f�! B

g�! A2 �! 0 k�sa tam dizisi i�cin yukar�daki teoremin denk

ko�sullar�ndan biri sa�glan�yorsa bu k�sa tam diziye b�ol�un�ur denir.

Tan�m 1.0.6 (Dummit ve Foote 1999) M R-mod�ul ve fm�g�2� ; M 'nin bir �urete�c
k�umesi olsun. M 'nin her eleman� m = a1m�1 + ::::::akm�k ; ai 2 R;�i 2 � ve k 2 N
olacak �sekilde tek t�url�u yaz�labiliyorsa M 'ye R �uzerinde serbest mod�ul denir.

�Ornek 1.0.7 1) R halkas� kendi �uzerinde serbest R-mod�uld�ur.

2) R bir de�gi�smeli halka olsun. R[x] polinomlar halkas� bir serbest R-mod�uld�ur.

fxigi�0 R[x]'in bir taban�d�r.

Teorem 1.0.8 (Dummit ve Foote 1999) Her R-mod�ul bir serbest R-mod�ul�un homo-

morf g�or�unt�us�ud�ur.

M ve N R-mod�uller olsun.

HomR(M;N) = ff j f :M ! N R-homomor�zmas�g

k�umesi fonksiyonlardaki toplama i�slemi ile Abel grubudur. Ayr�ca L; M; D R-

mod�uller ve  : L!M bir homomor�zma olmak �uzere,

 � : HomR(D;L) ! HomR(D;M),  
�(f) =  of ve olarak tan�mlanan d�on�u�s�um

bir Abel grubu homomor�zmas�d�r.

Teorem 1.0.9 (Dummit ve Foote 1999) (1) D; L; M ve N R-mod�uller olsun.

0 �! L
 �!M

'�! N �! 0

dizisi tam ise

0 �! HomR(D;L)
 ��! HomR(D;M)

'��! HomR(D;N)

dizisi de tamd�r.

(2) D R-mod�ul ve M
'�! N �! 0 dizisi tam olsun.

'� : HomR(N;D) �! HomR(M;D); '�(f) = fo' olmak �uzere,

0 �! HomR(N;D)
'��! HomR(M;D)

dizisi de tamd�r.
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�Onerme 1.0.10 (Dummit ve Foote 1999) A R-mod�ul ve fMigi2I ; R-mod�ul ailesi
olsun.

(1) �
i2IHomR(Mi; A) ' HomR(�

i2I
Mi; A):

(2) �
i2IHomR(A;Mi) ' HomR(A;�i2IMi):

Teorem 1.0.11 (Dummit ve Foote 1999) P R-mod�ul olsun. A�sa�g�daki ifadeler

denktir.

(1) Herhangi L; M ve N R-mod�ulleri i�cin 0 �! L
 �! M

'�! N �! 0 dizisi

tam ise 0 �! HomR(P;L)
 ��! HomR(P;M)

'��! HomR(P;N) �! 0 dizisi tamd�r.

(2) M ve N iki R-mod�ul ve M
'�! N �! 0 dizisi tam olsun. Bu durumda her

f 2 HomR(P;N) i�cin 'og = f olacak �sekilde bir g 2 HomR(P;M) vard�r.

(3) Her 0 �! L �!M �! P �! 0 k�sa tam dizisi b�ol�un�ur.

(4) P bir serbest R-mod�ul�un dik toplanan�d�r.

Tan�m 1.0.12 (Dummit ve Foote 1999) Yukar�daki teoremin denk ko�sullar�n�

sa�glayan P mod�ul�une projektif mod�ul denir.

�Ornek 1.0.13 1) Her serbest mod�ul projektiftir.

2) p ve q farkl� asallar olmak �uzere R = Z=pqZ olsun.
i; i�cerim d�on�u�s�um�u, q�(x+ pqZ) = qx+ pqZ olmak �uzere,

0 �! pZ=pqZ i�! Z=pqZ q��! qZ=pqZ �! 0

tam dizisi b�ol�un�ur. Buna g�ore qZ=pqZ projektif R-mod�uld�ur, ancak serbest R-mod�ul
de�gildir.

3) Q projektif Z{mod�ul de�gildir.

�Onerme 1.0.14 (Dummit ve Foote 1999) fPigi2I bir R-mod�ul ailesi olsun.
�

i2IPi projektiftir ancak ve ancak her i 2 I i�cin Pi projektiftir.

Teorem 1.0.8'e g�ore her mod�ul bir serbest mod�ul�un homomorf g�or�unt�us�u olarak

yaz�labilir. Yani, F
f! M ! 0; F=C� ekf ' M olacak �sekilde F serbest R-mod�ul�u

ve f R-homomor�zmas� vard�r. E�ger C� ekf � F ise serbest mod�ul�u kullanarak M

mod�ul�un�u belirlemek daha kolayd�r. Bundan dolay� a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

4



Tan�m 1.0.15 (Anderson ve Fuller 1992) M R-mod�ul olsun. E�ger P projektif R-

mod�ul, f : P ! M epimor�zma ve C�ekf � P ise (P; f) ikilisine M 'nin projektif

�ort�us�u (projective cover) denir.

A�c�k bir �sekilde M projektif R-mod�ul ise projektif �ort�us�u kendisidir. Ancak her

mod�ul�un projektif �ort�us�u olmas� gerekmez.

�Ornek 1.0.16 Q; Z-mod�ul�u projektif �ort�uye sahip de�gildir.

Kan�t. Q Z-mod�ul�un�un projektif �ort�uye sahip olmad��g�n� g�osterelim.
P projektif Z-mod�ul, f : P ! Q ve C�ekf � P olsun. Z temel ideal b�olgesi

oldu�gundan P serbest mod�uld�ur yani P ' �Z'dir. J(�Z) = 0 oldu�gundan
J(P ) = 0'd�r. Buradan, C� ekf �

P
L�P L = J(P ) = 0 elde edilir. B�oylece f bir

izomor�zma yani P ' Q serbest mod�ul olur. Bu ise bir �celi�skidir. 2

Teorem 1.0.17 (Anderson ve Fuller 1992) M R-mod�ul olsun. M 'nin projektif

�ort�us�u varsa bu �ort�u izomor�zma fark� ile tektir.

Tan�m 1.0.18 (Luthar ve Passi 2002) A�sa�g�daki (a) ve (b) ko�sullar�n� sa�glayan

L mod�ul�une ve � 2 HomR(N;L), �
0 2 HomR(N

0; L) homomor�zmalar�na � 2
HomR(M;N) ve �0 2 HomR(M;N 0) homomor�zmalar�n�n push{out'u denir.

(a) �0�0 = ��

(b) Bir L1 mod�ul�u ve �1 2 HomR(N;L1), �
0
1 2 HomR(N

0; L1) i�cin �1 = 
� ve

�01 = 
�0 olacak �sekilde tek bir 
 2 HomR(L;L1) vard�r.

Teorem 1.0.19 (Luthar ve Passi 2002) � 2 HomR(M;N) ve �0 2 HomR(M;N 0)

homomor�zmalar�n�n push-out'u her zaman vard�r ve izomor�zma fark� ile tektir.

Teorem 1.0.20 (Luthar ve Passi 2002) a; �0; � ve �0 Tan�m 1.0.18'deki homomor-

�zmalar olmak �uzere a�sa�g�daki ifadeler sa�glan�r.

(1) � birebir ise �0 de birebirdir.

(2) �0 birebir ise � da birebirdir.

(3) N= (G�or�) ' L= (G�or�0)

(4) N 0= (G�or�0) ' L= (G�or�)

5



Teorem 1.0.21 (Dummit ve Foote 1999) Q R-mod�ul olsun. A�sa�g�daki ifadeler

denktir.

(1) Herhangi L;M;N R-mod�ulleri i�cin 0 �! L
 �! M

'�! N �! 0 dizisi tam

ise 0 �! HomR(N;Q)
'��! HomR(M;Q)

 ��! HomR(L;Q) �! 0 dizisi de tamd�r.

(2) L ve M iki R-mod�ul, 0 �! L
 �!M dizisi tam ve her f 2 HomR(L;Q) i�cin

go = f olacak �sekilde bir g 2 HomR(M;Q) vard�r.

(3) E�ger Q bir M R-mod�ul�un�un alt mod�ul�u ise Q; M 'nin bir dik toplanan�d�r.

Yani her 0 �! Q �!M �! N �! 0 k�sa tam dizisi b�ol�un�ur.

Tan�m 1.0.22 (Dummit ve Foote 1999) Yukar�daki teoremin ko�sullar�n� sa�glayan

Q mod�ul�une injektif mod�ul denir.

�Ornek 1.0.23 1) Q injektif Z-mod�uld�ur.
2) Z injektif Z-mod�ul de�gildir.

�Onerme 1.0.24 (Dummit ve Foote 1999) fMigi2I bir R-mod�ul ailesi olsun.
�i2IMi injektiftir ancak ve ancak her i 2 I i�cin Mi injektiftir.

Teorem 1.0.25 (Baer Kriteri) Q injektif R-mod�uld�ur ancak ve ancak R'nin her

I (sa�g) ideali i�cin herhangi bir g : I ! Q; R-homomor�zmas� bir G : R ! Q,

R-homomor�zmas�na geni�sletilebilir.

Tan�m 1.0.26 (Goodearl ve War�eld 1989) M R-mod�ul olsun.

1) A � M olsun. M 'nin s�f�rdan farkl� her C alt mod�ul�u i�cin A \ C 6= 0 ise

A'ya M 'nin bir geni�s (essential) alt mod�ul�u denir ve A EM ile g�osterilir. M 'ye de

A'n�n bir geni�s geni�slemesi (essential extension) denir.

2) M 'nin s�f�rdan farkl� her alt mod�ul�u M 'nin geni�s alt mod�ul�u ise M 'ye d�uzg�un

(uniform) mod�ul denir.

�Ornek 1.0.27 1) Q; Z-mod�ul�un�un s�f�rdan farkl� t�um alt mod�ulleri geni�stir. O

halde Q d�uzg�un Z-mod�uld�ur.
2) R = Z=12Z, M = Z=12Z olsun. 3Z=12Z, Z=12Z i�cinde geni�s alt mod�ul

de�gildir.
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�Onerme 1.0.28 (Goodearl ve War�eld 1989)M R-mod�ul olsun. A�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(a) A E B'dir ancak ve ancak her 0 6= b 2 B i�cin br 6= 0 ve br 2 A olacak �sekilde
bir r 2 R vard�r.

(b) A;B;M R-mod�uller ve A � B � M olsun. A E M 'dir ancak ve ancak

A E B EM 'dir.

(c) A1; A2; B1; B2 M 'nin alt mod�ulleri olsun. A1 E B1 ve A2 E B2 ise

A1 \ A2 E B1 \B2'dir.
(d) A �M ve f : B !M bir R-homomor�zmas� olsun. A EM ise

f�1(A) E B'dir.

(e) fAigi2I ; M 'nin alt mod�ullerinin ba�g�ms�z ailesi ve her i 2 I i�cin
Ai E Bi � M olsun. fBigi2I ba�g�ms�z bir ailedir. Ayr�ca, �i2IAi E �

i2IBi'dir

ancak ve ancak her i 2 I i�cin Ai E Bi'dir.

Tan�m 1.0.29 (Lam 1998)

1) N; M 'nin bir alt mod�ul�u olsun. M 'nin herhangi bir L alt mod�ul�u, N \L = 0
�ozelli�gine g�ore maksimal ise L'ye N 'nin M i�cindeki tamlayan� (complement) denir.

2) E�ger L; M 'nin herhangi bir alt mod�ul�un�un tamlayan� ise L'yeM 'nin tamlayan

alt mod�ul�u denir ve L �c M ile g�osterilir.

Zorn �Onteoremi kullan�larak her N �M alt mod�ul�un�un M i�cinde bir tamlayan�

oldu�gu g�or�ulebilir.

�Onerme 1.0.30 (Goodearl ve War�eld 1989) N �M olsun. L; N 'nin M i�cindeki

bir tamlayan� ise N � L EM 'dir.

Tan�m 1.0.31 (Goodearl ve War�eld 1989)M R-mod�ul ve A; M 'nin bir alt mod�ul�u

olsun. A'n�n �oz geni�s geni�slemesi yoksa A'ya M 'nin kapal� (closed ) alt mod�ul�u

denir.

�Onerme 1.0.32 (Dung vd 1994) M R{mod�ul olmak �uzere K � L �M ve N �M

olsun.

(1) N E H olacak �sekilde M 'nin kapal� bir H alt mod�ul�u vard�r.
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(2) K; M 'nin kapal� alt mod�ul�ud�ur ancak ve ancak K � Q ve Q E M ise

Q=K EM=K'd�r.

(3) L; M 'nin kapal� alt mod�ul�u ise L=K; M=K'n�n kapal� alt mod�ul�ud�ur.

(4) K; L'nin kapal� alt mod�ul�u ve L de M 'nin kapal� alt mod�ul�u ise K; M 'nin

kapal� alt mod�ul�ud�ur.

�Onerme 1.0.32'deki H alt mod�ul�une N 'nin M i�cindeki bir kapan��s� (closure)

denir.

�Onerme 1.0.33 (Lam 1998) C; M 'nin bir alt mod�ul�u olsun. C; M i�cinde kapal�d�r

ancak ve ancak C; M 'nin bir tamlayan alt mod�ul�ud�ur.

Mod�ul teoride injektif mod�ullerin bir genellemesi olarak CS mod�uller

tan�mlanm��st�r.

Tan�m 1.0.34 (Dung vd 1994) M R-mod�ul olsun. M 'nin her kapal� alt mod�ul�u

M 'nin bir dik toplanan� ise M 'ye CS mod�ul denir.

�Ornek 1.0.35 (Dung vd 1994) 1) Yar�basit mod�uller, d�uzg�un mod�uller, injektif

mod�uller CS mod�ullerdir.

2) �Z CS Z-mod�ul de�gildir.

�Onerme 1.0.36 (Dung vd 1994) M CS mod�uld�ur ancak ve ancak M 'nin her alt

mod�ul�u M 'nin bir dik toplanan� i�cinde geni�stir.

�Onerme 1.0.37 (Dung vd 1994) CS mod�ullerin her dik toplanan� da CS mod�uld�ur.

�Onerme 1.0.38 (Goodearl ve War�eld 1989) M R-mod�ul olsun. M injektiftir an-

cak ve ancak M 'nin �oz geni�s geni�slemesi yoktur.

Teorem 1.0.39 (Goodearl ve War�eld 1989) E injektif mod�ul ve A; E'nin bir alt

mod�ul�u olsun.

A injektif mod�uld�ur ancak ve ancak A; E'nin kapal� alt mod�ul�ud�ur.
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Teorem 1.0.40 (Sharpe ve V�amos 1972) E bir R-mod�ul veM; E'nin bir alt mod�ul�u

olsun. A�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) E; M 'nin bir injektif geni�s geni�slemesidir.

(2) E; M 'nin bir maksimal geni�s geni�slemesidir.

(3) E; M 'nin bir minimal injektif geni�slemesidir.

Tan�m 1.0.41 (Sharpe ve V�amos 1972) M R-mod�ul olsun. Yukar�daki teo-

remin ko�sullar�n� sa�glayan E R-mod�ul�une M 'nin injektif hull'�u denir ve E(M) ile

g�osterilir.

�Ornek 1.0.42 Q Z-mod�ul�u Z'nin bir injektif hull'�ud�ur.

Teorem 1.0.43 (Sharpe ve V�amos 1972) Her mod�ul�un bir injektif hull'�u vard�r ve

bu hull izomor�zma fark� ile tektir.

Teorem 1.0.44 (Sharpe ve V�amos 1972) M R-mod�ul ve E(M); M 'nin bir injektif

hull'�u olsun. A�sa�g�daki ifadeler sa�glan�r.

(1) Her N EM alt mod�ul�u i�cin E(N) = E(M)'dir.

(2) E(M) =M 'dir ancak ve ancak M injektiftir.

(3) E(M1 �M2) = E(M1)� E(M2)'dir.

Bir R halkas�n�n maksimal sa�g (sol) ideallerinin arakesitine R'nin Jacobson

radikali denir ve J(R) ile g�osterilir. J(R) halka toerisindeki en �onemli kavram-

lar dan biridir. �Orne�gin J(R) kullan�larak halkalar teorisinde �onemli bir denklik

olan; \x 2 J(R)'dir ancak ve ancak her r 2 R i�cin 1 � xr tersinirdir" ifadesi elde

edilir. J(R) ile ilgili di�ger �onemli teorem ise Nakayama Lemma'd�r.

�Onerme 1.0.45 (Nakayama Lemma)

R bir halka ve I; R'nin sa�g ideali olsun. A�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) I � J(R)'dir.

(2) Sonlu �uretilmi�s bir M R-mod�ul�u i�cin MI = M olmas� M = 0 olmas�n�

gerektirir.

(3) M 'nin, M=N sonlu �uretilmi�s olacak �sekildeki herhangi bir N alt mod�ul�u i�cin

N +MI =M olmas� N =M olmas�n� gerektirir.
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Mod�ul teoride de J(R)'ye kar�s�l�k olarak a�sa�g�daki tan�m verilmi�stir.

Tan�m 1.0.46 (Anderson ve Fuller 1992) M R-mod�ul olsun. M 'nin t�um maksimal

alt mod�ullerinin kesi�simine M 'nin Jacobson radikali denir ve J(M) ile g�osterilir.

M 'nin maksimal alt mod�ul�u yoksa J(M) =M kabul edilir.

Tan�m 1.0.47 (Anderson ve Fuller 1992)M R-mod�ul, N �M olsun. E�ger L �M

i�cin L+N =M iken L =M ise N 'yeM 'nin dar (small) alt mod�ul�u denir ve N �M

ile g�osterilir.

�Ornek 1.0.48 1) 0; M 'nin dar alt mod�ul�ud�ur.

2) Z tamsay�lar halkas�n�n 0'dan ba�ska dar alt mod�ul�u yoktur.
3) M sonlu �uretilmi�s bir R-mod�ul ise J(M); M 'nin dar alt mod�ul�ud�ur.

�Onerme 1.0.49 (Anderson ve Fuller 1992) M R-mod�ul olsun. A�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(1) J(M) =
P

L�M L'dir.

(2) f :M ! N bir R-mod�ul homomor�zmas� ise,

(i) f(J(M)) � J (N)'dir.

(ii) L�M ise f(L)� N 'dir.

(3) N � L �M olsun. L�M 'dir ancak ve ancak L=N �M=N ve N �M 'dir.

(4) K;L �M olsun. K + L�M 'dir ancak ve ancak K �M ve L�M 'dir.

(5) K � L �M , K �M ve L �d M ise K � L'dir.

(6) K �M ve M � L ise K � L'dir.

(7) Her i 2 f1; :::; ng i�cin Ki �Mi ise �n
i=1Ki � �n

i=1Mi'dir.

Tan�m 1.0.50 (Goodearl ve War�eld 1989) M R-mod�ul olsun.

1) m 2M i�cin r(m) = fr 2 R : mr = 0g k�umesine m'nin s�f�rlay�c�s� (annihila-
tor) denir.

2) E�ger m 2 M i�cin r(m) R'nin bir geni�s sa�g ideali ise m'ye tekil (singular)

eleman denir. M 'nin tekil elemanlar�n�n k�umesi Z(M) ile g�osterilir.

Bu tan�ma denk olarak,

Z(M) = fm 2M : mI = 0 olacak �sekilde I E R sa�g ideali vard�rg

�seklinde de ifade edilebilir. Z(M); M 'nin bir alt mod�ul�ud�ur.
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Tan�m 1.0.51 (Goodearl ve War�eld 1989) M R-mod�ul olsun.

1) Z(M)'ye M 'nin tekil alt mod�ul�u denir.

2) Z(M) =M ise M 'ye tekil mod�ul, Z(M) = 0 ise M 'ye tekil olmayan (nonsin-

gular) mod�ul denir.

�Onerme 1.0.52 (Goodearl ve War�eld 1989) M R-mod�ul olsun.

(1) M tekildir ancak ve ancak M ' B=A ve A E B olacak �sekilde A ve B

R-mod�ulleri vard�r.

(2) M tekil olmayan bir mod�ul ve A � M olsun. M=A tekildir ancak ve ancak

A EM 'dir.

�Onerme 1.0.53 (Goodearl ve War�eld 1989)

(1) Tekil olmayan t�um sa�g R-mod�ullerin s�n�f� alt mod�uller, dik �carp�mlar, geni�s

geni�slemeler ve mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal�d�r.

(2) B�ut�un tekil sa�g R-mod�ullerin s�n�f� alt mod�uller, b�ol�um mod�ulleri ve dik

toplamlar alt�nda kapal�d�r.

Tan�m 1.0.54 (Goodearl 1976) M mod�ul�u i�cin Z2(M)
Z(M)

= Z( M
Z(M)

) �seklinde

tan�mlanan Z2(M) alt mod�ul�une M 'nin ikinci tekil alt mod�ul�u denir.

Denk olarak Z2(M) = fx 2 M : xI � Z(M) olacak �sekilde I E R vard�rg
�seklinde de ifade edilebilir.

�Onerme 1.0.55 (Goodearl 1976) M R-mod�ul olsun.

(1) M=Z2(M) tekil olmayan bir mod�uld�ur.

(2) M mod�ul�u tekil olmayan mod�uld�ur ancak ve ancak her A tekil mod�ul�u i�cin

HomR(A;M) = 0'd�r.

Tan�m 1.0.56 (Dummit ve Foote 1999)

C : 0 �! C0
d1�! C1 �! ::: �! Cn�1 dn�! Cn dn+1�! :::

bir Abel grubu homomor�zmalar� dizisi olsun. Her n 2 N i�cin dn+1odn = 0 ise C
dizisine bir e�s zincir kompleks (co-chain complex) denir.
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Tan�m 1.0.57 (Dummit ve Foote 1999) M R-mod�ul olsun. Her Pi bir projektif

R-mod�ul olmak �uzere

::: �! Pn �! Pn�1 �! ::: �! P0 �!M �! 0

tam dizisine M 'nin bir projektif �c�oz�ulmesi (projective resolution) denir.

Teorem 1.0.8 kullan�larak her R-mod�ul�un projektif �c�oz�ulmesinin var oldu�gu

g�or�ulebilir.

�Onerme 1.0.58 (Dummit ve Foote 1999) M R-mod�ul,

::: �! Pn �! Pn�1 �! ::: �! P0 �!M �! 0

M 'nin bir projektif �c�oz�ulmesi olsun. D bir R-mod�ul olmak �uzere,

0 ! HomR(M;D)
�! HomR(P0; D)

d1! :::
dn�1! HomR(Pn�1; D)

dn!
HomR(Pn; D)

dn+1! :::dizisi bir e�s zincir kompleksdir.

Tan�m 1.0.59 (Dummit ve Foote 1999) M ve D R-mod�uller olsun. M 'nin, Tan�m

1.0.57'deki gibi bir projektif �c�oz�ulmesini g�oz �on�une alal�m.

Her n � 1 i�cin dn : HomR(Pn�1; D) ! HomR(Pn; D) d�on�u�s�um�u olmak �uzere,

ExtnR(M;D) =C�ekdn+1=C�ekdn olarak tan�mlan�r.

Teorem 1.0.60 (Dummit ve Foote 1999) L;M;N ve D R-mod�uller

D

#

0 �! L �! M �! N �! 0

tam dizi olsun.

1) 0 �! HomR(D;L) �! HomR(D;M) �! HomR(D;N) �!
Ext1R(D;L) �! Ext1R(D;M) �! Ext1R(D;N) �! Ext2R(D;L) �! :::

Abel gruplar�n�n tam dizisi vard�r.

2) 0 �! HomR(N;D) �! HomR(M;D) �! HomR(L;D) �!
Ext1R(N;D) �! Ext1R(M;D) �! Ext1R(L;D) �! Ext2R(N;D) �! :::

Abel gruplar�n�n tam dizisi vard�r.

Projektif ve injektif mod�ul tan�mlar� kullan�larak a�sa�g�daki sonu�clar elde edilir.

Teorem 1.0.61 (Dummit ve Foote 1999) M R-mod�ul olsun.

1) M injektiftir ancak ve ancak her A R-mod�ul�u i�cin Ext1R(A;M) = 0'd�r.

2) M projektiftir ancak ve ancak her B R-mod�ul�u i�cin Ext1R(P;M) = 0'd�r.
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2 TORSION TEOR_IYE G_IR_IS�

2.1 Torsion Teori

Dickson 1966 y�l�nda `A Torsion Theory For Abelian Categories' ba�sl�kl� makalesinde

torsion ve torsion-free Abel gruplar�n�n �ozelliklerini kullanarak Abel grup katego-

rilerini incelemi�s ve torsion teoriyi tan�mlam��st�r. Daha sonra bu �ozellikler key�

halkalar �uzerindeki mod�ul kategorilerine genelle�stirilmeye �cal��s�lm��s ve torsion teori

Abel gruplar� ile key� mod�ul s�n�
ar� i�cin g�ozlenen ortak �ozelliklerin birle�stirilmesiyle

ortaya �c�km��st�r. Torsion teori tan�m�n� vermeden �once gerekli olan baz� tan�mlar�

verelim.

Tan�m 2.1.1 (Bland 1998) C bir mod�ul s�n�f� olsun.
1) C i�cindeki her mod�ul�un homomorf g�or�unt�us�u C i�cinde ise C homomorf

g�or�unt�uler alt�nda kapal�d�r denir.

2) C i�cindeki her mod�ul�un alt mod�ul�u de C i�cinde ise C alt mod�uller alt�nda
kapal�d�r denir.

3) I bir indis k�umesi olmak �uzere, her � 2 I i�cin M� 2 C iken ��2IM�

(��2IM�) 2 C ise C dik toplamlar (dik �carp�mlar) alt�nda kapal�d�r denir.
4) 0 �! L �! M �! N �! 0 bir k�sa tam dizi olsun. L;N 2 C iken M 2 C

ise C mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal�d�r denir.
5) C i�cindeki her mod�ul�un injektif hull'�u (varsa projektif �ort�us�u) C i�cinde ise C

injektif hull'ler (projektif �ort�uler) alt�nda kapal�d�r denir.

Bu tan�mdan sonra torsion teori tan�m�n� verelim.

Tan�m 2.1.2 (Bland 1998) A�sa�g�daki ko�sullar� sa�glayan bir � = (T ;F) mod�ul s�n�f�
ikilisine Mod-R �uzerinde bir torsion teori denir.

1) T \ F = 0
2) M �! N �! 0 dizisi tam ve M 2 T ise N 2 T
3) 0 �!M �! N dizisi tam ve N 2 F ise M 2 F
4) Her M mod�ul�u i�cin 0 �! L �! M �! N �! 0 dizisi tam olacak �sekilde

L 2 T ve N 2 F vard�r.

13



�Ornek 2.1.3 (Bland 1998) G bir Abel grubu olsun. t(G); G'nin t�um torsion ele-

manlar�ndan olu�san k�ume olmak �uzere, T = fG : t(G) = Gg ve F = fG : t(G) = 0g
mod�ul s�n�
ar�n� g�oz �on�une alal�m. � = (T ;F) Mod-Z �uzerinde bir torsion teoridir.

Her de�gi�smeli grup Z-mod�ul oldu�gundan Abelyen gruplar i�cin yap�lan her�sey
Mod-Z i�cin de yap�labilir. Bundan dolay� Mod-Z �uzerindeki bu torsion teori Mod-R
�uzerindeki torsion teori tan�m�n�n olu�sturulmas�nda �c�k��s noktas� olmu�stur.

Tan�m 2.1.4 (Bland 1998)

1) T i�cindeki mod�ullere � -torsion, F i�cindeki mod�ullere � -torsion-free mod�ul

denir.

2) T alt mod�uller alt�nda kapal� ise � 'ya kal�tsal (hereditary) torsion teori, F
homomorf g�or�unt�uler alt�nda kapal� ise � 'ya e�skal�tsal (cohereditary) torsion teori

denir.

Tan�m 2.1.5 (Bland 1998)

1) T bir mod�ul s�n�f� olsun. (T ;F) Mod-R �uzerinde (kal�tsal) torsion teori olacak
�sekilde bir F mod�ul s�n�f� varsa T 'ya (kal�tsal) torsion s�n�f denir.
2) F bir mod�ul s�n�f� olsun. (T ;F) Mod-R �uzerinde (e�skal�tsal) torsion teori

olacak �sekilde bir T mod�ul s�n�f� varsa F 'ye (e�skal�tsal) torsion-free s�n�f denir.
3) R halkas� F i�cinde ise � 'ya faithful torsion teori denir.

�Ornek 2.1.6 (Bland 1998) (Mod-R; 0) ve (0;Mod-R) birer kal�tsal torsion teoridir.

Mod-R �uzerindeki bir torsion teoriye g�ore halkalar ve mod�uller i�cin bilinen bir�cok

sonu�c � = (Mod-R; 0) veya � =(0;Mod-R) se�cilerek klasik sonu�clara indirgenebilir.

Bundan sonra � = (T ,F) ile Mod-R �uzerindeki bir torsion teoriyi g�osterece�giz.

Tan�m 2.1.7 (Bland 1998) A ve B bo�s k�umeden farkl� mod�ul s�n�
ar� olsun.
1) A = fM : HomR(M;N) = 0 8N 2 Bg ise A'ya B'nin sol dik komplimenti

denir.

2) B = fN : HomR(M;N) = 0 8M 2 Ag ise B'ye A'n�n sa�g dik komplimenti
denir.

3) A; B'nin sol dik komplimenti ve B de A'n�n sa�g dik komplimenti ise (A;B)
ikilisine kompliment ikili denir.
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Teorem 2.1.8 (Bland 1998) � = (T ;F) mod�ul s�n�f� ikilisinin Mod-R �uzerinde bir

torsion teori olmas� ile (T ;F)'nn kompliment ikili olmas� denktir.

Kan�t. � Mod-R �uzerinde bir torsion teori, A F 'nin sol dik komplimenti veM 2 T
olsun. N 2 F olmak �uzere f 2 HomR(M;N) al�ns�n. Torsion teori tan�m�ndaki

ko�sullara g�ore M �! f(M) �! 0 ve 0 �! f(M) �! N dizilerinin taml��g� f(M) 2
T \ F olmas�n� gerektirir. T \ F =0 oldu�gundan her N 2 F i�cin HomR(M;N) =

0'd�r. Buna g�ore M 2 A'd�r. B�oylece T � A'd�r.
M 2 A al�ns�n. Tan�m 2.1.2'ye g�ore 0 �! L

f�! M
g�! N �! 0 dizisi tam

olacak �sekilde bir L 2 T ve bir N 2 F bulunabilir. M 2 A oldu�gundan g = 0

ve dolay�s�yla f(L) = M 'dir. L �! M �! 0 dizisi tam ve L 2 T oldu�gundan

M 2 T 'dur. B�oylece A � T 'd�r. Sonu�c olarak A = T olur.

Benzer �sekilde B T 'nun sa�g dik komplimenti ise B = F elde edilir. Buna g�ore

(T ;F) bir kompliment ikilidir.
Tersine, (T ;F) bir kompliment ikili olsun. T ve F 'nin torsion teori tan�m�ndaki

4 ko�sulu sa�glad��g�n� g�osterece�giz.

1) 0 6=M 2 T \ F oldu�gunu varsayal�m. Kabulden dolay�

HomR(M;M) = 0'd�r. Bu ise bir �celi�skidir.

2) M
f�! N �! 0 dizisi tam ve M 2 T olsun. N =2 T oldu�gunu varsayal�m. O

zaman HomR(N;K) 6= 0 olacak �sekilde bir K 2 F vard�r. 0 6= g 2 HomR(N;K)

alal�m. gof : M ! K; gof 6= 0 olur. Bu ise (T ;F)'nin bir kompliment ikili olmas�
ile �celi�sir.

3) 0 �! M
f�! N dizisi tam ve N 2 F olsun. M =2 F oldu�gunu varsayal�m.

O zaman HomR(L;M) 6= 0 olacak �sekilde bir L 2 T vard�r. O halde 0 6= g 2
HomR(L;M) se�celim. fog : L! N; fog 6= 0 olur. Bu ise (T ;F)'nin bir kompliment
ikili olmas� ile �celi�sir.

4) C bir M mod�ul�un�un t�um � -torsion alt mod�ullerinin ailesi olsun.

Her N 2 F i�cin HomR(�T2CT;N) ' �
T2CHomR(T;N) = 0 oldu�gundan

�T2CT 2 T 'dur. L =
P

T2C T olsun. f : �T2CT !
P

T2C T f((ti)) = t1 + :::: + tn

�seklinde tan�mlanan d�on�u�s�um bir epimor�zmad�r. O halde (2)'den dolay� L 2 T 'dur.
Son olarak M=L 2 F oldu�gunu g�osterelim. M=L =2 F oldu�gunu varsayal�m. O

zaman HomR(K;M=L) 6= 0 olacak �sekilde bir K 2 T vard�r. O halde
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0 6= f 2 HomR(K;M=L) se�celim. K �! f(K) �! 0 dizisi tam oldu�gundan (2)'den

dolay� L � X �M olmak �uzere f(K) = X=L 2 T 'dur.
N 2 F olsun. HomR(�; N) funktorunun sol taml��g�ndan ve

0 �! L �! X �! X=L �! 0

tam dizisinden yararlan�larak

0 �! HomR(X=L;N) �! HomR(X;N) �! HomR(L;N) tam dizisi elde edilir.

HomR(X=L;N) = 0 ve HomR(L;N) = 0 oldu�gundan HomR(X;N) = 0'd�r. Bu-

radan X 2 C'dir. Buna g�ore X � L =
P

T2C T olur. B�oylece L = X olur

ancak bu sonu�c f 6= 0 olmas� ile �celi�sir. O halde M=L 2 F 'dir. Sonu�c olarak
0 �! L �! M �! M=L �! 0 dizisi tam olacak �sekilde L 2 T ve M=L 2 F
bulunmu�s olur. 2

� Mod-R �uzerinde bir torsion teori, C bir M mod�ul�un�un t�um � -torsion alt

mod�ullerinin ailesi ve t� (M) =
P

T2C T olsun. L; M 'nin L 2 T veM=L 2 F olan bir
alt mod�ul�u olsun. t� (M)'nin tan�m�ndan, L � t� (M)'dir. M=L 2 F ve t� (M) 2 T
oldu�gundan HomR(t� (M);M=L) = 0'd�r. Buna g�ore, f : t� (M) �! M=L; f(x) =

x + L homomor�zmas� da s�f�rd�r. O halde her x 2 t� (M) i�cin f(x) = x + L = L

yani x 2 L'dir. B�oylece t� (M) � L; buradan da L = t� (M) elde edilir.

O halde N 2 T ve M=N 2 F olacak �sekildeki tek alt mod�ul N = t� (M)'dir.

Tan�m 2.1.4'�u kullanarak , T = fM : t� (M) =Mg ve F = fM : t� (M) = 0g
olarak da tan�mlayabiliriz.

f : M ! N R -mod�ul homomor�zmas� olsun. x 2 f(t� (M)) alal�m. O zaman

x = f(m) olacak �sekilde m 2 t� (M) vard�r. i 2 f1; :::; ng i�cin xki 2 Tki 2 T olmak

�uzere m = xk1 + :::+ xkn �seklinde yaz�labilir.

f(m) = f(xk1 + :::+ xkn) = f(xk1) + :::+ f(xkn) ve i 2 f1; :::; ng i�cin
f(xki) 2 f(Tki) 2 T oldu�gundan f(m) = x 2 t� (N)'dir. B�oylece f(t� (M)) � t� (N)

elde edilir.

r 2 R i�cin f : R ! R; f(x) = rx ve g : R ! R; g(x) = xr R-mod�ul homomor-

�zmalar� d�u�s�un�ulerek t� (R) � R oldu�gu g�or�ulebilir.

Tan�m 2.1.9 (Bland 1998) � Mod-R �uzerinde bir torsion teori olsun. t� (M)'ye

M 'nin � -torsion alt mod�ul�u, t� (R)'ye de R'nin � -torsion ideali denir.
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Teorem 2.1.10 (Bland 1998) � Mod-R �uzerinde bir torsion teori olsun. A�sa�g�daki

ifadeler denktir.

(1) � kal�tsal torsion teoridir.

(2) Her M mod�ul�u ve M 'nin her N alt mod�ul�u i�cin t� (M) \N = t� (N)'dir.

(3) F injektif hull'ler alt�nda kapal�d�r.

Kan�t. (1) =) (2) � kal�tsal torsion teori ve N M 'nin bir alt mod�ul�u olsun.

t� (M)\N t� (M)'nin bir alt mod�ul�u oldu�gundan t� (M)\N; N 'nin bir � -torsion alt
mod�ul�ud�ur. O halde t� (M) \N � t� (N)'dir. Ayr�ca t� (N) � N ve t� (N) � t� (M)

ve b�oylece t� (N) � t� (M) \N 'dir. Sonu�c olarak t� (M) \N = t� (N) elde edilir.

(2) =) (3) M 2 F olsun. t� (E(M)) \M = t� (M) = 0 ve ayn� zamanda M;

E(M) i�cinde geni�s oldu�gundan t� (E(M)) = 0'd�r. B�oylece E(M) 2 F 'dir.
(3) =) (1) M 2 T ve L; M 'nin bir alt mod�ul�u olsun. L =2 T oldu�gunu

varsayal�m. O halde HomR(L;N) 6= 0 olacak �sekilde bir N 2 F vard�r.

0 6= f 2 HomR(L;N) alal�m.

0 �! L �! M

f # # g

0 �! N �! E(N)

Diagram�n� de�gi�smeli olarak tamamlayan bir 0 6= g 2 HomR(M;E(N)) vard�r.

Ancak E(N) 2 F ve M 2 T oldu�gundan bu sonu�c HomR(M;E(N)) = 0 olmas� ile

�celi�sir. 2

Teorem 2.1.11 (Crivei 2004) � kal�tsal torsion teorisi i�cin a�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(1) A'n�n � -torsion mod�ul olmas� ile her � -torsion-free B mod�ul�u i�cin

HomR(A;E(B)) = 0 olmas� denktir.

(2) B'nin � -torsion-free mod�ul olmas� ile her � -torsion A mod�ul�u i�cin

HomR(A;E(B)) = 0 olmas� denktir.

Kan�t. (1) A � -torsion mod�ul olsun. � kal�tsal oldu�gundan F injektif hull'ler

alt�nda kapal�d�r. O halde her B 2 F i�cin E(B) 2 F 'dir. A 2 T ve E(B) 2 F
oldu�gundan HomR(A;E(B)) = 0'd�r.
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Her � -torsion-free B mod�ul�u i�cin HomR(A;E(B)) = 0 olsun.

0 �! t� (A) �! A �! A=t� (A) �! 0

tam dizisini g�oz �on�une alal�m. E(B)'nin injekti
i�ginden dolay� bu tam diziden,

0 �! HomR(A=t� (A); E(B)) �! HomR(A;E(B)) �! HomR(t� (A); E(B)) �! 0

tam dizisi elde edilir. Hipoteze g�ore HomR(A;E(B)) = 0'd�r. Buna

g�ore HomR(A=t� (A); E(B)) = 0'd�r. �Ozel olarak B = A=t� (A) se�cersek,

HomR(A=t� (A); E(A=t� (A))) = 0'd�r. B�oylece A=t� (A) = 0 yani A = t� (A) olur.

(2) B 2 F olsun. F injektif hull'ler alt�nda kapal� oldu�gundan E(B) 2 F 'dir. O
halde her A 2 T i�cin HomR(A;E(B)) = 0'd�r.

Her � -torsion A mod�ul�u i�cin HomR(A;E(B)) = 0 olsun.

0 �! B �! E(B) �! E(B)=B �! 0

tam dizisinden her A 2 T i�cin

0 �! HomR(A;B) �! HomR(A;E(B)) �! HomR(A;E(B)=B)

tam dizisi elde edilir. Hipotezden dolay� HomR(A;E(B)) = 0'd�r. B�oylece

HomR(A;B) = 0 olur. O halde B 2 F 'dir. 2

Teorem 2.1.12 (Bland 1998) T ve F mod�ul s�n�
ar� i�cin a�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(1) T Mod-R �uzerinde bir torsion teorinin torsion s�n�f�d�r ancak ve ancak T
homomorf g�or�unt�uler, dik toplamlar ve mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal�d�r.

(2) F 'nin Mod-R �uzerinde bir torsion teorinin torsion-free s�n�f� olmas� i�cin

gerekli ve yeterli ko�sul F 'nin alt mod�uller, izomor�k g�or�unt�uler, dik �carp�mlar ve
mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal� olmas�d�r.

Kan�t. (1) T , Mod-R �uzerinde � torsion teorisinin torsion s�n�f� olsun. Torsion

teori tan�m�na g�ore T homomorf g�or�unt�uler alt�nda kapal�d�r.
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Her � 2 I i�cin M� 2 T olacak �sekildeki fM�g�2I mod�ul ailesini alal�m. N 2 F
i�cin HomR(��2IM�; N) ' ��2IHomR(M�; N) = 0'd�r. C� �unk�u her � 2 I i�cin

M� 2 T ve N 2 F oldu�gundan HomR(M�; N) = 0'd�r. O halde ��2IM� 2 T 'dur.
L;K 2 T olmak �uzere 0 �! L �! M �! K �! 0 tam dizisini g�oz �on�une

alal�m. N 2 F i�cin HomR(L;N) = HomR(K;N) = 0'd�r. HomR(�; N) funktoru-
nun sol taml��g�ndan dolay�

0 �! HomR(K;N) �! HomR(M;N) �! HomR(L;N) dizisi tam ve ayr�ca

HomR(L;N) = HomR(K;N) = 0 oldu�gundan HomR(M;N) = 0 olur. B�oylece

M 2 F 'dir. Bu da T 'nun mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal� oldu�gunu g�osterir.
T 'nun homomorf g�or�unt�uler, dik toplamlar ve mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal�

oldu�gunu kabul edelim. F , T 'nun sa�g dik komplimenti ve � = (T ;F) olsun. S�imdi
� 'nun Mod-R �uzerinde torsion teori oldu�gu g�osterece�giz.

1) 0 6= M 2 T \ F olsun. F , T 'nun sa�g dik komplimenti oldu�gundan

HomR(M;M) = 0 olur ve �celi�ski elde edilir.

2) M 2 T ve M
f�! N �! 0 tam dizi olsun. N =2 T oldu�gunu varsayal�m.

O halde HomR(N;L) 6= 0 olacak �sekilde bir L 2 F vard�r. 0 6= g 2 HomR(N;L)

se�celim. O halde 0 6= gof 2 HomR(M;L) olur. Bu ise F 'nin T 'nun sa�g dik
komplimenti olmas� ile �celi�sir. B�oylece N 2 T elde edilir.

3) N 2 F ve 0 �! M
f�! N bir tam dizi olsun. M =2 F oldu�gunu varsayal�m.

O halde HomR(L;M) 6= 0 olacak �sekilde bir L 2 T vard�r. 0 6= g 2 HomR(L;M)

alal�m. 0 6= fog 2 HomR(L;N) olmas� F 'nin T 'nun sa�g dik komplimenti olmas� ile
�celi�sir. B�oylece M 2 F elde edilir.

4) M mod�ul�u i�cin 0 �! t� (M) �!M �!M=t� (M) �! 0 dizisi tam,

t� (M) 2 T ve M=t� (M) 2 F 'dir.
Sonu�c olarak �; Mod-R �uzerinde bir torsion teoridir.

(2) F , Mod-R �uzerinde � torsion teorisi i�cin bir torsion-free s�n�f olsun. N 2 F ve
N 'nin bir L alt mod�ul�un�u alal�m. 0 �! L

i�! N , i(x) = x monomor�zmas�n� g�oz

�on�une alal�m. Torsion teori tan�m�na g�ore N 2 F oldu�gundan L 2 F 'dir. B�oylece
F alt mod�uller alt�nda kapal�d�r.

N 2 F ve f : N ! M bir izomor�zma olsun. f birebir ve �orten oldu�gundan

f 'nin f�1tersi vard�r ayn� zamanda f�1 de birebir ve �ortendir. 0 �! M
f�1�! N
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dizisinin taml��g� ve N 2 F olmas� torsion teori tan�m�na g�ore M 2 F olmas�n�

gerektirir. B�oylece F izomor�k g�or�unt�uler alt�nda kapal�d�r.

Her � 2 I i�cin M� 2 F olmak �uzere fM�g�2I mod�ul ailesi verilsin. M 2 T ise

HomR(M;��2IM�) ' ��2IHomR(M;M�) = 0'd�r. C� �unk�u her � 2 I i�cin M� 2 F
veM 2 T oldu�gundanHomR(M;M�) = 0'd�r. Buna g�ore ��2IM� 2 F 'dir. B�oylece
F dik �carp�mlar alt�nda kapal�d�r.

L;K 2 F olmak �uzere 0 �! L �! N �! K �! 0 k�sa tam dizi olsun.

M 2 T ise HomR(M;L) = HomR(M;K) = 0'd�r. HomR(M;�) funktorunun sol
taml��g�ndan dolay�

0 �! HomR(M;L) �! HomR(M;N) �! HomR(M;K) dizisi tamd�r.

HomR(M;L) = HomR(M;K) = 0 oldu�gundan HomR(M;N) = 0'd�r. Buradan

N 2 F olur. B�oylece F mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal�d�r.

F 'nin alt mod�uller, izomor�k g�or�unt�uler, dik �carp�mlar ve mod�ul geni�slemeleri
alt�nda kapal� oldu�gunu kabul edelim. T , F 'nin sol dik komplimenti ve
� = (T ;F) olsun. � 'nun Mod-R �uzerinde bir torsion teori oldu�gunu g�osterece�giz.

1) M 2 T \ F olsun. M 6= 0 oldu�gunu varsayal�m. T , F 'nin sol dik
komplimenti oldu�gundan HomR(M;M) = 0'd�r. Ancak M �uzerindeki birim

fonksiyon IM 6= 0 oldu�gundan bu bir �celi�skidir. O halde M = 0 olmal�d�r.

2) M 2 T ve M
f�! N �! 0 bir tam dizi olsun. N =2 T oldu�gunu varsayal�m.

O halde HomR(N;L) 6= 0 olacak �sekilde bir L 2 F vard�r. 0 6= g 2 HomR(N;L)

alal�m. 0 6= gof 2 HomR(M;L) olur. Bu ise T 'nun, F 'nin sol dik komplimenti
olmas� ile �celi�sir. O halde N 2 T 'dur.
3) 0 �! M

f�! N bir tam dizi ve N 2 F olsun. f(M) � N ve M ' f(M)'dir.

F alt mod�uller ve izomor�k g�or�unt�uler alt�nda kapal� oldu�gundan M 2 F 'dir.
4) Herhangi bir M mod�ul�u i�cin 0 �! t� (M) �! M �! M=t� (M) �! 0 dizisi

tam, t� (M) 2 T ve M=t� (M) 2 F 'dir.
Sonu�c olarak � Mod-R �uzerinde bir torsion teoridir. 2

�Ornek 2.1.13 (Bland 1998) T�um tekil olmayan mod�ullerin s�n�f� N Mod-R

�uzerinde kal�tsal bir torsion teori i�cin torsion-free s�n�ft�r. Bu torsion teoriye Goldie

torsion teori denir ve �G ile g�osterilir.
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�Onerme 2.1.14 (Stenstr�om 1975) M bir sa�g R-mod�ul olsun. tG(M) = Z2(M)'dir.

Kan�t. m 2 tG(M) alal�m. mR 2 T 'dur. M=Z2(M) tekil olmayan mod�ul

oldu�gundan M=Z2(M) 2 F 'dir. O halde HomR(mR;M=Z2(M)) = 0 ve buna g�ore,

f : mR ! M=Z2(M) f(mr) = mr + Z2(M) olarak tan�mlanan R-homomor�zmas�

s�f�r yani m 2 Z2(M)'dir. B�oylece tG(M) � Z2(M) olur.

N 2 F olmak �uzere f 2 HomR(Z2(M); N) alal�m.

Z2(M)=Z(M) = Z(M=Z(M)) 2 T oldu�gundan HomR(Z2(M)=Z(M); N) = 0'd�r.

g : Z2(M)=Z(M) ! N , g(x + Z(M)) = f(x) olarak tan�mlanan g bir homomor�z-

mad�r. g = 0 oldu�gundan her x 2 Z2(M) i�cin f(x) = 0 yani f = 0 olur. Bu sonu�c
Z2(M) 2 T yani Z2(M) � tG(M) oldu�gunu g�osterir. 2

Tan�m 2.1.15 (Crivei 2004) A bir mod�ul s�n�f� olsun.

(1) F1= fY : HomR(A; Y ) = 0 8A 2 Ag ; T1=fX : HomR(X;F ) = 0 8F 2 F1g
mod�ul s�n�
ar� ise (T1;F1) bir torsion teoridir. Bu torsion teoriye A ile �uretilmi�s

torsion teori denir.

(2) T2=fX : HomR(X;A) = 0 8A 2 Ag; F2= fY : HomR(T; Y ) = 0 8T 2 T2g
mod�ul s�n�
ar� ise (T2;F2) bir torsion teoridir. Bu torsion teoriye A ile e�s �uretilmi�s
(cogenerated by A) torsion teori denir.

�Ornek 2.1.16 (Bland 1998) R'nin injektif hull'�u ile e�s �uretilen kal�tsal torsion

teoriye Lambek torsion teori denir.

Teorem 2.1.17 (Bland 1998) Mod-R �uzerindeki her kal�tsal torsion teori bir � -

torsion-free injektif mod�ul ile e�s �uretilir.

Kan�t. � Mod-R �uzerinde bir kal�tsal torsion teori ve F � 'nun � -torsion-free

s�n�f� olsun. S = fwR : wR 2 Fg, � -torsion-free devirli mod�ullerin bir tam tem-

silciler k�umesi olsun. Y = E(�X2SX) 2 F 'dir. C� �unk�u F , dik �carp�mlar
ve injektif hull'ler alt�nda kapal�d�r. S�imdi fY g k�umesinin � 'yu e�s �uretti�gini

g�osterece�giz. A = fM : HomR(M;Y ) = 0g olsun. Y 2 F oldu�gundan her M 2 T
i�cin HomR(M;Y ) = 0'd�r. Buna g�ore T � A'd�r.

M 2 A olsun ve M =2 T oldu�gunu varsayal�m. Bu durumda HomR(M;N) 6= 0
olacak �sekilde bir N 2 F vard�r. 0 6= g 2 HomR(M;N) i�cin g(M)'nin s�f�rdan
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farkl� L devirli alt mod�ul�un�u alal�m. L � -torsion-free mod�uld�ur. C� �unk�u N 2 F 'dir.
Dolay�s�yla L ' X olacak �sekilde bir X 2 S vard�r.  : L! X tan�ml� izomor�zma

olsun. T = g�1(L) ve f = gjT ise f : T ! L; f 6= 0'd�r. Buradan,
 f : T ! X homomor�zmas� s�f�rdan farkl�d�r. O halde HomR(T;X) 6= 0 ve

buradan da HomR(T; Y ) 6= 0'd�r.
Di�ger taraftan Y injektif oldu�gundan 0 �! T �! M tam dizisinden

HomR(M;Y ) �! HomR(T; Y ) �! 0 tam dizisi elde edilir. HomR(M;Y ) = 0

oldu�gundan da HomR(T; Y ) = 0'd�r. Bu ise bir �celi�skidir. B�oylece M 2 T ve

dolay�s�yla A = T 'dur. Sonu�c olarak fY g � 'yu e�s �uretir. 2

2.2 Yo�gun Alt Mod�uller ve Gabriel Filtreleri

Mod�ul teoride baz� alt mod�ul s�n
ar� kullan�larak mod�uller ve halkalar karakterize

edilebilir. S�imdi torsion teorideki �onemli alt mod�ul s�n�
ar�n� inceleyelim. _Ilk olarak

� -yo�gun alt mod�uller ile ba�slayal�m. Bu b�ol�umden itibaren aksi belirtilmedik�ce � ile

kal�tsal bir torsion teoriyi g�osterece�giz.

Tan�m 2.2.1 (Bland 1998) M R-mod�ul, N �M olsun.

1) M=N 2 T ise N 'ye M 'nin � -yo�gun alt mod�ul�u denir.

2) M 'nin t�um � -yo�gun alt mod�ullerinin k�umesini F� (M) ile g�osterece�giz.

F� (M)'ye M 'nin � -yo�gun alt mod�uller �ltresi denir.

3) N; M 'nin � -yo�gun alt mod�ul�u ise M 'ye N 'nin � -yo�gun geni�slemesi denir.

(Mod-R; 0) torsion teorisinde M mod�ul�un�un t�um alt mod�ullerinin � -yo�gun

oldu�gu a�c�kt�r.

�Ornek 2.2.2

T = fG : G Abel grubu; t(G) = Gg, F= fG : G Abel grubu, t(G) = 0g olmak �uzere,
Mod-Z �uzerinde � = (T ;F) torsion teorisini g�oz�on�une alal�m. Her n 2 N+ i�cin
Z=nZ 2 T oldu�gundan nZ; Z'nin � -yo�gun alt mod�ul�ud�ur.

�Ornek 2.2.3 Goldie torsion teoride M 'nin her geni�s alt mod�ul�u M 'nin �G-yo�gun

alt mod�ul�ud�ur.
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Teorem 2.2.4 (Golan 1986) M R-mod�ul�u ve N; L � M i�cin a�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(1) N � L ve M=N 2 T ise M=L 2 T 'dur.
(2) M=N; M=L 2 T ise M= (N \ L) 2 T 'dur.
(3) M=N 2 T ve � : N ! M 0 R-mod�ul homomor�zmas� olsun. M 0=W 2 T ise

M=��1(W ) 2 T 'dur.
(4) M=N 2 T ve m 2MnN ise R=(N : m) 2 T 'dur.
(5) M=L 2 T ve her x 2 L i�cin R=(N : x) 2 T ise M=N 2 T 'dur.
(6) M=N 2 T ve her x 2 M i�cin Ix; R'nin � -yo�gun sa�g ideali ise

P
x2N Ixx;

M 'nin � -yo�gun alt mod�ul�ud�ur.

(7) M=N 2 T ve I; R'nin sa�g ideali olmak �uzere R=I 2 T ise M=IN 2 T 'dur.

Kan�t. (1) f : M=N ! M=L; f(x + N) = x + L �seklinde tan�mlanan d�on�u�s�um

bir epimor�zmad�r. M=N 2 T oldu�gundan M=N 'nin homomorf g�or�unt�us�u M=L 2
T 'dur.
(2) f : M= (N \ L) ! M=N �M=L; f(x + N \ L) = (x + N; x + L) �seklinde

tan�mlanan f d�on�u�s�um�u monomor�zmad�r. T 'nun dik toplamlar alt�nda kapal�
olmas� kullan�larak (M=N)� (M=L) 2 T elde edilir. O halde M= (N \ L) ;
(M=N)� (M=L)'nin bir alt mod�ul�une izomorf oldu�gundan M= (N \ L) 2 T 'dur.
(3) f : N=��1(W ) ! M 0=W; f(n + ��1(W )) = �(n) +W �seklinde tan�mlanan

d�on�u�s�um bir monomor�zmad�r. M 0=W 2 T oldu�gundan N=��1(W ) 2 T 'dur.

0 �! N=��1(W ) �!M=��1(W ) �!M=N �! 0

dizisinin taml��g� M=��1(W ) 2 T olmas�n� gerektirir.

(4) M=N 2 T ve m 2 MnN olsun. R=(N : m) ' (m +N)R � M=N 2 T ve T
kal�tsal oldu�gundan R=(N : m) 2 T olur.

(5) (1)'den dolay� M= (N + L) 2 T 'dur. Ayn� zamanda kabulden dolay� her
x 2 L i�cin R=(N : x) ' (x+N)R 2 T olur ve b�oylece

P
x2L(Rx+N) � t� (M=N)'dir.

Buna g�ore, (L+N)=N 2 T olur. O halde,

0 �! (L+N)=N �!M=N �!M= (N + L) �! 0

dizisinin taml��g� M=N 2 T olmas�n� gerektirir.
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(6) M=N 2 T ve her x 2 N i�cin Ix; R'nin � -yo�gun sa�g ideali olmak �uzere

L =
P

x2N Ixx olsun. Bu durumda bu �sekildeki her x i�cin, Ix � (L : x)'dir. (1)'den
dolay� R=(L : x) 2 T 'dur. (5)'den dolay� N=L 2 T elde edilir. O halde,

0 �! N=L �!M=L �!M=N �! 0

dizisinin taml��g� M=L 2 T olmas�n� gerektirir.

(7) (6)'da �ozel olarak her x 2 N i�cin Ix = I al�n�rsa sonu�c elde edilir. 2

Tan�m 2.2.5 (Bland 1998) F (R); R'nin sa�g ideallerinin bo�s k�umeden farkl� bir

ailesi olsun. A�sa�g�daki ko�sullar sa�glan�yorsa F (R)'ye R'nin Gabriel �ltresi denir.

1) K 2 F (R) ve x 2 R ise (K : x) = fr 2 R : xr 2 Kg 2 F (R)'dir.
2) J 2 F (R), K � R ve her x 2 J i�cin (K : x) 2 F (R) ise K 2 F (R)'dir.

�Onerme 2.2.6 (Bland 1998) F (R); R'nin Gabriel �ltresi olsun. A�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

1) J 2 F (R) ve J � K ise K 2 F (R)'dir.
2) J; K 2 F (R) ise J \K 2 F (R)'dir.
3) J; K 2 F (R) ise JK 2 F (R)'dir.

Kan�t. 1) J 2 F (R) ve J � K olsun. Her r 2 R ve her x 2 J i�cin xr 2 J � K

oldu�gundan r 2 (K : x)'dir. O halde R = (K : x) 2 F (R)'dir. Gabriel �ltresi

tan�m�ndaki 2. ko�suldan dolay� K 2 F (R)'dir.
2) J;K 2 F (R) ve x 2 K ise (J \K : x) = (J : x) 2 F (R)'dir. Gabriel �ltresi

tan�m�ndaki 2. ko�suldan dolay� J \K 2 F (R)'dir.
3) J;K 2 F (R) ve x 2 J ise K � (JK : x)'dir. �Onermedeki (1)'den dolay�

(JK : x) 2 F (R) ve Gabriel �ltresi tan�m�ndaki 2. ko�suldan dolay� JK 2 F (R)'dir.
2

�Onerme 2.2.7 � kal�tsal bir torsion teori olsun. R'nin � -yo�gun sa�g idealleri k�umesi

R'nin Gabriel �ltresidir.
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Kan�t. F (R) = fK � R : R=K 2 T g olsun. F (R)'nin Gabriel �ltresi tan�m�ndaki
iki ko�sulu sa�glad��g�n� g�osterece�giz.

1) K 2 F (R) ve x 2 R olsun. f : R=(K : x) ! R=K, f(r + (K : x)) = xr +K

monomor�zmas�n� alal�m. R=K 2 T oldu�gundan R=(K : x) 2 T olur ve b�oylece

(K : x) 2 F (R) elde edilir.
2) J 2 F (R), K R'nin bir sa�g ideali ve her x 2 J i�cin (K : x) 2 F (R) olsun.

x = x+(J \K) 2 J= (J \K) alal�m. (0 : x) = (J \K : x) = (K : x) 2 F (R)'dir. O
halde her x 2 J i�cin (0 : x) 2 F (R) olur ve buradan R=(0 : x) ' xR 2 T elde edilir.
Buna g�ore

P
x2J=(J\K) xR = J= (J \K) ' (J +K) =K 2 T 'dur. Di�ger taraftan

R=J 2 T oldu�gundan R= (J +K) 2 T olur ve

0 �! (J +K) =K �! R=K �! R= (J +K) �! 0

dizisinin taml��g� da R=K 2 T olmas�n� gerektirir. B�oylece K 2 F (R)'dir. 2

Teorem 2.2.8 (Bland 1998) H :Mod-R i�cindeki t�um kal�tsal torsion s�n�
ar�n

ailesi, C : R'nin t�um Gabriel �ltrelerin ailesi olmak �uzere,  ve � a�sa�g�daki gibi

tan�mlans�n;

a)  : H ! C,  (T ) =F (R) = fK � R : K R'nin bir sa�g ideali ve R=K 2 T g
b) � : C ! H, �(F (R)) = T = fM : (0 : m) 2 F (R) 8m 2Mg
 ve � fonksiyonlar� birbirlerinin tersidir.

Kan�t. �Onerme 2.2.7'den dolay�  tan�mlanabilir.

F (R); R'nin bir Gabriel �ltresi ve T = fM : (0 : m) 2 F (R) 8m 2Mg olsun.
T 2 H oldu�gunu g�osterece�giz. O halde T 'nun alt mod�uller, homomorf g�or�unt�uler,
dik toplamlar ve mod�ul geni�slemeleri alt�nda kapal� oldu�gunu g�ostermeliyiz.

Alt mod�uller: M 2 T ve N � M olsun. n 2 N alal�m. n 2 M ve M 2 T
oldu�gundan (0 : n) 2 F (R)'dir. B�oylece N 2 T 'dur.
Homomorf G�or�unt�uler: f :M ! N bir epimor�zma veM 2 T olsun. n 2 N

ise f(m) = n olacak �sekilde bir m 2 M vard�r. (0 : m) � (0 : n) ve (0 : m) 2 F (R)
oldu�gundan (0 : n) 2 F (R)'dir. T 'nun tan�m�ndan N 2 T 'dur.
Dik Toplamlar: Her � 2 I i�cin M� 2 T olmak �uzere fM�g�2I ailesi verilsin ve

(m�) 2 ��2IM� alal�m. \�2I(0 : m�) = (0 : (m�)) oldu�gu biliniyor. Ayr�ca sadece
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sonlu say�daki � 2 I elemanlar� i�cin m� 6= 0 oldu�gundan \�2I(0 : m�) kesi�simi

sonludur. M� 2 T oldu�gundan (0 : m�) 2 F (R)'dir. Bu k�umelerin sonlu kesi�simi
(0 : (m�)) = \�2I(0 : m�) 2 F (R) olur. T 'nun tan�m�ndan ��2IM� 2 T 'dur.
Mod�ul geni�slemeleri: 0 �! L �!M �!M=L �! 0 dizisi tam ve

L; M=L 2 T olsun. m 2M ise m+L 2M=L ve (0 : m+L) = (L : m) 2 F (R)'dir.
r 2 (L : m) ise mr 2 L'dir. L 2 T oldu�gundan (0 : mr) = ((0 : m) : r) 2 F (R)'dir.
Yani her r 2 (L : m) i�cin ((0 : m) : r) 2 F (R)'dir. Gabriel �ltresi tan�m�na g�ore

(0 : m) 2 F (R)'dir. B�oylece M 2 T 'dur.
O halde � d�on�u�s�um�u tan�ml�d�r.

Son olarak  ve � d�on�u�s�umlerinin iyi tan�ml� ve birbirlerinin tersi olan

d�on�u�s�umler oldu�gunu g�ostermeliyiz.

 ve �'nin iyi tan�ml� olduklar� tan�mlar�ndan a�c�kt�r.

S�imdi �o = 1H ve  o� = 1C oldu�gunu g�osterece�giz.

�o = 1H oldu�gunu g�ostermek i�cin Mod-R i�cinde bir T torsion s�n�f�

alal�m.  (T ) = F (R) = fK � R : R=K 2 T g ve �(F (R)) = T � =

fM : (0 : m) 2 F (R) 8m 2Mg olsun. T = T � oldu�gunu g�ostermek yetecektir.
M 2 T ve m 2M olsun. T alt mod�uller alt�nda kapal� oldu�gundan,

mR ' R=(0 : m) 2 T b�oylece (0 : m) 2 F (R) ve dolay�s�yla M 2 T �'d�r. B�oylece
T � T � olur.
Tersine M 2 T � olsun. Her m 2M i�cin (0 : m) 2 F (R) oldu�gundan

mR ' R=(0 : m) 2 T 'dur.
P

m2M mR = M 2 T olur. Buna g�ore T � � T ve

b�oylece T = T � olur. O halde �o (T ) = T , �o = 1H'dir.
S�imdi de  o� = 1C oldu�gunu g�osterelim. F (R); R'nin bir Gabriel

�ltresi olmak �uzere, �(F (R)) = T = fM : (0 : m) 2 F (R) 8m 2Mg ve

 (T ) = fK � R : R=K 2 T g = F �(R) olsun. F (R) = F �(R) oldu�gunu

g�ostermeliyiz. K 2 F �(R) olsun. R=K 2 T olmas� her r 2 R i�cin (0 :

r + K) = (K : r) 2 F (R) olmas�n� gerektirir. R 2 F (R) ve her r 2 R i�cin

(K : r) 2 F (R) oldu�gundan Gabriel �ltresi tan�m�na g�ore K 2 F (R)'dir. B�oylece

F �(R) � F (R)'dir.

Ters kapsama i�cin K 2 F (R) olsun. Her x 2 R i�cin (K : x) = (0 : x+K) 2 F (R)
olur. Buna g�ore R=K 2 T ve K 2 F �(R)'dir. Sonu�c olarak F (R) = F �(R) elde

edilir ve ispat biter. 2
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Sonu�c 2.2.9 (Bland 1998) F� (R); Mod-R �uzerinde � kal�tsal torsion teorisine

kar�s�l�k gelen Gabriel �ltresi ve M R-mod�ul olsun.

t� (M) = fm 2M j (0 : m) 2 F� (R)g'dir.

Kan�t. fm 2M j (0 : m) 2 F� (R)g = H ve F� (R)'ye kar�s�l�k gelen kal�tsal torsion

s�n�f T olsun. t� (M) 2 T oldu�gundan her m 2 t� (M) i�cin (0 : m) 2 F� (R)'dir.

Buradan t� (M) � H olur. Di�ger y�on i�cin m 2 H olsun. mR ' R=(0 : m) 2 T 'dur.
Buradan mR � t� (M) ve H � t� (M) elde edilir. 2

�Ornek 2.2.10 (1) (Mod-R; 0) torsion teorisine kar�s�l�k gelen Gabriel �ltresi R'nin

t�um sa�g ideallerinden olu�sur.

(2) (0;Mod-R) torsion teorisine kar�s�l�k gelen Gabriel �ltresi sadece R

halkas�ndan olu�sur.

�Ornek 2.2.11 T = fG : G Abel grup ve t(G) = Gg,
F = fG : G Abel grup ve t(G) = 0g olmak �uzere Mod-Z �uzerinde � = (T ;F) tor-
sion teorisini g�oz �on�une alal�m.

F� (Z) Gabriel �ltresi Z'nin s�f�rdan farkl� her idealini kapsar.

�Onerme 2.2.12 (Bland 1998)M 2 F ve N �M olsun. M=N 2 T ise N EM 'dir.

Kan�t. 0 6= m 2 MnN alal�m. (mR + N)=N � M=N oldu�gundan

mR= (mR \N) ' (mR + N)=N 2 T 'dur. mR \ N = 0 olsayd� mR 2 T \ F =0
olurdu. Bu isem 6= 0 olmas� ile �celi�sirdi. O halde herm 2MnN i�cinmR\N 6= 0'd�r.
2

Teorem 2.2.13 (Bland 1998) � Mod-R �uzerinde bir kal�tsal torsion teori olsun. �;

devirli mod�ullerin bir dik toplam� taraf�ndan �uretilir.

Kan�t. S devirli � -torsion mod�ullerin izomor�zm s�n�
ar�n�n bir tam temsilciler

k�umesi olsun ve F� (R); � 'ya kar�s�l�k gelen Galbriel �ltresini g�ostersin.

F� (R)
� = f(0 : n) 2 F� (R) j nR 2 Sg olmak �uzere X = �(0:n)2F� (R)�nR olsun. X

� -torsion mod�uld�ur.
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S�imdi F 'nin fXg'in sa�g dik komplimenti oldu�gunu g�osterelim:
� = fN : HomR(X;N) = 0g olsun. N 2 F ise X 2 T oldu�gundan

HomR(X;N) = 0'd�r. O halde F � �'d�r.

N 2 � olsun ve N =2 F oldu�gunu varsayal�m. HomR(M;N) 6= 0 olacak �sekilde
bir M 2 T vard�r. 0 6= g 2 HomR(M;N) alal�m. M 2 T oldu�gundan g(M) � -

torsion bir mod�uld�ur. 0 6= nR olacak �sekilde bir n 2 g(M) 2 T vard�r. Buradan

nR ' R=(0 : n) 2 S elde edilir. F� (R)
�'�n tan�m�ndan (0 : n) 2 F� (R)

�'d�r.

f : R=(0 : n) ! nR izomor�zmas� ve p kanonik epimor�zma olmak �uzere,

fop 6= 0'd�r. 0 �! nR �! N tam dizisine HomR(X;�) funktoru uygu-

lan�rsa, 0 �! HomR(X;nR) �! HomR(X;N) tam dizisi elde edilir. N 2 �

oldu�gundan HomR(X;N) = 0 dolay�s�yla HomR(X;nR) = 0 olur. Bu sonu�c

0 6= fop 2 HomR(X;nR) olmas� ile �celi�sir. O halde N 2 F ve b�oylece � � F 'dir.
Sonu�c olarak F =�'dir. 2

2.3 P�ur alt mod�uller

Tan�m 2.3.1 (Bland 1998) M R-mod�ul, B � M olsun. M=B 2 F ise B'ye

M 'nin � -p�ur alt mod�ul�u denir. M 'nin t�um � -p�ur alt mod�ullerinin k�umesi P� (M)
ile g�osterilir.

�Ornek 2.3.2 t� (M); M 'nin � -p�ur alt mod�ul�ud�ur.

Teorem 2.3.3 (Crivei 2004) M R-mod�ul ve B;B0 �M olsun.

(1) M=B 2 F ise t� (M) � B; ve t� (B) = t� (M)'dir.

(2) B � B0 ve M=B 2 F ise B0=B 2 F 'dir.
(3) B � B0; B0=B 2 F ve M=B0 2 F ise M=B 2 F 'dir..
(4) M 'nin � -p�ur alt mod�uller s�n�f� key� kesi�simler alt�nda kapal�d�r.

(5) t� (M) = \B2P� (M)B'dir.

Kan�t. (1) (t� (M) +B) =B ' t� (M)= (t� (M) \B) 2 T 'dur.
(t� (M) +B) =B � M=B 2 F oldu�gundan (t� (M) +B) =B 2 T \ F =0'd�r. Buna
g�ore, t� (M) + B = B; yani t� (M) � B'dir. Buradan, t� (M) � t� (B)'dir. Di�ger

taraftan B �M oldu�gundan, t� (B) � t� (M) ve b�oylece t� (M) = t� (B) olur.
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(2) M=B 2 F ve B0=B �M=B oldu�gundan, B0=B 2 F 'dir.
(3) B0=B 2 F ve M=B0 2 F oldu�gunu kabul edelim.

0 �! B0=B �!M=B �!M=B0 �! 0

dizisinin taml��g� M=B 2 F olmas�n� gerektirir.

(4) (Bi)i2I ; M 'nin � -p�ur alt mod�ul ailesi olsun. f : M=
�
\
i2IBi

�
! �

i2IM=Bi;

f(M + \
i2IBi) = (M +Bi)i2I �seklinde tan�mlanan d�on�u�s�um bir monomor�zmad�r.

�
i2IM=Bi 2 F oldu�gundan, M=

�
\
i2IBi

�
2 F 'dir.

(5) t� (M); M i�cinde � -p�ur oldu�gundan, \B2P� (M)B � t� (M)'dir.

Ters kapsamay� g�ormek i�cin x 2 t� (M) alal�m. M=B 2 F olsun.

(0 : x) � (0 : x+B) oldu�gundan x+B; M=B'nin � -torsion bir eleman�d�r. O halde

x+B = 0; yani x 2 B'dir. Buna g�ore t� (M) � B ve t� (M) � \B2P� (M)B olur. 2

Tan�m 2.3.4 (Bland 1998) M R-mod�ul, N �M olsun. M 'nin N 'yi kapsayan t�um

� -p�ur alt mod�ullerinin kesi�simine N 'nin M i�cindeki � -p�ur kapan��s� denir ve N c ile

g�osterilir.

�Ornek 2.3.5 N; M 'nin � -p�ur alt mod�ul�u ise N 'nin M i�cindeki � -p�ur kapan��s� ken-

disine e�sittir.

�Onerme 2.3.6 (Bland 1998) N; M mod�ul�un�un bir alt mod�ul�u olsun.

N c=N = t� (M=N) ve N c = fm 2M j (N : m) 2 F� (R)g'dir.

Kan�t. C, M 'nin N 'yi kapsayan t�um � -p�ur alt mod�ullerinin ailesi olsun.

N c = \X2CX ve N c=N = (\X2CX) =N = \X2C(X=N) = t� (M=N) olur. N c=N =

t� (M=N) oldu�gundanm+N 2 N c=N = t� (M=N) olmas� ile (N : m) 2 F� (R) olmas�
denktir. O halde N c = fm 2M : (N : m) 2 F� (R)g elde edilir. 2

K � N �M olsun. K'n�n N i�cindeki � -p�ur kapan��s�n� Kc
N ve K'n�n M i�cindeki

� -p�ur kapan��s�n� Kc
M ile g�osterelim.

Kc
N=K = t� (N=K) = t� (M=K) \ (N=K) = (Kc

M=K) \ (N=K) = (Kc
M \N) =K'd�r.

B�oylece (Kc
M \N) = Kc

N elde edilir.
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�Onerme 2.3.7 (Golan 1986) N; M mod�ul�un�un bir alt mod�ul�u olsun. A�sa�g�daki

ifadeler sa�glan�r.

(1) (N c)c = N c'dir.

(2) Her m 2M i�cin (N : m)c = (N c : m)'dir.

(3) N � W ise N c � W c'dir.

(4) N;W �M i�cin N c \W c = (N \W )c'dir.

Kan�t. (1) ve (3) tan�mlardan a�c�kt�r.

(2) a 2 (N : m)c olsun. �Onerme 2.3.6'ya g�ore I = ((N : m) : a) 2 F� (R)

ve buradan da aI � (N : m) olur. O halde maI � N , yani I � (N : ma)'dir.

I 2 F� (R) ve F� (R) Gabriel �ltresi oldu�gundan, (N : ma) 2 F� (R)'dir. Buna g�ore,
ma 2 N c olur. B�oylece a 2 (N c : m)'dir. Buradan (N : m)c � (N c : m)'dir.

a 2 (N c : m) olsun. ma 2 N c ve buradan (N : ma) 2 F� (R)'dir.
(N : ma) � ((N : m) : a)) oldu�gundan ((N : m) : a)) 2 F� (R), yani a 2 (N : m)c

dir. B�oylece (N c : m) � (N : m)c olur.

(4) N \W � N ve N \W � W oldu�gundan (N \W )c � N c ve

(N \W )c � W c'dir. Buradan (N \W )c � N c \W c olur.

a 2 N c \W c olsun. a 2 N c ve a 2 W c oldu�gundan (N : a); (W : a) 2 F� (R)'dir.
Buradan, (N : a) \ (W : a) 2 F� (R) olur. (N : a) \ (W : a) � (N \W : a) oldu�gu

kullan�larak (N\W : a) 2 F� (R) elde edilir. �Onerme 2.3.6'dan dolay� a 2 (N \W )c

ve buna g�ore N c \W c � (N \W )c olur. 2

�Onerme 2.3.8 (Golan 1986) f :M !M 0 bir R-homomor�zmas� ve N �M olsun.

f(N c) � f(N)c dir.

E�ger f �orten ve C�ekf 2 T ise ters kapsama da vard�r.

Kan�t. y 2 f(N c) olsun. O halde y = f(x) olacak �sekilde x 2 N c vard�r. x 2 N c

oldu�gundan (N : x) 2 F� (R)'dir. (N : x) � (f(N) : f(x)) kullan�larak
(f(N) : f(x)) 2 F� (R) olur. O halde f(x) 2 f(N)c ve b�oylece f(N c) � f(N)c elde

edilir.

Ters kapsama i�cin g :M=N c !M 0=f(N c),

g(m + N c) = f(m) + f(N c) d�on�u�s�um�un�u tan�mlayal�m. C� ekg = (C� ekf +N c) =N c
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olur. C� ekg = (C�ekf +N c) =N c 'C�ekf= (C�ekf \N c) 2 T \ F =0'd�r. O halde

C�ekg = 0 ve b�oylece g bir izomor�zmad�r. C� �unk�u g �ortendir. M=N c 2 F
oldu�gundan

M 0=f(N c) 2 F 'dir. Ayr�ca N � N c oldu�gundan da f(N) � f(N c)'dir. O halde

f(N)c � (f(N c))c = f(N c)'dir. 2

�Ornek 2.3.9 (Bland 1998) R; S'nin bir althalkas�, S bir d�uz R-mod�ul olsun.

T = fM :M 
R S = 0g s�n�f� Mod-R �uzerinde bir kal�tsal

torsion s�n�ft�r. F= fM :M !M 
R S, m! m
 1s d�on�u�s�um�u monomor�zmag
s�n�f� T 'ya kar�s�l�k gelen torsion-free s�n�ft�r. Bu torsion teoriye kar�s�l�k gelen

Gabriel �ltresi F� (R); KS = S olacak �sekildeki K sa�g ideallerinin k�umesidir.

Bu sonu�c R=K 
R S ' S=KS olmas�ndan elde edilir.

�Ornek 2.3.10 (Bland 1998) � Mod-R �uzerinde kal�tsal bir torsion teori, F� (R) � 'ya

kar�s�l�k gelen Gabriel �ltresi, M R-mod�ul olsun. Her K 2 F� (R) i�cin
KM =M ise M 'ye � -b�ol�unebilir denir.

D = fM 2 R-Mod : N 
RM = 0 8N 2 T g olsun. D'nin t�um � -b�ol�unebilir sol

R-mod�ullerin s�n�f� oldu�gunu g�osterelim:

K 2 F� (R) ve M 2 D olsun. O zaman (R=K) 
 M ' M=KM = 0'd�r.

B�oylece M = KM 'dir. O halde M � -b�ol�unebilirdir. Tersine M � -b�ol�unebilir yani

her K 2 F� (R) i�cin KM =M ve N 2 T olmak �uzere n
m N
RM 'nin bir �ureteci

olsun. n 2 N oldu�gundan nK = 0 olacak �sekilde bir K 2 F� (R) vard�r. KM = M

oldu�gundan
Pq

i=1 kimi = m olacak �sekilde mi 2M ve ki 2 K vard�r.

n 
m = n 

Pq

i=1 kimi =
Pq

i=1 (n
 kimi) =
Pq

i=1(nki 
mi) =
Pq

i=1 (0
mi) =

0'd�r. B�oylece N 
R M = 0 ve dolay�s�yla M 2 D'dir. Bu nedenle D t�um � -

b�ol�unebilir sol R-mod�ullerin s�n�f�d�r.

D R-Mod �uzerinde bir torsion s�n�ft�r. T kal�tsal olmas�na ra�gmen D kal�tsal

olmak zorunda de�gildir. T i�cindeki her mod�ul d�uz ise D kal�tsal olacakt�r.

tD(M); M 'nin t�um � -b�ol�uml�u alt mod�ullerin toplam� olsun. tD(M) = 0 iseM 'ye

� -indirgenmi�s mod�ul denir. R t�um � -indirgenmi�s sol R-mod�ullerin ailesi olmak �uzere

(D;R) R-Mod �uzerinde bir torsion teoridir. � torsion ve torsion-free abel gruplardan
olu�san torsion teori ise D ve R s�ras�yla b�ol�unebilir ve indirgenmi�s Abel gruplar�n

s�n�f�d�r.
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Tan�m 2.3.11 (Bland 1998) � = (T�;F�) ve � = (T� ;F� ) Mod-R �uzerinde torsion

teoriler olsun. T��T� veya F��F� ise � � � yaz�l�r.

� Mod-R �uzerindeki t�um torsion teoriler ailesi �uzerinde bir k�smi s�ralama

ba�g�nt�s�d�r.

Mod-R �uzerindeki her � torsion teorisi i�cin (0;Mod-R) � � � (Mod-R; 0) oldu�gu
a�c�kt�r.

�Ornek 2.3.12 (Bland 1998) � Mod-R �uzerinde bir faithful torsion teori ise R � -

torsion-free mod�uld�ur. Bu durumda K 2 F� (R) ise bir �onceki �onermeye g�ore

K E R ve dolay�s�yla K 2 FG(R)'dir. Buradan � � �G'dir. O halde �G; Mod-

R �uzerindeki faithful torsion teoriler i�cin bir �ust s�n�rd�r. Ancak �G faithful olmak

zorunda de�gildir.

2.4 Kokritikal Mod�uller

Bu b�ol�umden itibaren aksi belirtilmedik�ce � = (T ;F) Mod-R �uzerinde kal�tsal bir

torsion teori olacakt�r.

Bu b�ol�umde mod�ul teorinin en �onemli kavramlar�ndan biri olan basit ve maksimal

alt mod�ullerin genellemesi �uzerine �cal��saca�g�z.

Tan�m 2.4.1 (Golan 1986) M � -torsion olmayan bir R-mod�ul olsun. E�ger t� (M);

M 'nin tek � -p�ur �oz alt mod�ul�u ise M 'ye � -basit mod�ul denir.

(0;Mod-R) torsion teorisinde � -basit mod�ul kavram� ile basit mod�ul kavram�

ayn�d�r.

Teorem 2.4.2 M R-mod�ul, N �M ve N c; N 'ninM i�cindeki � -p�ur kapan��s� olsun.

N 'nin � -basit olmas� ile N c'nin � -basit olmas� denktir.

Kan�t. N 'nin � -basit oldu�gunu kabul edelim. N � -torsion olmad��g�ndan N c de

� -torsion olamaz. K; N c'nin bir �oz alt mod�ul�u olsun.

K= (K \N) ' (K +N) =N � N c=N 2 T ve b�oylece K= (K \N) 2 T olur. E�ger

K \N 2 T ise

0 �! K \N �! K �! K= (K \N) �! 0
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dizisinin taml��g� K 2 T olmas�n� gerektirir. Bu durumda K; N c i�cinde � -p�ur ise

K = t� (N
c)'dir.

K \N =2 T oldu�gunu kabul edelim. N= (N \K)c 2 F ve N � -basit oldu�gundan

(N \K)c = N 'dir. Buradan t� (N= (N \K)) = (N \K)c=(N \K) = N= (N \K)
ve dolay�s�yla N= (N \K) 2 T 'dur. O halde (N + K)=K ' N=(N \ K) 2 T
olur. Di�ger taraftan N c=(N +K); N c=N 'nin bir homomorf g�or�unt�us�u oldu�gundan

N c= (N +K) 2 T 'dur.

0 �! (N +K)=K �! N c=K �! N c= (N +K) �! 0

dizisinin taml��g� N c=K 2 T olmas�n� gerektirir. Bu sonu�c da N c'nin � -basit

oldu�gunu g�osterir.

S�imdi, N c'nin � -basit oldu�gunu kabul edelim. N 2 T olsayd�;

0 �! N �! N c �! N c=N �! 0

dizisinin taml��g� ve N c=N 2 T olmas� N c 2 T olmas�n� gerektirecekti. O halde

N =2 T 'dur.
K; N 'nin bir �oz alt mod�ul�u olsun.

K � t� (N) ise N=K 2 F olmas� K = t� (N) olmas�n� gerektirir.

K =2 T kabul edelim. N c=Kc 2 F ve N c � -basit oldu�gundan N c = Kc'dir.

t� (N
c=K) = Kc=K = N c=K 2 T ve N=K � N c=K olmas� kullan�larak N=K 2 T

elde edilir. B�oylece N � -basit mod�uld�ur. 2

�Onerme 2.4.3 (Golan 1986) Bir � -basit mod�ul�un, her alt mod�ul�u ve her homomorf

g�or�unt�us�u ya � -basit ya da � -torsion bir mod�uld�ur.

Kan�t. M � -basit bir mod�ul ve N , M 'nin � -torsion olmayan bir alt mod�ul�u olsun.

Teorem 2.4.2'den dolay� N 'yi � -p�ur kabul edebiliriz. K; N 'nin � -p�ur bir �oz alt

mod�ul�u olsun.

0 �! N=K �!M=K �!M=N �! 0

dizisinin taml��g� M=K 2 F olmas�n� gerektirir. M � -basit oldu�gundan

K = t� (M) = t� (N)'dir. B�oylece N � -basit mod�uld�ur.
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M=N 'nin � -torsion olmad��g�n� kabul edelim. L=N; M=N 'nin � -p�ur bir �oz

alt mod�ul�u olsun. (M=N) = (L=N) ' M=L 2 F olur. M � -basit oldu�gundan

L = t� (M)'dir t� (M)=N 2 T ve L=N � -p�ur oldu�gundan t� (M)=N = L=N =

t� (M=N)'dir. O halde M=N � -basit mod�uld�ur. 2

Tan�m 2.4.4 (Golan 1986) Bir M mod�ul�u � -basit ve � -torsion-free ise M 'ye � -

kokritikal mod�ul denir.

M � -kokritikal mod�ul ve 0 6= N � M olsun. M=N c 2 F ve M � -basit

oldu�gundan N c =M 'dir. B�oylece M=N = N c=N 2 T olur. B�oylece � -kokritikal bir
mod�ul�un s�f�rdan farkl� her alt mod�ul�u � -yo�gundur. Ayr�ca M � -torsion-free mod�ul

ve M 'nin s�f�rdan farkl� her altmod�ul�u � -yo�gun ise M � -basittir.

O halde M 'nin � -kokritikal mod�ul olmas� i�cin gerekli ve yeterli ko�sul M 'nin � -

torsion-free ve s�f�rdan farkl� her alt mod�ul�un�un � -yo�gun olmas�d�r.

�Onerme 2.4.5 (Golan 1986) M s�f�rdan farkl� bir mod�ul olsun. A�sa�g�daki ifadeler

denktir.

(1) M � -torsion veya � -kokritikal mod�uld�ur.

(2) M 'nin s�f�rdan farkl� her �oz alt mod�ul�u B; M i�cinde � -p�ur de�gildir.

Kan�t. (1) =) (2) Tan�mlardan a�c�kt�r.

(2) =) (1) M � -torsion olmas�n. t� (M) 6= 0 ise kabulden dolay� M=t� (M) � -

torsion-free olamaz. Bu ise bir �celi�skidir. O halde M � -torsion-free olmal�d�r. B

M 'nin s�f�rdan farkl� bir �oz alt mod�ul�u olsun. Bu durumda M=B =2 F 'dir. O halde
t� (M=B) = C=B olacak �sekilde B'yi kapsayan bir C �M alt mod�ul�u vard�r.

M=C ' (M=B) = (C=B) = (M=B) =t� (M=B) � -torsion-free mod�uld�ur. Hipoteze

g�ore M = C olmal�d�r. Buna g�ore M=B � -torsion ve b�oylece M � -kokritikal

mod�uld�ur. 2

Teorem 2.4.6 (Golan 1986) M R-mod�ul�u i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M � -kokritikal mod�uld�ur.

(2)M d�uzg�un bir mod�uld�ur veM 'nin � -yo�gun, � -kokritikal bir alt mod�ul�u vard�r.
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(3) M � -torsion-free bir mod�uld�ur ve M 'nin � -yo�gun, � -kokritikal bir alt mod�ul�u

vard�r.

(4) M 'nin s�f�rdan farkl� her alt mod�ul�u � -kokritikaldir.

(5) M d�uzg�un bir mod�uld�ur ve M 'nin s�f�rdan farkl� her devirli alt mod�ul�u � -

kokritikaldir.

Kan�t. (1) =) (2) 0 6= N � M olsun. M=N 2 T ve M 2 F oldu�gundan �Onerme

2.2.12'ye g�ore N EM olur. M kendisinin � -yo�gun, � -kokritikal alt mod�ul�ud�ur.

(2) =) (3) M 'nin � -torsion-free oldu�gunu g�osterece�giz. N = t� (M) ve N
0;

M 'nin bir � -yo�gun, � -kokritikal alt mod�ul�u olsun. M d�uzg�un oldu�gundan N 0 E M

olur. O halde N 6= 0 ise N \N 0 = t� (N
0) 6= 0 olur. Bu ise N 0 2 F olmas� ile �celi�sir.

(3) =) (1) N; M 'nin bir � -yo�gun, � -kokritikal alt mod�ul�u olsun. M; � -torsion-

free oldu�gundan �Onerme 2.2.12'ye g�ore N EM olur.

0 6= N 0 �M olsun. O haldeN\N 0; N 'nin s�f�rdan farkl�, � -yo�gun alt mod�ul�ud�ur.

N=(N \N 0) ' (N 0 +N)=N 0 2 T olur. Ayr�ca M=N 2 T oldu�gundan

M=(N +N 0) 2 T 'dur.

0 �! (N 0 +N)=N 0 �!M=N 0 �!M=(N +N 0) �! 0

tam dizisinden ve (N 0 + N)=N 0;M=(N + N 0) 2 T olmas�ndan dolay� M=N 0 2 T
olur.

(1) =) (4) 0 6= N �M olsun. M 2 F oldu�gundan N 2 F 'dir. 0 6= N 0 � N i�cin

N=N 0 �M=N 0 2 T oldu�gundan N=N 0 2 T 'dur. B�oylece N � -kokritikaldir.

(4) =) (5) A�c�kt�r.

(5) =) (1) Kabulden dolay� her m 2M i�cin mR 2 F ve dolay�s�yla M 2 F 'dir.
M � -kokritikal de�gilseM 'nin s�f�rdan farkl� bir � -p�ur �oz alt mod�ul�u vard�r. N; M 'nin

s�f�rdan farkl� bir � -p�ur �oz alt mod�ul�u ve m 2MnN olsun.

mR= (mR \N) ' (mR +N) =N 2 F 'dir. M d�uzg�un oldu�gundan, mR\N 6= 0'd�r.
Bu ise mR'nin � -kokritikal olmas� ile �celi�sir. O halde M � -kokritikal mod�uld�ur. 2

�Onerme 2.4.7 (Golan 1986)M � -torsion-free R-mod�ul ve N; M 'nin s�f�rdan farkl�

bir alt mod�ul�u olsun. N 'nin � -kokritikal olmas� ile N c'nin � -kokritikal olmas� denk-

tir.
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Kan�t. N 'nin � -kokritikal oldu�gunu kabul edelim. M 2 F oldu�gundan N c 2 F 'dir.
0 6= K � N c olsun. K= (N \K) ' (K +N) =N � N c=N 2 T 'dur. N \ K = 0

ise K 2 T \ F =0 olur. O halde N \ K 6= 0'd�r. N � -kokritikal oldu�gundan

N= (N \K) ' (K +N) =K 2 T 'dur. Ayr�ca N c= (N +K) 2 T 'dur. C� �unk�u

N c= (N +K) ; N c=N � -torsion mod�ul�un�un bir homomorf g�or�unt�us�ud�ur.

0 �! (K +N) =K �! N c=K �! N c= (N +K) �! 0 tam dizisinden N c=K 2
T elde edilir.

N c'nin � -kokritikal oldu�gunu kabul edelim. 0 6= N � N c oldu�gundan Teorem

2.4.6'dan dolay� N de � -kokritikal olur. 2

Sonu�c 2.4.8 (Golan 1986) M � -torsion-free R-mod�ul, N; M 'nin � -kokritikal alt

mod�ul�u ve 0 6= K � N olsun. N 'nin M i�cindeki � -p�ur kapan��s� N c
M ile K'n�n M

i�cindeki � -p�ur kapan��s� Kc
M birbirine e�sittir.

Kan�t. Yukar�daki �onermeye g�ore N c
M de M 'nin bir � -kokritikal alt mod�ul�ud�ur. O

halde N 'nin M i�cinde � -p�ur oldu�gunu kabul edebiliriz. Bu durumda Kc
M � N 'dir.

M=Kc
M 2 F oldu�gundan N=Kc

M 2 F 'dir. N � -kokritikal oldu�gundan Kc
M = 0 ya da

N = Kc
M 'dir. K 6= 0 oldu�gundan Kc

M 6= 0'd�r. O halde N = Kc
M 'dir. 2

Teorem 2.4.9 (Golan 1986) fMi : i 2 
g M 'nin � -kokritikal alt mod�ullerinden

olu�san bir k�ume ve M=(
P

i2
Mi) 2 T olsun. N � M ise a�sa�g�daki ko�sullar�

sa�glayan bir � � 
 altk�umesi vard�r.
(1)

P
j2�Mj toplam� diktir.

(2) N � [�j2�Mj] ; M i�cinde � -yo�gundur.

Kan�t. N = M ise � = ; al�n�r ve ispat biter. N 6= M oldu�gunu kabul edelim.

A =
�
� � 
 :

P
i2�Mi toplam� dik ve N \

�P
i2�Mi

�
= 0

	
k�umesini olu�stural�m.

O halde ; 2 A ve A k�ume kapsama ba�g�nt�s�na g�ore k�smi s�ral� bir k�umedir.

f�kg ; A i�cinde bir zincir olsun. [�k 2 A yani [�k; f�kg i�cin bir �ust s�n�rd�r.
Zorn �Onteoremi'ne g�ore A'n�n bir maksimal eleman� vard�r. Bu eleman � olsun ve
K = �j2�Mj; B = N �K diyelim.

S�imdi M=B 2 T oldu�gunu g�osterece�giz. Tersini kabul edelim. M=B =2 T olsun.

Bu durumda M 6= Bc olur. C� �unk�u Bc=B = t� (M=B) 2 T 'dur.
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Her i 2 
 i�cinMi � Bc olsayd�
P

i2
Mi � Bc veM=(
P

i2
Mi) 2 T oldu�gundan
M=Bc 2 T \ F =0 yani M = Bc olurdu. O halde en az bir Mi � -kokritikal alt

mod�ul�u i�cin Mi * Bc'dir.

Bc \Mi 6= 0 ise Mi; � -kokritikal oldu�gundan Mi= (B
c \Mi) ' (Mi +Bc) =Bc 2

T olur. Ayr�ca Mi= (B
c \Mi) ' (Mi +Bc) =Bc � M=Bc 2 F oldu�gundan

Mi= (B
c \Mi) 2 T \ F =0 ve b�oylece Mi = Bc \ Mi yani Mi � Bc olurdu. O

halde Bc \Mi = 0'd�r.

K \ Mi � (N �K) \ Mi � Bc \ Mi = 0 olur b�oylece de K \ Mi = 0 ve

(N �K) \ Mi = 0 elde edilir. Buradan, N \ (K � Mi) = 0 oldu�gu da g�or�ul�ur.

Buradan �0 = � [ fig 2 A olur bu sonu�c ise �'n�n maksimalli�gi ile �celi�sir. O halde

M=B =M= (N � [�j2�Mj]) 2 T 'dur. 2

�Onerme 2.4.10 (Golan 1986) M R-mod�ul ve K; M 'nin � -kokritikal alt mod�ul�u

olsun. N 2 P� (M) ise K \N = 0 veya K � N 'dir.

Kan�t. K \ N 6= 0 olsun. K; M 'nin bir � -kokritikal alt mod�ul�u oldu�gundan

K= (K \N) ' (N +K) =N 2 T 'dur. Kabuldeki (N +K) =N � M=N 2 F kul-

lan�larak, K= (K \N) 2 T \ F =0 elde edilir ve b�oylece K = K \N , yani K � N

olur. 2

2.5 Jacobson Radikal

Tan�m 2.5.1 (Bland 1998) M R-mod�ul, N � M olsun. M=N � -kokritikal mod�ul

ise N 'ye M 'nin � -maksimal alt mod�ul�u denir.

�Ornek 2.5.2 M R-mod�ul ve N � M olsun. � = (0;Mod-R) torsion teorisinde

N 'nin � -maksimal alt mod�ul olmas� ile maksimal alt mod�ul olmas� denktir.

Bu tan�m yard�m�yla a�sa�g�dakiler kolayca g�or�ulebilir:

(1) M mod�ul�un�un � -maksimal bir alt mod�ul�u M 'nin �oz alt mod�ul�u olmal�d�r.

C� �unk�u N; M 'nin � -maksimal alt mod�ul�u ise M=N � -kokritikal, yani M=N 6= 0'd�r.
Buradan M 6= N olmal�d�r.

(2) � = (Mod-R; 0) torsion teorisinde � -kokritikal mod�ul ve dolay�s�yla � -

maksimal alt mod�ul yoktur. Daha genel olarak her torsion teoride � -maksimal alt

mod�ul yoktur. Bu sebepten dolay� bundan sonra �cal��smalar�n anlaml� olmas� i�cin

� -kokritikal mod�ullerin var oldu�gu kabul edilecektir.
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�Onerme 2.5.3 (Bland 1998) R halkas�n�n � -maksimal sa�g idealleri vard�r.

Kan�t. � torsion teorisini � -kokritikal mod�uller var olacak �sekilde se�cti�gimiz i�cin,

bir M � -kokritikal R-mod�ul�u vard�r. 0 6= m 2M ise mR bir � -kokritikal mod�uld�ur.

R=(0 : m) ' mR oldu�gundan (0 : m); R'nin bir � -maksimal sa�g idealidir. 2

Teorem 2.5.4 (Bland 1998) M R-mod�ul, N �M olsun.

N 'nin � -maksimal alt mod�ul olmas� ile N 'nin � -p�ur alt mod�uller aras�nda mak-

simal olmas� denktir.

Ayr�ca M 2 F ise M 'nin s�f�rdan farkl� � -p�ur alt mod�uller k�umesinin (varsa)

herhangi bir minimal eleman� � -kokritikaldir.

Kan�t. N 'yi M 'nin bir � -maksimal alt mod�ul�u olarak kabul edelim. X 2 P� (M)
i�cin N � X � M olsun. M=N � -kokritikal oldu�gundan, 0 6= X=N � M=N i�cin

(M=N) = (X=N) ' M=X 2 T 'dur. Ayr�ca X 2 P� (M) oldu�gundan M=X 2
T \ F =0'd�r. B�oylece N; M 'nin � -p�ur alt mod�ulleri aras�nda maksimaldir.
S�imdi N 'nin M 'nin � -p�ur alt mod�ulleri aras�nda maksimal oldu�gunu kabul ede-

lim. M=N 'nin � -kokritikal olmad��g�n� varsayal�m.

O halde �oyle bir 0 6= X=N � M=N vard�r ki (M=N) = (X=N) ' M=X =2
T 'dur. S�imdi M=X ' (M=N) = (X=N) 2 F oldu�gunu varsayal�m. Bu du-

rumda X 2 P� (M) olur. Fakat X=N 6= 0 oldu�gundan N; X'in bir �oz alt

mod�ul�ud�ur. Buna g�ore X 2 P� (M) olmas� N 'nin M 'nin � -p�ur alt mod�ulleri

aras�nda maksimal olmas� ile �celi�sir. O halde (M=N) = (X=N) ne � -torsion ne

de � -torsion-free mod�uld�ur. (Y=N) = (X=N) = t� ((M=N) = (X=N)) olacak �sekilde

M 'nin N 'yi kesin kapsayan bir Y alt mod�ul�u vard�r. M=Y ' (M=N) = (Y=N) '
[(M=N) = (X=N)] = [(Y=N) = (X=N)] = [(M=N) = (X=N)] = [t� ((M=N) = (X=N))] 2
F olur ve b�oylece Y 2 P� (M) elde edilir. Bu ise N 'nin M 'nin � -p�ur alt mod�ulleri
aras�nda maksimal olmas� ile �celi�sir. O halde M=N � -kokritikal dolay�s�yla N � -

maksimal olmal�d�r.

_Ikinci k�s�m i�cin M 2 F ve N; P� (M) i�cindeki s�f�rdan farkl� alt mod�uller
aras�nda minimal olsun. N 'nin � -kokritikal olmad��g�n� varsayal�m. Bu durumda

N 'nin s�f�rdan farkl� �oyle bir A alt mod�ul�u vard�r ki N=A =2 T 'dur. B=A = t� (N=A)
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olacak �sekilde olacak �sekilde A'y� kesin kapsayan bir B < N alt mod�ul�u vard�r.

(N=A) = (B=A) ' N=B 2 F 'dir. Ayr�ca

0 �! N=B �!M=B �!M=N �! 0

tam dizisinden M=B 2 F elde edilir. Bu ise N 'nin minimalli�gi ile �celi�sir. O halde

N � -kokritikal olmal�d�r. 2

Teorem 2.5.5 (Bland 1998) M R-mod�ul ve N �M olsun.

N; M 'nin � -maksimal alt mod�ul�ud�ur ancak ve ancak N; M 'nin F� (M)'de ol-

mayan alt mod�ulleri aras�nda maksimaldir.

Kan�t. N 'yi M 'nin bir � -maksimal alt mod�ul�u kabul edelim. N =2 F� (M)'dir. N 0;

M 'nin N � N 0 ve N 0 =2 F� (M) olacak �sekilde bir alt mod�ul�u olsun. N; M 'nin

� -p�ur alt mod�ulleri aras�nda maksimal ve N � N 0 � N 0c 2 P� (M) oldu�gundan
N = N 0 = N 0c olur. O halde N , M 'nin F� (M)'de olmayan alt mod�ulleri aras�nda

maksimaldir.

N 'ninM 'nin F� (M)'de olmayan alt mod�ulleri aras�nda maksimal oldu�gunu kabul

edelim. O halde M=N 6= t� (M=N) = N c=N ve M 6= N c elde edilir. N c 2 P� (M) ve
M 6= N c oldu�gundan N c =2 F� (M)'dir. N; M 'nin F� (M)'de olmayan alt mod�ulleri

aras�nda maksimal oldu�gundan N = N c ve dolay�s�yla N; M 'nin � -p�ur bir alt

mod�ul�ud�ur.

S�imdi N 'nin � -p�ur alt mod�uller aras�nda maksimal oldu�gunu g�osterelim.

X 2 P� (M) i�cin N � X � M olsun. X 6= M ve X 2 P� (M) oldu�gundan
X =2 F� (M) olur. N; M 'nin F� (M)'de olmayan alt mod�ulleri aras�nda maksimal

oldu�gundan N = X olmal�d�r. O halde N; M 'nin � -p�ur alt mod�ulleri aras�nda

maksimaldir. Teorem 2.5.4'den dolay� N; M 'nin � -maksimal alt mod�ul�ud�ur. 2

Teorem 2.5.6 (Golan 1986) M R-mod�ul, N �M olsun ve M 'nin her � -p�ur �oz alt

mod�ul�u maksimal bir � -p�ur �oz alt mod�ul taraf�ndan kapsans�n.

N 'nin M 'nin her maksimal � -p�ur �oz alt mod�ul�u i�cinde kapsanmas� ile

M= (N +K) 2 T iken M=K 2 T olmas� denktir.
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Kan�t. N 'nin M 'nin her maksimal � -p�ur �oz alt mod�ul�u i�cinde kapsand��g�n� kabul

edelim. M= (N +K) 2 T ve M=K =2 T oldu�gunu varsayal�m. Kc M 'nin bir � -p�ur

�oz alt mod�ul�ud�ur. Hipoteze g�ore Kc � K 0 olacak �sekilde bir maksimal � -p�ur K 0

�oz alt mod�ul�u vard�r. Kabulden dolay� N � K 0 ve buradan N + K � K 0 olur.

M= (N +K) 2 T oldu�gundan M=K 0 2 T elde edilir. M=K 0 2 T \ F = 0 olur ve

b�oylece M = K 0 olur ki bu sonu�c K 0'n�un �oz alt mod�ul olmas� ile �celi�sir.

K � M alt mod�ul�u i�cin M= (N +K) 2 T iken M=K 2 T oldu�gunu kabul

edelim. W; M 'nin bir maksimal � -p�ur �oz alt mod�ul�u olsun. N * W oldu�gunu

varsayal�m. Teorem 2.5.5'den dolay� N+W; M i�cinde � -yo�gundur. Kabulden dolay�

W; M i�cinde � -yo�gun olur ki bu bir �celi�skidir. O halde N � W 'dir. 2

Tan�m 2.5.7 (Bland 1998) Bir M mod�ul�un�un t�um � -maksimal alt mod�ullerinin

kesi�simineM 'nin � -radikali denir ve J� (M) ile g�osterilir. M mod�ul�un�un � -maksimal

alt mod�ul�u yoksa J� (M) =M kabul edilir.

J� (M) = 0 ise M 'ye � -radikali serbest mod�ul denir.

�Onerme 2.5.8 M R-mod�ul�u i�cin M=J� (M) � -radikali serbest mod�uld�ur.

Kan�t. N � M olsun. N 'nin M i�cinde � -maksimal olmas� ile

N=J� (M)'nin M=J� (M) i�cinde � -maksimal olmas�n�n denk oldu�gunu g�orebiliriz.

O halde fN�g�2� ailesinin M 'nin t�um � -maksimal alt mod�ullerini i�cermesi ile

fN�=J� (M)g�2�ailesinin M=J� (M)'nin t�um � -maksimal alt mod�ullerini i�cermesi

denk olur. Buna g�ore,

J� (M=J� (M)) = \�2�(N�=J� (M)) = (\�2�N�) =J� (M) = J� (M)=J� (M) = 0 olur.

2

�Ornek 2.5.9 � = (0;Mod-R) torsion teorisinde J� (M); M 'nin Jacobson radikali

J(M)'ye e�sittir.

Uyar� 2.5.10 (1) R'nin t�um � -maksimal sa�g ideallerinin kesi�simi J� (R) ile

g�osterilir.

(2) � -maksimal alt mod�uller � -p�ur ve � -p�ur alt mod�ullerin kesi�simi de � -p�ur

oldu�gundan J� (M) 2 P� (M)'dir.
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(3) t� (M) = \N2P� (M)N ve J� (M) 2 P� (M) oldu�gundan t� (M) � J� (M)'dir. O

halde herhangi bir � -radikali serbest mod�ul � -torsion-free'dir.

(4) M � -kokritikal mod�ul olsun. 0; M 'nin � -maksimal alt mod�ul�ud�ur. B�oylece

J� (M) = 0'd�r. O halde her � -kokritikal mod�ul � -radikali serbest mod�uld�ur.

Dar alt mod�ul kavram�n�n genellemesi olarak a�sa�g�daki tan�m� verelim.

Tan�m 2.5.11 (Park ve Rim 1994) M R-mod�ul, N � M olsun. M nin herhangi

bir L alt mod�ul�u i�cin M= (N + L) 2 T iken M=L 2 T oluyorsa N 'ye M i�cinde

� -dar alt mod�ul denir ve N <<� M ile g�osterilir.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -dar alt mod�ul kavram� ile dar alt mod�ul

kavram� ayn�d�r.

�Onerme 2.5.12 (Park ve Rim 1994) M R-mod�ul ve A;B �M olsun.

(1) A � B ve B; M i�cinde � -dar ise A M 'nin � -dar alt mod�ul�ud�ur.

(2) A'n�n M 'nin � -dar alt mod�ul�u olmas� i�cin gerekli ve yeterli ko�sul Ac'nin

M 'nin � -dar alt mod�ul�u olmas�d�r.

Kan�t. (1) Herhangi bir L � M i�cin M= (A+ L) 2 T olsun. A � B oldu�gundan

M= (B + L) 2 T 'dur. B <<� M oldu�gundan M=L 2 T ve (A+ L) =L 2 T elde

edilir.

0 �! (A+ L) =L �!M=L �!M= (A+ L) �! 0

tam dizisinden M=L 2 T olur. B�oylece A; M i�cinde � -dar alt mod�uld�ur.

(2) A'n�n M i�cinde � -dar alt mod�ul oldu�gunu kabul edelim ve L � M i�cin

M= (Ac + L) 2 T olsun. f : Ac=A �! (Ac + L) = (A+ L),

f(x+A) = x+ (A+ L) �seklinde tan�mlanan d�on�u�s�um bir epimor�zmad�r. O halde

(Ac + L) = (A+ L) 2 T 'dur.

0 �! (Ac + L) = (A+ L) �!M= (A+ L) �!M= (Ac + L) �! 0

dizisinin taml��g�M= (A+ L) 2 T olmas�n� gerektirir. A; M i�cinde � -dar oldu�gundan

M=L 2 T ve b�oylece Ac; M i�cinde � -dard�r.

Ac, M i�cinde � -dar ise A � Ac oldu�gundan ve (1)'den dolay� A <<� M olur. 2
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�Onerme 2.5.13 M R-mod�ul, N �M olsun.

N 'nin M i�cinde � -dar alt mod�ul olmas� ile N c + X 2 F� (M) ve X 2 P� (M)
olacak �sekilde M 'nin X �oz alt mod�ul�un�un olmamas� denktir.

Kan�t. N c + X 2 F� (M) ve X 2 P� (M) olacak �sekilde M 'nin bir X �oz

alt mod�ul�un�un olmad��g�n� kabul edelim. M 'nin herhangi bir L alt mod�ul�u i�cin

M= (N + L) 2 T olsun. N � N c ve L � Lc ve T 'nun homomorf g�or�unt�uler alt�nda
kapal� olmas� kullan�larak M= (N c + Lc) 2 T elde edilir. Hipotezden dolay� M = Lc

olmal�d�r. Bu durumda Lc=L = t� (M=L) =M=L 2 T ve b�oylece N <<� M olur.

N <<� M oldu�gunu kabul edelim. X 2 P� (M) olmak �uzere M= (N c +X) 2 T
olsun. �Onerme 2.5.12'den dolay� N c de M 'nin bir � -dar alt mod�ul�ud�ur. Buradan

M=X 2 T olur. M=X 2 T \ F =0 oldu�gundan M = X olur ve ispat biter. 2

�Onerme 2.5.14 (Bland 1998) M 'nin her � -dar alt mod�ul�u J� (M) i�cinde kapsan�r.

Kan�t. J� (M) =M ise ispat a�c�kt�r. O halde J� (M) 6=M oldu�gunu kabul edelim.

X; M 'nin bir � -maksimal alt mod�ul�u ve N; M 'nin bir � -dar alt mod�ul�u olsun.

X M 'nin F� (M)'de olmayan alt mod�ulleri aras�nda maksimaldir. Buna g�ore

X � N c + X olsayd� N c + X 2 F� (M) olurdu ki bu sonu�c N 'nin M i�cinde � -dar

olmas� ile �celi�sirdi. O halde X = N c+X yani N � N c � X olur. O halde N; M 'nin

her � -maksimal alt mod�ul�u i�cinde kapsan�r ve b�oylece N � J� (M) elde edilir. 2

Teorem 2.5.15 M mod�ul�un�un her alt mod�ul�u � -maksimal bir alt mod�ul taraf�ndan

kapsan�yor ise J� (M) =
P

L��M
L'dir.

Kan�t. J� (M); M 'nin her � -dar alt mod�ul�un�u kapsad��g�ndan
P

L��M
L � J� (M)

oldu�gu a�c�kt�r. Ters kapsamay� g�ormek i�cin a 2 J� (M) alal�m ve aR'nin � -dar

oldu�gunu g�osterelim: M=X 2 F olmak �uzere M= ((aR)c +X) 2 T olsun. X 6= M

oldu�gunu varsayal�m. a 2 J� (M) oldu�gundan aR � J� (M) ve J� (M) � -p�ur alt

mod�ul oldu�gundan (aR)c � J� (M) dir. N; X'i kapsayan bir � -maksimal alt mod�ul

olsun. O halde (aR)c � J� (M) � N olur ve (aR)c + X � N elde edilir. Buradan

M=N 2 T olur. AncakM=N � -kokritikal oldu�gundanM=N 2 F veM=N 2 T \F =
0 olur. Bu ise N 'nin �oz alt mod�ul olmas� ile �celi�sir. O halde aR; M 'nin � -dar alt

mod�ul�u ve dolay�s�yla a 2
P

L ��dar L olur. O zaman da J� (M) �
P

L ��dar L elde

edilerek ispat biter. 2
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Teorem 2.5.16 (Bland 1998) M R-mod�ul�u i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M � -radikali serbest mod�uld�ur.

(2) 0 6= m 2M i�cin f :M ! N; f(m) 6= 0 olacak �sekilde bir R-homomor�zmas�
ve N � -kokritikal R-mod�ul�u vard�r.

(3) fN�g�2� ; M 'nin bo�stan farkl� � -maksimal alt mod�ullerinin ailesi olsun.
' :M ! ��2�M=N� '(m) = (m+N�) d�on�u�s�um�u bir monomor�zmad�r.

(4) M; � -kokritikal R-mod�ullerin dik �carp�m� i�cine g�om�ulebilir.

Kan�t. (1) =) (2) J(M) = 0 ve 0 6= m 2 M olsun. m =2 A olacak �sekilde bir

� -maksimal A alt mod�ul�u vard�r. M=A � -kokritikal ve f :M !M=A, f(x) = x+A

homomor�zmas� i�cin f(m) 6= 0'd�r.
(2) =) (1) 0 6= m 2 M i�cin f : M ! N; f(m) 6= 0 olacak �sekilde bir ho-

momor�zma ve N bir � -kokritikal mod�ul olsun. � -kokritikal mod�ullerin s�f�rdan

farkl� alt mod�ulleri de � -kokritikal oldu�gundan f(M) de bir � -kokritikal mod�uld�ur.

M=C�ekf ' f(M) oldu�gundan C�ekf � -maksimaldir. B�oylece J� (M) �C� ekf ve
f(m) 6= 0 oldu�gundan m =2 J� (M)'dir. O halde J� (M) = 0'd�r.
(2) =) (3) m 2C�ek' olsun. '(m) = (m + N�) = 0 yani her � 2 � i�cin

m 2 N�'d�r. B�oylece m, M 'nin her � -maksimal alt mod�ul�u i�cinde kapsan�r. O halde

m 2 J� (M)'dir. (2) ile (1)'in denkli�ginden J� (M) = 0'd�r.
(3) =) (4) A�c�k.

(4) =) (2) ' : M ! ��2�N�; bir R-monomor�zmas� ve fN�g�2�, bir � -
kokritikal R-mod�uller ailesi olsun. ' bir monomor�zma oldu�gundan 0 6= m 2 M

i�cin '(m) 6= 0'd�r. ��; kanonik izd�u�s�um d�on�u�s�um�u olmak �uzere ��o'(m) 6= 0 olacak
�sekilde bir � 2 � vard�r. Buna g�ore ��o' istenen homomor�zmad�r. 2

M R-mod�ul ve N; M 'nin � -maksimal bir alt mod�ul�u olsun. M=N � -kokritikaldir

ve � :M !M=N kanonik epimor�zmas� elde edilir. Ayr�ca C� ek� = N olur.

O halde � = fg j g :M ! X bir R-epimor�zmas� ve X bir � -kokritikal mod�ulg
olmak �uzere J� (M) = \C�ekg yazabiliriz.

�Onerme 2.5.17 (Bland 1998)M ve N R-mod�ulleri i�cin a�sa�g�daki ifadeler sa�glan�r.

(1) f :M ! N bir homomor�zma ise f(J� (M)) � J� (N)'dir.

(2) J� (R); R'nin bir idealidir.

(3) MJ� (R) � J� (M)'dir.
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Kan�t. (1) f :M ! N homomor�zma olsun.

� = fg : N ! X bir R-epimor�zmas� ve X bir � -kokritikal mod�ulg olmak �uzere
g 2 � alal�m.

i) gof = 0 ise f(J� (M)) �C�ekg'dir.
ii)gof 6= 0 kabul edelim. M=C�ek (gof) ' gof(M)'dir.O halde C�ek (gof) M 'nin

bir � -maksimal alt mod�ul�ud�ur. C� �unk�u gof(M) � -kokritikal mod�uld�ur.B�oylece

J� (M) �C�ek (gof) ve buradan da f(J� (M)) �C�ekg'dir. O halde
f(J� (M)) � J� (N)'dir.

(2) r 2 R i�cin fr : R ! R; fr(x) = rx olarak tan�mlans�n. (1)'den dolay�

fr(J� (R)) = rJ� (R) � J� (R)'dir. Yani J� (R); R'nin bir sol idealidir. J� (R) ayn�

zamanda bir sa�g ideal oldu�gundan J� (R); R'nin bir idealidir.

(3) X bir � -kokritikal mod�ul ve x 2 X ise f : R ! X; f(r) = xr; R-mod�ul

homomor�zmas�n� g�oz �on�une alal�m. fr(J� (R)) � J� (X)'dir. X bir � -kokritikal

mod�ul oldu�gundan J� (X) = 0; b�oylece XJ� (R) = 0'd�r. � (1)'deki gibi olsun ve

g 2 � alal�m. g(MJ� (R)) = g(M)J� (R) = XJ� (R) = 0'd�r. O halde her g 2 � i�cin

MJ� (R) �C�ekg'dir. B�oylece MJ� (R) � J� (M)'dir. 2

Sonu�c 2.5.18 (Bland 1998) Her � -radikali serbest M mod�ul�u i�cin MJ� (R) = 0'd�r.

�Onerme 2.5.19 (Bland 1998) fN�g�2� t�um � -kokritikal R-mod�uller ailesi ise

J� (R) = \�2�(0 : N�)'d�r.

Kan�t. � -kokritikal R-mod�uller � -radikali serbest oldu�gundan her � -kokritikal M

mod�ul�u i�cin MJ� (R) = 0'd�r. Buna g�ore fN�g�2� ; t�um � -kokritikal R-mod�uller

ailesi olmak �uzere J� (R) � \�2�(0 : N�)'d�r.

r 2 \�2�(0 : N�) alal�m. K; R'nin bir � -maksimal sa�g ideali ise (R=K) r = 0'd�r.

(1 +K)r = r +K = K yani r 2 K'd�r. B�oylece r 2 J� (R) olur. 2

�Onerme 2.5.20 (Bland 1998) � : R! S bir halka epimor�zmas� ve F (R) R'nin bir

Gabriel �ltresi olsun. �(F (R)) = fK � S : K S'nin sa�g ideali ve ��1(K) 2 F (R)g
k�umesi S'nin bir Gabriel �ltresidir.
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Kan�t. �(F (R))'nin Gabriel �ltesi tan�m�ndaki iki ko�sulu sa�glad��g�n� g�osterece�giz.

1) K 2 �(F (R)); y 2 S olsun. y = �(x) olacak �sekilde bir x 2 R vard�r.

��1(K) 2 F (R) oldu�gundan (��1(K) : x) 2 F (R)'dir. (��1(K) : x) = ��1((K : y))

oldu�gu kolayca g�or�ul�ur ve ��1((K : y)) 2 F (R) elde edilir. Buradan (K : y) 2
�(F (R)) olur.

2) J 2 �(F (R)); K S'nin bir sa�g ideali ve her y 2 J i�cin (K : y) 2 �(F (R)) olsun.
��1((K : y)) 2 F (R)'dir. Ayn� zamanda y = �(x) olacak �sekilde bir x 2 R vard�r.

O halde x 2 ��1(J) ve (��1(K) : x) = ��1((K : y)) 2 F (R) elde edilir. F (R); R'nin
bir Gabriel �ltresi oldu�gundan ��1(K) 2 F (R)'dir. Bu da K 2 �(F (R)) oldu�gunu

g�osterir. 2

� : R ! S bir halka epimor�zmas� olsun. �Onerme 2.5.20 kullan�larak S'nin bir

Gabriel �ltresi elde edilir. S �uzerindeki bu Gabriel �ltresine kar�s�l�k gelen torsion

teori �(�) ile g�osterilir. �Ozel olarak I; R'nin bir ideali ise �Onerme 2.5.20'den dolay�

R=I'ya kar�s�l�k gelen Gabriel �ltresi F (R=I) = fK=I : K � I ve K 2 F (R)g olur.
�; I �uzerindeki kanonik epimor�zma ve I � J� (R) ise J�(�)(R=I) = J� (R)=I elde

edilir. �Ozel olarak I = t� (R) se�cersek J�(�)(R=t� (R)) = J� (R)=t� (R) olur.

�; J� (R) �uzerindeki kanonik epimor�zma ise R=J� (R); �(�)-radikali serbest

(R=J� (R))-mod�uld�ur.

�Onerme 2.5.21 (Bland 1998) fM�g�2� bir R-mod�ul ailesi olsun.
J� (��2�M�) = ��2�J� (M�)'d�r.

Kan�t. Her � 2 � i�cin i : M� ! ��2�M� kanonik i�cerim d�on�u�s�um�un�u g�oz �on�une

alal�m. Buna g�oreJ� (M�) � J� (��2�M�)'d�r. B�oylece

��2�J� (M�) � J� (��2�M�) olur.

f : (��2�M�) = ((�� 6=�M�)�N�)!M�=N�;,

f((m�) + (�� 6=�M�) � N�) = m� + N� olarak tan�mlanan d�on�u�s�um bir izomor-

�zma olacakt�r. N�;M�'n�n bir � -maksimal alt mod�ul�u ise (�� 6=�M�) � N� da

��2�M�'n�n bir � -maksimal alt mod�ul�u olur. O halde (m�) 2 J� (��2�M�) ise

(m�) 2 (�� 6=�M�) � N�'d�r. B�oylece m� 2 N�'d�r. Herhangi bir � i�cin bu sonu�c

do�gru oldu�gundan J� (��2�M�) � ��2�J� (M�) olur. 2

S�imdi de sonlu �urete�c kavram�n�n genellemesi �uzerine �cal��saca�g�z.
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Tan�m 2.5.22 (Bland 1998) (1) M R-mod�ul olsun. M 'nin sonlu �uretilmi�s bir � -

yo�gun alt mod�ul�u varsa M 'ye � -sonlu �uretilmi�s mod�ul denir.

(2) P� (M) 6= fMg olacak �sekildeki her � -sonlu �uretilmi�s R-mod�ul�un � -maksimal
alt mod�ul�u varsa � torsion teorisine � -Max'� sa�gl�yor denir.

�Ornek 2.5.23 Sonlu �uretilmi�s her mod�ul � -sonlu �uretilmi�stir. � = (0;Mod-R) tor-

sion teorisinde sonlu �uretilmi�s mod�ul kavram� ile � -sonlu �uretilmi�s mod�ul kavram�

ayn�d�r.

Max� (M) ve Max� (R) ile s�ras�yla M 'nin � -maksimal alt mod�uller k�umesi ve

R'nin � -maksimal sa�g idealleri k�umesini g�osterece�giz.

�Onerme 2.5.24 (Bland 1998) M � -sonlu �uretilmi�s bir R-mod�ul ve N � M ise

M=N de � -sonlu �uretilmi�stir.

Kan�t. M � -sonlu �uretilmi�s olsun. X; M 'nin sonlu �uretilmi�s � -yo�gun bir alt mod�ul�u

ise (N +X) =N; M=N 'nin sonlu �uretilmi�s bir � -yo�gun alt mod�ul�ud�ur. Buna g�ore

M=N de � -sonlu �uretilmi�stir. 2

�Onerme 2.5.25 (Bland 1998) �; � -Max'� sa�glayan bir torsion teori, M � -sonlu

�uretilmi�s R-mod�ul ve X �M olsun. A�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) X � J� (M)

(2) H �M i�cin M= (X +H) 2 T olmas� M=H 2 T olmas�n� gerektirir.

Kan�t. (1) =) (2) H = M ise ispat a�c�kt�r. O halde M= (X +H) 2 T ve

M=H =2 T oldu�gunu varsayal�m. M=H � -sonlu �uretilmi�stir ve t� (M=H) 6= M=H

oldu�gundan P� (M=H) 6= fM=Hg'd�r. �; � -Max'� sa�glad��g�ndan
Max� (M=H) 6= ;'dir. N=H 2 Max� (M=H) ise M=N � -kokritikal dolay�s�yla N

� -maksimaldir. B�oylece X � N ve X +H � N 'dir. M= (X +H) 2 T oldu�gundan

M=N 2 T 'dur. Fakat M=N 6= 0 ve M=N 2 F oldu�gundan bu bir �celi�skidir. Sonu�c

olarak M= (X +H) 2 T iken M=H 2 T olmal�d�r.

(2) =) (1) N 2 Max� (M) olsun. O halde N; F� (M)'de olmayan alt mod�uller

aras�nda maksimaldir. X * N ise X + N 2 F� (M) yani M= (X +N) 2 T 'dur.
Kabulden dolay� M=N 2 T 'dur. M=N 6= 0 ve M=N 2 F oldu�gundan bu bir

�celi�skidir. O halde X � N 'dir. B�oylece X � J� (M)'dir. 2

S�imdi de mod�ul teorinin �cok kullan��sl� bir teoremi olan Nakayama Lemma'n�n

genellemesini verelim.
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Teorem 2.5.26 (Genelle�stirilmi�s Nakayama Lemma) (Bland 1998)

�; � -Max ko�sulunu sa�glayan bir torsion teori ve I; R'nin bir sa�g ideali olsun.

A�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) I � J� (R)

(2) � -sonlu �uretilmi�s bir M R-mod�ul�u i�cin M=MI 2 T olmas� M 2 T olmas�n�

gerektirir.

(3) M � -sonlu �uretilmi�s ve N � M ise M= (N +MI) 2 T olmas� M=N 2 T
olmas�n� gerektirir.

Kan�t. (1) =) (3) MJ� (R) � J� (M) oldu�gundan MI � J� (M)'dir. �Onerme

2.5.25'den dolay� M= (N +MI) 2 T olmas� M=N 2 T olmas�n� gerektirir.

(3) =) (1) I * J� (R) ise I * X olacak �sekilde bir X 2Max� (R) vard�r. Ayr�ca

X; F� (R)'de olmayan sa�g idealler aras�nda maksimaldir. O halde X+I 2 F� (R)'dir.
X + I � X +RI oldu�gundan X +RI 2 F� (R) yani
R= (X +RI) 2 T ve kabulden dolay� R=X 2 T 'dur. Bu ise X 6= R ve R=X 2 F
olmas� ile �celi�sir. O halde I � J� (R)'dir.

(2) =) (3) f : MI= (MI \N) ! (M=N) I, f(
Pq

i=1miIi + (MI \N)) =Pq
i=1(mi + N)Ii �seklinde tan�mlanan d�on�u�s�um bir monomor�zmad�r. B�oylece

MI= (MI \N) ' f(MI= (MI \N)) � (M=N) I olur. Di�ger taraftan

M= (N +MI) 2 T ise (M=N) = [(N +MI) =N ] ' (M=N) = [MI= (MI \N)] 2 T
olur. Ayr�ca (M=N) = [MI= (MI \N)] 2 T oldu�gundan (M=N) = [(M=N) I] 2 T
olur. Kabulden dolay� M=N 2 T 'dur.
(3) =) (2) N = 0 al�n�rsa (2) elde edilir. 2
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3 TORSION TEOR_IYE G�ORE _INJEKT_IF ve

PROJEKT_IF MOD�ULLER

3.1 _Injektif Mod�uller ve _Injektif Hull

Tan�m 3.1.1 (Bland 1998) M R-mod�ul olsun. N 2 T olan her

0 �! L
f�! X �! N �! 0

tam dizisi ve h : L! M homomor�zmas� i�cin gf = h olacak �seilde bir g : X ! M

homomor�zmas� var ise M 'ye � -injektif mod�ul denir.

� = (Mod-R; 0) torsion teorisinde � -injektif mod�ul kavram� ile injektif mod�ul

kavram� ayn�d�r.

�On �onerme 3.1.2 (Bland 1998) N � -injektif mod�ul, N � M ve M=N 2 T ise N;

M 'nin bir dik toplanan�d�r.

Kan�t. N; � -injektif oldu�gundan gi = 1N olacak �sekilde g :M ! N homomo�zmas�

vard�r. Buna g�ore yukar�daki tam dizi b�ol�un�ur. O halde M = N � A ve A 'M=N

olcak �sekilde bir A �M alt mod�ul�u vard�r. 2

Teorem 3.1.3 (Crivei 2004) M R-mod�ul�u i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M � -injektiftir.

(2) M; E(M)'nin � -p�ur alt mod�ul�ud�ur.

(3) R'nin bir � -yo�gun sa�g idealinden M 'ye giden herhangi bir homomor�zma

R'den M 'ye giden bir homomor�zmaya geni�sletilebilir.

(4) Her � -torsion B mod�ul�u i�cin Ext1R(B;M) = 0'd�r.

(5) R'nin bir � -yo�gun sa�g ideali I i�cin Ext1R(R=I;M) = 0'd�r.

Kan�t. (1) =) (2) M � -injektif, 0 �! M
i�! M c ��! M c=M �! 0 dizisi tam ve

M c=M = t� (E(M)=M) 2 T oldu�gundan hi = 1M olacak �sekilde bir h : M c ! M

homomor�zmas� vard�r. h'nin �orten oldu�gu da a�c�kt�r. M E E(M) ve
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M � M c � E(M) oldu�gundan M E M c'dir. Ayr�ca C� ekh \M = 0 olur ve b�oylece

C� ekh = 0 elde edilir. Yani h bir izomor�zmad�r. B�oylece M =M c olur.

(2) =) (3) I; R'nin � -yo�gun sa�g ideali olmak �uzere g : I !M bir homomor�zma

ve i : I ! R; j : M ! E(M) i�cerim d�on�u�s�umleri olsun. E(M) injektif oldu�gundan

hi = jg olacak �sekilde bir h : R ! E(M) homomor�zmas� vard�r. a = h(1) olsun.

h(I) = hi(I) = jg(I) = g(I) oldu�gundan I � (M : a) olur ve b�oylece (M : a); R

i�cinde � -yo�gundur. O halde R=(M : a) ' R(a +M) 2 T 'dur. Ayr�ca hipotezden
dolay� R(a +M) � E(M)=M 2 F 'dir. Buna g�ore R(a +M) 2 T \ F = 0; b�oylece
a 2M h(R) = aR �M 'dir. B�oylece h; g'yi geni�sletir.

(3) =) (1) C bir mod�ul, B C'nin � -yo�gun alt mod�ul�u ve g : B ! M bir

homomor�zma olsun.

M = f(N;') : B � N � C ve ' : N !M g'yi geni�sleten homomor�zmag
k�umesini g�oz �on�une alal�m. (B; g) 2M oldu�gundanM 6= ;'dir. M k�umesini

(M1; '1) � (M2; '2) () M1 �M2 ve '2jM1 = '1

ile k�smi s�ralayal�m. M'nin her zincirinin bir �ust s�n�r� vard�r. Zorn �Onteoremi'ne

g�oreM'nin bir maksimal (M0; '0) eleman� vard�r.

S�imdi M0 = C oldu�gunu g�osterece�giz. c 2 CnM0 alal�m. I = (M0 : c) olsun.

B � (B : c) � I oldu�gundan I; R'nin bir � -yo�gun sa�g idealidir. Hipoteze g�ore

� : I !M; �(x) = '0(xc) homomor�zmas�n� tan�mlayal�m. O halde �;

� : R!M homomor�zmas�na geni�sletilebilir. Bundan yararlanarak


 :M0+ cR!M , 
(m0+ cr) = '0(m0)+ �(r) homomor�zmas�n� tan�mlayal�m. 
;

'0'�n bir geni�slemesi olacakt�r. Bu ise (M0; '0)'�n maksimalli�gi ile �celi�sir. O halde

M0 = C'dir.

(2) =) (4) B � -torsion bir mod�ul olsun.

0 �!M �! E(M) �! E(M)=M �! 0

tam dizisinden HomR(B;E(M)=M) �! Ext1R(B;M) �! Ext1R(B;E(M)) tam

dizisi elde edilir. B 2 T ve E(M)=M 2 F oldu�gundan HomR(B;E(M)=M) = 0'd�r.

E(M)'nin injekti
i�ginden dolay� Ext1R(B;E(M)) = 0'd�r. B�oylece

Ext1R(B;M) = 0'd�r.

(4) =) (5) A�c�k.

(5) =) (3) A�c�k. 2
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Sonu�c 3.1.4 (Bland 1998)M bir R-mod�ul olsun. M 'nin � -injektif olmas� i�cin gerek

ve yeter ko�sul R'nin her � -yo�gun, geni�s sa�g ideali E ve her f 2 HomR(E;M) i�cin

f 'yi geni�sleten bir g 2 HomR(R;M) olmas�d�r.

Kan�t. Yaln�zca M 'nin � -injektif oldu�gunu g�osterece�giz. K 2 F� (R),
f 2 HomR(K;M) ve J; K'n�n R i�cindeki bir tamlayan� olsun. �Onerme 1.0.30'dan

dolay� E = K � J E R'dir. Ayr�ca K � E oldu�gundan E 2 F� (R)'dir.
� : E ! M; g(x + y) = f(x) homomor�zmas�n� tan�mlayal�m. �; f 'yi E'ye

geni�sletir. Hipoteze g�ore �'y� dolay�s�yla f 'yi geni�sleten bir g 2 HomR(R;M) vard�r.

2

�Onerme 3.1.5 (Golan 1986) � -injektif mod�uller s�n�f� dik �carp�mlar, dik toplanan-

lar, mod�ul geni�slemeleri ve � -p�ur alt mod�uller alt�nda kapal�d�r.

Kan�t. � -injektif mod�uller s�n�f�n�n dik �carp�mlar ve dik toplananlar alt�nda kapal�

oldu�gu injektif mod�uller s�n�f�n�n dik �carp�mlar ve dik toplananlar alt�nda kapal�

olmas�n�n ispat� tekrarlanarak yap�labilir. Biz mod�ul geni�slemeleri ve � -p�ur alt-

mod�uller alt�nda kapal� oldu�gunu g�osterece�giz.

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0

bir tam dizi, M 0 ve M 00 � -injektif mod�uller olsun. N � -torsion bir mod�ul olmak

�uzere yukar�daki tam diziden

0 = Ext1R(N;M
0) �! Ext1R(N;M) �! Ext1R(N;M

00) = 0

tam dizisi elde edilir. Buna g�ore Ext1R(N;M) = 0'd�r. B�oylece M � -injektif mod�ul

olur.

M � -injektif bir mod�ul ve N; M 'nin � -p�ur bir alt mod�ul�u olsun.M � -injektif

oldu�gundan E(M)=M 2 F 'dir.

0 �!M=N �! E(M)=N �! E(M)=M �! 0

tam dizisinden E(M)=N 2 F olur. O halde E(N)=N � E(M)=N olmas� kul-

lan�larak E(N)=N 2 F elde edilir. Bu da N 'nin � -injektif oldu�gunu g�osterir. 2
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Tan�m 3.1.6 (Bland 1998) M R-mod�ul olsun. E�ger N � -injektif mod�ul,

f : M ! N R-monomor�zma ve f(M); N 'nin � -yo�gun ve geni�s alt mod�ul�u ise

(f;N) �ciftine veya N 'ye M 'nin � -injektif hull'�u denir.

� = (Mod-R; 0) torsion teorisinde � -injektif hull kavram� ile injektif hull kavram�

ayn�d�r.

Teorem 3.1.7 (Bland 1998) Her M mod�ul�un�un bir � -injektif hull'�u vard�r ve bu

hull izomo�zma fark� ile tektir.

Kan�t. E� (M) = fm 2 E(M) j (M : m) 2 F� (R)g'nin � -injektif oldu�gunu

g�osterece�giz. E� (M); E(M)'nin M 'yi geni�s olarak kapsayan bir alt mod�ul�ud�ur.

m + M 2 E� (M)=M ise (M : m) = (0 : m + M) 2 F� (R)'dir. Buna g�ore

E� (M)=M 2 T yani M 2 F� (E� (M))'dir.
S�imdi E(M)=E� (M) 2 F oldu�gunu g�osterelim. m+E� (M) 2 t� (E(M)=E� (M))

alal�m. O zaman (0 : m+E� (M)) = (E� (M) : m) 2 F� (R)'dir. r 2 (E� (M) : m) i�cin
mr 2 E� (M)'dir. Buna g�ore (M : mr) = ((M : m) : r) 2 F� (R)'dir. Gabriel �ltresi
tan�m�ndan, (M : m) 2 F� (R) olur. B�oylece m 2 E� (M) yani m + E� (M) = 0'd�r.

O halde E(M)=E� (M) 2 F 'dir.
N bir R-mod�ul, L 2 F� (N); f : L! E� (M) bir homomor�zma olsun. E(M)'nin

injektif olmas�ndan dolay� g : N ! E(M) homomor�zmas� vard�r. S�imdi

h : N=L! E(M)=E� (M); h(x+L) = g(x)+E� (M) olarak tan�mlayal�m. O zaman

a�sa�g�daki diagram de�gi�smelidir.

0 �! L �! N �! N=L �! 0

f # g # h #

0 �! E� (M) �! E(M) �! E(M)=E� (M) �! 0

Di�ger taraftan N=L 2 T ve E(M)=E� (M) 2 F oldu�gundan h = 0 olur. O halde

g(N) � E� (M)'dir yani g; f 'yi geni�sletir. Bu y�uzden E� (M) � -injektiftir.

Sonu�c olarak; ' : M ! E� (M) kanonik i�cerim d�on�u�s�um�u M 'nin bir � -injektif

hull'�ud�ur.

S�imdi injektif hull'�un tek oldu�gunu g�osterelim.
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' :M ! E� (M) ve '
� :M ! E� (M)

�; M 'nin iki � -injektif hull'�u olsun.

E� (M)
�

'� " -  

0 �! M
'�! E� (M)

O halde E� (M)
� � -injektif oldu�gundan '� = ' olacak �sekilde bir

 : E� (M)! E� (M)
� homomor�zmas� vard�r.

S�imdi  homomor�zmas�n�n birebir oldu�gunu g�orelim. '(m) 2 '(M)\C�ek 
alal�m.  o'(m) = '�(m) = 0'd�r. '� birebir oldu�gundan m = 0'd�r. Bu du-

rumda '(M)\C�ek = 0 olur. '(M) E E� (M) oldu�gundan C�ek = 0 yani  bir

monomor�zmad�r. O halde

0 �!  (E� (M)) �! E� (M)
� �! E� (M)

�= (E� (M)) �! 0

tam dizisini olu�sturabiliriz. E� (M) '  (E� (M)) oldu�gundan  (E� (M)) � -

injektiftir. E� (M)
�= (E� (M)) 2 T oldu�gundan E� (M)

� =  (E� (M)) � X ve

X ' E� (M)
�= (E� (M)) olacak �sekilde bir X � E� (M)

� alt mod�ul�u vard�r. Ayr�ca

'�(M) =  o'(M) =  ('(M)) �  (E� (M)) ve  (E� (M)) \ X = 0 oldu�gundan

'�(M) \ X = 0 olur. '�(M) E E� (M)
� oldu�gundan da X = 0'd�r. B�oylece

E� (M)
� =  (E� (M)) yani  �ortendir. Sonu�c olarak  bir izomor�zmad�r. 2

Uyar� 3.1.8 Yukar�daki ispata ve M c
E(M) tan�m�na g�ore M c

E(M) = E� (M)'dir.

B�oylece E� (M)=M =M c
E(M)=M = t� (E(M)=M) olur.

�Onerme 3.1.9 (Bland 1998) E� (M); M 'yi kapsayan minimal � -injektif mod�uld�ur.

Kan�t. N; M 'yi kapsayan � -injektif bir mod�ul ve N � E� (M) olsun. j; kanonik

i�cerim d�on�u�s�um�u olmak �uzere, 0 �! N
j�! E� (M) �! E� (M)=N �! 0 tam

dizisini g�oz �on�une alal�m. N � -injektif ve E� (M)=N 2 T oldu�gundan bu dizi

b�ol�un�ur. Buna g�ore foj = 1N olacak �sekilde bir f : E� (M) ! N; homomor�z-

mas� vard�r ve E� (M) = N�C�ekf 'dir. N E E� (M) oldu�gundan C�ekf = 0'd�r.

B�oylece N = E� (M)'dir. 2
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� ve �; Mod-R �uzerinde torsion teoriler, � � � olsun. A�sa�g�daki diagram

de�gi�smeli olacak �sekilde bir  : E�(M)! E� (M); R-homomor�zmas� vard�r.

E�(M)

'� %  #

M
'��! E� (M)

B�oylece M 'nin torsion teorideki injektif hull'leri torsion teorilerin k�smi s�ralamas�

kullan�larak k�smi s�ralanabilir.

�Onerme 3.1.10 (Crivei 2004) M R-mod�ul olsun. M � -torsion (s�rayla � -torsion-

free, � -kokritikal) ise E� (M) de ayn� �ozelli�ge sahiptir.

Kan�t. M � -torsion olsun.

0 �!M �! E� (M) �! E� (M)=M �! 0

tam dizisinden E� (M) 2 T 'dur.
M; � -torsion-free olsun. F injektif hull'ler alt�nda kapal� oldu�gundan

E(M) 2 F 'dir. E� (M) � E(M) oldu�gundan E� (M) 2 F 'dir.
M � -kokritikal olsun. E(M) 2 F olur �c�unk�u � kal�tsald�r. O halde

M c
E(M) = E� (M)'nin � -kokritikal olmas� ileM 'nin � -kokritikal olmas� denktir. Buna

g�ore E� (M) de � -kokritikal'dir. 2

�Onerme 3.1.11 (Crivei 2004) M s�f�rdan farkl� bir mod�ul ve B EM olsun.

B'nin M i�cinde � -yo�gun olabilmesi i�cin gerekli ve yeterli ko�sul E� (M) = E� (B)

olmas�d�r.

Kan�t. M=B 2 T kabul edelim. B E M oldu�gundan E(B) = E(M)'d�r. Di�ger

yandan M=B = t� (M=B) � t� (E(M)=B) = t� (E(B)=B) = E� (B)=B oldu�gundan

M � E� (B)'dir. Buradan E� (M) � E� (B) ve b�oylece E� (M) = E� (B)'dir.

E� (M) = E� (B) kabul edelim. M=B � E� (M)=B = E� (B)=B 2 T oldu�gundan

M=B 2 T olur. 2
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3.2 B�ol�uml�u Mod�uller ve Hull

Bu b�ol�umde injektif mod�ullerin torsion teorideki bir ba�ska genellemesi olan � -

b�ol�uml�u mod�ulleri inceleyece�giz.

Tan�m 3.2.1 (Golan 1986) M R-mod�ul ve N; M 'nin � -p�ur alt mod�ul�u olsun.

M= (N � L) 2 F olacak �sekilde bir 0 6= L � M alt mod�ul�u yoksa N 'ye M 'nin

� -p�urce geni�s alt mod�ul�u denir.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -p�urce geni�s alt mod�ul kavram� ile geni�s alt

mod�ul kavram� ayn�d�r.

�On �onerme 3.2.2 (Golan 1986) M R-mod�ul, N � M ve fMi : i 2 
g ; her i 2 

i�cin N; Mi i�cinde � -p�urce geni�s olacak �sekilde M 'nin alt mod�uller zinciri olsun.

N; [i2
Mi i�cinde de � -p�urce geni�s olur.

Kan�t. T = [i2
Mi olsun. N \L = 0 ve T= (N � L) 2 F olacak �sekilde bir L � T

bulundu�gunu varsayal�m. i 2 
 i�cin Mi \ (L � N) = N � (Mi \ L) kullan�larak
Mi= (N � (Mi \ L)) = Mi= ((N � L) \Mi) ' (Mi + L+N) = (L�N) 2 F elde

edilir. Her i 2 
 i�cin N; Mi i�cinde � -p�urce geni�s oldu�gundan Mi \ L = 0 olmak

zorundad�r. Buna g�ore M = [i2
Mi ve L �M oldu�gundan L = 0 olmal�d�r. 2

Tan�m 3.2.3 (Golan 1986) Bir M mod�ul�un�un � -p�ur alt mod�ullerinin bir artan zin-

cirinin birle�simi yine � -p�ur oluyorsa � 'ya p�ur inductive torsion teori denir.

M R-mod�ul ve � p�ur inductive bir torsion teori ise Zorn �Onteoremi'ne g�oreM 'nin

� -p�ur alt mod�ullerinden olu�san her k�umenin bir maksimal eleman� vard�r.

Tan�m 3.2.4 (Golan 1986) M R-mod�ul olsun. N 2 F olan her

0 �! L
f�! X �! N �! 0

tam dizisi ve h : L!M homomor�zmas� i�cin gf = h olacak �sekilde bir g : X !M

homomor�zmas� varsa M 'ye � -b�ol�uml�u mod�ul denir.
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� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -b�ol�uml�u mod�ul kavram� ile injektif mod�ul

kavram� ayn�d�r.

�Onerme 3.2.5 � ve � Mod-R �uzerinde iki torsion teori ve � � � olsun. M mod�ul�u

�-b�ol�uml�u ise � -b�ol�uml�ud�ur.

Kan�t. A�sa�g�daki �sekildeki gibi alt sat�r� tam dizi ve C 2 F� olan bir diagram� g�oz
�on�une alal�m.

M

f " - h

0 �! A
g�! B �! C �! 0

O halde � � � oldu�gundan F� � F�'d�r. Buna g�ore C 2 F�'d�r. M �-b�ol�uml�u

oldu�gundan hg = f olacak �sekilde bir h : B ! M homomor�zmas� vard�r. B�oylece

M � -b�ol�uml�ud�ur. 2

Teorem 3.2.6 (Golan 1986) Bir M mod�ul�u i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M � -b�ol�uml�ud�ur.

(2) 0 �! A
��! N

��! B �! 0 dizisi tam ve

0 �! t� (A)
�jt� (A)�! t� (N)

�jt� (N)�! t� (B) �! 0 dizisi b�ol�un�ur ise A'den M 'ye giden her

R-homomor�zmas� N 'den M 'ye giden bir R-homomor�zmas�na geni�sletilebilir.

(3) Her � -torsion-free R-mod�ul N i�cin Ext1R(N;M) = 0'd�r.

(4) M bir N mod�ul�un�un � -p�ur alt mod�ul�u ise M; N 'nin dik toplanan�d�r.

Kan�t. (1) =) (2) 0 �! A
��! N

��! B �! 0 dizisi tam ve

0 �! t� (A)
��! t� (N)

��! t� (B) �! 0 dizisinin b�ol�un�ur oldu�gunu kabul edelim.

O halde � : t� (B) ! t� (N), �� = 1t� (B) ve t� (N) = �(t� (A)) � �(t� (B)) olacak

�sekilde bir � homomor�zmas� vard�r. �(A) \ �(t� (B)) 2 T ve � birebir oldu�gundan
�(A) \ �(t� (B)) = 0 elde edilir.
S�imdi ��1(t� (B)) = �(A)� �(t� (B)) oldu�gunu g�osterelim.

x 2 ��1(t� (B)) alal�m. �(x � ��(x)) = �(x) � ���(x) = �(x) � �(x) = 0 yani

x � ��(x) 2C� ek� = G�or� = �(A)'d�r. Buradan x 2 �(A) � �(t� (B)) elde edilir.

B�oylece ��1(t� (B)) � �(A)� �(t� (B)) olur.

x 2 �(A)� �(t� (B)) alal�m. x = �(a) + �(b) olacak �sekilde a 2 A, b 2 t� (B) vard�r.
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�(x) = ��(a) + ��(b) = b 2 t� (B) oldu�gundan x 2 ��1(t� (B)) elde edilir. O halde
��1(t� (B)) = �(A)� �(t� (B)) ' A� �(t� (B)) olur.

' 2 HomR(A;M) olsun.  : �
�1(t� (B))!M; x 2 A; y 2 �(t� (B)) olmak �uzere

 (x+ y) = '(x) homomor�zmas�n� tan�mlayal�m. Buradan  � = ' olur.

(�)
M

' " -  

0 �! A �! ��1(t� (B))

S�imdi N= (��1(t� (B))) ' B= (t� (B)) oldu�gunu g�osterelim.

h : B ' N=A ! N= (A� �(t� (B))) ; h(n) = n homomor�zmas�n� tan�mlayal�m.

C� ekh ' �(t� (B)) ' t� (B) ve h �orten oldu�gundan N= (A� �(t� (B))) 2 F olur.

O halde B=t� (B) ' N= (A� �(t� (B))) ' N=��1(t� (B)) 2 F 'dir. M � -b�ol�uml�u

oldu�gundan  0i =  olacak �sekilde bir  0 : N !M homomor�zmas� vard�r.

(��)
M

 " -  0

0 �! ��1(t� (B))
i�! N �! N=��1(t� (B)) �! 0

(�) ve (��) diagramlar�n� birle�stirirsek  0i = ' oldu�gu g�or�ul�ur. B�oylece (2) elde

edilir.

(2) =) (1) L; N 'nin � -p�ur alt mod�ul�u olsun.

0 �! L �! N �! N=L �! 0

tam dizisinden k�s�tlamalar yardm�yla

0 �! t� (L) �! t� (N) �! t� (N=L) �! 0

tam dizisi elde edilir. t� (N=L) = 0 oldu�gundan t� (N) ' t� (L) olur. (2)'den

dolay� L'denM 'ye giden her homomor�zma N 'denM 'ye giden bir homomor�zmaya

geni�sletilebilir. B�oylece M � -b�ol�uml�u mod�uld�ur.

(1) =) (3) M; � -b�ol�uml�u ve N bir � -torsion-free mod�ul olsun. F serbest mod�ul

olmak �uzere,

0 �! K
f�! F

g�! N �! 0
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tam dizisini g�oz �on�une alal�m. Bu tam diziden

0 �! HomR(N;M)
g��! HomR(F;M)

f��! HomR(K;M) �! Ext1R(N;M) �! :::

elde edilir. Kabulden dolay� f� �ortendir. Buna g�ore Ext
1
R(N;M) = 0 olmal�d�r.

(3) =) (1) Tan�mlardan a�c�kt�r.

(1) =) (4) M=N 2 F ve M � -b�ol�uml�u oldu�gundan hi = 1M olacak �sekilde bir

h : N !M homomor�zmas� vard�r. Buradan M N 'nin bir dik toplanan�d�r.

(4) =) (1) A bir R-mod�ul, N � A ve A=N 2 F olmak �uzere a�sa�g�daki diagram

verilsin.

M

u0 "

0 �! N
��! A �! A=N �! 0

N
��! A

u0 #

M

diagram�n�n push-out'u

N
��! A

u0 # # w

M
v�! L

olsun.

Teorem 1.0.20'den dolay� � birebir oldu�gundan v de birebirdir. L00 = L=G�orv

olmak �uzere, 0 �! M
v�! L �! L00 �! 0 tam dizisini g�oz �on�une alal�m. Teorem

1.0.20'den dolay� L00 = L=M ' L=G�orv ' A=N 2 F 'dir. Kabulden dolay� M; L'nin

dik toplanan�d�r. Buradan pv = 1M olacak �sekilde bir p 2 HomR(L;M) vard�r. O

halde u� = (pw)� = pvu0 = u0 olur ve M 'nin � -b�ol�uml�u oldu�gu g�or�ul�ur. 2

Teorem 3.2.7 (Golan 1986) � p�ur inductive bir torsion teori ve M R-mod�ul olsun.

A�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M � -b�ol�uml�ud�ur.

(2) M 'nin �oyle bir � -p�urce geni�s N alt mod�ul�u vard�r ki N; M 'yi � -p�ur olarak

kesin kapsayan hi�cbir R-mod�ul i�cinde � -p�urce geni�s de�gildir.

Kan�t. (1) =) (2) 0 6= L=M 2 F olsun. Teorem 3.2.6'dan dolay� L ' M � A

olacak �sekilde bir A � L vard�r. L= (M � A) 2 F oldu�gundan M , L i�cinde � -p�urce

geni�s olamaz.
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(2) =) (1) 0 6= K=M 2 F olsun. M 'nin K'n�n dik toplanan� oldu�gunu

g�ostermek yetecektir.

0 �!M=N �! K=N �! K=M �! 0

tam dizisine g�ore K=N 2 F 'dir. Kabulden dolay� N; K i�cinde � -p�urce geni�s

olamaz. O halde K= (N � L) 2 F olacak �sekilde bir 0 6= L � K vard�r.

M= [N � (L \M))] = M= [M \ (N � L)] � K= [M \ (N � L)] olur. Ayr�ca

K= [M \ (N � L)]'yi (K=M) � (K=(N � L)) � -torsion-free mod�ul�un�un alt mod�ul�u

olarak d�u�s�unebiliriz. B�oylece M= [N � (L \M))] 2 F elde ederiz. N; M i�cinde

� -p�urce geni�s oldu�gundan L \M = 0'd�r.

	 = fT � K : N \ T = 0 ve K= (N � T ) 2 Fg k�umesini olu�stural�m. L 2 	

oldu�gundan 	 6= ;'dir. 	 i�cinde fNigi2I zincirini alal�m. O halde fN �Nigi2I � -p�ur
alt mod�ullerin bir artan zinciridir. Ayr�ca N \ ([i2INi) = [i2I (N \Ni) = 0 oldu�gu

a�c�kt�r. � p�ur inductive oldu�gundan [
i2I (N � Ni) = (N � ([i2INi)) 2 P� (M)'dir.

Yani [i2INi 2 	'dir. Zorn �Onteoremi'ne g�ore 	'nin bir maksimal eleman� vard�r.
N0'� 	'nin bir maksimal eleman� olarak alal�m. Daha �once L i�cin yap�lan i�slemler

tekrarlanarak N0 \ M = 0 bulunur. Ayr�ca (N �N0) =N0 K=N0 i�cinde � -p�urce

geni�stir ve M ' (M �N0) =N0 � K=N0'd�r. Kabulden dolay� M � N0 = K olmak

zorundad�r. B�oylece M kendisini � -p�ur olarak kapsayan herhangi bir mod�ul�un dik

toplanan�d�r. Teorem 3.2.6'ya g�ore bu sonu�c M 'nin � -b�ol�uml�u olmas� demektir. 2

Tan�m 3.2.8 (Golan 1986) N; M 'nin a�sa�g�daki �ozellikleri sa�glayan bir alt mod�ul�u

ise M 'ye N 'nin � -b�ol�uml�u hull'�u denir.

(1) N; M i�cinde � -p�urce geni�stir ve N; M 'yi kesin kapsayan bir R-mod�ul i�cinde

� -p�urce geni�s de�gildir.

(2)M � -b�ol�uml�ud�ur veM 'nin N 'yi kapsayan � -b�ol�uml�u bir �oz alt mod�ul�u yoktur.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -b�ol�uml�u hull kavram� ile injektif hull kavram�

ayn�d�r.

Teorem 3.2.9 (Golan 1986) � p�ur inductive bir torsion teori ve N; � -b�ol�uml�u M

mod�ul�un�un � -p�ur bir alt mod�ul�u olsun. N 'nin M i�cinde kapsanan bir � -b�ol�uml�u

hull'�u vard�r.
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Kan�t. A = fK �M : N K'n�n � -p�urce geni�s alt mod�ul�ug k�umesini olu�stural�m.
N 2 A oldu�gundan A 6= ;'dir. A k�umelerdeki kapsama ba�g�nt�s�na g�ore k�smi s�ral�
bir k�umedir. �On �onerme 3.2.2'ye g�ore A i�cindeki her zincirin bir �ust s�n�r� vard�r.

Zorn �Onteoremi'ne g�ore A'n�n bir maksimal eleman� N0 vard�r. 0 6= L=N0 2 F
ve N; L i�cinde � -p�urce geni�s olsun. M � -b�ol�uml�u oldu�gundan i : N0 ! M i�cerim

d�on�u�s�um�un�u L'ye geni�sleten bir � : L!M , R-homomor�zmas� vard�r.

M

i " - �

0 �! N0 �! L �! L=N0 �! 0

Ayr�ca C� ek�\N = 0 ve L= (C�ek��N) ' �(L)=�(N) = �(L)=N �M=N 2 F 'dir.
N; L i�cinde � -p�urce geni�s oldu�gundan C� ek� = 0 olur. �; N0 �uzerindeki i�cerim

d�on�u�s�um�un�u geni�sletti�gi i�cin N0 � �(L) ve N; �(L) i�cinde � -p�urce geni�stir. N0'�n

maksimalli�ginden dolay� �(L) = N0 olmal�d�r. Bu ise N0'�n L i�cinde �oz alt mod�ul

olmas� ile �celi�sir. O halde N0; � -b�ol�uml�u hull tan�m�ndaki (1) �ozelli�gini sa�glar.

Bu �ozellikten ve Teorem 3.2.7'den dolay� N0'�n (2) �ozelli�gini sa�glad��g� da g�or�ul�ur.

B�oylece N0; N 'nin M i�cindeki bir � -b�ol�uml�u hull'�ud�ur. 2

Teorem 3.2.10 (Golan 1986) � p�ur inductive bir torsion teori olsun. M R-

mod�ul�un�un � -b�ol�uml�u hull'�u varsa bu hull izomor�zma fark� ile tektir.

Kan�t. M R-mod�ul, E ve E 0 M 'nin iki � -b�ol�uml�u hull'�u olsun.

E

" - �

0 �! M �! E 0 �! E 0=M �! 0

Yukar�daki diagram� g�oz �on�une alal�m. E � -b�ol�uml�u oldu�gundan � 2
HomR(E

0; E) vard�r. Bir �onceki �onermenin ispat�nda oldu�gu gibi � bir monomor�z-

mad�r. E 0 ' �(E 0) � E oldu�gundan �(E 0), E'ninM 'yi kesin kapsayan bir � -b�ol�uml�u

alt mod�ul�ud�ur. � -b�ol�uml�u hull tan�m�na g�ore E = �(E 0); yani � �ortendir. B�oylece

E ' E 0 olur. 2
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�Onerme 3.2.11 � p�ur inductive torsion teori ve M R-mod�ul olsun. M 'nin �-

b�ol�uml�u hull'�un�un E� oldu�gunu kabul edelim. � � � ve M; E� i�cinde � -p�ur ise

M 'nin � -b�ol�uml�u hull'�u vard�r.

Kan�t. E� �-b�ol�uml�u ve � � � oldu�gundan E� � -b�ol�uml�u mod�uld�ur. Buna g�ore

M 'nin E� i�cinde kapsanan bir � -b�ol�uml�u hull'�u vard�r. 2

3.3 Projektif Mod�uller ve Projektif �Ort�u

Tan�m 3.3.1 (Bland 1998) M R-mod�ul olsun. L 2 F olan her

0 �! L �! X
f�! N �! 0

tam dizisi ve h :M ! N homomor�zmas� i�cin fg = h olacak �sekilde bir g :M ! X

homomor�zmas� var ise M 'ye � -projektif mod�ul denir.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -projektif mod�ul kavram� ile projektif mod�ul

kavram� ayn�d�r.

�Onerme 3.3.2 (Bland 1998) M R-mod�ul, N � M ve N 2 F olsun. M=N � -

projektif ise M ' N �M=N 'dir.

Kan�t.

M=N

g . # 1M=N

0 �! N
i�! M

��! M=N �! 0

N 2 F veM=N � -projektif oldu�gundan �g = 1M=N olacak �sekilde bir g :M=N !M

homomor�zmas� vard�r. O halde yukar�daki tam dizi b�ol�un�ur yani M ' N �M=N

olur. 2

Tan�m 3.3.3 (Bland 1998) (1) M R-mod�ul, f : M ! N bir R-homomor�zmas�

olsun. C�ekf �M ve C�ekf 2 F ise f 'ye � -minimal denir.

(2) M R-mod�ul olsun. E�ger P� (M) � -projektif R-mod�ul, ' : P� (M) ! M

� -minimal epimor�zma ise (P� (M); ') �ciftine veya ''ye M 'nin � -projektif �ort�us�u

denir.
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� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -projektif �ort�u kavram� ile projektif �ort�u

kavram� ayn�d�r.

Her mod�ul�un � -projektif �ort�us�un�un olmayabilir. �Orne�gin � = (0;Mod-R) torsion

teorisinde Q Z-mod�ul�un�un � -projektif �ort�us�u yoktur.

�Onerme 3.3.4 (Bland 1998) f :M ! N bir � -minimal epimor�zm olsun.

N � -projektif iken f bir izomor�zmad�r.

Kan�t. K =C�ekf 2 F oldu�gundan 0 �! K �! M �! N �! 0 tam dizisi N

� -projektif iken b�ol�un�ur. Buna g�ore M = K �M 0, M 0 ' N olacak �sekilde M 0 �M

vard�r. K �M oldu�gundan M =M 0 b�oylece K = 0 olmal�d�r. 2

�Onerme 3.3.5 (Bland 1998) f :M ! N bir epimor�zma, M � -projektif bir mod�ul

ve K =C�ekf olsun. Bu durumda K 2 T iken N � -projektif mod�uld�ur.

Kan�t. f : M ! N bir epimor�zma, M � -projektif bir mod�ul ve K =C�ekf 2 T
olsun. L, X R-mod�uller ve C�ekh 2 F olmak �uzere a�sa�g�daki diagram� g�oz �on�une

alal�m.

M

# f

N

# g

L
h�! X �! 0

M � -projektif oldu�gundan ho' = gof olacak �sekilde bir ' :M ! L homomor�zmas�

vard�r. O halde (ho')(K) = (gof)(K) = g(f(K)) = 0 olur ve '(K) �C�ekh elde
edilir. K 2 T oldu�gundan '(K) � t� (C�ekh) = 0, yani K �C�ek''dir. Buradan
'� : M=K ! L; '�(m + K) = '(m); homomor�zmas� tan�mlanabilir. N ' M=K

oldu�gundan '� : N ! L olarak kabul edilebilir. B�oylece N � -projektif bir mod�uld�ur.

2

Teorem 3.3.6 (Bland 1998) M mod�ul�un�un iki � -projektif �ort�us�u varsa bu � -

projektif �ort�uler izomorftur.
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Kan�t. ' : P� (M)! M ve '� : P� (M)
� ! M , M 'nin iki � -projektif �ort�us�u olsun.

A�sa�g�daki diagram� g�oz �on�une alal�m.

P� (M)

# '

0 �! C� ek'�
i�! P� (M)

� '��! M �! 0

P� (M); M 'nin � -projektif �ort�us�u oldu�gundan '
�o = ' olacak �sekilde bir

 : P� (M) ! P� (M)
� homomor�zmas� vard�r. Buradan P� (M)

� = Im +C�ek'�

olur. C�ek'� � P� (M)
� oldu�gundan P� (M)

� = Im ; yani  �ortendir.

x 2C�ek alal�m.  (x) = 0; '�o (x) = '(x) = 0 ve b�oylece C� ek �C�ek' olur.
Dar alt mod�ullerin alt mod�ulleri de dar oldu�gundan C�ek � P� (M)'dir. �Onerme

3.3.4'e g�ore  bir izomor�zmad�r. 2

�Onerme 3.3.7 (Bland 1998) � : P !M , M 'nin bir projektif �ort�us�u ise

' : P= (t� (C�ek�)) ! M , '(x + t� (C�ek�)) = �(x); olarak tan�mlanan epimor�zma

M 'nin bir � -projektif �ort�us�ud�ur.

Kan�t. C� ek' =C�ek�= (t� (C�ek�)) 2 F 'dir. f : P ! P= (t� (C�ek�)) kanonik epi-

mor�zmas�na g�ore f(C�ek�) =C� ek�= (t� (C�ek�))'dir. Dar alt mod�ullerin homomorf

g�or�unt�uleri de dar oldu�gundan C�ek' =C�ek�= (t� (C�ek�)) � P= (t� (C�ek�))'dir. O

halde ' bir � -minimal epimor�zmad�r. Ayr�ca t� (C�ek�) 2 T ve P � -projektif

oldu�gundan �Onerme 3.3.5'e g�ore P= (t� (C�ek�)) � -projektif mod�uld�ur. 2
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4 B_IR TORSION TEOR_IYE G�ORE CS

MOD�ULLER

4.1 Kapal� alt mod�uller

Tan�m 4.1.1 (Golan 1986) M R-mod�ul, N � M olsun. Herhangi bir W � M alt

mod�ul�u i�cin N \W � t� (M) iken W � t� (M) oluyorsa N 'ye M i�cinde � -geni�s alt

mod�ul denir ve N E� M ile g�osterilir.

M � -torsion mod�ul ise M 'nin her alt mod�ul�u � -geni�stir.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -geni�s alt mod�ul kavram� ile geni�s alt mod�ul

kavram� ayn�d�r.

�On �onerme 4.1.2 M � -torsion-free bir mod�ul ve N � M olsun. N 'nin M i�cinde

� -geni�s olmas� i�cin gerekli ve yeterli ko�sul N 'nin M i�cinde geni�s olmas�d�r.

Kan�t. N 'nin M i�cinde � -geni�s oldu�gunu kabul edelim. L � M i�cin L \ N = 0

olsun. L \N = 0 = t� (M)'dir. Kabulden dolay� L � t� (M) = 0 yani L = 0 olur.

N E� M ve L �M i�cin L \N � t� (M) olsun. L \N = 0'd�r. Kabulden dolay�

L = 0 yani L � t� (M) olur. 2

Teorem 4.1.3 (Golan 1986) M R-mod�ul, N � M olsun. A�sa�g�daki ifadeler denk-

tir.

(1) N; M i�cinde � -geni�stir.

(2) N c; M i�cinde � -geni�stir.

(3) (N + t� (M)) =t� (M) M=t� (M) i�cinde geni�stir.

(4) N c=t� (M) M=t� (M) i�cinde geni�stir.

Kan�t. (1) =) (2) W �M i�cin W \N c � t� (M) olsun.

W \N � W \N c � t� (M)'dir. N M i�cinde � -geni�s oldu�gundan W � t� (M)'dir.

(2) =) (1) W �M i�cin, N \W � t� (M) olsun.

(N \W )c = N c \W c � t� (M)
c = t� (M)'dir. (2)'den dolay� W � W c � t� (M)'dir.
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(1) =) (3) W �M ve t� (M) � W olmak �uzere,

[(N + t� (M)) =t� (M)] \ [W=t� (M)] = 0 olsun. Buradan,
W \ (N + t� (M)) = t� (M) + (N \W ) = t� (M) ve N \W � t� (M) olur. (1)'den

dolay� W � t� (M)'dir. B�oylece W = t� (M) yani W=t� (M) = 0'd�r.

(3) =) (4) (N + t� (M)) =t� (M) � N c=t� (M) oldu�gundan a�c�kt�r.

(4) =) (1) W �M i�cin, N \W � t� (M) olsun. t� (M) � N c \W c oldu�gundan

N c \W c = t� (M) ve (N \W )c = N c \W c � t� (M)
c = t� (M)'dir.

0 = [N c= (N c \W c)] \ [W c= (N c \W c)] = [N c=t� (M)] \ [W c=t� (M)]'dir.

N c=t� (M) E M=t� (M) oldu�gundan W
c=t� (M) = 0 yani W

c = t� (M)'dir. B�oylece

W � t� (M)'dir. 2

Uyar� 4.1.4 M=N 2 F ise N 'nin M i�cinde � -geni�s olmas� ile N=t� (M)'nin

M=t� (M) i�cinde geni�s olmas� denktir.

Sonu�c 4.1.5 (Golan 1986) M R-mod�ul, N; M 'nin � -p�ur ve � -geni�s bir alt mod�ul�u

ise N; M i�cinde geni�stir.

Kan�t. W � M i�cin N \ W = 0 olsun. N \ W = 0 � t� (M) ve N E� M

oldu�gundan W � t� (M) ve M=N 2 F oldu�gundan da t� (M) � N 'dir. O halde

N \W = W = 0'd�r. 2

�Onerme 4.1.6 (Golan 1986) M R-mod�ul�u ve N;L � M i�cin a�sa�g�daki ifadeler

sa�glan�r.

(1) N � L ve N E� M ise L E� M 'dir.

(2) N E� L E� M 'dir ancak ve ancak N E� M 'dir.

Kan�t. (1) N � L ve N E� M olsun. W � M i�cin L \ W � t� (M) olsun.

N \W � t� (M)'dir. N E� M oldu�gundan W � t� (M)'dir.

(2) N E� L E� M oldu�gunu kabul edelim. W � M i�cin N \W � t� (M) olsun.

N \(W \ L) � t� (M)\L = t� (L)'dir. KabuldenW \L � t� (L) � t� (M) ve b�oylece

W � t� (M) elde edilir. O halde N E� M olur.

N E� M kabul edelim. O halde L E� M 'dir. W � L i�cin N \W � t� (L) olsun.

t� (L) � t� (M) oldu�gundan N \W � t� (M) olur ve W � t� (M) elde edilir. O halde

W \ L = W � t� (M) \ L = t� (L) olur. B�oylece N E� L'dir. 2
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�On �onerme 4.1.7 M R-mod�ul ve L E� M olsun. Her N �M i�cin N\L E� N 'dir.

Kan�t. W � N i�cinN\L\W � t� (N) olsun. L\W � t� (N) � t� (M)'dir. L E� M

oldu�gundan W � t� (M)'dir. Buradan W \ N = W � t� (M) \ N = t� (N)'dir.

B�oylece N \ L E� N olur. 2

Sonu�c 4.1.8 M R-mod�ul K � K 0 � M ve L � L0 � M olsun. K E� K 0 ve

L E� L
0 ise (K \ L) E� (K

0 \ L0)'d�ur.

Kan�t. K 0 \ L � K 0 ve K E� K
0 oldu�gundan �On �onerme 4.1.7'den dolay�

K \ K 0 \ L = K \ L E� K
0 \ L olur. K 0 \ L0 � L0 ve L E� L

0 oldu�gundan yine

�On �onerme 4.1.7'den K 0 \ L0 \ L = K 0 \ L E� K
0 \ L0 olur. �Onerme 4.1.6'dan da

K \ L E� K
0 \ L0 elde edilir. 2

Tan�m 4.1.9 M R-mod�ul K;N �M olsun.

(1) K E� N ise N 'ye K'n�n � -geni�s geni�slemesi denir.

(2) K'n�n M i�cinde kendisinden farkl� bir � -geni�s geni�slemesi yoksa K'ya M

i�cinde � -kapal� alt mod�ul denir.

(3) N E� K ve K; M i�cinde � -kapal� alt mod�ul ise K'ya N 'nin M i�cindeki

� -kapan��s� denir.

M � -torsion mod�ul ise M 'nin kendisinden farkl� bir � -kapal� alt mod�ul�u yoktur.

C� �unk�u M 'nin t�um alt mod�ulleri M i�cinde � -geni�stir.

�Onerme 4.1.10 M mod�ul�un�un � -kapal� bir alt mod�ul�u M 'nin � -p�ur alt mod�ul�ud�ur.

Kan�t. N; M 'nin � -kapal� alt mod�ul�u olsun. Teorem 4.1.3'den dolay�

N E� N
c � M 'dir. Kabulden N = N c elde edilir. O halde N; M 'nin � -p�ur alt

mod�ul�ud�ur. 2

Teorem 4.1.11 M mod�ul�un�un her alt mod�ul�un�un bir � -kapan��s� vard�r.
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Kan�t. N �M olsun. 	 = fL : N L i�cinde � -geni�sg k�umesini olu�stural�m. N 2 	
oldu�gundan 	 6= ;'dir. 	 i�cinde fKigi2I zincirini alal�m. W � [

i2IKi olmak �uzere

W \N � t� ([i2IKi) = [
i2I
t� (Ki) olsun. x 2 W ise x 2 Ki olacak �sekilde bir i 2 I

vard�r. Yani xR \N � Ki'dir. Ayr�ca xR \N � t� ([i2IKi) oldu�gundan xR \N �
Ki\t� ([i2IKi) = t� (Ki) elde edilir. B�oylece xR � t� (Ki) olur. C� �unk�u N E� Ki'dir.

Buna g�ore x 2 [
i2I
t� (Ki) = t� ([i2IKi) olur. B�oylece W � t� ([i2IKi)'dir. Bu da

N E� [i2IKi oldu�gunu g�osterir. O halde [i2IKi 2 	'dir.
Zorn �Onteoremi'ne g�ore 	'nin bir maksimal eleman� vard�r. Bu eleman� K ile

g�osterelim. S�imdi K'n�n N 'nin � -kapan��s� oldu�gunu g�orelim.

K E� K
0 olacak �sekilde bir K 0 � M bulundu�gunu varsayal�m. N E� K E� K

0

oldu�gundan N E� K
0 yani K 0 2 	 olur. Ancak K; 	'nin bir maksimal eleman�

oldu�gundan K = K 0 olmal�d�r. O halde K; M i�cinde � -kapal� olur. B�oylece K;

N 'nin M i�cindeki bir � -kapan��s�d�r. 2

�Onerme 4.1.12 M R-mod�ul, B M 'nin bir � -kapal� alt mod�ul�u olsun.

B � K E� M ise K=B E� M=B'dir.

Kan�t. N=B � M=B olmak �uzere (N=B) \ (K=B) � t� (M=B) olsun. �Onerme

4.1.10'dan dolay� Bc = B oldu�gunu biliyoruz. Buna g�ore t� (M=B) = Bc=B = 0'd�r.

Ayr�ca K E� M oldu�gundan N \ K = B E� N \M = N 'dir. Ayr�ca B; M 'nin

� -kapal� alt mod�ul�u oldu�gundan B = N elde edilir ve ispat biter. 2

4.2 Tamlayan alt mod�uller

M R-mod�ul ve A � M ise 	 = fB : A \B � t� (M)g k�umesi bo�stan farkl�d�r. Bu
k�ume kapsama ba�g�nt�s�na g�ore k�smi s�ral�d�r. 	 i�cinde fBigi2I zincirini alal�m.
Her i 2 I i�cin A \Bi � t� (M) olmas� kullan�larak

A \ ([i2IBi) = [i2I(A \ Bi) �
P
(A \Bi) � t� (M) ve dolay�s�yla [i2IBi 2 	 elde

edilir. Zorn �Onteoremi'ne g�ore 	'nin bir maksimal eleman� vard�r.

O halde a�sa�g�daki tan�m� yapmak uygun olacakt�r.
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Tan�m 4.2.1 (1) M R-mod�ul olsun. A � M i�cin A \ B � t� (M) �ozelli�gine g�ore

maksimal olan B alt mod�ul�une A'n�n M i�cindeki � -tamlayan� denir.

(2) C �M olsun. C; S'nin M i�cindeki bir � -tamlayan� olacak �sekilde S �M alt

mod�ul�u varsa C'ye M i�cinde � -tamlayan alt mod�ul denir ve C ���c M ile g�osterilir.

� = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -tamlayan alt mod�ul kavram� ile tamlayan alt

mod�ul kavram� ayn�d�r.

�On �onerme 4.2.2 M R-mod�ul, A � M olsun. B; A'n�n M i�cindeki bir � -

tamlayan� ise B M i�cinde � -p�ur alt mod�uld�ur.

Kan�t. B; A'n�n M i�cindeki bir � -tamlayan� olsun. A \ B � t� (M) oldu�gundan

(A \B)c = Ac \Bc � t� (M)
c = t� (M)'dir. Buna g�ore A \Bc � t� (M) olur. B'nin

maksimalli�ginden dolay� B = Bc olmal�d�r. 2

�Onerme 4.2.3 M R-mod�ul ve S � M olsun. N; S'nin M i�cindeki bir � -

tamlayan�d�r ancak ve ancak N; Sc'nin M i�cindeki bir � -tamlayan�d�r.

Kan�t. _Ilk �once N 'yi S'nin M i�cindeki � -tamlayan� olarak kabul edelim.

N \ S � t� (M) oldu�gundan (N \ S)c = N \ Sc � t� (M)
c = t� (M)'dir. N � K ve

K \ Sc � t� (M) olsun. O halde K \ S � t� (M) ve N bu �ozelli�ge g�ore maksimal

oldu�gundan N = K olmal�d�r. Buna g�ore N; Sc'nin M i�cindeki bir � -tamlayan�d�r.

S�imdi N 'yi Sc'nin M i�cindeki � -tamlayan� olarak kabul edelim.N \ Sc � t� (M)

ise N \ S � t� (M) olur. Ayr�ca N � K ve K \ S � t� (M) ise

(K \ S)c = Kc \ Sc � t� (M)
c = t� (M) olur. N; bu �ozelli�ge g�ore maksimal

oldu�gundan N = Kc'dir. Buradan K � N 'dir. B�oylece N = K elde edilir. Buna

g�ore N; S'nin M i�cindeki bir � -tamlayan�d�r. 2

Teorem 4.2.4 M R-mod�ul, A � M olsun. B; A'n�n M i�cindeki bir � -tamlayan�

ise A+B E� M 'dir.
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Kan�t. _Ilk �once �On �onerme 4.2.2'den dolay� M=B 2 F ve b�oylece t� (M) � B

oldu�gunu not edelim. K �M olmak �uzere (A+B) \K � t� (M) olsun.

x 2 A \ (B +K) alal�m. x = b + k olacak �sekilde b 2 B; k 2 K vard�r. O zaman

x � b 2 K \ (A+B) � t� (M) � B ve b�oylece x 2 A \ B � t� (M) elde edilir. O

halde A\ (B+K) � t� (M)'dir. Kabulden dolay� B+K = B yani K � B olmal�d�r.

Ayr�ca A\K+B\K = A\K+K = K � (A+B)\K � t� (M) ve K � t� (M)

olur. B�oylece A+B E� M 'dir. 2

S�imdi bu teoremin tersinin do�grulu�gu �uzerine �cal��sal�m.

Teorem 4.2.5 M R-mod�ul, C ���c M; T �M ve C \ T � t� (M) olsun.

C + T E� M ise C; T 'nin M i�cindeki � -tamlayan�d�r.

Kan�t. C ���c M; T � M , C \ T � t� (M) ve C + T E� M olsun. C; S'nin M

i�cindeki bir � -tamlayan� olsun. C � D ve D \ T � t� (M) olacak �sekilde bir D �M

bulundu�gunu kabul edelim. S�imdi C = D oldu�gunu g�ormek istiyoruz. C ���c M

oldu�gundan C; M i�cinde � -p�ur ve dolay�s�yla t� (M) � C'dir. Mod�ularite kural�ndan

(C + T )\ (D \ S) = ((C + T )\D)\ S = ((C + (D \ T ))\ S � (C + t� (M))\ S =
C \ S � t� (M) olur. (C + T ) E� M oldu�gundan (D \ S) � t� (M)'dir. C'nin

maksimalli�ginden dolay� D = C ve b�oylece C; T 'nin M i�cindeki � -tamlayan�d�r. 2

Teorem 4.2.6 M R-mod�ul, B � M olsun. B; M 'nin � -tamlayan alt mod�ul�ud�ur

ancak ve ancak B; M 'nin � -kapal� alt mod�ul�ud�ur.

Kan�t. B'yi M 'nin � -tamlayan alt mod�ul�u olarak kabul edelim. B; M i�cinde A alt

mod�ul�un�un � -tamlayan� ve B E� B
0 �M olsun. (B0 \A)\B = A\B � t� (M) ve

(B0 \ A) \B � t� (M) \B0 = t� (B
0) olur. B E� B

0 oldu�gundan

(B0 \ A) � t� (B
0) � t� (M)'dir. B'nin maksimalli�ginden dolay� B = B0 olur ve

b�oylece B; M i�cinde � -kapal� alt mod�uld�ur.

S�imdi B'yi M 'nin � -kapal� alt mod�ul�u olarak kabul edelim. T; B'nin M i�cindeki

bir � -tamlayan� olsun. B'nin T 'nin � -tamlayan� oldu�gunu g�osterelim:

T; B'nin M i�cindeki � -tamlayan� oldu�gundan B \ T � t� (M) oldu�gunu not

edelim. B � L ve L \ T � t� (M) olsun. Teorem 4.2.4'e g�ore B + T E� M ve
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(B + T )\L E� L elde edilir. Ayr�ca (B + T )\L = B + (L\ T ) � B + t� (M) olur.

B; M i�cinde � -kapal� oldu�gundan t� (M) � B ve B+ t� (M) = B elde edilir. O halde

(B + T ) \ L = B E� L sonucuna ula�s�l�r. B; M i�cinde � -kapal� oldu�gundan B = L

olmal�d�r. 2

�Onerme 4.2.7 M R-mod�ul ve M=B 2 F olmak �uzere B � K E� M iken

K=B E� M=B olsun. A; B'nin M i�cindeki herhangi bir � -tamlayan� ise B; A'n�n

M i�cindeki bir � -tamlayan�d�r.

Kan�t. A; B'nin M i�cindeki herhangi bir � -tamlayan� olsun. A \B � t� (M) olur.

	 = fC �M : A \ C � t� (M); B � Cg k�umesinin maximal eleman�n� bulabiliriz.
Bu eleman� B0 ile g�osterelim. (A+B) \ B0 = B + (A \ B0) � Bc + t� (M) = Bc

olur. Buradan, ((A+B) =B) \ (B0=B) � Bc=B = 0 = t� (M=B) elde edilir.

B � A + B E� M oldu�gundan hipoteze g�ore (A+B) =B E� M=B ve b�oylece

B0=B = 0 olur. 2

Teorem 4.2.8 (1) C � N �M ve C ���c M ise C ���c N 'dir.

(2) C ���c N��c �M ise C ���c M 'dir.

Kan�t. (1) C M i�cinde X'in � -tamlayan� olsun. C'nin N i�cinde X \ N 'ye � -
tamlayan oldu�gunu g�osterelim: C \ (X \N) � t� (M) \N = t� (N)'dir. C � D ve

D \ (X \N) � t� (N) olacak �sekilde D � N bulunsun.

D\ (X \N) = D\X � t� (N) � t� (M)'dir. C'nin maksimalli�ginden dolay� C = D

olmal�d�r.

(2) C; N i�cinde S'nin � -tamlayan� ve N; M i�cinde T 'nin � -tamlayan� olsun.

C ���c N ve N��c �M oldu�gundan N=C; M=N 2 F 'dir.

0 �! N=C �!M=C �!M=N �! 0

tam dizisi kullan�larak M=C 2 F elde edilir. O halde t� (M) � C'dir. S�imdi C'nin

M i�cinde S + T 'nin � -tamlayan� oldu�gunu g�osterelim:

_Ilk olarak C \ (S + T ) � t� (M) oldu�gunu g�osterelim: C \ S � t� (N) ve

N\T � t� (M) oldu�gundan (C \ S)+(N \ T ) � t� (M)'dir. x 2 C\(S + T ) alal�m.
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x 2 C ve x = s+t olacak �sekilde s 2 S; t 2 T vard�r. x�s = t 2 N\T � t� (M)'dir.

x�s 2 C ve x 2 C oldu�gundan s 2 C'dir. Buna g�ore x = s+t 2 (C \ S)+(N \ T ) �
t� (M) ve b�oylece x 2 t� (M) ve dolay�s�yla C \ (S + T ) � t� (M) olur.

S�imdi de C � D olacak �sekildeki herhangi bir D �M alt mod�ul�u i�cin

D \ (S + T ) * t� (M) oldu�gunu g�ostermek istiyoruz. B�oylece C'nin (S + T )'nin

� -tamlayan� oldu�gunu g�ostermi�s oluruz. _Iki durum s�oz konusudur.

(i) D \ N 6= C ise D \ N \ S = D \ S * t� (N)'dir. M=N 2 F oldu�gundan

t� (N) = t� (M)'dir. D \ S * t� (M) yani D \ (S + T ) * t� (M)'dir.

(ii) D \ N = C oldu�gunu kabul edelim. C � D oldu�gundan d 2 DnN se�celim.

(N + dR) \ T * t� (M)'dir. Buna g�ore t = n+ dr =2 t� (M) olacak �sekilde t 2 T;
n 2 N; r 2 R vard�r. n 2 C ise n + dr 2 D ve D \ T * t� (M) elde edilir. B�oylece

D \ (S + T ) * t� (M) olur. n =2 C ise (C + nR) \ S * t� (N) = t� (M)'dir. Buna

g�ore c+ nl = s =2 t� (M) olacak �sekilde c 2 C; s 2 S; l 2 R vard�r. tl = (n+ dr)l ve

buradan s� tl = c+nl�nl�drl 2 D\(S + T ) elde edilir. E�ger s� tl 2 t� (M) � N

olsayd� s � tl 2 N ve s 2 N oldu�gundan tl 2 N \ T � t� (M) olurdu. Ancak

s � tl 2 t� (M) ve tl 2 t� (M) oldu�gundan s 2 t� (M) �celi�skisi elde edilirdi. O halde
D \ (S + T ) * t� (M)'dir. 2

Sonu�c 4.2.9 C � N �M olsun. C; N i�cinde � -kapal� ve N; M i�cinde � -kapal� ise

C; M 'nin � -kapal� alt mod�ul�ud�ur.

Kan�t. C; N i�cinde � -kapal� ve N; M i�cinde � -kapal� oldu�gundan C; N i�cinde bir

� -tamlayan ve N; M i�cinde bir � -tamlayand�r. Teorem 4.2.8'e g�ore C; M i�cinde bir

� -tamlayan Teorem 4.2.6'dan dolay� da C; M i�cinde � -kapal� alt mod�uld�ur. 2

4.3 CS Mod�uller

Tan�m 4.3.1 M R-mod�ul olsun. M 'nin her � -kapal� alt mod�ul�u M 'nin bir dik

toplanan� ise M 'ye � -CS mod�ul denir.
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�Ornek 4.3.2 (1) M � -torsion bir mod�ul ise M 'nin kendisinden farkl� � -kapal� alt

mod�ul�u yoktur. Buna g�ore her � -torsion mod�ul � -CS'dir. �Ozel olarak Goldie torsion

teoride M tekil mod�ul ise M �G-CS mod�uld�ur.

(2) � = (Mod-R; 0) torsion teorisinde her R-mod�ul � -CS'dir.

(3) " = (0;Mod-R) torsion teorisinde � -CS mod�ul kavram� ile CS mod�ul kavram�

ayn�d�r.

(4) Her yar�basit ve � -kokritikal mod�ul � -CS mod�uld�ur.

(5) M � -torsion-free bir mod�ul ise M 'nin � -CS olmas� ile CS olmas� denktir.

�On �onerme 4.3.3 M 'nin � -CS mod�ul olabilmesi i�cin gerekli ve yeterli ko�sul M 'nin

her alt mod�ul�un�un M 'nin bir dik toplanan� i�cinde � -geni�s olmas�d�r.

Kan�t. M 'nin � -CS mod�ul oldu�gunu kabul edelim. N �M ve L; N 'ninM i�cindeki

� -kapan��s� olsun. N E� L � M; ve L; M i�cinde � -kapal� alt mod�uld�ur. M � -CS

oldu�gundan L; M 'nin bir dik toplanan�d�r.

M 'nin her alt mod�ul�un�unM 'nin bir dik toplanan� i�cinde � -geni�s oldu�gunu kabul

edelim. N; M 'nin bir � -kapal� alt mod�ul�u olsun. N E� A olacak �sekilde M 'nin bir

A dik toplanan� vard�r. N � -kapal� oldu�gundan N = A olmal�d�r. 2

Tan�m 4.3.4 (Smith vd 1997) M bir R-mod�ul olsun. M 'nin her alt mod�ul�u M 'nin

bir dik toplanan� i�cinde � -yo�gun ise M 'ye � -komplement mod�ul denir.

�Onerme 4.3.5 (Smith vd 1997) M 'nin � -komplement mod�ul olmas� ile M 'nin her

� -p�ur alt mod�ul�un�un M 'nin bir dik toplanan� olmas� denktir.

Kan�t. M 'nin � -komplement oldu�gunu kabul edelim. M=B 2 F ise C=B 2 T
olacak �sekilde M 'nin bir C dik toplanan� vard�r. M=B 2 F ve C=B � M=B

oldu�gundan C=B 2 T \ F = 0'd�r. B�oylece C = B'dir yani B M 'nin bir dik

toplanan�d�r.

M 'nin her � -p�ur alt mod�ul�un�un M 'nin bir dik toplanan� oldu�gunu kabul edelim.

B �M olsun. t� (M=B) = C=B olacak �sekilde C �M vard�r.

(M=B) = (t� (M=B)) = (M=B) = (C=B) ' M=C 2 F oldu�gundan C; M 'nin bir dik

toplanan�d�r. C=B 2 T oldu�gundan da M � -komplement mod�uld�ur. 2
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Teorem 4.3.6 Her � -komplement mod�ul � -CS mod�uld�ur.

Kan�t. M � -komplement mod�ul ve K; M 'nin � -kapal� alt mod�ul�u olsun. K; M

i�cinde � -p�urd�ur. �Onerme 4.3.5'e g�ore K; M 'nin bir dik toplanan�d�r. 2

�Onerme 4.3.7 (Smith vd 1997) Her CS mod�ul �G-komplement mod�uld�ur.

Kan�t. M bir CS mod�ul ve B � M olsun. B E C olacak �sekilde M 'nin bir C dik

toplanan� vard�r. C=B singular mod�ul oldu�gundan C=B 2 T 'dur. B�oylece M bir

�G-komplement mod�uld�ur. 2

Sonu�c 4.3.8 Goldie torsion teoride her CS mod�ul �G-CS'dir.

�Onerme 4.3.9 (Smith vd 1997) Her � -torsion-free, � -komplement mod�ul CS'dir.

Kan�t. M � -torsion-free, � -komplement mod�ul ve B; M 'nin bir altmod�ul�u olsun.

C=B 2 T olacak �sekildeM 'nin C dik toplanan� vard�r. C, � -torsion-free ve C=B 2 T
oldu�gundan B E C'dir. B�oylece M CS mod�uld�ur. 2

�Onerme 4.3.10 (Smith vd 1997) � -komplement mod�uller s�n�f� homomorf

g�or�unt�uler alt�nda kapal�d�r.

Kan�t. M � -komplement mod�ul ve B � M olsun. C=B � M=B alal�m. M; � -

komplement oldu�gundan D=C 2 T ve M = D�L olacak �sekilde bir L �M vard�r.

D=C ' (D=B) = (C=B) 2 T , yani C=B; D=B i�cinde � -yo�gundur.

M=B = (D � L) =B ' D=B�(L+B) =B; yaniD=B; M=B'nin bir dik toplanan�d�r.

B�oylece M=B � -komplement mod�uld�ur. 2

�Onerme 4.3.11 (Smith vd 1997) M � -komplement ve T � -torsion bir mod�ul olsun.

M � T , � -komplement mod�uld�ur.
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Kan�t. M , � -komplement oldu�gundan t� (M); M 'nin bir dik toplanan�d�r.

M = t� (M) � B olacak �sekilde bir B 2 F vard�r. M � T = B � (T � t� (M))

oldu�gundan ispat� � -torsion bir mod�ul ve � -torsion-free, � -komplement bir mod�ul

i�cin yapmak yeterlidir. M 'yi � -torsion-free kabul edelim. D; M � T 'nin bir � -

p�ur altmod�ul�u olsun. t� (D) = t� (M � T ) = t� (T ) = T 'dir. D = D \ (M � T ) =

D\(M�t� (D)) = t� (D)�(M\D) = T�(M\D) veM= (M \D) ' (M +D) =D =

(M � T ) =D 2 F 'dir. M; � -komplement oldu�gundan M = (M \ D) � C olacak

�sekilde C �M vard�r. O halde M �T = (M \D)�C �T = D�C'dir. Buna g�ore
M � T , � -komplement mod�uld�ur. 2

�Onerme 4.3.12 (Smith vd 1997) Bir M mod�ul�u i�cin a�sa�g�daki ifadeler denktir.

(1) M; bir � -komplement mod�uld�ur.

(2) M = t� (M)�B olacak �sekilde bir � -komplement B mod�ul�u vard�r.

Kan�t. (1) =) (2) M; � -komplement olsun. t� (M); M 'nin bir dik toplanan�

oldu�gundan M = t� (M) � B olacak �sekilde bir B � M vard�r. M; � -komplement

oldu�gundan B de � -komplement mod�uld�ur.

(2) =) (1) t� (M) 2 T ve B � -komplement oldu�gundan �Onerme 4.3.11'den dolay�

M = t� (M)�B � -komplement mod�uld�ur. 2

Teorem 4.3.13 � -CS mod�ullerin her dik toplanan� � -CS mod�uld�ur.

Kan�t. M � -CS mod�ul veM =M1�M2 olsun. M1'in � -kapal� bir N alt mod�ul�un�u

alal�m. N 0 = N � M2 olsun. N 0 alt mod�ul�un�un M i�cinde � -kapal� oldu�gunu

g�osterelim:

N 0 E� T � M olsun. M1 \ N 0 = M1 \ (N �M2) = N + (M1 \M2) = N 'dir.

N 0 E� T ve M1 E� M1 oldu�gundan N
0 \M1 = N E� T \M1 �M1 ve T \M1 = N

olur. C� �unk�u N; M1 i�cinde � -kapal�d�r. T = T \ (M1 �M2) = M2 + (T \M1) =

M2 + N = N 0 olur. B�oylece N 0; M i�cinde � -kapal� alt mod�uld�ur. M 'nin � -CS

oldu�gunu kullanarak M = N 0 �K olacak �sekilde bir K � M bulabiliriz. Buradan

M = N 0 � K = N � M2 � K olur. M1 = M \ M1 = (N �M2 �K) \ M1 =

N � (M1 \ (M2 �K)) olur. B�oylece M1 � -CS mod�uld�ur. 2
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Sonu�c 4.3.14 � -CS mod�ullerin � -kapal� alt mod�ulleri de � -CS'dir.

Teorem 4.3.15 � p�ur inductive bir torsion teori, M R-mod�ul veM 'nin her � -p�urce

geni�s altmod�ul�u � -geni�s olsun. M � -b�ol�uml�u mod�ul ise � -CS mod�uld�ur.

Kan�t. M bir � -b�ol�uml�u R-mod�ul ve N; M 'nin � -kapal� bir alt mod�ul�u olsun.

Teorem 3.2.9'a g�ore N 'nin M i�cinde kapsanan bir � -b�ol�uml�u hull'�u vard�r. L; N 'nin

M i�cindeki bir � -b�ol�uml�u hull'�u olsun. N L i�cinde � -p�urce geni�stir. Hipotezden

dolay� N; L i�cinde � -geni�stir. O halde N = L olmal�d�r. Buna g�ore N � -b�ol�uml�ud�ur

M=N 2 F ve N � -b�ol�uml�u oldu�gundan N; M 'nin bir dik toplanan�d�r.
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2

SONUC�

Bu tezin ilk �u�c b�ol�um�unde CS mod�ullerin torsion teoride yeni bir genellemesini

yapabilmek i�cin haz�rl�k yap�ld�. Son b�ol�umde ise Golan'�n tan�mlam��s oldu�gu � -

geni�s altmod�ul kavram�ndan yaralan�larak � -kapal� ve � -tamlayan alt mod�ul kavram-

lar� tan�mland�. Daha sonra da amac�m�z olan � -CS mod�ul tan�m� verildi ve baz�

temel �ozellikleri �cal��s�ld�. Ayr�ca � -CS mod�ullerin Smith'in tan�mlam��s oldu�gu � -

komplement mod�uller ile olan ba�glant�s� Teorem 4.3.6'da \Her � -komplement mod�ul

� -CS mod�uld�ur." ile verildi. Her injektif mod�ul�un CS oldu�gu ger�ce�gine benzer olarak

da Teorem 4.3.15'de \� p�ur inductive bir torsion teori, M R-mod�ul ve M 'nin her

� -p�urce geni�s altmod�ul�u � -geni�s olsun. M � -b�ol�uml�u mod�ul ise � -CS mod�uld�ur."

sonucu elde edildi.
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