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Dedekind Eta Fonksiyonu, eliptik modular fonksiyonlarin sayilar teorisine uygu-
lamalarinda dnemli rol oynar. Bu galigmanin ilk kisminda Dedekind Eta fonksi
yonunun tanimi ve baz ozellikleri verildi. Kendileri eliptik olmayan fakat oran-
lar: eliptik olan Theta fonksiyonlan, ©,(r = 2,3,4) mn Modular grup tizerindeki
doniigiimleri incelendi. ' o )

ikinci kisimda, Hecke gruplari tanimlandi. G(/m) Hecke gruplarina kargihik
gelen sifirinct mertebeden tain modular form icin garpan degerleri belirlendi.
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In many applications of elliptic modular functions to number theory Dedekind

Eta function plays an important role. The first section, the definition of Dedekind

. Eta function and some properties of it given. The transformations of Theta func-

- tions, ©,(r = 2,3,4) , which are not elliptic but their ratios are elliptic, on modular
. grup are investigated.

i The second section, Hec,ke groups are defined and then, multiplier systems
- corresponding to full modular forms of dimension zero for each of Hecke groups,
G{ym) , m = 2,3, are obtained.
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ONSOZ

Cahgmamun amac, eliptik modular fonksiyonlar teorisinde tamimlanan Dedekind
Eta fonksiyomi ve Dedekind Toplamlaii’mi inceleyerek, bu fonksiyon ile kendileri
eliptik olmayan fakat oranlari eliptik olan Theta fonksiyoulan arasinda bagintilant
bulmak ve G(y/m), m = 2,3, Hecke gruplarinda tammlanan sifir boyutlu tam mo
dular form icin carpimsal degerleri belirlemektin

Bu galigmada itk olarak Periyodik, Eliptik fonksiyonlar ve bazi dzellikleri veri
lerek giris yapilmugtir. Materyal ve Metot boliimiinde Mobius dontsimieri yardimiyla
Modular Grup ve Modular Form tanimlanmustir. Dedekind Eta fonksiyonu, Dedekind
Toplamlart tanimlanip ve ilgili teoremler ispatlanarak, Fatey Kesitleri tanititomagtir.
Bulgular boliimiinde Dedekind Eta fonksiyonu ile Theta fonksiyonlar: ve Farey Ke-
sirleri atasindaki baguttilar ve Hecke Gruplaninda tammlanan modular form igin

carpan degerleri bulunmugtur.

Caligmalarim boyunca bana yol gdsteren degerli dantgmanim Saym Dog. Dr.
Veli KURT’a ve degerli katkiarint gordiigiim Sayin Prof. Dr. Timur KARACAY’a

tesekkiirlerimi sunarim.
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1.GIRIS
1.1. Periyodik Fonksiyonlar

1.1.1,Tanim Karmagk degiskenli f{z) fonksiyonu verilsin. f(z + w) = f(z) ola-
cak sekilde w karmagtk sayis: varsa, f(z) fonksiyonuna w pesiyotlu basit periyodik
fonksiyon denir.

S n € Z olmak iizere nw karmagik sayisi da f(z) nin bir periyodudur. Tanimdan,

. her saymun f(z) = a sabit fonksiyonun bir periyodu oldugu gorilir. Aymi periyotlu

" iki periyodik fonksiyonun toplamu, fark:, carpimu, oram ve tiirevi de aym periyotlu
. periyodik fonksiyondur.

- 1.1.2.Tamm Karmagik defliskenti f(2) fonksiyonu verilsin. f(z +wi+ws) = f{z)
© ve wy/w; ¢ R olacak sekilde wy, wy karmasgik sayilan varsa, f(z) fonksxyonuna wi,
: 'wg periyotlu ¢ifte-periyodik fonksiyon denir.

_ n,m € Z ise nwy + mw,; karmagk sayis1 da f(z) nin bir periyodudur  f(z)
** fonksiyonunun her periyodu, nw; +mw, seklinde ise (wy, wp) ikilisine, temel periyot
gifti denir  Her (wy,w;) temel periyot ¢ifti, diizlemde w = nw; 4+ mw; koseli pa
ralelkenar belirtir. Bu paralelkenarin kogeleri zg, 20 + wy, 20 + w2, 20 w1 + w2
- olarak ifade edilit ve (2} periyot paralelkenar: olarak adlandirilir. zg, zp +w; ile 2,
" % + w; noktalarim birlegtiren kenarlar bu paralelkenara dahil, diger kenatlar dahit

~ degildir.

. wy vews, wafwy € R, karmagk sayilaninin, m,n € Z olmak lizere nw; +muw;
dogrusal bilegimlerinin kiimesini, Q(w,,w,) ile gosterelim.

1.3 Tanum (wy,wz) ve (w),wh), w2/ws ¢ R, wh/w] ¢ R karmagik say: ikilileri
Igm Q(wr, wy) = Qw], wh) ise fwy,w?) ile (w], w}) ikililerine denk ikililer denir.

O (wy,wy) ile (w!, wh) temel periyot ¢iftlerinin denk olmalart i¢in gerekli ve yeterli
ogul, ad — be = F1 olmak fzete wh = aw; + bwy ve w| = cw, + dw; kosullanini

s__dél_aya,n, tamsay: girdili ( z Z ) matrisinin olmasidiz {Depnath ve Dutta 1965,
postol 1976).

1':'1.2__.E'liptik Fonksiyonlar

1_-'_'_I'amm Karmagik diizlemin G acik alt kiimesi tizerinde kutuptan bagka tekil
Ktasi olmayan analitik fonksiyona, meromorf fonksiyon denir.

2,Tamm Sabit olmayan, cifte-periyodik ve meromorf fonksiyona, elliptik fonksi



P(z) fonksiyonu, w = nw; + muwy, n,m € Z olmak lizere,

P05 Sl )

w#d

ifadesiyle tammlanir. P(z) fonksiyonu, wy, w; ile gifte-periyodik ve w noktasinda,
2 mertebeden kutbu olan eliptik fonksiyondur.

Eliptik fonksiyonlarla ilgili temel bilgiler, Depnath ve Dutta (1965)de bulunur.

Kendileri eliptik olmayan fakat oranlari eliptik olan Theta fonksiyonlaii,
q =€ ve () > 0 olmak iizere,

91(.2) e p— Z (“>1)nq(n+%}2e(2n+l)iz,
92(3) - i q§[2n+1)2e(2n+1)iz’ (1)
93(2:) = Z q(n+1)262{n+1)52’
_o;oo
0y(z) = 3 (—1)HiglnHt) i iz,

- egitlikleri Hle tanimlanir.

Bu fonksiyonlann sonsuz carpim ifadeleri,

O:(ry = 2 T[(1 - ™)1 + &),

0o(r) = ﬁ(l—q (L4 g1, 2)
ou(r) = ﬁ(l (s

L§I§_-i._tlikleri ile verilir{Depnath ve Dutta 1965).
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2. MATERYAL VE METOT
2.1. Modular Grup ve Medular Form

a,b,c,d € Z, 7 € C olmak iizere,

_ ar + b
w_cr+d

ile tanimh doniigiime, Mobiiis donigiimil ya da Kesirsel doniigim denir,

Her bir Mobiiis dontsumi A = ( (cl: z ), ad — be # 0 olmak Gzere,
ot ST
T T er4d

seklinde de ifade edebiliriz. Bu déniigiim, z = —d/c basit kutbu harig, genisletilmis
_+ karmagik diizlem C* da analitiktir.

: (Apostol 1976}

_ 7 € C olmak tizete 7/ = Ar = g—:—%, ad —bc = 1 seklindeki Mobins dontigtimleni
- matris carpimuna gore degigmeli olmayan bir grup olugturur.
~ Bu grup, . S

r:{(“ b) . abedeZ ad#bczl}
c d

ile tanimlanir ve Modular Grup denir.

[ modular grubunun drétegleri,

1 1
ST-T—}-I—(G l)

sz—l/r:(? 0"1)

_&Ein@iimlexidir.
G.I' modular grubunun herhangi bir altgrubu olsun. 7/ = A7 olacak yekilde

€ (G varsa, 1 ve 7' noktalarina, GG ye gore denk noktalar denir.

R, iist-yan diizlem H nin agik altkiimesi olsun. Rg nin farkh iki noktas:, &&
gore denk degil ve 7 € H igin Rg nin kaplasunda, G ye gore 7 ya denk bit el
noktas: varsa; R ye (7 nin temel bolgesi denir.



I' modular grubu igin
Bp={reH ; |7|>1, |r+7<1}
kiimesi temel bolgedir (Knopp 1970, Apostol 1976).

n € Z' olmak iizere,
Iy =4{ %% )er ; a=d=1 bzc=0 (Mod
(n) = ¢ d ; e=d=1, b=c= Modn)

 kitmesine, I modular grubunun n seviyeli congruence alt grubu denir.
‘n=1igin [(1} =T dur.

IMMz{(jZ)eF ;cEO(MM@}

"F“(n)z{(z 3) el ; =0 (ﬂ«Iodn)}

: kiimeleri de T' modular grubunun altgruplaridir. Buradan kolayca I'(r) nin I iginde
“sonlu indexli normal altgrup oldugu gortlebilir (Knopp 1970, Apostol 1976).

2.1.1. Tamim Karmask degigkenli f{r) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon agagidaki
li¢ Ozellige sahipse, I ya gore —r inci dereceden Modular Form denir;

a)f(7) iist-yar: dizlem H de meromorf,

* ¥

b)Herfvf=(c d)er,r'éﬁig‘in

>

f(M7) = e(M){(er + df f(r), (3)

¢} f{7)nun Fourier serisi,

v o]

f(ry= 3 a(n)e™.

n=—1t

(3) ifadesindeki (M), 7 dan bagimsiz I' ya gbre -1 inci dereceden ¢arpimsal
sistemndir.

(M)} =1 ve My, M; € T olmak iizere,
6(11{11'\{2) = 6(;‘1{1)&(1’%{2) (4)

4




carpimsal Szelligi saglanir.

Tammdan, m > 0 ve a{-m) # 0 ise f(r) fonksiyonunun 7 = jo0 noktasinda,
m inci mertebeden kutbu vardir.

m < 0 ise f(r) fonksiyonu H de ve ioo noktasinda analitiktir. Boylece, f(r)
fonksiyonuna, —r inci dereceden Tam Modular Form denir.

Her M ¢ T icin ¢(M) =1 ve r = 0 ise f{r) fonksiyonuna, Modular Fonksiyon
denir.

2.2. Dedekind Eta Fonksiyonu

Elliptik modular fonksiyonlatin, sayilar teorisine uygulamasinda Dedekind Fta
fonksiyonunun Snemli bir yeri vardu. Dedekind tarafindan, dist-yan diizlem H de
tapimlanan #(7) fonksiyonu;

—2— ];[ ( 2mm')
ifadesiyle verilir (Rademacher ve Whiteman 1941, Apostol 1976).

T = u+iv i¢in ¢ = ™7 alinarak |z| = e72™ elde edilir. 3(7) > 0 oldugundan

|z| < 1 bulunur. Béylece,

o

H(l -—.:c")

n=1

sonsuz ¢arpimi sifirdan farkly ve mutlak yakinsaktir.

= 7(7), H nin kapal ve sinurli her altkiimesi iizerinde, duzgun ve mutlak yakinsaktir.
- Boylece n{r), H de analitiktir.

I' modular grubunun St = 7+1 treteci igin p{r+1) = _57]( Yvep?{r+1) =
n2(7) elde edilir. n?*(r) fonksiyonu, 1 ile periyodiktir.

_ Tr = —1/7 tireteci icin g(—1/7) = (~i7)"?y(7) bagmtis: C.L.Siegel ve Apostol
tarafindan elde edilmistir.

a,be,deZ,e>0,ad ~be=1veI(r)>0
olmak iizere,

logn (g?_—b) = logn(T) + 11 {—;—C{ + s(—d, c)} + %Iog {~t{er+d)} (5)

+d




doniisiimit de Apostol tarafindan bulunmugtur{Apostel 1976).
Burada s{—d, ¢} Dedekind toplamidir.

2.3.Dedekind Toplamlar1 ve Ozellikleri
2.31.Tanim h ke Z,k>0, (h k) =1 olmak uzete,

swi= 3 () (%))

rModk
esitligi ile Dedekind toplam: tanimlanir.

z € R igin ((z)) fonksiyonu,
fa—[x}-3 , z¢Z

~ ifadesiyle verilir [z], # in tamdegeridir.

ke Zicin ((z + k) = ((2)) ve ((—z)) = ~{(2)) oldugundan ({z)) fonksiyomy,
k ile periyodik ve tek fonksivondur.

Z(@)-2G-[-2- ®
(h,k) = 1 oldugundan,
Z((7)- ™
.' (6) ve (7) esitliklerinden, ,

k) = 3

g elde edilir.

+ 2.3.1. Teorem € R icin




ispat :

p =Y ((F5))- @

rModk

fonksiyonunu tammlayalim. D(z + 1) = D(z) oldugundan D(z) fonksiyonu, 1 ile
petiyodiktir. Buradan, D{z) fonksiyonunu 0 <z <1 aralifina similayabiliriz.

z=0 icin D) = ﬂ;{k((% ):0
0<z<l icin D) = %k((”’:x)) ~((2))
B ) e
L (k=D 2, k1
CETE TR 5

Boylece z in tiim degetleri igin D(z) = 0 bulunur.
2.3.2.Sonug z € Ricin ((2))+((z + 1)) = ((22)) dur.
ispat: 2 3.1.Teorem de k = 2 ve ¢ yerine 2z -almarak, -

(@) + (= + 5) = (22)

bulunur. Benzer olarak, & = 2 ve z yerine —2z ahinarak,

>

() + (=~ 3) = (22)
esitligi elde edilir.
2.3.3. Teorem
a) i’ =Fh (Mod k) ise s{h’,k) =Fs(h, k)
b) hh = F1 (Mod k) ise s(h,k) = Fs(h,k)

) h2+1=0(Mod k) ise s(hk)=0.




Ispat:
a) A =h(Modk)iseh =kt+h, teZ

ww = () (%))
- B(E) ()
- S ((W)
= s(h, k)

Benzer olarak, k' = —k (Mod k) ise s(h',k) = —s(h, k) dur.

b) hh=1(Modk)ise 1 =hh—kt,t € Z

Ed
|
-

s(h, k)

P
- QO

E I
L
-0

il
M
T T TN
—
- E
?s-{i
PS"‘
|~£:
-
T SN N’
DT T

..,
H

_-lo
el
~—

Wl
¥,
—

Benzer olarak, hh = —1 (Mod k) ise s(h, k) = —s(h, k) di.

) h*+1=0(Modk)isel =kt —h* t€Z

oo - E@)(()
- E(( ) ()

hr




= —s(h,k).

~ Béylece, s(h, k) = 0 bulunur.
; _2.3.4..Teor'em

g € Z7 ise s(gh,qk) = s(h, k) dir.

gk—1
# qhy
=5 () ()
v, p € Z olmak fizete p = vk+p, 0 < v < g-1vel < p < k-1 olsun

e - EE(52) ()

v=0 p=0

- S((RDE(E)

yazabiliriz.

2.3.5. Teorem {Reciprocity Teoremi)

hkeZ k>0, (hk) =1 olmak izere,

, 1 1 (h 1 Kk
s(h, ) + stk h) = =3+ 55 (z it z)

..dm

._.ispat :

| S = >£h,k-)+.s(k,h.)
AOI(EINBAGIES)

olsun,




T = "T“ ve 1 = % icin 2.3 1. Teorem’i uygulayarak sirasiyla,

hi-1 k-1
g v hyt g kv
egitliklerini elde ederiz. Boylece,

N (G) (RIS (GIPA((S57).

=0 u=0

= SR (E @)+ ()
= SR (@) (2D G -2)
S E-3)
- SR(E ) Ers)
=SS () (D)) ®

= S50 - (G

p=h =0
k~} h—1 2 k-t h-1
[T Lo
CER G ER )
;u:ﬂ(k h‘ Etg k h
k—1 A1 2
poov TR %
) ER ()
(R h gg kL A
= §f — 25, + 53 olsun. Buradan, S, = 5 dir
k~1h-1 2
5= Y (p+i)
oo Nk h
p=0v=
p k-l ,  k h—1t , 9 k-1 Al
= EEZ# +E:2-Zu +hk+*’;§z#§:u
{.&:Q " w=0 a=0 v=0

10
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— Z#—_ v
ky.:O h;;:
_ ke b kL
T 6 6k 6h 2

u ve v siastyla, Modh ve Modk a gore degisitken p = hy + kv da Modhk a gbre

degisir.
k=1 h—-1 2
s - BE((9)
? ;,2 k' h
- 2 )2
> (G
= s(1,hk)
_ L Lk
4 6hk 12
oy 2EZ
—E={ P I
oldugundan,
iy fZl-3 . 2¢Z
c-n-@n={ 857 187
elde edilir.

(8) esitliginde yalmz p = v = § icin (% + %) € Z olur. Boylece,

k-1 h~1 , 2
u v 1} 3
T_ o - ——— —
%Z{[k”Lh] 3 T3
yazabiliriz.
k=1 h-1 2
= — {[¢ . Y _i} 3
t= ;fg);{[k-+h] 2 +4
k-1 h-—1 2
= H V] [# u] 1} 3
- —+ —lrtal it g
EE{[IC h kE h 1 4
k—1 k-1
— povIE Y hk 3
= L) k+h](k+h] 1)+4+4




b3
T4 4
elde edilir.
Burada, 8 < ',‘;‘ + % < 2 oldugundan, [g— -+ %] =0 ya da 1 dir.
Boylece,
1
S = 5(51—T+S3)
CL(Wk Rk 1 Bk 3 1 1 kk
T 9\6 6k 6k 2 4 4 4 6hk 12
RSN/
T 4 12\k  hk h
bulunur

Reciptocity Teoremi'nin farkh ispatlari, Rademacher ve Whiteman (1941),
Crosswald (1971), Grosswald ve Rademacher (1972), Apostol (1976) tarafindan ve

rilmigtir.
2.4. Farey Kesirleri

Farey Kesirleri, ». mertebeden, [0,1] aralifinda, paydast n den kigiik ya da
esit olacak bigimde tanimlanan azalan kesirler kiimesidir ve F), ile gosterilit.

g1
F]. y iﬁi_
011
Bospoi
01121
B i mimgisis
P 1'372'371
Lo 0111231
1 9 114s332131411
o 01112132341
5 1’5143335721513147511

. seklinde ifade edilebiliz.

F. C Fupr ve § < § ardigik Fatey kesirleti ise be — ad = 1 ve gﬁ kesiine, bu

. kesirlerin mediant: denir. § < :—;!*’_3;? < § ardigik Farey kesirteridiz.

12




Benzer olarak, § < § < S} esitsizlikleri de ardigik Farey kesirleridir. =

kesrine, § ve 5 kesirlerinin ardigik farki denir.

1963 yilinda H.Rademacher tarafindan sorulan Farey kesitleri ile ilgili bir
soruyu ele alahim. Bu soru, § < § ardigik Farey kesirleri ve bunlarin Dedekind

toplammlar s(a,b) > 0 ,5(c,d) > 0 ise s{a + b, ¢+ d) pozitif midir, sorusudur.

s{a -+ b,¢ + d) nin pegatif oldugu, once sayisal 6rnekle L.Pinzur, Dedekind
toplamlart yardimiyla K.H Rosen ve Dedekind toplamlarinin degerlerini, tamsay
haline getirerek, T Asai (1986) tarafindan gdsterilmigtir.

13




3.BULGULAR VE TARTISMA

3.1.Dedekind Eta Fonksiyonu ile Theta Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar

Theta fonksiyonlarinin,

{2) esitligi ile verilen sonsuz ¢arpim ifadeleri, Dedekind

n(7) fonksiyonu gozoniine alinarak,

2m%(27)
Q(r) =
A7) n(7)
27741
— —1 ??( 2 ) furard !l_l% ()
Os(r) = & n(7) s € {9)
2rT
. _ 7(3)
=
esitlikleti ile verilit. Bu denklemlerin logaritmalan alimaral,
log O{7) = log2+ 2logn(2r) — logn(r) (10)
. g
log Os(7) = %—k?logn(Tj )mlog?y(r) (11)
T
log@4(7) = 2log :](5) — log n{7) (12)

denklemleri bulunur (Bainer

1085)

3.1.1.Teorem h,kcZ k>0, (hk)=1, Rh' = —1 (Modk) olmak tizere,

h+ i h i)z
log O3 ( 't az) = log O3 ( L ) + mi(s(h, k) — 2s(h,2k)) — -;—logz

k
- _:dn'

: 1
z,h, kb sayilarin,

!
a=h,

Ispat: ' modula1 giup, ( ZJ

c=k >0,

k

d

d=—-h—-k, z=—t{ct+d)

. ('_)_la.ca.k sekilde segelim ad - be = 1 oldugundan,

b .
) el ,c>0,7€ Cve () > 0 olinak tizete

i4

—hh = Ak —bk=1, (hk)=1, —hh =1 (Modk)
élde edilir. Buradan,
iz—d z+h+k dz+h
= = = 1

! c J Fo o

' ar+b K 4i/z

T — —_
et +d k



bulunur.
Bu sonuglart (5) egitliginde yazarak,

h+iz h' +ifz h =1 1
log n{r) = logn (i+7 ) = logn (l +i/ ) S —mes(h k) — glog-: (13)

" k 12k 2
bagintist elde edilir. Benzer olarak,
a=h', ¢=2k>0, d=-~h—-2k z= —i(er + d)
secilerek log i (T'EH) 1¢in de bit bagintr vazabiliriz.
ad — bc = 1 oldugundan,

—hh = 2kh" —2kb =1, (h,2k)=1, —hh' =1 (Mod2k)

elde edilir. Buradan,

. iz—d_iz+/z+1

c 2k ’
. at+b W +ifz
TE c*r-{-cl: 2k

bulunut. Boylece, (5) esitligini kulianaialk,

’ 1 TRy B K= h I
logn (I;;:__) = logn (3 ;,l; 1) = logn ( i ;:/Z) -7t (—%4%) —TTE:S(h.._Q.I{)k; log =

: (14)
. bagintisi elde edetiz.
(13) ve (14) esitliklerinde gerekli islemler yapilarak ve (11) de yerine yazilaiak,

h+i h' +ifz
log O3 ( : —;; ?Z-) = log O, ( : 4};1/ ) + mi(s(f, k) — 2‘9(:'1,2_!;)) — %

log =
bulunur.

- 3.1.2Teorem hke€Z,k>0,(hk)=1,hk'=~1 (Modk) olmak iizere,

b4 h +i/z
log ©)4 ( “;“") = log O, ( ' fz/ ) +mi(s(h, k) — 25(h, 2k)) — %Iogz

dn
: a b .
Ispat: ' modular grup, ( e d ) cl,c>0, 7€ Cve¥r) > 0 olmak tzere

L
z,h, kB sayilann,

a=h, ¢=k>0, d=-h, z=—i(cr+d)

15




olacak sekilde secelim. ad — be = 1 oldugundan,
—hlh ~bk=1, (hk)=1, —hh' =1 (Modk)

elde edilit Buradan,

iz—d 1z4+h

T = - prares 'Iﬂ y
. ar+b W4z
T = =
cr -+ d k

bulunur.
Bu sonuclan (5) esitliginde yazarak,

_ 2+ h ho+ifz R~ h 1
log n(7) = logy (Z : ?) = logn (2 t?/ ) — T ( ll?k ?) —mis(h, k)~ glogz

(1)

g

bagintisi elde ediliz. Benzer olarak,
a=h', c=2%>0, d=—h, z=—i(cr+d)

segilerek log i (%) i¢in de bir bagint: vazabiliriz

1w th
Y’
ve '
v h )z
T T
oldugundan,

T iz +h R iz (R —h | 1
1 — ) =] = { — | — 1 — i 2k)— = 1.z :
ogn(z) og;v]( 5h ) ogn( o ) T?( 51k ) wis(h, 2k) 2105 ,

(16)
elde edilir.
(15} ve (16) esitliklerinde gerekli iglemler yapilarak ve (12) de yetine yazitaiak,

h+1 h +ifz
log ©, ( z—]f;zz) = log O, ( v+ ) + mi(s(h, k) — 2s(h, 2k)) — %logz

bulunu .
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Benzer yontemle,

41z h' +i/z " h I
log ©, (.h:l ):log@z (’ J;:/ )471 (h m h)—kfré(s(h,k)mfz.s(h,k/?))—;log:

bagtis: bulunu,
3.2, Theta Fonksiyonlarmin Farey Kesirlerine Uygulamasi

3.2.1.Teorem % < Z ardisik Farey kesiileri ise
ES R § ;

1z — I —h iz
log O3 (t k h) = log O, (——I—%—i&) + ma(s(h, k) — 2s(N, 2k)) — %logz

dat.

Ispat: 2 < £ ardigik Farey kesitleri ise ki — K =1 dit
p k KK

b ) €El,c>0,7¢€ Cve3r) >0 olmak tizete z,h, k, I

a
" modular grup, ( . d

sayllarini,

a=—h, ¢c=k>0, d=K+4+k z=—i(cr+d)

olacak sckilde segelim. ad — be = 1 oldugundan,
—hK —hk—bk=1, (Kk)=1, -hK=1 (Modk),

s, k) = —s(h, k),
2K | —htifz

k 7 k

T =

bagintilar: bulunur,
Bu sonuclar: (5) egitliginde yazarak,

z — I —fh 41 K= ‘ 1
log n{7) = logn (-—1 . ! ) = logn (%?/Z—) — ( \IZk l) — mis(h, k) — 5 log =

bagintisi elde edilit. Benzer olarak,
a=-—h, ¢=2k>0, d=K, z=—ilcr+d)

segilerek logn (%’—1) i¢in de bir baginti yazabilitiz.
ad — bc = 1 oldugundan,

—hI = 2kb=1, {(K,2k)=1, —-hK =1 {Mod2k)
s(IV, 2k} = —s(h,2k),

17




bagmtilars bulunu,
Boylece (5) esitligini kullanarak,

1 1z — f —h+1/z A= h , I
log n (%) = logn (l 5% \> = logn (ﬁz—;b—i/—) —m ( \24,1: )um.q(h,‘ﬂu)—glog z

(18)

bagintis1 elde edilit.
(17) ve (18) egitliklerinde gerekli islemler vapilaiak ve (11) egitliginde yerine yazilarak,

o K Chti 1
log O (” : I‘) = log B, (%1/5) + mi(s(h, k) = 25(h,2k)) —  Jog :

bulunur.

h+H

. A
3.2.2. Teorem % < i

ardigik Faiey kesiileri ise

] htifz 1
log ©3 (zz —l: I‘) = log 05 ( ? Jrkl/ ) +ma(2s(h,2k) — s(h, k) — ilogz

dir.

ispat: [' modular giup, ( Z 2 ) €El,e>0,7¢€ Cve (7} > 0 olmak lizere
ok, K, z sayilatimg,
a="h c¢=k>0, d=—-(KN+k), z= —1(er 4 d)
olacak gekilde secelim ad — be = 1 oldugundan,
—hK —hk—bk=1, (K,k)=1, ~hK=1 (Modk),

s(K k) = —s(h,k),
i+ K+k wz4+ K r htdfz
P
bagintilars bulunur Buradan,

log 1(r) = Logn (zz—]: \) = logn ( v —I-kl/z) o (fxmk l}) + mes(h, k) — é]og 2
(19)

elde edilir. Benzer olarak,

a=h, c=2k>0, d=-~(K+2), z=—i(cr+d)
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secilerek logn ( ) i¢in de bit bagmti yazabiliiiz Boylece,

—hl =2k -2k =1, (K,2k)=1, —-hk =1 (Mod2k),
s{I,2k) = —s(h,2k),
iz+[\‘+2k_z‘z+h'+1 ,__h+i/z
2 2k T T Tk

bhulunur. Buradan,

_ +1 z+ K f - K-
log"(Tz )Zl()g?i(m% ) togr (2 l:/) m( 211LI)+W(/ ')__]Og~

(20)

elde edilir.
(19) ve (20) esitliklerinde gerekli iglemler yapilarak ve (11) de yerine yazilaiak,

z / 1
log ©3 (z :A> = log ©, ( i +/f/ ) + mu(2s(h, 2k) — s(h, k) — 3 log =

bulunur

. 3.2.3.50onu¢ n € Z olmak tizere, i—‘ < Z—i’i’% ardigik Farey kesiileri icin

1z + I h+1fz (I
log @3( — ) @3( 2 ) + mei(2s(h, 2nk) — s(h,nk)) — 510@,@

~bagmbis1 vardi.

Benzer yontemle ispatlanabilen, Faiey kesitlerinin ardisik farki icin de asagrdali
teoremi veiebilitiz

3.2.4 Teorem f\f- < f:t ardigik Farey kesiileri ise

2z —k H 1
log O (EZK ) = log O3 (_—;EL.) + mi(2s(H, 2Ky — s(H, K)) — §[ogz

Bu boliunde, log©3(r) fonksiyonunun Farey kesitlerine bit uygulamas: vei-
Imig ve aralarindaki bagintilar bulunmustui. Benzer olarak, log ©,(7) ve log ©,(7)
nlistimlerine ait ifadeler de elde edilir.
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3.3. ({v?2) ve G(V3) Hecke Gruplarn igin Carpimsal Sistemler

Modular, Suieksiz, (¢ (1 /)\q) Hecke gruplarn, ST =74+X,, A, = 2cos g R
q > 3ve Tt = —1/r dontgimleri ile tiretilmektedir.

g=3i¢cin St =71+ 1 veTr = —1/rile I' modular grubunu elde ederiz.

Bu kesimde, ¢ = 4 ve ¢ = 6 degetlerine karsilik gelen G(v2) ve G(V3) Hecke
giuplaimda tanimlanan, Modular foim i¢in ¢arpumsal sistemleri belirleyecegiz

m = 2,3 olmak tzere G(y/m) Hecke giubunun elemanlani,

. | m _ 0 -1
5-—(01 ) ve TW(IG)

matiislerinin garpimi olaiak ifade edilii. Her ifade de T nin sayisinin ¢ift va da tek
olmasma gote G(/m) giubunn elemanlari, ¢ift ve tek olatak ayrilmiglardit

G(\/m) grubunun ¢ift elemanlan,
]\-f:{( “ b\/ﬁ) ;o a,b,c,d € X, ac!.'—-mbc:l} (21)

ev/m d

ve tek elemanlars,

aym b |
M = {( \i— d\/ﬁ ) 3 aabgcjd - Z, adn?. — bC == L} (22)

seklindedir.

L V2 ve T' = 0 -1
0 1 S Lo
dretilit ve (21), (22) de m = 2 alimarak ¢ift ve tek elemanlar: belirlenir.

G(v/2) Hecke grubu, § =

) domigtimieti ile

I', G(v2) Hecke grubunu gostermek iizete,

; |
r(z):{(cj?_ﬁ dﬁ); e=d=1, b=c=0 (ﬂffod.?)}

kiimesi I nin 8§ indexli notmal altgrubudu:
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F(2) nin T tizerinde belitledigt eskiimeler,
R = (1) ?):1 , 122:(\}5 :1‘/5):(1"5*—1)2
B={, ;/2‘):'9 Ry = \}5 ? — TSI
Ry = ‘lﬁo“l):,s"r, Ry = ? \‘/i: e
i

V2 o1
fi— = = =, ’ ,S'
R; ) T . Re L ST

dit Bu kiimelerin ilk dérdi ¢ilt, digetleri tek elemandi,

f(r), T' ya gore siluinc mertebeden tam modular form olsun f(r), H de
analitik ve her M e I i igin
HM7) = (M) f(r)

dit. ¢(M), I' izerinde tanimlannus, 7 dan bagimsiz ve (4) 6zelligini saglavan 1)
nan garpunsal fonksiyonudur

MeTl igin M = ( f: ?) olsun. Buradan, ¢(M) = (o, 3,7,8) gbsterimi ile

[(S7) = e(1,v/2,0,1) H(r) =" (1), 0<a<]
f(TT) = 6(03 ‘17 I,O)f(?’) = GU.f(T)

| bagmitaii Knopp tarafindan verilmigtit (Knopp 1960). :
T?=Tve(STY =1 oldugundan ¢ = | ve (™) = 1 elde ediljr. 'L
g = 4o i¢in 5
H57) = €5°(r), ¢=0,1,2,3 (23)
HTr) = «f(r) , &=1 (24)
bulunut /s s
a b2 av2 b
A (C\/§ d ) ya da M ( . d\/ﬁ)
se :

(M) = 7 9B) veya (M) = eye9E(M) {25}

- lmaI\ uzere Rosen tarafindan tamimlanan

(M) = abu, + acty -+ aduz + beuy + bdu5 + cdug (26)




V2
g = 0,1 wan FE{M)=dd—-ac (Modd)
g 2 wn E(M) =2(ab—ac) (Modd)
g = 3 win E(M)=—(ab-ac) (Modd).

b
3.3.1. Teorem a) ( ¢ b\/j ) € G(V2) ise

¢ dv?2

g = 0,1 ian BE(M)=cd+ac (Modd)
g = 2 wan E(M)=-2(cd +ac) (Mod4)

g = 3 wn E(M)=-(cd+ac) {(Modd)

b)ﬂi’:(a\/_b )EG\/:)ISG

Ispat: a) I'(2) nin [ dzerinde belitledigi eskimelerde ispatlamak yeterlidii
I <1< 4 olmak tizere It; kimeleti igin (23) ve (24) bagimtilan yardimiyla,

() =1, e(R)=¢, ¢(Ry)= e%{q, e(Ry) = e B
degerleri ve (25) esitligi kullamlarak,
E(Rl) = O, E(RZJ - *—2, E(Rg) — 1, E(R,l) - —

elde edilir  (26) bagintisindan,

(
E(l) = 0uy+0u;+1lus+0us+0us+0ug=0
E(R)) = —luy+lup+ —lug+ —lug+Loug+ —lug=—2
E(B) = Laug+0up+1lus+0us+1lus+0ug=1
E(R) = 0up+lug+lus+0uy +0us+ Lug=—1

denklem sistemi ve

uy = 1 —ug

Uy = —1-— ug
Uy = 0

wy = 2us — 2ug

bulunur. Boylece,

E(M) = ab — ac+ us(bd — ab — 2bc) + ug(cd — ac — 2bc)

22
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olarak us ve ug keylt sayilar olmak uzere E(f\f ) carprimsal degert bulunur
IKnopp tarafindan belitlenen g = 0,1,2,3 i¢in
E(M)=1, bd—ac+2bc, 2(bd—ac), (—bd+ac— 2be)
degerlerinin teoremin kogullatini gergekledigini gosterelim.
1) be gilt say1 olsun. Buradan,
ad=1, e=d (Modd)
elde ediliv. (27) bagintisinda us ve ug mn katsayilars,

bd —ab+2bc =0, —ac—2bc+ced =0 (Modd)

oldugundan

g = 0 ian E(M)=ab—ac {(Modd)

g = 1 dcin E(M)=bd—ac+2bc =ab—ac (Modl)

g = 2 ian E(M)=2(bd - ac)=2(ab—ac) (Modd)

g = 3 ian E(M)=-bd+ac—2bc=—ab+ac (Modd)
bulunur.

it) be tek say1 olsun Bu durumda,
Qe=2 ad=3, a=d-2 (Modd)

elde edilir (27) bagintisinda us ve ug nin katsayilaii,

bd —ab+2bc = b(d —a)+2bc=20+2 = (M od4)
ve
—ac—2bc+ed = 2¢(b+1) =0 (Mod4)

oldugundan

g = 0 icin E(M)=ab—ac (Modd)

q I iein E(M)=bd —ac— +2bc = ab—ac (Modd)

g = 2 icn E(M)=2(bd — ac) = 2(ab —ac) (Modd)

g = 3 ian E(M)=—bd+ ac— 2bc = —ab+ac (Modd}
bulunur
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b) I'(2) nin I' lizerinde belirledigi tek egkiimelerde benzer yontemle ispat vapiliisa.
E(MY = ac+ed + uy{ah -+ ae — 2ad) 4 us(bd + cd — 2ad)
seklinde uy ve ug keyfi sayilai icin L(M) ¢arpimsal degeri elde edili:

g=0,1,2,3 i¢cin Knopp tarafindan belirlenen,

L(M) =1, ac—bd+2ad, 2(bd— ac}, (ac+ bd — 2ad)

degetleti teoremde istenen bagmtilair gercekler.

G(V3) Hecke grubu,

{1 V3 . {0 —1
‘SH(oz ) ve Z‘(1 0 )

dontigtimleri ile tiretilir ve (21}, (22) esitliklerinde m = 3 almarak cift ve tek ele-
manlar belirlenir.

[, G(v/3) Hecke giubu olmak uzere,

F(Q):{(c\(;g fl\/g)’ a=d=1, b=c¢=0 (ﬂ-fod?)}

Ikiimesi I' min 12 index!i normal altgrubudur.
['(2) nin F uzeunde belnledlgl eskimeler,

1 V3

A = 0 1 =1y ): &
Ry = \1@?) 7517 . Ry = jg;/g — (TS :
Rs=(\}§ f) (TS R :(\% ;/5) (ST)*S
0 -1 V3 -2 .
we(igt)er :( > ) =T ;;:;
s oy
R“:(\( 2\@) (TS :(0 ;) TS |

dir - Bu kimelerin ilk altis ¢ift, digerleri tek elemandir

f(7), T ya goie sifitinci mertebeden tam modular form olsun.

HS7) = (1,V3,0,1)f(7) = ™™ f(r), 0<a<1
HTT) = €0,~1,1,0)f(7) = eof ()




esitiiklerinden,

T? = I ve (S7)° = I oldugundan ¢ = 1 ve (e2"*)% == 1 elde edilir.

q = 6o igin
FST) = eF9H(r), ¢=0,1,2,3,4,5 (28)
HTT) = af(r) , =1 (29)
bulunut
a  bJ/3 av3 b
Af_(C\/?;d ) yo da Mr—(c dﬂ)
ise ‘ 7
M) =eT M ey (M) = cpeTIER (30)
olmak uzere,
E(M) = abuy + acuy + adug + beuy + bdus + cdug (31)

Rosen esitligini gozoniine alalim

3.3 2. Teorem

2 (g o

b) ( a\C/g Z\/g ) € G(V3) ise E(M) = ac — bd — 3ad dir. '

) € G(v3) ise E(M) = bd — ac + 3be di1,

‘‘‘‘‘‘

Ispat: a) ['(2) nin [ iizerinde belitledigi eskiimelerde ispatlamak veteilicit.
1 < j < 6 olmak uzere R; kiumeleii icin {28) ve (29) bagmtilair ve (30) esitligi
kullanilarak,

elde edilir. (31) bagintis1 yardimuyla,
F(R) = 0uy+0us+1lus+0u;+0us-+0us=20
E(R) = lug+0uz+1lus+0uy+ luy+0us=1
E(R) = 0w+ lug+lus+0ug+0us+1ug=-—1
E(Ry) = —2u1+2us+-2uz+ ~lug+ lug+ —Lug=—4
: E(Rs) = —lup+luz+ 2uz+ —lug+2us+—2us=—2
E(Rs) 2+ 2uy+4dus+ —Lug+2us+2us =3
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denklem sistemi ve

U = g
g = —1 —ug
uz = 0

uy = 3

Uy = 1+ ug

egitlikleri bulunur  Béylece,
E(M) = —ac+ 3be+ bd + ug(—ab — ac + bd + cd)

seklinde, ug keyfi sayr olmak tizere L{M) carpimsal degeri elde edilis
g = 0 1¢in (M) = —ac + 3be + bd bulunur,

b) I'(2) nin I' iizerinde belirledigi £;, 7 < 7 < 12 tek eskiimelesi icin (28}, 129)
ve (30} bagmtilart kullamlarak,
E(R:) =0, E(Rs) = 3, B(Ry) = 1, E(Ryjo) = =2, B(Ry) = —4, E(Ryy) = 1
elde edilir. (31) bagintisindan,

uy = [+ (23]
Uz = —3

u; = 0

us = —1— 1y
Ug = —uy

degerleri bulunur. Béylece,

E(MY = ac — bd — 3ad + wy(ab + ac - bd — ed; -

seklinde w; keyfi sayis: igin £(M) a1 pimsal degeri bulunur.
uy = 0 igin E{M) = ac — bd — 3ad olur

T arE




4.SONUC

Bu ¢aligmada, Theta fonksiyonlar: ile Dedekind Fta fonksiyonu arasinda Barner
(1985) tarafindan verilen tanimlar kullanilarak,Log0,(r = 2, 3,4) nin modular grup
uzerinde ki déniigiimleri elde edilmistir. Log8, doniigiimleri, Farey kesirlerinin me-
diantlarna ve ardigik farklarina uygulanarak Theta fonksiyonlar: ile Farey kesitleri
arasinda bagintdar bulunmustur.

Modular form tanimunda ki carpimsal sistemin degeri modular gruplarda elde
edilmeye cahigilarak G(v/2), G(v/3) Hecke gruplani éizerinde tanimlanan sifir boyutly
tam boyutlu form igin Rosen(1993) nin ¢ahgmas: genigletilmistir.

Daha sonraki ¢ahigmalarim, otomorfik formlarn carpan degerleri ve matris
formunda ki ifadelerini aragtirmaya yonelik olacaktir.




5.0ZET

Cifte periyodik ve meromorf fonksiyona eliptik fonksiyon denir. Theta fonksiy-
onlarinin sonsuz ¢arpim ifadeleri,

b2(z) = 2¢/*J[(1 ~ M1+ &),
n=1

o0

Os(2) = 1_11(1 — )1+ Y,
0z = Tl0- -y

seklindedir.

a,b,c,d € Z ve ad — be = 1 olmak tzere
' ar + b

T erdd

seklinde ki tiim Mobitis doniigimleri bir grup olusturur. Bu gruba Modular grup

denir ve T ile gosterilir. Bu grup ayn: zamanda A = z Z , detA = 1 bigimde

272 tamsay: girdili matrislerle de ifade edilebilir. T, ST =7+ 1 ve T7 = —1/7
doniigiimleri tarafindan dretilmektedir.

() fonksiyonﬁ aéa“a,gldaki szellikleri éaélarsa ~7 inci dereceden Tam Modular
Form denir:

a)f(7) list-yani diizlem H de meromort,

b)Her(: Z)EF,TERigin

F(Mr)=e(M)(er +4) f(7)

¢} f(7)nun Fourier serisi,

oQ

()= Y aln)e™.

n=m

Dedekind Eta fonksiyonu, ist-yar1 duzlem H de

oD

n(r) = e‘f—{ H (1 _ e‘zm‘nr)

n=1
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ifadesiyle verilir. z = €¥™7 igin [I(1 — z") sonsuz garpimm elde ederiz. 7 € H igin
fz| < 1 bulunur ve bdylece sonsuz garpim stfirdan farkl: ve mutlak yakinsaktir.

( 2 Z ) € I ve ¢ > 0 olmak uzere,

b Jat+d 1 .
logn (i: d) = logn(r) + i {al;, + s{—4d, c)} +5 log {—i{cr + d)}

dénigiimii Apostol tarafindan gosterilmigtir.
Burada s{—d, ¢} Dedekind toplamidir.

Dedekind toplamy, b,k € Z , k > 0, (h, k) = 1 olmak iizere,

= 5 () ()

esitlizi ile tammlanir.
Q,, (r = 2,3,4) fonksiyonlan ile n(r) fonksiyonu arasindaki bagintilar,

logBy(7) = log2+ 2logn(2r) - logn(r)
; 1
log O3(7) = :';—; +2logn (L—;—) —log n(7)
logO4fr) = 2log n(%) — log ()

egitlikleri ile veriliz(Barner 1985).

Modular, Siireksiz, G (1 /Aq) Hecke graplan, ST = 7+A ; Ay = 208 z,q¢€ Z,
g>3veTr=-1fT déniigtimleri ile iretilmektedir. '

g=3icin Sr=14+1veTr=—1/r ile [ modular grubunu elde ederiz.

Bu calismada ilk olarak,
log 5 (1) = log Os (é.%z_) + wi(s(h, k) — 25(h,2k)) ~ L log 2
log ©, (%) = log 6 (Eikl_) + wi(s(h, k) — 2s(h, 2k)) — L log 2
log © (E52) = log ©; [ A2 ) — i ( Kk ) + mi(s(h, k)~ 25(h, k/2)) — g log 2
k k 4k 2

bagmtilars bulundu. Daha sonra G(y/m), m = 2,3 Hecke gruplanna karst gelen

siftr boyuttu modular form igin carptmsal degerler belirlemede sistematik bir metot
gosterildi.




6.SUMMARY

A doubly-periodic function, which is meromosphic in the open z-plane is called
an elliptic function.

The Theta functions can be represented in infinite product as
0x(z) = 24/ [I(1— )1+,
n=l

e = Tl e

n=1
o0

8u(z) = [I(1-¢1 ")

n=l

The set of all Mobiis transformations of the form

r ar+b

= er+d
where a,b, c,d are integers with ad — bc = 1, is called the modular gr‘ou( and is

a b
e d

with detA = 1. T is generated by two transformatiens, Tr = 7 + 1 and S7 = —%.

denoted by I'. The group can be represented by 2 x2 integer matrices A =

A function f(7) is said to be a modular form of degree —r If it satisfies the
following three conditions: a}f(r) is meromorphic in the upper half-plane H.

b)F(M7) = e(M)(cr + d) F(7) for every M = ( : :, ) €r,reR.

¢)The Fourier expansion of f(r) has the form

o0

f(y =3 a(n)d™.

n=m

Dedekind Eta function is defined in the half-plane H by the equation
n(7) = e‘;’—; H (l . 82m’n'r)
n=1

The infinite product has the form [J(1 — z") where z = ¢¥™".If 7 € H then |z] <1
so the product converges absolutely and is nonzero.




(a b)ef‘andc>0wehave

ar +b e+ d 1 .
= o T 7 R— - 1081 — T d
logn(m__l_d) log 7( )—l—Tl{ T + s( d,c)}—kzloo{ i(er +d)}

This trasformation is proved by Apostol. s(—d,c) is called Dedekind sum.

Dedekind sums are defined by the equation

wn= 3 ()((%)

where b,k € Z , k>0, {h,k)=1

The following relations between Theta functions, ©,, r = 2,3,4 and n(7) are
satisfied.
log ©x(r) = log2+ 2logn(27r) —logn(r)

: Tt
log O4(r) = 1—;+210gv?( 122) - toga(r)

log O4(r) = 210%?7(5)—105,”2(?)

These relations were proved by Barner (1985).

Hecke introduced the discontinuous groups G (V/—_) generated by the trans-
formations 77 = ~1/7 and 57 = 7 + A, whete A, = 2cos —, gc€Zand g >3. The
case g = 3 give tise to the classical modular group I’ generated by St =7+ 1 and

Tr = -1/ N
| In this work we firstly proved the relations
log ©5 (2 = log © (’*’*VZ) + i(s(h, k) — 25(h, 2k)) — Llogz
log O (1£2) = log O (“"”) wi(s(h, k) — 25(k, 24)) — L log =
log ©, (#5) = log 0, (fiik/—) — i (hT;@) + mi(s(h, k) — 2s(k, kf2)) — Llog =

and then constructed a systematic method for finding multiplier systems correspond-
ing to the forms zero for each of the Hecke groups G{(y/m}, m = 2,3
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