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Bu tezde, C kompleks sayilar cismi iizerinden n degiskenli polinomlar
halkasi C{x,,x,,...,x,}] nin bir otomorfizmi icin ters bulma formali

verilmigtir. Bu formal ilk olarak iki degiskenli durumda J.H. McKay, S.Sui-S.Wang
ve genel durumda Jieta Yu tarafindan elde edilmistir. McKay, 5.5ui- 5.Wang'in
formilt resultant ve Jacobiana gore; Jietai Yu'nun formili ise sinir polinomu ve
bir gesit minimal polinom fikri kullanilarak elde edilmistir. Bu ¢esit formtiller,
polinomlar halkasinin  otomorfizmleri  grubunun  yapisini  belirlemek igin
énemlidir ve  bdyle formullerin Jacobian Probleminin ¢6zimi igin  yeni
teknikler kazandiracagina inaniyoruz.
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ABSTRACT

AUTOMORPHISMS OF POLYNOMIALS RING

Nesrin TUTAS

M.Sc.Thesis in Mathematics
Adviser: Prof. Dr. H ibrahim KARAKAS
Haziran 1996, 51 pages

In this thesis, an inversion formula is given for an automorphism of the
polinomoial ring C{x,,x,, ... ,x,] in n variables over the field C of complex
numbers. This formula was first obtained in the two variables case by J.H
McKay and $5-SWang and then in general case Jieta Yu. J.H. McKay and
S.Sui-S W Wang ‘s formula is obtained in terms of resultants and the Jacobian;
The formula of Jieta Yu is obtained by using the idea of face polynomials and a
kind of minimal polynomials associated to face polynomials Obtaining this
sort of formulas is important to know the structure of polynomial ring and we
belive that such formulas may suggest new techniques for the solution of the
Jacobian Problem.
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak iki béliimden olusmaktadir Birinci bolumde
ileriki  bolimlerde kullanilacak olan bazi kavramlar hakkinda on  bilgiler
verilmigtir Ozellikle halkalar ve modiller (zerinde durulmus ve baz
ozelliklerinden bahsedilmistir. Flat modil ve Krull boyutu kavramlarinin  genel
yapist incelenmis, daha sonra da polinomlar igin resultant, bir cisim tizerinden
cebirsel bagimsiz eleman kavramlarindan bahsedilmistir.

ikinci  bolimde ise resultant ile tamimlanan polinomlann o6zellilderi
incelenmigtir. Bu ozellikler kullanilarak iki degigkenli polinomiar igin ters bulma
formiilii elde edilmeye cahgilmigtir. Daha sonra ise ¢ok degiskenli polinomlar
icin ters bulma formulu, minimal polinom kavrami kullanilarak elde edilmistir.

Bu cahgma boyunca bana destek olan sayin hocam Prof Dr. H. Ibrahim
Karakas'a tim yardimlarnindan dolayr tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

C kompleks sayilar cismi uzerinde iki degiskenli  polinom halkasinin
otomortizmler grubu ile ilgili ilk cahgma 1942 yilinda HW.E. Jung tarafindan
yapilmigtir. Aslinda  ulagilmak istenen amag n =2 igin C[x;,%,,. .x,] nin

otomorfizmler grubunun yapisini belirlemektir.

J.H.Mc Kay ve 5.5ui-5Wang Ocak 1986 de yaymnlanan galismalarinda iki
degiskenli polinomlar halkasinin otomorfizmleri icin  ters bulma formuli ile
ilgilenmiglerdir. Sonug olarak, C [x,y] nin herhangi bir C-cebir otomorfizminin
sinir polinomlan ile tektirlii  belirlenebilecegini gostermislerdir. Ekim 1988 da
yayinlanan cahgmalarinda ise ik degiskenli durumda elde ettikleri sonucu daha
farkit bir acidan incelemigler ve ¢cok degiskenli polinomlar halkasi tizerinde
tanimlanan bir otomorfizmin  sinir polinomlan ile tek tirlu belitli oldugunu
ispatlamiglardir.

Agustos 1992 de yayinianan Jietai Yu'nun makalesi ise minimal polinom
kavramini kullanarak Clx,,x,,. . .,x,] nin C-otomorfizmlerini ve onlarn

terslerini  karakterize etmege caligmaktadir.

Bu tezde Clx;,x,,. . ,x,] nin bir C-otomorfizminin tersi yukanda sozi

edilen calismalar igiginda yeniden uretilmis ve baz drnekler sunulmustur.




2. ON BILGILER
2.1. Halkalarla ve Modiillerle Ilgili Temel Kavramlar

Bu bolumde, tez boyunca kullanlacak olan bazi kavramlarin  tanimu
yapilacak ve bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir. En gok kullanilan kavramlarin
basinda halka ve modul kavramlan gelmektedir. Bunlarin bilindigini kabul
ediyor ve bazi 6zelliklerinden bahsediyoruz

Bu calismada, aksi belirtilmedikce, tim halkalar birimli, degismeli halka ve
moduller ise birimcil modiil kabul edilmektedir. Bir R halkasi tizerinden sonlu R-
modiilden, R Gzerinde sonlu Uretilmig R-modiil anlagiimalidir.

R halkasinin asal ideallerinden olusan kiimeye R nin spektrumu denir ve
Spec(R) ile gosterilir. R halkasinin sififlayici idealini Ann(R) ile gosterecefiz. R
halkasinin maksimal ideallerinin kesisimine R hatkasinin Jacobson radikali denir
ve rad(R) ile gosterilir. J#R, R nin bir ideali olsun. V()={PeSpec(R) : IcP}
kiimesinin minimal elemanmna | nin  bir minimal asal ust-ideali denir [, J R
halkasinin idealleri olsun Bu durumda, (1:))={aeR: aJcl} olarak tanimlanir

R ve R" iki halka, 0:R—R’ bir halka homomorfizmi ise ¢ nin cekirdeg;
Cekd ve gorimtiisu Gor ¢  ile gosterilecektir. Ayrica  bire-bir  halka
homomorfizmine monomorfizm, orten halka homomorfizmine ise epimorfizm
denir. Bire-bir, 6rten halka homomorfizmine izomorfizm denir. R den R ye bir

- izomorfizme R halkasinin bir otomorfizmi denir.

- 0:R—-R" bir halka homomorfizmi olsun. PeSpec(R’), PnR=Qlyani;
- :' q)_l(P):Q) ise P ideali Q idealini drter denir.

R bir halka ve A, bir R-modiil olsun. A nin AjcAc . CcAC

- bigimindeki her altmodul dizisi icin i=n olunca A;=A,, olacak bicimde bir pozitif
;n tamsayisi varsa A ya alt modiiller tizerinde artan zincir kosulunu saglar denir
“Eger Anin ApoA ;> . DA .. bicimindeki her altmodiil dizisi igin ni olunca

: _-.AEEAn olacak bigimde bir pozitif n tamsayist varsa A ya alt moduller tzerinde
~azalan zincir kogulunu saglar denir. R halkasi R-modul olarak diistiniildiigiinde

‘altmodileri R nin idealleridir. R halkasi idealleri tizerinde artan zincir kosulunu




saglarsa R ye, Noetherian halka, azalan zincir kosulunu saglarsa Artinian halka
denir

R noetherian halka ve M, R-modil olsun M nin  yandas asal(associated
prime) ideallerinden olugan kimeyi AsstM) ile gésterecegii. Ass(M)=¢ olmas
icin  gerekli ve yeterli kogul M=0 olmasidir. M#0, sonlu R-modul olsun Oyle
bir 0=Mpc My . .. cM,=M altimoduil dizisi vardir ki uygun bir P;e Spec(R)
icin M;/M; _,=R/P; dir, 1<isn. Boylece, her sonlu R-modiil M0 icin Ass(M)

sonludur.

R bir halka ve 5, R nin carpimsal altkiimesi ise R nin S ye gore
yerellenisini  S™'R ile gosterecefiz Benzer sekilde M bir R-modiil ise M nin

bir carpimsal altkiime S de yerellenigini 7'M ile gosterecegiz. PeSpec(R) ise R
hin 5=R-P ye gére yerellenigi Rp ile gosterilecek ve R nin P de yerellenisi diye
isimlendirilecektir. PRp, Rp nin tek maksimal idealidir. Bagka bir deyimle Rp bir
yerel halkadr.

$:R->R’ bir halka homomorﬂzml S, R mn carpimsal altkimesi ve S'=@(S)
olsun. Bu durumda S 'R'=§"TR'= R'®gS 'R diir. I, R nin bir ideali ve S, R/

da S nin gorintisu ise
S HRM=5"'R /IS 'R). (21 1)

- R ve R" maksimal idealleri M ve M olan yerel halkalar olsun Eger @:R—R’
bir halka homomorfizmi ve eM) cM' ise @ ye yerel homomorfizm denir. R, R
.- yi kapsayan bir halka PeSpec(R’) ve PAR=Q ise

r r
: Ry—-Rp, opl)=L
Pp: Ro—Rp <PP(S) :

bir yerel homomorfizmdir

R bir halka ve M bir R-modul ise M nin destek kiimesi(supportu)
-.':_Su_pp(M):{PeSpec(R): Mp£0} ~ ile  tanimlamir. M sonlu  R-modil ise
~ Supp(M)=V(Ann(M)) dir R noetherian halka ve M bir R-moduil olsun. Bu
durumda Ass(M)cSuppM) ve Supp(M) nin her minimal elemani  Ass(M)




A ve M, R-modiiller olsun Bu durumda A ile M nin tensér carpimin
A@pM ile gosterecegiz. R ve T halkalar ¢:R—T halka homomorfizmi ve
Qe SpecR) igin kiQ)=Rg/QRq olsun. PeSpec(T), Q yu orten asal ideal ise
P*=PTo/QTq, T&kQ)=T/QTq nun P ye karsihk gelen asal idealidir By
durumda T®gk(Qlpx ile Tp/QTp=T®Rk(Q) tzdeglenebilir. $oyleki; T p1 9 =Tp

ve (2.1.1) den  (T®K(Q) p» = (To/QTqy ) pr Q /QTp =Tp/QTp dir.

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda i# icin Mi=M; olmak
lizere
M=M¢p>M>M, . . . >M,=(0)

sonlu artan altmodiiller dizisine M nin  bir normal serisi, r tamsayisina da
normal serinin  uzunlugu denir. Yukaridaki gibi bir normal seriye altmodulller
eklenerek elde edilen normal seriye bu serinin  bir inceltmesi (refinement)
denir. Bir M R-modiiliiniin

M=MgpM;>M, . . . >M,=(0}

r

gibi bir normal serisi verilmis olsun. Eger bu serinin kendisinden bagka hic
inceltmesi  yoksa bu seriye M nin bir kompozisyon serisi denir. M modiiliniin
tim kompozisyon serilerinin uzunlugu aynidir. Bu ortak uzunluga M moduliintn

- uzunlugu denir ve 4M) ile gosterilir  (0) modiilintn uzunlugu sifirdir ve M nin
kompozisyon serisi yoksa dM)==co tammianir, Bu durumda M nin herhangi bir

uzunlukta normal serisi vardir. N ve L, M nin altmodilleri olsun.
 M-N={x-y: xeM ,ye N} olmak tzere,

&M)= 4N+ 4M-N)
AL+ 4N)= LL4+N)+ 4LNN)

bilinen 6zelliklerdendir.

Bir R halkasinin artinian halka olmast igin gerekli ve yeterli kosul R-modiil
“olarak uzunlugunun sonlu olmasidir. Bu énermenin sonucu olarak; R#0 hin
_artinian olmasi icin gerekli ve yeterli kosul R nin noetherian halka ve her asal
idealinin maksimal ideal olmasidir.

R bir halka M, M" ve M"" R-moduller, :M'—> M ve gtM—>M"”  R-modul
~homomorfizmler olsun. Boylece olusan,

X My M8y 2.12)




dizide, Cek g=Gorf ise bu dizi M de girgektir denir. Benzer bicimde M, ler
R-modiiller ve f; ler modal homomorfizmler olmak tzere

A: T 2 Mi—l fi_,_,_,_,_l - Mi _E___% Mi+1 —
dizisinde her i icin Cek f,= Gor f;_; ise bu diziye bir gércek dizi denir
(2.1.2) de verilen bir R-modil homomorfizmier dizisinde gf=0 ise bu diziye
sifi-dizisi denir. Daha genel olarak A gibi bir  dizide  her r igin
M, ;= M, —-M_ ., Gclu dizisi  sifir dizisi ise bu diziye bir kompleks denir.

(2.1 2) de verilen R-modiil dizisi bir kompleks ise, bu kompleksin homoloji
modtilu H(X)=Cekg /Cor f olarak tammianir.

2.2. Polinom Halkalari ve Otomorfizmleri

Bu bolimde, énce tek degiskenli  polinomlar halkasi tanimlanacak ve
daha sonra bu tanim n degiskenli polinomlara genigletilecektir.

R bir halka olsun a; R ve sonlu sayida a; hari¢ digerleri sifir olmak
uzere,

fx=3 aixi=a0 +ag x+..ta x4

i=0

bicimindeki bir sonsuz toplama R halkast uzerinde x’e gore tek degiskenli
polinom, a; lere f(x) polinomunun katsayilari denir. a; #0 olacak bigimde i>0
varsa boyle en buytik i ye f(x) polinomunun derecesi denir ve der fx) ile
gosterilir. i>0 olacak bigimde i yoksa, f(x) polinomunun derecesi sifir olarak
tanimlanir. ki polinomun esit olmasi icin dereceleri ve tim katsaytlan esit
olmalidir. R nin elemanlarina sabit polinomlar denir.

R tzerinde x degiskenine gére tiim polinomlar kumesi R[x] ile gosterilir,
f, ge R[x] icin f(x)= 2 aixi ve gix)= 2 bi:»:jL olmak {zere,

i=0

fg= 2 diXi , dp= 2 a; by
i=0

i=0

bigiminde tanimh toplama ve carpma iglemleri altinda R[x] bir halkadir




x ve y iki degisken, R bir halka ise katsayllan x e gore polinomlar olan vy
ye gore polinomlar halkasi R[x][y] tammlanabilir R{x][y] nin Rly][x] e
izomorf oldugu agiktir. Bu halkalar, R[x,v] ile gosterilir ve katsayifan R iginde x,
y ve gore iki degiskenli polinomlar halkasi olarak adlandinhr. Benzer bicimde
R tizerinde degiskenler olmak {izere n degiskenli R[xl,xz,...xn]
.+ Ronin sonlu sayidasi harig digerleri

XXy roaXp

polinomlar halkasi olusturulabilir. a; ; ;

sifir olan elemanlan olmak tzere fe R[xl,xz,...xn] polinomu,
i i i |
f=z A gy b h LIS & (2.2°1)

bicimindedir. aeR-{o}, R[Xl,xz,...xn] nin axlilxélz...}qiln bicimindeki
elemanlara monomial denir. f polinomunun (2.2.1) de gériinen monomiallerine,
f polinomunun terimleri denir. Sifirdan farkli axlilxéz...xineR[xl,xz,...xn]
monomialinin derecesi i, +i, +...+i, dir. Sifirdan farkli f polinomunun derecesi

terimlerinin  derecelerinin maksimumudur ve der f ile gasterilir. Sifirdan farkl
bir f polinomunun tum terimlerinin  derecesi ayni ise f ye homojen polinom

denir. Her f , g ¢ R[xl,xz,...xn] icin,
der(f-+g} < max(der f+der g)

dir. Eger fg=0 ise
der{fg)< der f + der g

dir. R halkasi tamhk bolgesi ise

der{fg)=der f+der g
dir.

S bir halka, R onun bir alt halkasi, feR[x] ve ceS olsun. Eger f{c)=0 ise, c
ye f nin S iginde bir sifir yeri veya kékii denir. Daha genel olarak, fe
R[xl,xz,....xn] Ve C1,Cy .., Cp €5 olsun. Eger fle, ¢, ,...,c)=0 ise (cy,c,,..C
ye f polinomunun bir sifir yeri veya kokii denir.

)

D bir tamlik bdlgesi, E D yi kapsayan bir cisim, fe D[x] ve derf=n>0 ise, f
nin E iginde engok n koki  bulundugu bilinmektedir. Eger D tek carpanlama
bolgesi (T.C.B) ise D[xl,xz,...xn] polinomlar halkasinin da bir T.C.B oldugu
ok iyi bilinen sonuglardandir.

Rve R" halka @, R den R’ ye bir halka homomorfizmi olsun K y1 R ve R’
hin alt halkasi kabul edelim. @ nin K ya kisitlanigi birim  homomorfizm ise @




ye bir K-homomorfizm  denir. Yani; @ nin bir K-homomorfizm olmasi igin
gerekli ve yeterli kogut her ceK igin ®(c)=c olmasidir.

C, kompleks sayilar cismi olmak uzere ileriki bolimlerde polinom
halkalanmin  C-homomorfizmleri  ve  C-otomorfizmleri  ile ilgilenecegiz,
C-[nyzr"-xn] den herhangi bir halkaya bir C-homomorfizmi ®(x;) i=1,2,..,n
ile tam olarak belirlidir. Ozel olarak, @:C.[Xl,x2,...xn]——:oC[tl,t.z,....tn] bir
C-homomorfizmi, ®(x,)=f,{t;t,, i), ., ®x )=f, (t,,t, .t ) ise
®=(f,, . f ) gosterimi kullanilir.

2.3. Flat Modiiller

Bu bolumde, ileriki bélimlerde kullanilacak olan bazi kavramlann tanimi
yapitacak ve bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir.

R bir halka, M R-modil ve A: .. — N-- N’ =N ... R-modiiller dizisi,

A @pM: N@®M— N'®M—> N"@pM .

ise A ile M nin tensor carpimi olsun. A gorcek R-modul dizisi oldugunda A®pM
de gorcek R-modiil dizisi ise M ye R tzerinde flat modiil denir. Eger A nin
gorcek olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A®gM nin gorcek olmast ise M vye
faithfully flat moddil denir. Ornegin, R tzerinde her serbest modul R iizerinde
faithfully flat modiildiir

- Teorem 2.3.1. R bir halka olsun Agagidaki kosullar denktir.

. D'M, R tzerinde flat modiildiir.
- 2) 0NN R-modul dizisi gorgek ise 0—-N'®gM —N®pM dizisi de gorcektir.

Ispat. (1:=2) tanimdan goriilebilir.
- (2:=1) Bir gorgek R-modiiller dizisi

~ verilmis olsun.

fj_ ®1M

110y gemt —E2M 1 @M o

e 4 Mi—l®RM

.dizisinin de gorcek oldugunu gostermeliyiz.M;_;®gM nin her (x®ym) tretedi icin

(fi®RT M)(fi B 1®R] M) [X®Rm) =f.f

) @pm=0®m =0

i'i-1




oldugundan Cek(f;®g1,,) DG('jr(fi;:L@R]M) dir. Gor f;_;=M";=Cek f, olsun.
N;=M;/M’; tanimliyaim. O zaman g;:N;—=M;,, , g, x+M’,)=f; (), N; den
M;.1 e dyi tanimh  bire-bir homomorfizmdir.  Yani; O—)Niﬁ—“ﬂv‘li+l
gorcektir. Varsayimdan,

- @1
0->N; M —EL2M a4 @oM

da gorcek dizidir. Simdi Y {x;@rmy)e Cek(f; ®p1,) olsun. Bu takdirde,
J
O=(F;®RTy N 3, X®rmy)= ¥ (f;(x;)®rmy)=(g; ®gly ) > (x5+My)
J 3 J
®Rm3)

ve dolayisiyla N; @M de 3\ (x;+M';) ®m,=0,
J

Y (x+My) ®rm e M’ &M =Cér(f; Oy
3

dir. Bdylece Cek(f;®u1,)cCorif, ,®g1,,) olur

1

R, T halkalar ve @:R— T bir halka homomorfizmi olsun reR, seT icin
rs=o(r).s ite T, bir R-modul olur. Eger ¢ ,T yi R-modiil olarak flat(faithfuily flat)
modil yaparsa ¢ ye flat(faithfully flat) homomorfizm denir. N, T-modil olarak
~ flat modiil ise R-modiil olarak da flat modil olur. Soyleki; A, R-modiil dizisi icin

A®p N =A ® (TOTN) =(A ® T} @7 N

~ olur. Boylece A gorgek ise A ®g T de gorgektir. A ®g T gorgek ise A ® N de
- goreektir.,

R, T halkalar ¢: R — T bir halka homomorfizmi ve M ,R-modiil olarak flat
~olsun. O zaman M@&gT, T-modiil olarak flattir. Clinki A, T- modul dizisi ise
A ®r (MBT) = A @ (T ® M) = A M dir A gorcek ise A® M de
- gorgektir. Dolayisiyla T®g M de flattir

- Teorem 2.3.2. R bir halka ve § /R nin carpimsal alt kiimesi olsun  Bu takdirde
_'_5—1R ,» R tzerinde flat modiildir.

spat. M bir R-modiil ve N, M nin altmodilu olsun. M®&g S"1R=S'"'TM ve



N®p s7IR= 57V N dir $7'N nin bir elemani xe N, s €S olmak tizere

| x

bicimindedir. s7m icinde X0 ise oyle s’ €S vardir ki M iginde s'x=0 du
$
Bu ise N iginde s'x=0 olmasini gerektirir ve bu nedenle X—0eSTIN dir
S
Boylece 057N -5~ 1m gorcek dizidir. Dolaysiyla s7IR , Teorem 2.3.1 den
R iizerinde flat moduildir.

R ve T iki halka, ¢: R =T flat homomorfizm ve 1, I, R nin idealleri
olsun. Bu durumda (I,n)T=1LTnLT olur. (i;nl,)>R-R/,®R/, gorcek
R-modul dizisini dikkate alalim. Bu dizinin T ile tensor carpimindan,

(1,0h) ®gT=(L, M) T=T=T/1,T &1/ 1,T
gorgek dizisini elde ederiz. Yani; (I; mi,) ®T= LT LT olur.

Ornek. k bir cisim R=k[x,y] ve T=R/Rx=k[y] olsun. Bu durumda T, R {zerinde
flat modil degildir. 1, =R(x+y), l,=Ry alinirsa L~k =Rixy+y”), 1,T=1,T=yT olur
ama (I, T L TALT dir. '

Onerme 2.3.3. R, T iki halka ¢:R—T bir flat homomorfizm olsun.  Bu takdirde
her PeSpec(T) , Q=PrR igin Tp, R(y tzerinde flattir

Ispat. 1q= T ® R, Rq uzerinde flatdir. Tp, T, nun yerellenisidir Boylece
Teorem 2.3.2 den énceki bilgilerle Tp, Ry, tizerinde flat madiildur.

Teorem 2.3.4. R bir halka M ve bir R-modil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1} M, R {izerinde faithfully flat modiildiir.

2) M, R lizerinde flat moduldir ve her R-modul N 20 igin N ®g M 20 olur.
3) M, R tzerinde flat, R nin her L maksimal ideali icin LM =M dir.

ispat. (1:=2) Kabul edelimki N ®; M=0 olsun. O-sN—O dizisini dikkate
alaim. 0—-N®M—0 gorcek dizi oldugundan 0—N-0 gorgek  R-modiil

dizisidir. Dolayisiyla  N=0 dir. Bu ise hipotezle celisir. Béylece N ® M=0
olmatidir.

(2:=3) R/L=0 oldugundan R/L&® M=M/LM#0 ve bu nedenle LM=M dir.

(3:=2) xe N-{0} alalim. R nin uygun bir [#R ideali igin Rx=R/l dir R nin [ yi
kapsayan bir maksimal ideali L olsun. IMCLMcM ve bu nedenle (R/) ®p
M=M/IM=0 olur. M Gzerinde flat modul oldugu igin 0— R/ ®p M—oN ®p M
gorgek ve N @5 M=0 dir



(@@= AN f > N—& 5 N R-modiil dizisi olsun.

- A@p M N'®@p MN® M—N"®p M dizisini gorcek kabul edelim. Bu takdirde,
- Gor feg Ty =Cek g ®p1y ve boylece Gor (gh®g Ty =Gor (g®g Ty ) ®g
© (f®g T\w=0 olur. Kabulimizden Gor (gh=0 dir. Yani; gf=0 elde ederiz.
5 Boylece A bir kompleksdir. A nin N deki homoloji modulit H{4) icin HA)®g
- M=H(A®g M)=0 elde ederiz. Yine (2) den H(A)=0 dir Tum bunlar A nin

gorgek oldugunu gastermek igin yeterlidir. Dolayisiyla M, R iizerinde faithfully
flat modtildir.

Sou¢ 2.3.5. R ve T vyerel halkalar ve y :R =T yerel homomorfizm ve M
sonlu T-modil olsun. M nin R uzerinden flat modiil olmasi icin gerekli ve
yeterli kosul R tzerinde faithfully flat modil olmasidir. Ozel olarak T nin R
uzerinde flat  olmasi igin gerekli ve yeterli kosul R izerinde faithfully flat
modul olmasidir.

ispat. M, R uzerinde faithfully flat modiil ise flat modtl oldugu tanimdan
kolayca goriilebilir. Bu nedenle gereldiligi ispathyalim. M, R iizerinde flat modil
olsun. D ve E sirasiyla R ve T nin maksimal idealleri olsun. w yerel
homomorfizm oldugundan DMcEM ve Nakayama Lemasindan (Hungerford
1989, Matsumura 1970) EM=2M dir. Teorem 23.4. (3) den M, R iizerinde
faithfully flat moduldar.

Teorem 2.3,6. y:R—T bir hatka homomorfizmi olsun. Asagidaki kosullar denktir.
1) faithfully flat homomorfizmdir :

2) y flat homomorfizmdir ve @y : Spec T — Spec R érten  homomorfizmdir,
3) v flat homomorfizmdir ve R nin her maksimal ideali N icin T nin N i
ortenN’ maksimal ideali vardir.

Ispat. (1:=2). PeSpec(R)  alahm. Tp=T ®g Rp , Rp iizerinde faithfully flatdir
Teorem 2.3.4 dan PTp #1p dir. M, Tp nin  PTp vi kapsayan maksimal ideali
olsun. O zaman MR p 2 PRp olur. PRp , R p nin maksimal ideali oldugundan
MMRp=PRp dir. Q=MnT alinirsa,

QNR= (MNT ) "R=M MR =(Mn Rp) NR=PRp N R=P

elde ederiz. Dolayisiyla v, érten donusiim olur.

(2:=3). P’MR=N olacak bi¢imde P’eSpec(T) alalim N’, T nin P' yti kapsayan
maksimal ideali ise N maksimal ideal oldugundan N’ AR=N dir,

;DE ;, L H\* \J E ,RS‘J ‘AE_)(‘S
W M ‘11 / 4 : 1 4C.—
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(3:=1). T nin N’ maksimal idealinin varhig NT=T gerektirir. Teorem 2.3 4 dan
T, R Uzerinde faithfully flat modiildiir

2.4. Krull Boyutu

R bir halka ve PP, . Pn Ronin asal idealleri olmak tizere P,c. . .cPc

Po bicimindeki sonly diziye n uzunlugunda asal ideal zinciri denir. P, R nin

asal ideali ise P=P; olan asal ideal zincirlerinin - uzunluklarinin supremumuna
P nin yiksekligi denir ve ht(P) ile gosterilir ht(P)=0 olmasi, P nin R nin minimal
asal ideali olmasidir. R nin herhangi bir 1 ideali icin

ht(h=inf{ht(P):IcP}
sayisina | nin ytiksekligi denir.

R halkasinin  Krull boyutu, R nin asal ideallerinin  yiiksekliklerinin
supremumu olarak tanimlanir ve dim R ile gosterilir. Yani,

dim R= sup { ht(P): P, R nin asal ideali }

dir. Ornegin, her tek Uretecli ideal bélgesinin Krull boyutu 1 dir. Pe Spec(R) ise
dim(Rp)=ht(P) ve I, R nin bir ideal; ise dim(R/H+ht(h< dim(R) oldugu tanimdan
kolayca goriilebilir

M#0  bir R-modil olsun. By durumda M nin  Krull Boyutu
dim(M):dim(R/Ann(M)), M=0 icin dim(M)=-1 olarak tanimlanr. R noetherian
halka, M0 bir sonly R-modiil ise agagidaki kosullarin denkligj kolayca goriiliir.
1) M, uzunlugu sonlu olan bir R-moduldiir.

2) R/Ann(M) artinian halkadir.
3) dim(M)==0.

R bir noetherian yan-yerel halka, /1=rad(R} ve I, R nin bir ideal; olsun
Uygun n>0 icin " cl com ise | ya R nin bir tanim ideali denir. | nin, R

hin bir tanim ideali olmag icin gerekli ve yeterli kogul Iciz1 ve R/l min artinian
halka olmasidir.

l, R nin bir tamim ideali ve M sonly R-modul olsun. Bu durumda
yeterince buyik n igin AM/A™M) bir polinomdur. M nin | ye gore Hilbert
polinomu olarak adlandirilan by polinomu  xM,L;n)= 4M/IPM) ile gosterecegiz.

J#R, R nin bir bagka tamim idealj olsun. Bu durumda y(M,kn) ve XM, J;n)
polinomiarinin  derecelerinin ayni oldugu kolaylikla gorilebilir Yani; Hilbert
polinomunun derecesi | nin seciminden  bagimsizdir. By dereceyi dM) ile
gosterecegiz, [=Rx; +Rx,+..+Rx,. olsun. Bu durumda B=(R/Dxy, X5 .. X,],

1




R¥= @ "1™ nin  homomorf goruntiisudiir ve M*= @ "M/1™'M sonlu R*-
n=0 n=0

3 moduldir. Yeterince biyik n>o icin {I"MA™ M) n ye gore derecesi r-1 den

- kuglik veya r-1'e esit olan bir polinomdur. Buradan yeterince biyuk n>o icin
o (M, )= AM/ITM) nin n ye gire derecesi r den kiigiik veya r ye egit olan bir
polinom yani diM)<r oldugu gériilebilir (Matsumura 1970)

©. Teorem 2.4.1. R bir noetherian yari yerel halka I, R nin tanim ideali, M’,M M’
-+ sonlu R-modiller ve 0-M'SMoM—50 gorgek  dizi olsun. Bu takdirde,
= diM)=max(d(M’),d(M")) ve yeterince biyik n>0 icin XM En)-x (M7 1 n)-% (M7 1:n)
derecesi d(M’) den kiigiik olan bir polinomdur.

Ispat. AM"/"M")=¢M/M'+1"M)< dM/°M) oldugundan dM™) <d(M) dir. Ayrnica
XM - XM L) =UM/EM:-AMM H1PM) =M+ MMy = &MM M)
- dir Artin Rees Teoreminden n>ricin ~ M'A"McI® "M’ olacak bicimde r>0
~vardir Baylece,
o UMM 2EMIMAIPM) 24M MY

©dir. Buradan AM/IPMY)  ve AMTEMY - polinomlarinin bagkatsayilan ve
dereceleri esittir, Dolayisiyla 4M"/M'NI"M) polinomunun  bagkatsayisi ve

- derecesi de aynidir, Sonug olarak  x(M,En) - (M7 :n)  ve x (ML)
polinomlarninin bagkatsayilari ve dereceleri ayhidir,

clema 2.4.2. R bir noetherian ve yari-yerel halka olsun. Bu takdirde,
d(R} 2dim(R) dir.

ispat. d(R)1 tizerinde tlimevanm uygulayahm, d(R)=0 ise uygun n >0 icin

m=m = dir. Krull kesisim teoremi 71™=(0) olmasini gerektirir
(Matsumura 1970, Hungerford 1989). Bdylece 4R} sonludur ve dim(R)=0 dir.
Bu nedenle d(R)>0 olsun. dim(R)=0 ise ispat aciktir. dim(R)>0 kabul edelim.
P=Pc P, ., .. cP;cPy uzunlugu e>0 olan asal ideal zinciri olsun ve
_:' Xe P._,-P alalim. Bu durumda dim(R/xR+P) >e-1 dir.

0—>R/P-R/PSR/XR+P —0

80rcek dizisine dnerme 2.4.1 uygulanirsa d(R/xR+P) <d(R/P) <diR) elde ederiz
. Timevanm hipotezinden,
- e-1<dim(R/xR+P) <d(R/xR+P) <d(R}

olur, Bbylece e<d(R), bu nedenle dim(R) <d(R) dir.




R bir noetherian halka PeSpec(R) oldugu takdirde ht(P)=dim(R,) den
dolayr ht(P) nin sonlu oldugunu séyleyebiliriz.

Onerme 2.4.3. R Lema 24.2 de oldugu gibi olsun. M=0 bir sonlu R-modiil
ve xe Rad(R) olsun. Bu durumda d(M) 2d(M/xM) =d(M}-1 dir.

Ispat. xel olacak bicimde bir tanim ideali | olsun. O zaman X (M/XM, [;n)=
UMM A EM)=4M/IPM)-EM+ IPMPM) ve 6cM+PM/EM = xM/MAEM) =
M/"M) ve 17" "Mc(™M:x) dir. Bu nedenle,

XMAXM,1;n) 2 AMEM-AMIET M) = 1M, En)- x(M, [n-1)

ve dolayisiyla d(M/xM) 2d(M)-1 dir. |

lema 2.4.4. R, M Lema 2 4.3 de oldugu gibi ve dim(M)=r olsun. Bu durumda
Rad(R) nin dyle r tane x, x5, . . x, elemani vardir ki £ (Mx; M+ . +x M) <o
dur.

Ispat. I, R nin bir tanim ideali olsun. r=0 ise 4M)<es olur ve onerme bu
durumda  dofrudur. Kabul edelimki r>0 ve P,,P,, P , Ann(M) nin
dim(R/P;)=r kosulunu saflayan minimal ust-idealleri olsun. Bu durumda P,

lerden hicbirisi maksimal ideal degildir ve Rad(RizP, dir, 1<i<t. Boylece hicbir
P; iginde olmayan x;eRad(R) vardir. dim(M/x,M)sr-1 ve énermenin ispat
dim({M) Gzerinde tiimevarimla tamamlanir,

Teorem 2.4.5. R, M Lema 2.4.3 de oldugu gibi olsun. diM)=dim(M)="rad(R)
nin AMAG M. . 4+x,M) <eo kosulunu saglayan r tane x;, x,, . ., x, eleman
bulunacak bicimde en kiiciik r tamsayts”” dir.

Ispat. Lema 2 4.3 den £ (Mix;M+. . +x,M) <o ise d(M) r dir. 1, bu Szellige

sahip en kiigiik pozitif tamsayl oldugu zaman Lema 2.4.4 den r<dimM) dir
Ispati tamamlamak icin dim(M) <d(M) oldugunu gosterecegiz. M=M, oM, >.

SMy,,=(0) R-altmodal dizisi; éyle ki PyeSpec(R), M;/M; =R/P, olsun
P; DAnn(M} ve AssM) cfP,,. . P, } dir. SuppM)=VIAnn(M)) oldugundan
Ann(M) nin minimal tst-idealleri Ass(M) icindedir Bu nedenle,

diM)=max{d(R/P;))=max dim{R/P,)=dim(R/Ann(M))=dim(M)
dir.
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Teorem 2.4.6. R noetherian bir halka ve I=( a, a,,. . .,a,) olsun. I nin minimal

asal Ust-ideali P nin  yitksekligi , r den kiiglik veya r ye esittir Ozel olarak
ht(l) <r dir.

ispat. PR, R, nin IRy yi kapsayan tek asal ideali oldugundan, Rp/a;Rp+. .
+a, Ry artinian halkadir. Teorem 245 den ht(P)=dim(Rp)=d(Ry) dir. Sonug
olarak, ht(P) <r ve dolayisiyla ht{l) <r dir.

R, maksimal ideali m, kesirler cismi k olan bir noetherian, yerel halka ve
dim(R}=d olsun. Yukarndaki teoremden dolayi R min bir tamim idealinin d den
az elemanla tiretilemiyecegini biliyoruz ve R nin tam d elemanla tretilen bir
tantm ideali vardir. Eger (x;, x,,.  ,Xg), R nin bir tamim ideali ise {x,, x,,.

Xa} ye R nin bir parametreler sistemi denir.

Teorem 2.4.7, R maksimal ideali m olan bir yerel halka ve {x;, x,,. . .xg} R
nin bir parametreler sistemi olsun. Bu durumda 1<i<d igin

dim(R/{x,, x,,. . ., x;))= d-i=dimR-i
dir.

Ispat. R, =R/(x;, x5, . ., x;) olsun. {x' X'y, . X' g}, Ry in bir tamm idealini

i+l
Grettigi icin dim(R;)<d-i dir. Difer yandan dim(R,)=p ise y';, y'5, . ¥, Ry in
~ parametreler sistemi ofsun. Bu durumda x;, x5, . .X3,¥1, Yo, - Y, R nin bir

: tanim idealini Uretir. Teorem 2.4.5 den dolay! d<p+i olmalidir. Ciinku bir tanim
~ideali enaz d elemanla dretilebifir. Buradan, d-i<dim(R;) dir. Sonug olarak;

- dim(R)=d-i dir.
- 2.5. inis ve Cikis Teoremleri
R ve T halkalar, ¢:R— T bir halka homomorfizmi olsun.

- 1) P,P’eSpec(R}, PcP’ ve QeSpec(T} , QrR=P olunca daima QcQ’ ve
- Q'MR =P’ olacak bigimde bir Q’eSpec( ) bulunabiliyorsa bu takdirde ¢ icin
Cilag(Going-up) teoremi gecerlidir denir
2} P,P’eSpec(R), PcP’' ve Q'eSpec(T) , Q'mR=P’ olunca daima QcQ' ve
QMR =P olacak bicimde bir Qe Spec( T) bulunabiliyorsa bu takdirde ¢ igin

| Inig(Going-down) teoremi gecerlidir denir.

- Teorem 2.5.1. :R—T bir flat homomorfizm ise ¢ icin inig teoremi gecerlidir
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ispat. P,P’e Spec(R), PcP’ ve QQ’eSpec(T) , Q'mR=P’ olsun. Teorem 2 3.5 den
Tors Rps , lizerinde flat modildir. y:Rp. —»T,, yerel homomotfizm oldugundan

Ty Rp. uzerinde faithfully flat modildur Bu nedenle Teorem 2.3.6 dan
*y:Spec(Ty,) —Spec(Rp.) ortendir. Q¥, T, nun PRp, yii orten asal ideali olsun.
Bu durumda Q=Q*NT,T nin P yi orten ve Q' tarafindan kapsanan asal idealidir

Teorem 2.5.2, ¢:R—T noetherian halkalar Gzerinde bir halka homomorfizmi
olsun. Pe Spec T, Q=PnR olsun.

1) ht(P)<ht(Q)+ht(P/QT) dir. Bagka bir deyimle, dim(Tp)<dim(R)+dim(Tp@pk(Q))
2) inig teoremi gecerli ise ht(P)=ht(Q)+ht(P/QT) dir.

~ispat. 1) R, ve Tp yerine sirasiyla R ve T yaziirsa R maksimal ideali Q, T
- maksimal  ideali P olan  yerel halkalar  olur Bu  durumda
- dimT<dimR+ dim(T/QT) esitsizligini ispatiamak zorundayiz. a,, a,, . .,a,, R nin
parametreler sistemi ve |= a;R+ a,R. . +a,R olsun. Uygun n>0 icin 1 2Q" ve
“bu nedenle Q"TcITcQT dir Boylece QT ve IT aymi radikale sahiptirler.
~ Tammdan, dim(T/QT)=dim(T/T) dir. dim(T/IM=s ve {b’y, b’,. . ,b’_}, TIT nin
~ parametreler sistemi ise b, b,. b, ,a;, a,, .  ,a
- uretirler. Boylece dim(T) <r+s dir.

» 1 nin tamm idealini

2} (1) deki gosterimleri aynen kullanalim. ht(P/QT)=s ise P_2QT olmak tizere
~uzunlugu s olan P=P, oP, 5. . P, asal ideal zinciri vardir. Q=PAR2P;R2Q
~oldugunda 1<iss, P;,nR=Q dur. Eger ht(Q)=r ise R iginde QoQ,> . .5Q, asal
~ideal zinciri vardir ve Inis teoreminden T nin P =K, oK;>. . oK, asal ideal
zinciri vardir ki K;R=Q; dur. Béylece P=P; oP;> . DP> Ko . oK,

uzunlugu r+s olan asal ideal zinciridir ve bu nedenle ht(P)2r+s dir. Sonuc
= o_iarak, ht(P)=r+s=ht(Q)+ht(P/QT) dir.

+Teorem 2.5.3. R Noetherian halka ve R[xl,xz,....xn] n degiskenli polinomiar
halkasi olsun. O zaman, |
: dim R[xl,xz,...xn]=dim R+ n
- dir,

Spat. Teoremi n=1 igin ispatlamak yeterlidir. B=R[x] olsun. p, R nin asal
deali ve P, B nin PrR=p olan asal idealleri arasinda maksimal olani olsun R-p
Sarpimsal  alt kiimesiyle R ve B yi yerellegtirerek p yi maksimal kabul
“edebiliriz.  B/pB=(R/p)[x], (R/p} cismi tzerinde tek degiskenli polinomlar
3{.f1_a1ka5|d|r; Bu nedenle, B/pB tek uretecli ideal bolgesidir ve her maksimal
dealinin yliksekligi bir dir. Boylece ht(P/pB)=1 dir. B, R iizerinde bir serbest R-
- modiildiir. Serbest modiil oldugundan faithfully flat moduidir. Dolaysiyla,
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Teorem 2.5.2 den ht(P)=ht(p)+1 dir. B nin asal idealleri ve R nin asal idealleri
arasinda orten dontisim oldugundan ,

dimB)=dim R+1
dir.

Sonu¢ 2.5.4. F bir cisim olsun dim F[xl,xg,.....xn]=n ve 1<isn igin
(Xy, X5+ X3}, yiksekligi i olan bir asal idealdir.

. Ispat. F cisim oldugundan Teorem 2.5.3 in kogullarini saglar Boylece, |
dim F[xl,xz,.....xn]:dimF-Fn olur. dim F=0 oldugundan, dimF[xl,xz,...xn]:n
dir.

(O )lXy, X5 )T ClXy Xy o X 3T ClXy Xy X))

F[xl,x2,...xn] icinde  uzunlugu n  olan asal ideal  zinciridir
: dimF[xl,XZ,...xn}s n oldugundan {x;,x,, .,x;) nin yiksekligi i dir.

2.6. Resultantlar .

Bu bélimde resultant kavraminin tanimi yapilacak ve bazi 6zelliklerinden
. bahsedilecektir.

R bir halka, n>o0 veya m>0 olmak tzere R[x] iginde f=a,+a,x+
. +ax” ve g=b,+byx+. . +b_x" polinomlannin x e gore resultanti Res, (f,g),

a, Aap.-1 ap_92 . . . ag 0 0 0 0

ag Ay Az_o . . . ap 0 0

0 a, an_1 4mz_2 . .. ag 0 O
0 . . . ay dn_g p ‘ ‘ a2 a; a4y
bn bmoy bmoz . . . bg 0 0 0 0 O
0 by b1 bm_2 bg 0 O
0 by bmor by b by
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(m+n)x(m-+-n) determinant olarak tanimlanir Burada m satir a,, n satr b, ler
yazilit. n=0 ve m=0 ise Res, (f,g)=1 olarak tanimlanir. der f==n, der g=m ve
aeR olsun. Bu durumda, su sonuglar goriilebilir.
1Res, (a, gl=a™,
2)Res, (x-a,g)=g(a),

- 3)Res, (f,g)=(-1)""Res, (g f).

' Teorem 2.6.1. R bir T.C.B olsun f, geR[x ], der f=n, der g=m m, n 21 olmak

tizere f ve g polinomlannin R[x] icinde sabitten farkhi bir ortak carpana sahip
~olmast igin  gerekli ve yeterli kosul R[x] icinde wf=gd, der y<m, der ¢<n
olacak bicimde sifirdan farkli y ve ¢ polinomlarinin var olmasidir

_ispat. fve gnin sabitten farkli ortak carpami h olsun Bu durumda dery <m
~derg<n olmak Uzere f==h¢, g=hy olacak bigimde ¢,ye R[x] vardir ve béylece

~yf=go dir.

Kargit olarak; ¢,weR[x] der w<m, der ¢<n ve yf=gdp olsun. g nin R[x]
“icinde  indirgenemez  carpanlarina ayrilsimi diisiinelim. g nin sabitten farkli
carpanlari ve onlann yandaglan, yf nin indirgenemez carpanlan arasinda
olmalidir. Bu carpanlar, der w<der g oldugundan, w nin indirgenemez
“carpanlar  arasinda degildirler. Bunlardan enaz bir tanesi f nin carpanidir.
Boylece f ve g sabitten farkli bir ortak garpana sahiptir

‘Teorem 2.6.2. R bir cisim f, geR[x] olsun. f ve g nin R[x] icinde sabitten

farkl ortak bir garpana sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul f ve g nin
resultantinin sifir ofmasidir.

Ispat. f = ag + ajx+. .. +ax™ , g= by + by+. .. +byx™ olsun. f, g nin
R[x] icinde sabitten farkhi bir ortak garpaninin oldugunu kabul edelim Bu
takdirde Teorem 2.6.1 den R[x] icinde dery <m, derg<n wyf=g¢ olacak
‘bigimde y ve ¢ polinomlar vardir £n az bir i igin o;20 veya B,;#0 olmak

O =0 + O,x+. +0 X!
V=P +Bx+ 4P x"

__“kabui edelim. O zaman yf=go,

17



aoﬁlzboul
a,B, + af,=bo, + b0,

olmasini gerektirir.

Bu denklemler B,, B,, , By , oy, o0y, ., 0, ye gore m+n degiskenli

b ownd Ao -

homojen  dogrusal denklemier olarak dikkate alinirsa  sifirdan farkhi bir
- goztime sahip olduklanini  biliyoruz. Bu nedenle, denklem sisteminin katsayilar
determinanti sifirdir. Res, (f,g)=0 dir

: Res, {f,@)=0 ise yukanda s6zii edilen denklem sisteminin sifirdan farkh en

az bir ¢ézimi vardir. Bu nedenle en az bir o; 20 veya en az bir B; %0 dir
~Eger sdzgelimi o; #0  ise ¢#0 dir ve bu nedenle w20 kosulu da saglanmak
- lizere yi=gd dir. Bu, f ve g nin sabitten farkl ortak carpaminin olmasini
~ gerektirir (Walker 1978),

Teorem 2.6.3. R bir cisim, f ve g R[x] icinde sirasiyla n ve m -inci dereceden
. iki polinom olsun. R[x] icinde Res, {f,g)=Af+Bg olacak bicimde dereceler;

engok m-1 ve n-1 olan A ve B polinomlan vardir. .

Ispat. f=ag+a;x+. . .a,x,

xf= agx+ap’+. . +ax?
X" = agxm_1+a1xm+‘. . ‘anxmmm1
g=by+b,x+. . +b x™"
2
xg= box+b,x"+ . _—I-bm:»s:m+2
xn_1g= boxn_1+b1xn-+_.‘ ‘+bmxm+n_'l

sistemini ele alalim. Res, (f,g) nin ilk kolonundaki elemanlarin kofaktorleri
Ro,Ay, .., Agyn Olsun.  Her i=1,2, m+n igin yukaridaki

- denklemlerden i-inci  denklemi A, ile carparak ve determinantin genel

1

6zelliklerinden faydalanarak,




n-1

Res, (f,@)= (Ay+A,x+. . . +A x)f+H{A +A o x+. . 4B, X g

elde ederiz. Béylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

Teorem 2.64. R bir halka f, g .he R[x] olsun. Bu takdirde,

Res, (fg,h)=Res, (f,h)Res, (g,h)
dir.
Ispat. f=a,+a;x+.  a.x, g=b,+bx+ +b.x", h= ¢, + ¢, + . +crxr,
fg= o + oy +.  Fo . x TP vegh= B, + Byt . +Baax" " olsun.
Res, (f,h) ye ait matrisi M ile gosterelim. M yi asaidaki (n+m-+rx{(n+m-r)
matrise genisletelim.

A= [M(nﬂ:) X (n+r) O(n+x ) xm:|

Omx (n+x) Imxm

Bu takdirde det A=Res, (f,h) olur. h ye bagh olarak tanimlanan

— xr
n=0x""+. +0x" +c,x + +c, +e

polinomunu diigtinelim Res, (g, h)’ye ait matris,

(n+1) satr b lex
Cr . .cg O

L Ymxn Cy o

olur. Res,(gh)=det B= b Resy(gh), A ve B matrislerinin carpiminin

| determinant




Cmin  Omini : : Co 0 0
0 ®min  OCmip-1 - : g 0
0 : Cmin  Cmin-1 : o
Bm+r [-)’m+r—1 : ‘ Bo 0
0 Bm+r ﬁm+r—1 ‘ Bo O
0 : 0 Bm+r Bm+r—1 - - - BO
Cr : co 0 . O
Omxn Cr . €o

olur. AB den Res, (fg,h) ye ait matris elde edilebilir, Bunu gerceklemek icin n
satir § lar, n satir ¢ lere donustiiriilmelidir. Bu amagla; AB matrisi, T le

carpilmalicir Tntry (MAN+0XM+n+r1) birim matrisin n-+r-inci satrrinin,

o o = bm—1 bp—2 bo)

~— ——— b b b I b
n+r—1 m m m

m

ile degigtiriimesi ile elde edilen matristir. i=1,2, _,n-1 i¢in Ty NN n+r-inc
satiri ile AB nin i-inci  siitununun garpimi sifirdir. Ty.oy nin n+r-inci satin ile
AB nin n-inci siitununun carpimindan elde edilen satirda sadece cr  girdisi
vardir  Boyle devam edersek, Res,(fgh) ye  ait matrisi elde ederiz.

det T(n_ﬂ,)zglm oldugundan teorem ispatlanmus olur (Serhan 1989}

m

Teorem 2.6.5. R bir halka f, g ve heR[x], der f=n, der g=m, der h=r olsun.
O zaman, Res, (f,gh)=Res, (f,@)Res, (f,h) dir.

ispat. Res, (f,gh)=(-1 ) Res, (gh,f)

(-1 NRes (g fRes, (h,f)
(-1)™ Res, (g,f)(-1)""Res, (h,f)
Res, (f,@)Res, (f,h)

!l

Il

dir.

Sonug 2.6.6. R bir halka olsun fy,. .f.ve g, g, R[x] icinde polinomlar
ise

-

F I s Ty




Sonug 2.6.6. R bir halka olsun f,, = f, ve g,,. . g, R[x] icinde polinomlar

ise

dir.

ispat. Teorem 2.6.5 den elde edilebilir

Teorem 2.6.7. R bir cisim, f,g eR[x] f = a, J] - oy), g = by ] x By )

i=1 J=1

ile verilen polinomlar olsun Bu takdirde,

Resy (fg= al b J] (oy- By
1.3
dir.
Ispat. Res, (f,g=Res, (a,]] &- o), bmH

i=1

mﬁ (x- B;) H Resy ( (x- o mH
=1 i=3 j=1
H

Resy (a,, x- B;) H Res, (- oy, by)[] Res,tx- oy, tx- B3))

= i=1

=Res, ﬁbmﬁann (oy- By)
=1 =1

1

=Resy (a,, b

=Res,

=a’ an (o- Bs)

dir.

Sonu¢ 2.6.8. f, g polinomlan yukardaki teoremde oldugu gibi olsun Bu
takdirde,

m

Resy (fgl=ay [T sloy), Resy(fg=(1"™"s2 T B

i=1 j=1




Ispat. Res, (f,g)=Res, nH x- 03}, g =Res, (a,, g(x) Res (H X- 0l), g(x)

i=1

=Res, (a,, g H Res, ﬁ glo

i=1 i=1
ve diger sonug benzer bicimde gériilebilir.

Simdi cok degiskenli polinomlar icin agirlik kavramini tanimliyalim. R bir
halka aeR, ax;*. x'2eR[x;, Xy, .., x,]olsun Heri=12, ,n icin negatif

olmayan sabit bir v(i) tamsayist segilir ve buna x; nin agrhg denir. ax;1. xm

nin agirhg,

o vl . o v(n)
ile tamimlanir. hix,,x;,..,. X )€R[x1, X3, ..., xu [-{0}  polinomunun agrhg;
terimlerinin agirhiklannin maksimumu olarak tanimlanir,
hixy %y, XJER[x1, X5, ..., x5 {0} in tim terimleri ayni agirhkta ise  h

polinomuna bir izobarik polinom denir. Tiim terimlerinin agirhg n ise bu
polinoma n agirfikli izobarik polinom denir.

f=ag +ax+.. +apx" veg= by + b+ .. +byx™ R[x] icinde iki
polinom olsunlar. Res, (f,g), f ve g nin R lzerindeki katsayilanna gore bir
polinom olarak dikkate alinabilir. Boylece her i=0,...,n ve §=0,.. ,m igin aj
ye (n-i), by ye (m-j) aguhgini atayarak Res,(fg icin  bir agirhk elde
edebiliriz
Teorem 2.6.9. R bir halka, f=ag+ax+. . +ax" ve
g= bo + by+.. . +byx™  R[x] iginde iki polinom olsunlar. Res, (f,g)

agirlikli izobariktir.

Ispat. m+n mertebeli bir determinant D= |cij | olsun.

3 an+i-§ . 1<i<m
cij =

bj-i , m+1<i<m+n (26.1)

olmak uzere,

a =0 (k<0 veya k>n) , b,=0(k<0 veya k>m)




alinirsa D=Res (f,g@ olur. 1,2, . . . ,(m+n) , 1 ,2, . . ,m-+n nin

permiitasyonu olmak tizere D nin ¥cyy.,. . ., ¢ terimlerini dikkate

m+n) (m+n) *

alalim.  Bu terimler (2.6.1) de vyerlestirildiginde indisler toplaminin  mn
olacagini ispatlamak yeterli olacaktir. Bu toplam,

m m-+n m--n
>, @ Y mtiti=mnt Y )
=1 i=m-+1 i=1

olacaktir ve burada son terim sifirdir

Resultant kavrami gok degiskenli polinomlara genigletilebilir,

f geR[x1, X2, .., %y {0} r,m>0, Rlxq,xy,. ,%,_q] Uzerinde x, e gore
polinomlar olarak  dikkate alinabilir ve a,, b, e Rx1,X9,.. Xp_1] olmak
uzere,

r
fxyXg, X)) =ag+a x+ . +ax,

g(Xy, Xy, Xp)=bo+b x+ +b x "

dir. f ve g nin x,, e gére resultanti R(x{,x, ,. . ., x ,_,), n-1 degiskenli bir
polinomdur.

2.7. Sinw Polinomlian
C, kompleks saylar cismini goéstermek ve n22 olmak izere

Azyozo0e vz ] Clxyuxy, 00 %y ve ey, ty, ..., by, | polinomiar
halkalarint dustinelim. Her i=1,2,...,n icin

I (
TEj(Xj) =¢ 0 , i=j
tj-"l ' J)l

olacak bigimde tektirli n,:C[x,, %, , ..., %, > C[ty &5, ., t 1]
- C-homomorfizmi tammiidir.

Tanim 2.5.1 fixy, % Xy )eClx, %5, ..., x,, | polinomu igin

mO=R0t,, .t ) m O=R,0, t . b, L m B=fEt,, An-1,0)
polinomlarina fixyX5 .. X, ) hin simir (face) polinomlan denir
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Ispat. Hipotez m,¢=,0, ,n_é=n_¢ seklinde sdylenebilir, Bagka bir deyisle
her i=1,2, .,n igin o =n; ¢=7, ¢ olmak izere asagidaki degismeli
diyagrama sahibiz

C.[xl,xz, .. ‘.,xn] —-—i)i—a C[zl,zz,.. . ..,zn]
~L ¢,.1 \L Gi
Clzy,izy, ooz ] —24 Cley ty) ity ]
Her 3=1,2, ,n igin Ry=¢" (x;) ile RyR,, R, &Cz,,2,, . ,z,],
tanimlayalm. Benzer R ;=¢(x;) sekilde olsun, 1<j<n.

Once Ry=R, oldugunu gosterecefiiz. n,¢ drten Clz,,2,,. ..,2,] nin
Krull boyutu n ve C[t,, t,, ..., t,_, ] Krull boyutu n-1 olan tamlik bolgesi
oldugundan m.¢ nin cekirdegj, yiksekligi bir olan bir asal idealdir Bundan bagka
[z, 25, .. .,2,] TCB oldugundan Cek m,¢ icindeki her indirgenemez
eleman Cek 7, ¢ icin bir retetir. Boylece, R, ve R nin her ikisi de Cek ;0
=Cek m,¢ tek Uretecli ideali icin bir dretecdirler. Bu nedenle R;ve R,
Clz,,2y,..., z, ] nin tersinir bir elemani carpimi ile farklanirlar. Yani, uygun
AeC-{0} igin Ry=A R, dir. & uygulanarak ¢ (Ry)=A;x, elde edilir. Ayrica, R,
in tanimindan ¢(R,)=x, dir. =, uygulanarak (n>2 oldugundan miimkindiir},

Ty ORY)=A 1t
T, OR,)=t;

elde edilir. =, ¢=n, ¢ oldugundan At;=t, ve buradan 1, =1 oldugu goriilur.
Bbylece R;=R, dir. Benzer sekilde R, =R, i=2,3,.,n oldugu goruliir. Sonug
olarak ¢=¢ dir.

2.8. Cebirsel Bagimsizlik ve Askinlik Tabani

Bu bélimde cebirsel bagimsizlik ve askinlk tabani  kavramlan
tanimlanacak, bazi ézellikleri verilecektir.

Tanim 2.8.1. K bir cisim, F onun bir cisim geniglemesi ve s;,s,,...,s,€F, n>0
olsun. Eger f(s1,55 ,...,5,)=0 olacak bicimde bir fe K[xl,xz,...xn]-{()} polinomu




Tanim 2.8.1. K bir cisim, F onun bir cisim geniglemesi ve s,,5,,..,s_€F, n>0
olsun. Eger f(s1,55 ,..,5,)=0 olacak bigimde bir fe K[xl,xz,...xn]--{()} polinomu
varsa s,,8,,..,s, elemanlan K izerinde cebirsel bagimhdirlar denir. ScF
verildiginde, efer S icinde K tizerinde cebirsel bagimh olan n farkh eleman
S1/87 148, (N>0) varsa, S kitmesi K lzerinde cebirsel bagimiidir denir. F nin

bir S altkiimesi K iizerinden cebirsel bagiml degilse S ye K iizerinde cebirsel
bagimsizdir denir.

Boylece F nin bir S altkiimesinin K tizerinde cebirsel bagimsiz olmasi icin
gerekli ve yeterli kogul syle ifade edilebilir:

n>0 olmak (zere feK[xl,xz,...xn} ve farkli s;,5,,.,5.€S icin
f81,85,..,5,)=0 ise f=0 dir.

K bir cisim, F onun bir cisim genislemesi olsun. F icinde K tizerinden
cebirsel  bafimsiz bir kimenin her alt kiimesi de K tizerinde cebirsel
bagimsizdir. Bog kime K iizerinde cebirsel bagimsizdir uef olmak wzere {u}
kumesinin K tizerinde cebirsel bagimlhi olmas icin  gerekli ve yeterli kosul u
nun K Uzerinde cebirsel olmasidir. K tizerinde cebirsel bagimsiz bir kiimenin
her elemani K iizerinde askin olmalidir. Boylece F, K tizerinde cebirsel ise bos
kiime F nin cebirsel ba@imsiz olan tek altkiimesidir.

Cebirsel  bagimilik(bagimsizlik), dogrusal bagimlilik (bagimsizlik) kavraminin
bir genellemesi olarak  gériilebitir.  Cebirsel bagimsiz bir kime dogrusal
bagimsizdir ama tersi dogru degildir.

Teorem 2.8.2. F, K nin bir cisim genislemesi ve {81/85 5. .55}, F nin K tizerinde
cebirsel bagimsiz altkiimesi olsun. Bu takdirde, K(S1,85 18 )= KXy, X5 10 0X,))
K-izomorfizmi vardir.

ispat. C: K[xl,xz,...xn] —>K[ 81:52,...8p ], o(x;)=s, ile verilen
K-epimorfizmi olsun. {s;s,, -Sp b, F nin K lizerinde  cebirsel bagimsiz alt
kiimesi oldugundan 6 monomorfizmdir. o r 01Ky, Xy Xy )2K(s5,5, 10,5 ,)
0f/g)=ts,,5,,..,5, Yglsys, »ySy)  Olacak  bigimde K(xy,Xg X)) den
K(s1/55,.8,) ye K-monomorfizme genigletilebilir. Boylece elde edilen K-

monomorfizm bir epimorfizmdir ve dolayistyla izomorfizmdir.
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Sonu¢ 2.8.3. i=1,2 igin F;, Kj nin cisim geniglemesi olsun. S; cf; K;
lizerinden  cebirsel bagimsiz olsun. ¢:5,—S, bire-bir déniigim, ©:K,—K,
cisim homomorfizmi ise Gyle bir T:K;(5;)2K, (S, ) cisim homomorfizmi vardir
ki Tlg, =@ ve Tlk; =1 dur. Ayrica, @ bire-bir drten ve t bir izomorfizm ise T de

bir izomorfizmdir.

ispat. n>1, T:K; =K, cisim  homomorfizmi icin

0iKy [36) 35036, | 2K [3, 3 |

P

r

O'(Z T,
7 13,0

monomorfizmdir Ky (S;)={f(s;,5;,...,5,)/8(51,55 ,. .8, ):5; €5, } bigimindedir

iy _dp,_ i _ip .
i X eoxn™h) Z T(Iilw- L Yxpexpt o dle tanimlanan
1

T:K,(51)=K, (S,), T(f/g)=1llgs,, @5, ,. S, /Tg(GS1,95, .., 05, olarak
tamimlansin. {s;,s,,..,5,}cS;,T nin K (51,55, .,8,) ye kisitlanigi,

9-—1 —
o]
1 SKy (X Xy o X )

Kl(slrsz oS )

0
K2 (lexg re ‘;XI)_"mz__) Kz (5]_;52 I ‘--‘rsr) i

bilegkesidir. Burada i=1,2 icin @, K Xg Xy, X} K (sy,5, .. 8, ) Teorem
2.82 de oldugu gibi K; - izomotfizmdir ve G Ky (X, Xg X J7K (X Xy X))
G (f/g)= of/og ile verilen monomorfizmdir. Buradan T iyi tanimli bire-bir cisim
homomorfizmidir. T, t nun geniglemesidir ve Tls, =¢ ve Tig, =t dir =
izomorfizm ise 8, 66, * de izomorfizmdir. ¢ bire-bir, érten ve T izomorfizm ise

T izomorfizmdir.
Tamm 2.8.4. F, K nin  bir cisim geniglemesi olsun. F nin K Uzerinde cebirsel
bagimsiz altkiimeleri iginde maksimal olan kiimeye F nin K izerinde askinhk

tabani denir.

Bu asamada, F nin K Uzerinde cebirsel bafimsiz altkiimeleri iginde maksimal

olan bir kimenin olup olmadig sorusu ortaya gikar.
A={5: S, F nin K lizerinde cebirsel bagimsiz altkiimesi}




kiimesini dikkate alahim. Bu kiime, bog degildir ve kiime kapsama bagintisina
gore kismi siralidir. Zorn Lema’dan bir maksimal elemana sahiptir Dolayisiyla F,
K Uzerinde cebirsel bagimsiz altkiimeleri iginde maksimal altkiimeye sahiptir.

Teorem 2.8.5. F, K nin  cisim genislemesi ve ScF, K izerinde cebirsel
bagimsiz, ue F-K(S) olsun. Su{u} nun K uzerinde cebirsel bagimsiz olmas icin
gerekli ve yeterli kosul u nun K(S) tzerinde agkin olmasidir.

ispat. (¢=:) (51,8, ,...,5,-1,u)=0 olacak bicimde bir fe K[xl,xz,.'.‘.xn] ve farkl
$153 1 -Sp-1€5 varsa u, f(sy,s,, .8, 1,x, )} polinomunun bir kékadir.
fe K[xl, Koy o xn]=K[x1, Koy oo xn_l] [xn],f=hr x; +hr_1x;—l+ ~+hyx thg
ve her i=0,1,..,n icin hyeK[x;, x,, ... Xpn-1] dir. u, K(S) izerinden askin
oldugu igin f(s;,s, ,. .5, 1,%,)=0 dir Sonuc olarak, her i=0,2, r icin
h; (81,55 ,.Sp-1)=0 dir S nin cebirsel bagimsiz olmas, her i=1,2, .,n icin h;=0

olmasini gerektirir. Boylece f=0 dir. Bu nedenle SU{u} cebirsel bagimsizdir.

n »
(=) f:Z a;x eK(9[x] , fu)=0 kabul edelim. Her i=0,1, .n igin

i=0
a;eK(s,,s,,..,5;) olacak bicimde sonlu bir {155, .,5; } alt kiimesi vardir.
Burada, a;=f;(s,,5,,. ,5;)/g;(51,5,, .5;) g, f.e K[x1,%,.. % ] dir
88182 BnSK[X1, Xz, . ] ve her i=0,1..n icin Fi=fig g .8, g.e
K[x1,x2, ..% ] olsun O zaman, a;=f ;(s,,5,,.,5,)/g (51,55, -45,) Ve

=3 ax' =Y (B8 58 (5155 15,) X

n -
dir.  hiogx,,. x x)= Y Fi (xq%y X )x! eKx,%g;. xp,x],  flu)=0 ve
i=0
g (51,5,,..,5,) " #0 oldupundan h(s1,55,...,5,,u)=0 olmalidir. SU{u} nun cebirsel
bagimsiz olmasindan h=0 olmasini gerektirir. Her i icin f; =0 dir. Boylece
a; =0 ve =0 dir. Bu nedenle u, K(S) tizerinde agkindr.
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Sonu¢ 2.8.6. F, K nin  bir cisim geniglemesi ve S,F nin K iizerinden cebirsel
bagimsiz alt kiimesi olsun. S, F nin K tzerinden agiinlik tabani olmasi icin
gerekli ve yeterli kosul F nin K(S) tizerinde cebirsel olmasidir,

ispat. F, K(S) nin cebirsel genislemesi olmasin. O zaman K(S) iizerinde askin
olan ueF vardir. ueF-K(S) dir. SU{u} cebirsel bagimsizdir. Ama S, F nin K
tzerinde agkinlik tabani oldugundan cebirsel bagimsiz maksimal altkiimesidir.
Bu bir geliskidir. F, K(S) Gizerinde cebirsel olmalidir.

S cebirsel bagimsiz ve ueF-S olsun. u K(S) tizerinde cebirsel oldugundan
Su{u} Teorem 285 den cebirsel bagimhdir. O zaman S, F nin askinlik
tabanidir.

F bir cisim ve ScF K uzerinde cebirsel bagimsiz olsun. F=K(S) ise F cismine
K nin ptr agkin  geniglemesi denir.

Sonug 2.8.7. F, K nin cisim genislemesi ve uygun XcF icin F, K(X) uzerinde
cebirsel ise X, F'nin K uzerinden bir agkinlik tabanini igerir.

ispat. XcF nin cebirsel bagimsiz altkimeleri icinde maksimal olan altkime §
olsun. Her ueX-5 K(S) iizerinde cebirseldir (Teorem2 6.5). Béylece K(X), K(S)
tizerinde cebirseldir. Sonug olarak F, K(S) tizerinde cebirseldir. Sonuc 2.8.6 dan
S, K Gzerinde F nin agkinhk tabamidir

Teorem 2.8.8. F, K nin bir cisim genislemesi olsun. S, F nin K tzerinden sonlu
askinlik tabani ise F nin K tzerinde her askinlk tabaninin  eleman sayisl S
hin eleman sayisi ile aynidir.

ispat. S={s,,s,,..,5,} ve T, Fnin askinlik tabani olsun. Uygun t;eT nin
Kisy, . .5, Uzerinde askin oldugunu géstermeliyiz. Aksi takdirde T nin her

elemani K(s,,..,s,) {zerinde cebirseldir ve boylece K(s,, .,s )T} , K(s,,.. ,5,)

)
n
uzerinde cebirseldir. F, K(T) iizerinde cebirsel  oldugundan F,
KID(sy,./85)=K(s,, . 5 {T) Uzerinde de cebirsel olmalidir Bu nedenle F,

Kis,,...,s,) Uzerinde cebirseldir Ozel olarak s;eF, Kis,, s
cebirseldir. Bu ise Teorem 2.8 5 ile gelisir. Boylece uygun t,eT icin K(s,,. .,s,)

tizerinde

n) n)

uzerinde agkindir. Sonug olarak { t,,s,,..,s,} cebirsel bagimsizdir.
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Sy, Klty,sy,..5,) tzerinde askin olsaydr  { t;,s,,..,5.} cebirsel bafimsiz

olacaktir (Teorem 2.8.5) Ama bu S asgkinlik tabani oldugundan dolayr olamaz.
Bu nedenle s, Kity,s,,..,s,) tzerinde cebirseldir. Sonug olarak,

KOOMt ) =K(t,54, . ,5,0(51) + Klty,55,.8,) uzerinde cebirseldir ve béylece F,
Kit,,85,..,5,)  uzerinde cebirseldir. Sonug 2.8.6 den { ts,,...,5,} K lizerinde

F nin askinhk tabamdir.

Benzer tartisma ile uygun t,eT nin K(ty,s5, .,5,) uzerinde askin ve
{ty,t1,55,..,8,) nin K tzerinde  askinlik tabani oldugiu gorilebilir Boyle devam

edilerek sonugta t,, t,, . t,eT {t.t,, . .t} FninKuzerinde agkinlik

tabani olacak bicimde elde edilir,

Teorem 2.8.9. F, K'nin cisim geniglemesi olsun. S, F nin K (izerinde sonsuz
askinlik tabani ise F nin K Gzerinde her askinlik tabaninin  kardinalitesi S nin
kaardinelitesi ile aynidir

ispat. T, F nin K @izerinden bagka bir askinlik tabani olsun. s €S ise sonuc 2.8 6
dan s, K(T) tzerinde cebirseldir. K(T) uzerinde s yi kok kabul eden en kiicuk
dereceli indirgenemez { polinomunun tiim katsayilan K(Tg ) iginde olacak
bicimde sonlu T¢ < T vardir. Sonug olarak fe K(Tg )x] ve s, K(Tg) lizerinde
cebirseldir. Her s €S icin sonlu Tg < T alt kiimesini secelim.

(JTs nin K tzerinde F nin agkinlk tabani oldugunu gosterecegiz. | JT,c T
oldljfg?mdan cebirsel bagimsizdir. Ayrica S nin her elemam K(|J T, E);egzerinde
cebirseldir. Sonug olarak K(| | T; )(S), K({ J Ty } tizerinden cebirsf:ISdir”

KS)e K({JTs XS) oldugljifian K(S)S&:in her elemant  K(|JT; ) tzerinde
cebirseldiSfSF, K(S) tzerinde cebirsel oldugundan Sonug 2.‘8”;Ei{an F, K({JT5)
tizerinde cebirseldir. Yine sonug 2.8.6 dan | T, , F igin agkinitk tabanlchrSES
Simdi [S|2}T] oldugunu gosterelim. 'T'Ssegljer aynk kimeler olmak zorunda
degildirler ve S iyi sirall kiimedir. ilk elemanina 1 diyelim. Her 1< se § icin
T,'=T, olsun. T,'=T, - {JT; tammliyahm T’ nin sonlu oldugu acgiktir ve
T¢'  ler kesinlikle ayr:ESkUmelerdir. Her se$ igin Tg’ niin elemaniarini
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siralayalim, t,,t,,. ,t._ olsun. f : T," — SxN, f{t;)==(s,i) ile taniml bire-bir
Y 1rt2r kg 5 i

se5
donusimdir. Bu nedenle, |T[ =| | JTi=| {JT," | < ISxNI= [S| IN} =S| dir
seS s€S

Benzer yolla [T] 2 |S| oldugu goriilir. BSylece Schroeder-Bernstein teoreminden
[S|=[T| dir

Tamim 2.8.10. F, K nin bir cisim geniglemesi ve S, F nin K {izerinden askinlik
tabani olsun. [S] sayisina K Gzerinden F nin askinhk derecesi denir. tr.d F/K ile
gosterilir.

Yukanidaki iki teorem tr d.F/K nin, S nin segiminden bagimsiz oldugunu
ifade eder.

Teorem 2.8.11.F, E nin ve E, K nin cisim geniglemesi olsun. Bu takdirde,

tr.d F/K=tr.d F/E+1r.d.E/K
dir

ispat. S, E nin K tizerinden T de E uzerinden F nin askinlik tabani olsunlar ScE
oldugundan E zerinden cebirsel bagimhidir ve boylece SNT=@ dir Amacimiz,
SUT nin K dzerinden F nin agkinlik tabant oldugunu géstermek olacaktir

E nin her elemani K(S) tizerinde cebirseldir Ciinkii,$ K Gizerinde E nin
agkinhk  tabanidir O zaman E nin elemanlar K(SUT) iizerinde de cebirseldir.
K(SUTHE), K(SUT) tizerinden cebirseldir Ciinkd,

KEUT)=KS)(Tc E(Mc K(SUT)(E),

E(T), K(5UT) {izerinde cebirseldir Ama F, E(T) {izerinde cebirseldir ve bu
nedenle K(SUT) tizerinde de cebirseldir. Bu durumda SUT nin cebirsel

bagimsiz oldugunu gosterirsek SUT, F nin K izerinde agkinlik tabami olacaktir
(sonug 2 8.6).f polinomu; K tizerinde, uygun farkh s,s,,...,5. €5, t;t,,. t.eT

igin (81,55, ...,55,t1,t5, ,t,)=0 olacak bicimde m+n degiskenli polinom olsun

8= B 1Yz Y™ f81,52, 80 Y 1 Y2 Y€ KO Y1, Y25 Y m |SE[ Y1, Y200 Y]
olur. glt;,t,,...,t)=0 ve T nin E tizerinden cebirsel bagmsizi@ g=0 olmasini
gerektirir. h; eK[xl,xz,....Xn], ki €K[y1,y2, ..,ym] olmak tizere,
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]
focyXa o XYoo Yud= 2, i X0Xg o) Ki V1Yzr Ve
i=1

dir g=0 oldugundan f(sy,s,, ..5,,Y1.Y2 Yo =0 dirBu durumda i=0,1,2,. .r
icin h; =(s1,85,...,5,)==0 olmaldir. S, K tzerinde cebirsel bagimsiz oldugundan
her i=0,.,r icin  h;=0 dir. Boylece f(X;,Xy,. X, V1,Yor Yo =0 dir. Bu
nedenle SUT, K uzerinde cebirsel bagimsizdir. Yani; SUT, F nin K zerinde
agkinlik tabanidir Dolayisiyla,

tr d F/K=|SUT}=[T|+|S|=tr d F/E +tr.d.E/K
olur.

Teorem 2.8.12. F,, F, cisimleri sirayla K;ve K, cisimlerinin cebirsel kapal
geniglemesi olsun. tr.d F /K;= tr.d.F, /K, ise her K;=K, cisim izomorfizmi bir
F.=F, izomorfizmine genigletilebilir,

ispat. S;, F; nin Kj Uzerinden agkinhk tabant  olsun i=1,2 |S;]=[S, ]|
oldugundan  ©:K,=K, izomorfizmi Sonug 28 3'den  T:K;(S,)=K, (S,)
izomorfizmine genigletilebilir. F, cebirsel kapah ve K; (S;) iizerinde cebirsel
oldugundan ve Sonug 2 8.6 dan K;(S;) nin cebirsel kapamigidir. Bu nedenle 7,
Fi=F, izomorfizmine genisletilebilir
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3. BULGUILAR

3.1. Resultant ile Tanimlanan Polinomlar

C, kompleks sayilar cismini gostermek tizere C{t], C tzerinde polinomlar
halkasi ve der ult)=n, der v(t)=m olmak (zere,

) =u t+. +u "
vit)=v t+ vt

C[t] iginde sabit terimleri sifir olan iki polinom olsun. Bu sekilde alinan
ut),vile C[t] igin Ru®,vit;ZW)e C[Z,W] asagidaki bicimde tanmimlanir: u(t)=0

veya vi(t)#0 ise
R{u(t), v(t); Z,W)=Resgu(t}-Z,v{t)-W)

t ye gore iki polinomun resultanti olarak olusturulur. R(u(t),v(t};Z,wW),

0  up up £ 0
o o . . w7
" : (3171
Ymp . . . v =W 0 0
0 vy vy —W 0
0 vm v =W

(m+n)x(m+n) determinanttir. u®)=0 ve v({)=0 ise R(0,0,ZW)=1 dir.
R(u(th,v(t);Z,W) gosterimi yerine kisaca R(Z,W) kullanacagiz Ornegin; u(t)=u, t
ve v(tl=v, t?ise

wy, O -Z 0

O 02 W

vy 0 ~-W 0

0 V2 0 -W

R{Z,W)=R{u(®),v(t);Z W)=

dir ve R(Z,W) indirgenemez bir polinomun kuwvetidir.
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Asagidaki teorem, R(Z,W) nin indirgenemez bir polinomun kuwveti ve bu
kuvvetin, C(t) nin C(u(®),v(t)) tizerinden boyutu oldugunu ifade eder Bu teorem
Abhyankar Teoremi olarak bilinir.

Teorem 3.1.1. u(t), vt} sabit terimleri sifir ve en az biri sifirdan farkls
polinomlar ve q=[c(t):Clu(t), v(t})] olsun. Bu takdirde, C[z,W] icinde &yle bir

indirgenemez h(Z,W) polinomu vardir ki

Rest (u(t)-Z,v(-wW)=h(z,W)?
dir
Ispat. u(t) polinomunun bagkatsayisinin u,, , v(t) polinomunun baskatsayisinin v
ve der u®)z1, der vt)21 oldugunu kabul edelim u(®-Z, C[t][Z] icinde
indirgenemez polinomdur ve C[Z][t] iginde de indirgenemezdir Bu durumda
Gauss lemasindan C(Z)[t] icinde indirgenemezdir. E, F=C(Z) tizerinden u(t)-Z
nin pargalamg cismi olsun. O zaman, her 1 <i< n igin dyle 8,e E vardir ki

m

ult-Z= u,(t-6,)(t-6,). (t-6,)

olur. Galois teorisinden E nin F nin  Galois geniglemesi oldugunu biliyoruz. G
Galois grubu, {6,,0,,..8,} Uzerine gecisli etki eder. Sonu¢ 2.6.8 den ,

R(Z,W)=Res, (u{t)-Z,v({t)-W)=Res_{u,, ﬁ {t-6,), v(th-W)

=ul [T vo-wiey)=ur ] ve)-w

=07 ud [T w-vie,) (3.1.2)
elde ederiz

Bir sure igin R(Z,W) yi W ye gére polinom olarak dikkate alalim. O zaman
(3.1.2) R(Z,W) nin E[W] icindeki carpanlara ayriligini tam olarak verir. Her
I<isn  igin v(6;), F[W] iginde R(Z,W) nin uygun bir monik indirgenemez

carpamnin kokidir R(Z,W) nin monik indirgenemez carpanlar, uygun 1<i<n
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icin F tzerinden v(6;) nin minimal polinomu olmalidir. kiW)e F[W], v(8,) nin F

uzerinden minimal polinomu olsun. O zaman her 6€G icin

k{v(e0,))=k(ov(8,)=ok(v(0,)=0 Buradan, G grubu {6,,0,,.,6_} (zerine
gecisli etkidiginden T<izn igin k(v(6;)) =0 dir. Bu nedenle v(8,), ,v(6,), F
tzerinde aym1 minimal polinoma sahiptir h(Z,W), C[Z, W] icinde R(Z,W) nin
herhangi bir indirgenemez carpani olsun. Gauss lemasindan h(Z W), C(Z)[W]
icinde de indirgenemezdir. h(Z,W), W ye gére monik polinom kabul edilebilir.
Bu nedenlerden dolayr h(Z,wW), kW) polinomuna esit olmalidir ve dolayisiyla v
;) nin  minimal polinomudur Bagka bir deyisle RZW), C[Z,W] icinde €

nin sifirdan farkl bir elemaninin  carpimi farkiyla yalniz bir indirgenemez
elemana sahiptir. Boylece, n nin uygun bir g béleni iin

RZW)=(-1)"ul [h(z, w)]* (31.3)
olur. R(Z,W) ifadesinde satirlarin yerleri degistirilirse,
R(ZW)=(-1)""Res, (v(t)-W, u{t)-Z)

olur ve q, m ninde bir bélenidir. (3.1.2) esitliginden n= der,, REZW) dur g
nun C{u()vit) dzerinden C() cisim genislemesinin  derecesi oldugu soyle
gortilebilir.

[ct): clule), vien][clult), vit): cue)] = [ce): cut)] = n

dir. iki polinomun ortak garpani varsa resultantlarimin sifir olmasi, resultantin
temel ozelliklerinden birisidir. Buradan,

Rlu(t),v(t)=Res, (u(s)-ult),v(s)-v(t) =0

olur. Ciinkii s-t, u(s)-uft) ve v(s)-vit nin ortak carpamdir (3.1 3) esitliginden
h{u(®,vith=0 dir. Aynica u(t), C tizerinden agkin oldugundan h(ut),W),C{u(®)[w]
icinde indirgenemez polinomdur. Bu nedenle h{u(t),W), Clu(t) tizerinden v(t
icin minimal polinomdur. der,, h(ZW)=[c(u(t), v(£)): Clu(t))] ve (3.1.3)
esitliginden,
deryR(Z,W)
deryh(Z,wW)

=[C(t): Clult), v(E)]

elde edilir.

RSITES!
7 UNY‘V\;KANL’;}
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Sonug 3.1.2. u(t) ve v(t) nin dereceleri aralarinda asal ise R(ZW), C[Z, W]

icinde indirgenemezdir.

ispat. der u{®)=n, der v{ty=m ve (m,n)=1 olsun Onceki teoremden g|m ve q|n
dir. Bu takdirde g=1, ve REZW)=h(ZW) olur. Dolayisiyla R(ZW)
indirgenemezdir.

Sonu¢ 3.1.3. R(ZW) nin lineer terimlerinin (dereceleri bir olan terimlerin )
toplamu sifirdan farkli ise R(Z,W) C[Z, W] icinde indirgenemezdir

Ispat. (3.1.1) determinantinda Z, W yerine  sifir yazilirsa matrisin  son
kolonunun yalnizca sifint oldugu goralir Bu nedenle R(0,0)=0 dir. R(ZZ,W) nin
sabit terimi sifir oldugundan Teorem 3.1.1 h(ZW) nin de sabit terimi sifirdir.
Béylece [h(Z,W)]? nun en kiigiik dereceli teriminin derecesi q dan biiyuk
veya ( ya egit olmalidir. Hipotezden R(Z,W) nin en kiiciik dereceli teriminin
derecesi bir dir ve R(Z,W) indirgenemezdir.

Teorem 3.1.4. u(t), vit), C uzerinden sabit terimleri sifir ve der u(t)=n,
der v(t)=m olan iki polinom olsun. n21 veya m21 ise R(ZW) asagidaki gibidir.

RIZ,W)= (-1)*1 Res, ( — (;:) ,V(z ) vy Z - uW)H(Z , W ye

gore vyiitksek dereceli terimler).

Ispat. n=0 veya m=0 ise teoremin dogr‘ulugu.kolayca goriltr: Bu nedenle nx1
ve m 21 kabul edelim. Sonug 3.1.3 Gn ispatindan R(Z,W) nin sabit teriminin
sifir oldugu gozlenebilir. Z nin katsayisi,

d R(Z, W)
_’“é"“g"_ Z=0,W=90

ile hesaplanir.

R(Z,W) nin kismi tirevi, R(Z,W) ifadesinde sirasiyla her satinn  tirevinin
alinmastyla elde edilen (m+n) tane determinantin toplamidir. Z=W=0 yazilirsa
(3.1.1)  determinantinin m-inci  satinnin turevlenmesiyle elde edilen

35




determinant hari¢ digerleri sfir olur. Bu determinantin sifirdan farkli tek girdisi
-1, son kolondadir ve determinant bu kolona gore aciiy. m-inci satir ve
{m-+nj-inci kolon silinerek elde edilen minoriin  de son kolonunda  sifirdan

farkli - tek bir girdisi vardir. Bu girdi, v, dir ve mindrin  saginda en allta
kosededir.
Un Up—1 uy 0 b
0 Up Upn—1 uq 0 0
0 0 0 0 -1
Vm Vm—1 V1 0 0
0 Vo V-1 vy O
determimantinin degeri
: u(t) vt )
(-1)"*1v, Res, ( , )
t t

dir. Bu ifade Z nin katsayisini verir. Benzer islemler W icin yapilirsa W nin

katsayisi,

Un up-1 ug 0 0 0

0 Un Un— uz 0

0 0 0 up up-q ui 0

V'm Vm—-1 V1 0 #] 0

0 Vm  Vm-1 vy O 0

0 0 0 0 0 0 -
determinantidir ve bu determinantin degeri

uf{t) vt )
-1)""u; Res, ( () , ( )
t t

olarak elde edilir.

Daha once Teorem 2.6.9 de a, nin agirhg n-i, by nin agirh m-j olmak

Uzere R(Z,W) nin mn afirhkh izobarik oldugunu gordik. R@ZW) yi Z ve W ye




gore polinomlar olarak dikkate alalim. der u(t)=n ve der v(tt=m olmak tizere Z
nin agirhigni n, W nin agirh@ni m tanimhyalim. 2* W3, RZ,W) icinde sifirdan
farkli bir katsayrya sahip ise ni+mj<mn dir. RZ,W) nin  ni+mj =mn agrhkh
rijZiWj terimlerinin toplamma R(Z,W)'nin bas kismi denir ve R*(Z,W} ile

gosterilir

Teorem 3.1.5. R*(ZW) yukanda oldugu gibi tanimlansin, n21 veya m>1
olsun d, m ve n'nin ortak bélenlerinin en buytugu olmak tzere,

RT(ZW)= Res, (U, t*-Z,v, t™-W)=(-1)" (un/dwn/dyn/dzm/d)d
dir

ispat. n=0 veya m=0 ise teoremin dogrulugu kolayca gortlir. Bu nedenle n>1
ve mz1 kabul edelim R™(Z,W) nin her teriminin katsayisinin agrh@ sifirdhir.
Boyle bir katsayr yalniz u,ve v icerir. Bu (3.1.1) ifadesinde u,=u, =
=0 yazarak R*(Z,W) hesaplanabilir anlamina

~=Uy g =0 ve vy=v, = =v o

gelir. Yani,
R™ (Z,W)=Res, (u_ t"-Z,v_t"-W)

dir.  Abhyankar teoreminin ispatindaki ydntemi izleyelim E, wu t"-Z
polinomunun F=C(Z) tizerinden pargalanig cismi olsun. Bu takdirde w, birimin
n-inci itkel kéki ve 8eE olmak tizere,

u, 1" -Z=u, t- © )t o 8). (t- o™ 16)(t-0)

dir. L= o™ olsun. O zaman, { birimin (n/d)-inci itkel koki olur.

18]

RY(ZW) =(-1)"y" [(W-v, (06 )"

l=
n

=0mu® [T [(wev e ™

1=1

fry

=(-1)PuR [WS yn/dg ™/

I

=(-1 )n (u;ﬂ/de/d-Vi/dZm/d)d




3.2. iki Degiskenli Polinomlar icin Ters Bulma Formiilii

Bu bélumde, C[x,y] halkasinin verilen C-izomorfizmlerinin tersleri igin

resultant kavramina bagh olarak bir formiil elde edilmeye caligilacaktir.

Teorem 3.2.1 B, «, vy, & €C olmak tizere

0(zy)=flx;,x,)= ox,+Px, +yiksek dereceli terimler

Mz, =glx,,x)= ¥ xq+8x, +ylksek dereceli terimler,

polinomlar ile verilen ¢:C[z,,z,]5C[x,,x,] C-izomorfizmini  dugiinelim.
0
J=00-fy, c=Ress(f(2’s),~g$), d=Resg(—— (SSO) g(i )) ve n=der f{0,s),

k=der f(s,0) olmak lizere ¢ nin tersi asagidaki formiiller ife verilir,

1 _ (_1)1’1+l i )

o " (x;) = e Res (f(0,9)-7,8(0,5)-z,)
-1 _ (—1)* . i

07 (x,) = a Res, (f(s,0)-z,,g(s,0)-z,).

Ispat. 7; :C[x,%,]>C[t] , 7, (x))=0 ve n, (x,)=t ile tanimlanmusti. m,¢’nin
cekirdegi tek uretecli idealdir ve C[z,,z,] nin Cek =m0 icindeki her
indirgenemez elemani Cek =,¢ igin treteg olarak alinabilir ¢7*(x,) nin boyle

bir eleman oldugu aciktr.
R(z,,z,)=Res _{f0,s)-z,,8(0,9)-z,)
olsun. ki polinomun lineer bir carpani varsa resultantlan sifirdir. Bu nedenle,
Tty ¢(R(z1,z, N=Res _(f(0,s)- (0,1),8(0,s)- g(O,1)) =0
dir. Cunkii st polinomu f(0,5)-f0,0) ile g(0,s)-g(0,t) nin ortak carpanlandir

Boylece,
Riz,,z, )eCek mt; 9

dir. $imdi R(zy,z;,) nin C[z,,2,] icinde indirgenemez oldugunu gosterecefiz.




ut)=f(0, ve v(t)=g(0,1) olsun. O zaman C[t], C[u(t)] Uzerinde ranki

der u(ti=n olan bir serbest modildir, ve bdylece [C(H):Cuth]=n  dir. 71 ¢
orten oldugundan  Clu(t),w(t)]=C[t] dir Boylece Clu®vth=Clt} ve
[cue)w(t))xclu(t)}]=n dir. Rizy,z,), z, ye gore katsayilan Clz,] iginde
olan polinom olarak dikkate afinirsa, R(z;,z,) nin derecesi n ve bagkatsayist
-1)"u" dir. Burada u,, u(t) nin bagkatsayisi ve m=der g0,0 dir. Yukandaki
paragrafta R(u(t),v(t)=0 oldugunu gorditk Boylece R(u(t),z, ), sifirdan farkh bir

sabit carpan farkiyla C(u{t)) tizerinden v(®) nin  minimal polinom olmaldur.
Sonug olarak, Ru(t),z,), Cu)fz,] iginde indirgenemezdir. ut) C tzerinden

askin oldugundan R(z,,z,), C(z,)[z,] icinde indirgenemezdir. R(z,,z,) katsayilars
([z,] iginde z, e gore polinom olarak dikkate alinirsa, bagkatsaytst (-1)"u]}  dir.
Bu nedenle R(z,,z,), C[z,][z,] =C[z,,2,] icinde indirgenemezdir |

Sonug olarak, Riz,,z,) ve ¢7*(x;), Cek m,¢ asal ideali icin Gretegtirler
Baylece uygun A, eC-{0} icin ¢ '(x;)=MR(z,,z,) veya

%, =M OR(Z,,2, ) (3.2 1)
dir. Teorem 3.1 4 ve bu esitlige ¢ uygulanirsa,
R(z,,2,)=(-1)" 8 2;-B 73]+ 21,2, ye gore yuksek dereceli terimleri
O(R(zy,z, N=CD" ¢ Ix 1+ x,, x , ye gire .. (3.2 2)

elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) denklemi karsilagirhrsa x,=A(-1)"" ¢ Jx,

sonucuna vaniir ve buradan,

(_. )n+l

0t (x,) = o Resc(f(0,s) — z1,8(0,8) — 23 )

formilii elde edilir Diger formil benzer sekilde elde edilir.

3.3. Cok Degiskenli Polinomlar icin Ters Bulma Formiilii

Bu balumde Clx;, x5, . ., x,] nin bir otomorfizmi igin ters otomorfizmi

veren bir formil elde edilmeye caligilacaktir. Oncelikle minimal polinom
kavrami verilecek daha sonra bu kavram kullanilarak verilen bir otomorfizmin




stir polinomlan ile tekturlis belirli  oldugu ispatlanacaktir. Sonug olarak, iki
degiskenli polinomlar halkasi ve  cok degiskenii polinomlar halkast Gzerinde
tanimlanan otomorfizmler igin ters bulma formulir yer alacaktir.

Lema 3.3.1. £,,f,, .. .,£.€C[xy, %5, ..., %,_4] n-1 i cebirsel bagmsiz
polinomlar ise h(f,, £,, .., £, )=0 olacak bi¢imde sabit carpan farkiyla tek
tirld belirli indirgenemez bir hix,,x,, . ., x.)e C[xl, Koy oo an] vardir

Ispat. f;,...,f, nin cebirsel bagmh oldugu agktir Bu nedenle, h
polinomunun varhg sdylenebilir. Genelligi bozmadan £,,£,, . .., £, _; cebirsel
bagimsiz almabilir. k(f,,£,, .., £,)=0 olacak bigcimde bagka bir indirgenemez
kixy, x5, ....,x;) polinomu varsa Resy (hK=R(x;,x,, ..., %, ) igin
R(£,,£5, ..., £4.)=0 dw. £, ,£,, .., £ ; in cebirsel bagmsiz olmasi
R{xy,%5, . .,%X,_1)=0 olmasini  gerektirir. Bu ise h, k nmn
Clxy, %y, oo oy Xy 1) [%n] icinde sabitten farkli ortak carpaninin olmasini

gerektirit. Boylece k, Clxy, x5, ..., x,-1)[%4] icinde sabit degildir ve k
indirgenemez polinom oldugundan uygun bir ce C* i¢in k=ch dir

h polinomuna £,,£,, ..., £, polinomlannin, C[x;,x,,. ., x,]| icinde
minimal polinomu denir.

lema 3.1.2. C[xl, Koy oo ,xn] =C[f,,£,,...,£,] olacak  bicimde

£={f,, £f,, ..., E) Clxy, %o, ... X nin  bir  otomorfizmi  ve
f“lzg:(gl,gz,...”.,gn) olsun. Bu takdirde, her i=1,. . . ,n igin

1 £ (0%, Xy 0,005,000 Xp)
f2 (xl,x2, s 'Xi—lfofxi+lf oo 'Xn)
fn (XI,X2, [ ,Xi_l,o,_Xi+l, e ,Xn) (331)

n-1 i cebirsel bagimsiz polinomlardir.

2) gilxy, %5, ..., xy), (3.3.1) de verilen polinomlar icin minimal polinomdur.
lSpat. 1) C[Xl’ L Xi“l' Xi+1 .oy Xn] =

C[fl(xlf RS TS LR ST TRREEE VPR N S PERETE S S P S TS P ,xn)]
oldugundan ve xy,x%,, . ..,%4.7 . X{,1,%i,2,...,%, cebirsel bagmsiz

elemanlar oldugundan (3.3.1), n-1 cebirsel bagimsiz eleman icerir
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2) g otomorfizm oldugundan
il £y (xy %y, axy), o £ (%, Xy, 0, X)) =X
dir g; indirgenemez ve
Bilfa Xy, %0, 0, %00, K g (g, X5, 0, %5, X 1=0

dir. (3.3.1) de verilen polinomlar Lema 3.31 in kosullarini saglar Bu nedenle,
bu polinomlar igin g, (x;,x,, . . .,x,) minimal polinom olur

Teorem 3.3.3. £=( £, £,, ..., £, ):Clxy, %5, .., %)= Clxy, x5, . , Xg)

ve f:_(fl,m.‘.,fn) : C[xl, Ko, oo, xn] - C[xl, Kopov o, xn],
£,00,%,, ..., %) = fl(o,xz, C o Xy
£1(x3,0 , .. .,x) = £,(x,,0,...,%)
£, (Xl'"x2' . anier) = E10x,%, 0 %,00,0)
fn(xl‘!xzr - - :xnmll: 0) = E,(x3, % 4. %, 1,0

olacak bicimde iki C-otomorfizm olsun. Bu takdirde, £=F dir.

ispat. £ '=g=(5,,8,,..8,), f'l=g=(gl,...ﬁ,gn) olsun. Lema 3.3.2 ye gire g;

ve g, her ikisi de

fl (Xl,xz, oo ’xi—l’ O’Xi+l' o ,Xn)
f2 (X]_rxzr "o "rxj_-llorxj__'.]_r e an)
fn (Xlrxzr v rxi-}_r O:Xi+li CERTNC | Xn)

icin minimal polinomlardir. Boylece lema 3.3.1 e gore her i=1,2,.,n
icing;=a;g; olacak bigimde a;eC* vardir. Dolayisiyla her j=1,2,..,n icin
xy=f;(2181,3385 42,8,) dir. Bu ifadede sirasiyla x,,x,, ..,x, yerine

£, £, ..., £, yazilrsa, her j icin

fj (XI,XQ, BT Xn) =f' (alxl,azx‘z,,anxn)

41




elde edilir. f tersinir oldugundan, 1<isn, f; de x; nin katsayisi  sifirdan farkii
olacak bi¢imde bir j vardir. k=i olacak bigimde k secelim.

f] (X]_; er e Xk_lr lek.i.lf""'f xn) = fj (xlf xzf”""l X]{..]_: Or Xk.g.j_r KRN Xn)

=f; (a1, ax,, ., A-1¥e10 0 @y aXepn s o 3gxy)

igitliklerinde x; nin katsayilar karsilagtinlirsa a;=1 elde edilir. Boylece g=g ve
f=£ dir.

Teorem 3.3.4. £=(fy, ..., £k C.[xl, Koy, xn] — C{xl, KXo, oo, xn] bir

. . -1 . .
C-otomorfizmi  ve f =8=(g1, .., 84 olsun. Kabul edelim ki
hiey %5, ., %n),

Fr 1uXp0 %1, 00%5,,, .. ' %p)

f2 (Xlrxz.r R in-lr lei+1: e lxn)

frn XKqsXg, oo %5 4, 0,Xi41, ..., %)

polinomlarinin minimal polinomu olsun. O zaman 1, i-inci degiskenin yerinde
olmak iizere,

h.
8i.

1

B hl(f}_(or Or 11: 0) Ilfn(ol OIJ' lr 0))

dir.

Ispat. Lema 3.3 2 ve Lema 3.3.1 den uygun ceC* igin cg;=h; yazlabilir.

Cgl(fl L T fn) =h1(f1 L 4 £
ve x; =1 alinirsa,

c=hy((£,(0, . 0,1,0, ..,0), . ,£,0, 0,10,  0)
olur. Bu deger yukanda yerine yazilirsa g; icin istenilen ifade elde edilir.

Teorem 3.3.5. £=(f, ,£,) : Clx,y] - Clx y] , £1(0,0) = £5,(0,0) = 0
olacak bicimde C-otomorfizm olsun. Bu durumda £ _l=g=(g1, g,)

!




Rest(fl(O,t)—x,fz(o,t)-y)
Resy (£, (0,£)=£, (1,0),£,(0,t)~£,(1,0))

g, (x,y)=

Rest(fl{t,o)—-x,f2(t, 0)—v)
Rest(fl(t,O)——fl(O,l) ,fz(t,O)—f2(O, 1))

g, (xy)=
dir.

ispat. C[x, y] =C[£,, v} , £(x, )] oldugundan,
Clt]=C[£0, &), 500, t] =C[f (0, £5(t,0)
olur. Abhyankar Teoremi‘nden,
Res; (£, (0, t)-x,£,(0,t) -y)
Res{ (£, (t,0)-x,£,(t,0)-y)
indirgenemezdir. Bu resultantlar sirasiyla,
(£1(0,y), £5(0,y)), (£,(x,0), £5,(x,0)),

icin minimal polinomlardir. Teorem 3 3 4. kullanilirsa g; (x,y) ve g,(x,v)
igin istenen formiiller elde edilir.

Sonug 3.3.6. £=(£, ,£,) : Clx,y] = Clx,y] , £1(0,0) = £,¢0,0) = 0
olacak bicimde C-otomorfizm olsun n=der £, O, k=der £, (£,0) ve
J=d(f,,£,) /d(x,y) olmak uzere,

Res, (£5(0,t)-£;(1,0),£,(0,t) -£,(1,0))

- (_1)n+ll Rest( f]_(:,t) ’fz((;:t) )

Res. (£, (t,0)-£,(0,1),£,(t,0)-£,(0,1))

(fl(t,O) £,(t,0) )

=(_l)kj Rest F)
t t

dir.

Ispat. Teorem 335 ve Teorem 3 14 karsilagtinlarak goriilebilir.
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4. TARTISMA

k bir cisim oimak uzere katsayllan k iginde olan  ¢ok degisken
polinomlardan olusan klx;, x,, ..., x,] halkasinin yapisi ve bu halka ile ilgili
problemler pek cok matematikgi icin ilgi oda@ olmustur. klx;, %, .. ., %]
nin yapisi ik bakista oldukga basit goriinmektedir Ancak, bu halka ile ilgili pek
gok zor ve henuz ¢ozilmemis problemler bulundugu da bir gergektir.

Cok degiskenli polinomlar halkasi k[xl,x2, . ,xn] ife ilgili aragtirma
konularindan biri de k|x;, x5, ..., x,] nin k-otomorfizmlerinin olusturdugu
Otoy (k|x1, %5, .. ., x,]) grubunun yapisinin belirlenmesidir. Bu baglamda n<2

durumunda soz konusu grubun yapisi tamamen belirlenmig olmakla beraber
n>2 icin galigmalar devam etmektedir(Nagata 1972).

klxy, %, ..., %] ile ilgili bir diger problemde Jakobyen problemi olarak
bilinen problemdir. 'k, karakteristigi sfir olan bir cisim; f,
Sy ek, %y, .., x,] ve ©f/0x) Jakobyen  matrisinin  determinantinin

sifirdan  farklh  bir sabit olmasi q):k[xl,xz,.‘ . .‘,xn]—>k[x1,x2,.‘ ) an]r
o(x;)=f; , 1<i<n, homomorfizminin bir otomorfizm olmasini gerektirir mi 2~

sorusu ile ifade edilebilen Jakobyen problemi hentiz n=2 icin dahi
cHziulememistir

Tez cahgmamizin  konusunu  olusturan  polinom halkalarintn
otomorfizmleri icin ters bulma formdilerinin, otomorfizmler grubunun yapisina
da 1stk tutacad inancindayiz. Aynca, ters bulma formulleri  elde edilirken
kullanilan  yontem ve tekniklerin Jakobyen Problemi ve benzer problemlerin
cOziimil igin yeni yaklagimlar getirecegi karnusindayiz. Bu dogrultuda, Jakobyen
probleminin hipotezini sagfayan f,,. . .f, polinomlarinin sinir polinomlannin ve

onlara kargilik gelen minimal polinomlann  aragtinlmasi  yeni  sonuglar
dogurabilir.




5. SONUC

Polinom halkalarinin otomorfizmleri icin ters bulma formtllerini konu
alan  bu calismada, jH. McKay, S5.Sui-SWang ve JYu" nun  makaleleri
incelenmis, iki ve daha cok degiskenli polinomlar halkasimin  her hangi bir
otomorfizminin tersi icin formiiller yeniden Gretilmigtir.

Iki degiskenli polinomiar halkasinin otomorfizmleri igin ters bulma formdili
resultant kavramini ve sinir  polinomlan kullanilarak elde edildikten sonra
degiskenin  sayisinin ikiden ¢ok olmast durumunda yine sinir polinomlar
kullanilarak, resultant kavraminin yerine minimal polinom kavrami getirilerek
elde edilmistir.
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6. OZET

Bu cahsmada esas amacimiz, C kompleks sayllar cismi olmak uzere
C[x,,%3,...,%,] nin bir otomorfizmi icin bir ters bulma formili  elde

etmektir. Yapilan caligmalar gostermistir ki C[x,, x,, ., x,] nin bir C
izomorfizmi  bazi &zel polinomlar yardimiyla  belirlenebilir  Soyle ki ;
Ty :C[Xl Xy Xy ]"" C[tl NI S ],

1

ni(xi)z 0 , i=j
ti-1 . D

olacak  bicimde tekturlii belidi  bir C-homomorfizmidir  fix,,x, ,. X )e

Clx, %5, ., x, ] polinomu igin my (=01, . . t,_), m, O=ft,,0, t,. .,
b1l o =ML, Lt _1,0) polinomianina f(xg,x, .. ) nin sinir
(face) polinomlar  denir ve C[x,, x,, ..., x,] nin her C- otomorfizmi bu

polinomiarla tek tirli belirlenir.

u(t20 veya v{t)20 ,der u(t)=n, der v(it)=m olmak tizere R(Z,W)=Res( u(t)-
ZVO)-W)eCIZW] t ye gore iki polinomun resultanti olarak olusturulur. Bu
kavram kullanilarak C[x,,x,] nin bir C-izomorfizmi icin ters bulma formulg

elde edilmigtir. Bu formiili asagidaki bicimde ifade edebiliriz.
B, o, v, 8 eC olmak iizere,

$(z)=F(xy,x,)= ox, +Px,+yiiksek dereceli terimler
B(zo)=glx,,x,)= v x, +8x, +yiiksek dereceli terimler,

polinomlar ile verilen ¢:C[z;,z,]>C[x,,x,] bir C-izomorfizmi olsun. J= So-By
f0,s) glo,s) f(s,0) gl(s,0)

c=Res( 5 ,——gm), d=Resq( S ,—-S-——) ve n=derf(0,s},k=derfs,0)
olmak tizere ¢ nin tersi asagidaki formiifler ile verilir,
g+l
07 (x,) = T Res(f(0,9-21, g(0,9)-22)
Jc
(-1)"

oM (x,) =

Res 4(f(0,5)-z1, g(0,s)-z3).




£1,f,, . EaeClxy, %y, .., x,_1) n-1 i cebirsel bafimsiz polinomlar ise
h(£,, £5, . .., £, )=0 olacak bicimde sabit carpan farkiyla tek tiirli belirli

indirgenemez bir hix,,x,, ..., x)eC[xy, %5, .. ., x,] vardir. Bu polinoma
£1,E5, ..., £, polinomlanmin Clxy, x,, ., %] icindeki minimal polinomu
denir.

I=(£,, 55, ..., £y, C[xl, Koy v xn] nin bir otomorfizmi ve

£'=g=( g, g, .., g, olsun Bu takdirde, her i=1, . ,n icin

Eilxy Xy, 0% 300 00X 443000 Xy
IPRE SRR CYRRRTS I SENAE SEFE VIS )
) ‘ ) (7.1.1)

ISNCSTE YIRS S VAE SPERIRRRYE Y
n-1 i cebirsel bagimsiz polinomlardir. g, (x,,x,, . ...x,) , (7.1 Dde verilen
polinomlar igin minimal polinomdur. Aynca bdyla bir  C-otomorfizmi
fl(o.rxz: e ixn) .rfl (Xllolx?.“ oo lxn) F N | fl(xlr R lxn—er) '
o a0, %, o xg), o En(xy, ., 0)polinomlan ile tektard( belirlidir
hiGxq, .. .,%,), (7.1.1) de verilen polinomlarin minimal polinomu olsun. Bu
durumda 1, i- inci degiskenin yerinde olmak tizere,

hj
8i =
hi(£,(0,0, ..1,..,0),...,.£,(0,0,..,1,.. 0))
dir.
Eger n=2 igin £, C[xl,xz,‘ . ,xn] nin bir C-otomotfizmi ise minimal

polinom kavrami kullantlarak £ nin tersi belirlenebilir.




7. SUMMARY

Our basic aim in this thesis is; to obtain an inversion formula for a given
automorphism of the polinomial ring C[x,, x,, ..., x,]in n variables over

the field C of complex numbers.
It is shown that C- automorphism of the polinomial ring C[x,, x,,. . ., %, |

are completely determined by some special polinomials. In fact, for each
i=1,2,..,n

w o Clx %, .00, %, | O T ]

is defined to be the C-homomorphism such that

o, K
tJ—]' ).

For each fx;,x, ,..x e C[ %, , x5, ..., x, | 7 (f=f0,t;, . ..,
m, =Ht,0,t, . ., t), ..y =Fl,t,, .t ,,0) are called the face
polinomials of f(x;,x, ,...x,), and a C-automorphism of C[x, , x,, ..., x,] is

completely determined by its face polinomials,
If u(t£0 or v{t)20 ,degr u=n, deg v(t)=m, we set R(Z,W}=Res( u(t)-Z,v(t)-

Wie CIZ,W] to be the resultant of the two polynomials u(t) and v(t) in t. Using

this concept, an inversion formula is obtained for a C-automorphism of
Clx,, %,] as follows,

Let ¢:C{z;,2, ] =C[x,,%, ] be a C-isomorphism such that
0(z,}=flx,,x,)= ox; +Px, +higher terms,
$z,5)=g(x,x,)= v %, +8x,+ higher terms,

where B, o, v, 8 eC. Then the inversion formula of ¢ is given by the following
formulas.
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) _ (—1)*+1
o (x,) = e Resg(f(0,s) — z1,8(0,8) — 25)

-1 _ (-1)"
O " (x,) = T Res (£(s,0)—2z1,9(8,0) -2y,

f
where j= 3o-By, c=Resq( 0,5 ,g&s—)), d:Ress(—(S—s'O—),g-(%'gz) and n=derf(0,s),

$
k=der f{s,0).

Let £,,f,,...,E, eCxy, %, ..., X,_1]  contain n-1 algebraiclly
independent polynomials. Then there exists a unique (up to a constant)
ireducible  polinomial  h{x;,x,, . .,x)eClx;, x,,. .., x,] such that
hif,,£,, ., £,)=0. Such a polinomial h is called the minimal polinomial of
fiofor iy 0 Clxgxy, o, xg]. Let £=(£,,£,, . ,f)c
clx,, Kopoo oy xn] be an automorphism and £ 8= (8,8 8
Then for each i=1,. .. n

(XX, X 50, 0,% 5.4, . » Xp)
Eolxy Xy o X 31,00 5400000, %y)
. : . (7.1.1)
Cal®y X, i %y 9,0, %555, 00, %)
contain  algebraically independent elements and g, (x,, . . . Xy ) is @ minimal
polynomial for (7.1.1). Such a C-automorphism is completely determined by
f]_(orle‘”“;xn)lfl(xlrol"”len)p--v-: fl(xlf-uqunAlro).rv ' o
Fa(0uxp, o y%y), o Ey(xg, ..., 0) . Suppose that hi(x,, . .,x.) isa

minimal polynomial for (1) Then,

g1 = =
T hi(£(0,0,..1,..,0),..,£.(0,0, . .1,.0))

where each 1 is at the i-th component

Thus we see that, if £ is a C-automorphism of Clxy, %5, .., x,], N22 the
inverse of £ can be obtained by using the concept of minimal polynomial.
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