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Damsman: Prof. Dr. Gabil ADILOV
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Bu tezdeki amacimiz konvekslik kavraminin soyutlastirilmasi {lizerine bir tiir
literatlir taramast yapmak, bu zamana kadar ortaya konmus konvekslik siniflarini
incelemek ve aralarindaki iliskileri tespit ederek ortaya konabilecek yeni konvekslik
smiflart hakkinda fikir tretmektir. Bu tezde B-konvekslik kavramina dair detayli
inceleme ve tartismalara yer verilmistir.

Bu baglamda yapmis oldugumuz ¢alismada, oncelikle konvekslik ile ilgili temel
tamim ve teoremler lizerinde durulmus, konveks kiime ve konveks fonksiyonlar tizerine
literatlir taranmistir. Konveksligin soyutlagtirilmasi yollarina deginilmis, bu alanda
gerekli temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Farkli konvekslik siniflart i¢in bir
literatiir taramas1 yapilmig ve her bir konvekslik sinifinin tanimi verilerek bazi konveks
fonksiyonlarin hiyerarsisi ifade edilmistir.

Soyut konvekslik kavramlari olan B-konvekslik ayrica ele alinip incelenmis,
B- konveks kiimeler, fonksiyonlar ve ozelliklerine yer verilmistir. Ayrica, R%de
B-konveks olan ve olmayan fonksiyon ornekleri bulunmus ve bu ornekler tizerinden
klasik konveks fonksiyonlarla B-konveks fonksiyonlar sinifinin iliskisi incelenmistir.

Bunun yami sira, tek degiskenli B-konveks fonksiyonlarin Elemanter
fonksiyonlar ailesi bulunmus ve bu fonksiyon ailesi iizerinden tek degiskenli
B-konveks fonksiyonlarin bazi1 6zellikleri incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: B-konveks Fonksiyonlar, B-konveksliklik Kavrami,
Konvekslik Kavrami, Soyut Konveks Fonksiyonlar, Soyut Konvekslik Kavrami,
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ABSTRACT
THE ABSTRACTION OF THE CONCEPT OF CONVEXITY
Yiicel DEMIRSOY
MSc. Thesis, Department of Mathematics
Advisior: Prof. Dr. Gabil ADILOV
July 2019; 41 pages

Our aim in this theisis is to make a kind of literature search on the abstraction of
convex term, to examine convex classes, revealed untill this time and to produce ideas
about new convex classes by identifying the relationship between them. In this thesis, a
detailed examination and discussion of the concept of B-convexity was given.

In this study we have done, firstly we focused on the topological definitions and
teorems and we make literatiire search about convex sets and basics of convex
functions, together. With the identificion methods for abstraction of convexity were
mentioned and necessary basic definitions and theorems in this field were given. A
literature rewiev was conducted for different convexity classes and the hierarchy of
some convex functions was expressed by given definition of each convexcity class.

B-convexcity which are abstract convexity concepts were discussed and
examined, B-convex sets, functions and properties are given. In addition, examples
were found for B-convex and non B-convex function examples in R2were found and
the relationship between classical convex functions and B-convex function class was
examined throuhg these examples.

Besides that Elementary functions family of univariate B-convex function were
found and some properties of univariate B-convex function were examined through this
family functions.

KEY WORDS:, Abstract convexty, Abstract convex function, B convexty, B-convex
function, Convexty.
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ONSOZ

2014 yilinda baslamis oldugum yiiksek lisans Ogrenciligi hayatimi bu tez ile
birlikte sonlandirmanin mutlulugunu yasamaktayim. Tez yazim siirecinde, akademik
hayat i¢cinde ve disinda hayatin getirdigi bazi1 siirprizler neticesinde yasanan problemler
karsisinda kaybettigim motivasyonun yeniden kazanilmasinda danisman hocamin emegi
coktur. Bu ve bunun gibi bir¢ok nedenden otiirii bu ¢aligmanin tamamlanmasi adina
yapmis oldugu tiim destekleri i¢in damisman hocam Prof. Dr Gabil ADILOV’a
tesekkiirlerimi sunuyorum.

Ogrenmek hayat boyu devam eden bir siire¢ ve insan olarak geride
birakabilecegimiz tek unsur belki de 6grendiklerimiz. Bu ¢alisma ile dgrendiklerimi
yanima alip yeni 6grenmeler pesinde kosma heyecani iginde hayatimi devam ettirmeyi
timid ediyorum. Bu calismanin geride biraktiklarimiza umut 15181 olmasini temenni
ediyorum.
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Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Konvekslik Kavraminin Soyutlastiriimasi
Uzerine” adli bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak
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gosterdigimi beyan ederim.

/\0310#/ {

Yiicel DEMIRSOY



[
d(xy)
B(a,r)

B(a, 1)
B*(a,r)
Int A

YigA

bd A
inf D

sup D

H(x)
L(1)
C()
QC(N)
P(1)

SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

: n boyutlu 6klid uzayi

{(Xq, X2, e, X)X = 0, 1=1,2,...n}
(X1, X0, e, Xp) X > 0, 1=1,2,...n}

: I¢ carpim

: Oklid normu

: Oklid metrigi

: a noktasinin r yarigapli agik komsulugu
: a noktasinin r yarigapli kapali komsulugu
: a noktasinin r yarigaplt delinmis komsulugu
: A kiimesinin i¢ noktalar kiimesi

: A kiimesinin y1g1lma noktalar1 kiimesi

: A kiimesinin kapanis1

: A kiimesinin sinir1

: D kiimesinin infimumu

: D kiimesinin supremumu

. Lineer alt uzay

: Hessian matrisi

: Logaritmik konveks fonksiyon

: Konveks fonksiyon

: Quasi konveks fonksiyon

: P smifi fonksiyon

vii



QW : Godunova Levin konveks fonksiyon
WQC(Il) : Wright Quasi konveks fonksiyon

JQC(I) : Jensen Quasi konveks fonksiyon

K(b) : Konveks fonksiyonlar sinifi

K (b) : m-konveks fonksiyonlar sinifi

K, (b) : n-konveks fonksiyonlar sinifi

S*(b) . Starshaped konveks fonksiyon

Y : Koordinatlara gére maksimum

° : Fonksiyonlarin bileskesi

fla : f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanisi
epif : f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi
hypf : f fonksiyonunun hypografi

dom f : f fonksiyonunun tanim kiimesi

supp (fH) :{heH|h<f}

k=1,n :k=12,...n

Conv(A) : A kiimesinin konveks ortiisii

Co(C) : C kiimesinin konveks kabugu
Coyf : f fonksiyonun H-konveks kabugu
Co"(A) : A kiimesinin r-konveks kabugu

Co®(A) : A kiimesinin B-konveks kombinasyonu
B[A] : A kiimesinin B-konveks kabugu
limsup  : Ust limit

lim inf CAlt limit

Ls : Kuratowski-Painleve anlaminda tist limit
Li : Kuratowski-Painleve anlaminda alt limit
IPH - Artan pozitif homojen

viil



InR
ICR

ICAR

. Artan radyant
. Artan ko-radyant
: Artan ve 1sinlar lizere konveks

: Ispatin bittigini gosterir.



SEKILLER DIiZiNi

Sekil 3.1. Konveks olan Ve 0lmMayan...........cccceiieiieiiiic s 10
Sekil 3.2. f fonksiyonunun grafiklistli KUMeSsi ..........coovirieiiiiiiiiiiecc e 12
Sekil 4.1.8.1. Konveks olmayan ancak quasi-konveks olan fonksiyon grafigi .............. 20
Sekil 4.2.1. Jensen Quasi konveks fonksiyon, Wright Quasi konveks fonksiyon,

Quasi konveks fonksiyon arasindaki ilisKi.........ccccoviiiiiiiiiiiiniii e 27
Sekil 4.2.2. Godunova-Levin, P fonksiyon, Quasi konveks fonksiyon, Konveks

fonksiyon arasindaki 11ISKI ......c.oooeeiiiiiiiiii e 28
Sekil 4.2.3. Starshaped fonksiyon, n-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon

ArasINAaki 11ISKI ...eeeiiiiiii i 28
Sekil 4.3.1.1. iki nokta i¢in B-konveks kombinasyonunun gosterilisi .............cc..coeu.... 30
Sekil 4.3.1.2. x4, x5, x3 noktalarinin B-konveks kombinasyonun olusumu.................... 31
Sekil 4.3.1.3. U = {x,y: 0 < x < 1,0 <y <}1} C R? KGMESi.vrvvivrrreerirnreirineneinennns 32
Sekil 4.3.1.4.V = {x,y:x,y = 0, x> + y2 < 1} C R?KIMESi .ooevevrrerirererircrirerererennns 32
Sekil 4.3.1.5. R? kiimesinde olusan B-konveks yari-uzaylar .............cccocoeveecccrerennnn. 33
Sekil 4.5.1. R? uzaymin iki B-konveks kiimeye ayrilis bigimleri..............ccocevererennnen, 36
Sekil 4.5.2. Supremum fonksiyonunu B-konveksligi ..........cccuvririiiniiiiieninescsens 37



GIRIS Y. DEMIRSOY

1. GIRIS

Matematigin 6nemli alanlarindan biri olan konveks analiz, 6zellikle son yillarda
yapilan c¢alismalar neticesinde, hiz kazanmis ve yeniliklere agik hale gelmistir. Glinliik
hayatta konvekslik kavraminin uygulama alanlari oldugu kadar bilimsel hayatta da
kayda deger sekilde ¢alisma alan1 bulmakta ve 6nemini gittikge arttiran bir konu haline
gelmektedir. Konveks analizin uygulama alanlar1 olarak Optimizasyon Teorisi,
Esitsizlikler Teorisi, Matematiksel Ekonomi, Yo6neylem Arastirmasi 6rnek verilebilir.
Bu alanlarda konveks analiz bir ¢aligma alani olarak ilgi toplamaktadir.

Bu tezde ise konvekslik kavrami iizerinde durularak, konveksligin bir dal1 olan
soyut konvekslik kavramina yer verilmistir. Soyut konveks analiz son zamanlarda
oldukga 1lgi toplayan bir konu haline gelmistir. Uygulama ve teorik ¢aligmalarin lirettigi
sonuglar neticesinde konvekslik kavraminin soyutlastirilmast zorunlu hale gelmistir.
Topolojik soyut konvekslik, fonksiyonel soyut konvekslik seklinde yoOntemlerle
genellestirme yapilabilmektedir.

Bu tezde oOncelikle temel tanim ve teoremlere yer verilmis, konvekslik
kavraminin temelinde farkli kombinasyonlar olusturulmus ve bunun iizerine tanimlanan
konveks kombinasyon ve konveks kiime tanimlanmig, grafikiisti kiime (epi(f))
yardimiyla konveks fonksiyonlar tanimlanmaigtir.

Ornegin;

m
X1, X2, Xm € R*" 4,45, ..., 4, € R ve Z/li =1,4; > 0olmaklizere
i=1

Aix + A,xy + -+ A, x,, noktasina xq, X, ... X, noktalarin konveks kombinasyonu
denir.

m

C c R"olmak lizere, eger V x4, %y, ..., X, € C Vez A;i =1, 4; = 0 sartin1 saglayan
i=1

m
V A4, 5, ..., 4, € Ricin Z/lixi € C saglaniyorsa C kiimesine konveks kiime denir.
i=1

Bagka bir deyisle C kiimesinden olan noktalarin konveks kombinasyonlar1 da C kiimesi
icerisinde kaliyorsa C kiimesine bir konveks kiime denir.

Grafikiistli kiimesi konveks kiime olan fonksiyonlara konveks fonksiyon denir.
Bir bagka deyisle bir f : R" — R fonksiyonu i¢in epi(f) kiimesi R"*? uzaymda konveks
ise f fonksiyonuna R" uzayinda konvekstir denir.

Bu tanimlamalar yapildiktan sonra soyut konvekslige ait temel Ozelliklere
deginilerek soyut konvekslik bi¢imleri i¢in literatiir taramasi yapilmistir. Goriilecegi
tizere ¢ok sayida farkli konveks fonksiyon sinifi iiretilmis olup yeni simiflarin
iiretilmesine de agik durumdadir. Bu ¢alismada iiretilen konveks fonksiyon siniflar1 ve
calismalari iizerinde durulmustur.
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Ornegin;

I, reel sayilar igerisinde bir aralik olsun. Eger bir f - / — R, , fonksiyonu igin
log f konveks oluyorsa, yadaV x,y el ve te[0,1] i¢in

f(x+@1-t)y) <[ F )] [F ()]
esitsizligi dogru ise f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

| cR vef: 1 — R bir fonksiyon olsun. Eger V X,y €| igin

f(xzngmax{f(x)’f(y)}

esitsizligi dogru ise, f fonksiyonuna Jensen Quasi konveks fonksiyon denir (Dragomir,
Pearce 2000).

Eger,l cRvep:1— R, fonksiyonuV x,yel ve 26[0,1] igin

p(Ax+(1-2)y)< p(x)+p(y)
esitsizligi dogru ise, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon denir (Singer 1997).

Uc R*vef:U—> R U {two} olsun. Eger, epif kiimesi B-konveks ise
f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir (Adilov 2006).

Bu tip baz1 konveks fonksiyon siniflar1 verildikten sonra fonksiyon siniflarindan
bazilar1 i¢in hiyerarsik iliskiye deginilmistir. S6z konusu hiyerarsik iliski i¢in tiim
konveks fonksiyonlarin igine dahil edilebilecegi bir genelleme yapilmasi miimkiin
olmadigindan kendi i¢indeki hiyerarsi baz1 fonksiyon siniflari i¢in saglanmustir.

B-konvekslik de soyut konvekslik kavramlarindan biridir. B-konveks ve kiimeler
ile fonksiyonlar farkli arastirmacilar tarafindan incelenmis, ekonomi ve
esitsizlikler teorisi alanlarindaki uygulamalar1 iizerine ¢esitli calismalar yapilmistir.
Tezde bu soyut konvekslik sinifinin incelenmesine ayrica yer verilmistir. Bunun yani
sira, R%Z de B-konveks oldugu ispatlanan fonksiyonlar ornekleri bulunmustur. Bu
fonksiyonlar daha genis bir aile olusturarak, Yesilce’de verilen ornekleri de
icermektedir. Bu oOrnekler iizerinden B-konveks fonksiyonlar sinifi ile klasik
konveks fonksiyonlar arasindaki iliski arastirilmistir.

En sonunda, tek degiskenli B-konveks fonksiyonlar i¢in Elementer fonksiyonlar
bulunmus ve bu fonksiyonlar {lizerinden tek degiskenli B-konveks fonksiyonlarin bazi
Ozellikleri incelenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Konvekslik kavrami, M.O. 250 yilinda Achimedes’in 7z’nin hesaplamasina
kadar uzanabilecek bilinen bir kavramdir. Ancak matematik diinyasinda yer almasi
19.yy. sonunu bulmustur. Ilk kez Hermite tarafindan 1881 yilinda elde edilen bir
sonucun, Mathesis adl1 dergide 1883 yilinda yayinlanmasi ile birlikte ortaya ¢ikmustir.

Birgok matematik¢i konveks fonksiyon ve esitsizlikler teorisi ile ilgili birgok
caligmaya imza atmislardir.

e Inequalities (Hardy, 1952)
e Inequalities (Beckenbach ve Bellman, 1961)
e Analytic Inequalities (Mitrinovié, 1970)

e Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivative
(Mitrinovi¢, 1991)

e Clasical and New Inequalities in Analysis (Mitrinovi¢, 1993)
e Mathematical Inequalities (Pachpatte, 2005)
e Convex Functions and Their Applications ( Persson, 2006)

Bu kitaplarin yani sira bir¢ok doktora ve yiiksek lisans tezinde de bu g¢aligmalara
rastlamak miimkiindiir.

Oncesinde de soylendigi gibi konveks fonksiyonlarn tarihi c¢ok eskiye
dayanmak ile birlikte baglangict 19. yiizyilin sonlari olarak gosterilebilir. 1893’te
Hadamard’in caligmasinda agik¢a belirtilmese de bu tiirden fonksiyonlarin
temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde konveks fonksiyonlari ima
eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak
1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan c¢alisildig1 ve Jensen’in bu oncii
calismalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi
kabul edilmektedir. Beckenbach and Bellman (1961) ve Mitrinovi¢ (1970) gibi pek ¢ok
arastirmaci, konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele
almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri igeren ilk kaynak 1987
yilinda Pecari¢ tarafindan yazilan ‘Convex Funtions: Inequalities’ adli kitaptir. Ayrica
Roberts ve Varberg (1973), Pecaric et al. (1992), Niculescu ve Persson (2006) gibi pek
cok kisi konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgi ¢ok sayida c¢alisma
yapmiglardir. Bu ¢alismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Bu calismada farkli konveks fonksiyon incelenmistir ve Ozellikle B-konveks
fonksiyon iizerinde durulmustur. B-konvekslik kavrami ise ilk kez 2004 yilinda W.
Briec ve C. D. Horvath tarafindan yayinlanan makalesinde ortaya konmustur.

2008 yilinda ise W. Briec ve C. D. Horvath tarafindan, matematiksel analizde
onemli yere sahip sabit nokta teorisi ile ilgili ¢alismalar B-konvekslik kavrami igin
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yapilmistir. Bu caligmalar 1s18inda kompakt B-konveks kiimelerin siirekli dontistimler
icin sabit nokta Ozelligine sahip oldugunu ispatlamislardir. B-konvekslik ig¢in
Fan-Browders sabit Nokta Teoremi ve Kakutani Sabit Nokta Teoremi’ni ifade
etmiglerdir. Soyut ekonomideki kararliliklarin varliginda 6nemli rollere sahip olan
Ky-Fan Esitsizligi ve Nash Kararhiliklarimin  Varligimi  ispat  etmislerdir.
Berge Maksimum Prensibi’nden yararlanarak B-konvekslik i¢in Shafer-Sonnenschein
Teoremi’ni vermislerdir. (Briec, Horvath 2008)

B-konveks kiime teorisi ekonomi ile ilgili yapilan c¢alismalarda duyulan
gereksinimlerden sebeple iiretilmistir. Ekonomide yapilmis c¢alismalar pozitif reel
sayilar ile gerceklestirildiginden ve bu uzayda B-konveks kombinasyon taniminin
acik bir analitik gosterime sahip olmasindan dolayi, ekonomi alaninda yapilan
caligmalar R} uzayinda da devam ettirilerek genellestirilmistir.

B-konveks kiimeler matematiksel ekonomide dnemli bir yere sahip oldugundan,
birgok ¢alismada hem teorik olarak hem de bu uygulamalari ile birlikte ¢alisiimaktadir.
Ayrica, W. Briec, B-konvekslik kavraminin uygulamalari ile birlikte ¢alisilmalarina
devam etmektedir. Bu kavram c¢esitli genellestirmeler yapilarak tim R™ uzayinda
incelenmistir. Bir takim cebirsel 6zellikler verilerek, iist yar1 kafes yapisi incelenmis, B-
konveksligin genisletilmis bir tanimi verilerek, sekiller {izerinde gorsel olarak
yansitilmistir.  B-konveks fonksiyon ve B~!konveks fonksiyonlarin Esitsizlikler
Teorisinde de farkli uygulamalari vardir. Bu alanda gok sayida ¢alisma G. Adilov ve 1.
Yesilce tarafindan 2016 yilinda yapilmistir (Adilov, Yesilce 2016).

Oncelikle konveks kombinasyon kavrami ile konveks kiime, grafik iistii kiime
tanimlanmistir.  Grafikiisti  kiimenin (epigraf) konvksligi ile fonksiyonlarin
konveksligine  gecis  yapilmaktadir. Bu baglamda konvekslik  kavraminin
soyutlastirilarak elde edilen fonksiyonlardan biri olan B-konveks fonksiyonlar

Co”(A)=1limCo'(A) seklinde ifade edilmis A kiimesinin B-konveks kombinasyonu

tanimi1  yardimiyla ~ R™  kiimesinde  B-konveks  kiime, bir  kiimenin
B-konveks kabugu ve bu iki kavramin Ozellikleri ile birlikte verilmistir. Bir A
kiimesinin B-konveks kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul bir A € R} kiimesinden

alman Vx,x,e A ve vVt e[O,l] i¢in tx, v X, € A olmasi sonucunu dogurmustur. B-

konveks kiimenin i¢i ve kapanismin B-konveks oldugu belirtilmistir. B-konveks
kiimelerle ilgili calismalar G. Adilov ve A. M. Rubinov tarafindan devam ettirilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Topolojik Temel Kavramlar

x = (xq, X3, ..., Xn) seklindeki tiim reel say1 n-lilerinin olusturdugu kiimeyi R"
ile gosterelim. Boylece x = (X1, X, ..., %), ¥ = (¥1, V2, -, V) € R™ ve A € R olmak
tizere asagidaki toplama ve bir skalerle carpma islemlerine gore R™ kiimesi bir vektor
uzay1 olur;

L X+Y = (X, X2, 00, X)) (Y1, Y20 oo V) = (X1 F Y1,X0 + Yo F oy X+ Yy)
. Ax = Ax1,X5 ooy Xp) = (AXq, AX5 ..., AXy)

Herhangi iki x = (xq, x5, ..., X)), ¥ = V1, V2, -, Yn) € R™ degiskenlerine bagl
bir fonksiyon tanimlayalim:

n

()= xy (3.1)

i=1
seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur yani asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 3.1.1. Herhangi iki x, y € R™ ve 1 €R igin

. (X,X) > 0ve (x,x) =0 i¢in gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidir.
Lo (XY) =(y.x)

i (A y) =4xy)

iv. (X, y+z) =(Xy) +(xz)

gegerlidir.

Herhangi bir x € R™ elemanmin Oklid normu asagidaki bicimde tanimlanr.

IIxII==\/x12+x§+---+x,21

Bu tanimdan yararlanarak asagidaki esitlik yazilabilir.

lx 1= {x,x) =

Lemma 3.1.2. Herhangi x,y € R™ ve /1 € R igin asagidaki kosullar saglanir.
. lx Il >0vell x Il =0 icin gerek ve yeter kosul X = 0 olmasidir.
i A =141 xI
ii.  lx+yl<lxl+1yl (Uggen esitsizligi)
iv. 1W< x Iy Il (Couchy-Scwartz esitsizligi)
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Herhangi iki x = (x4, %3, ..., %), ¥ = (V1, Y2, -, Yn) € R™ elemanlari arasindaki
Oklid metrigi ya da uzakligs;

dix,y) =llx—yl
seklinde tanimlanir. Dogrudan tanimlar kullanilarak asagidaki esitlikler kolayca elde

edilir.
n
Z(xi —¥;i)?
i=1

Lemma 3.1.3. Herhangi x, y, z € R" i¢in asagidakiler gegerlidir.

dx,y)=llx—-yll= J{x—y,x—y) =

i. d(x,y)>0ved(x,y) =0 igin gerek ve yeter kosul X =y olmasidir.
. d(x,y)=d(y,x)
iii.  d(x,z)>d(xy)+d(y,z) (Uggen esitsizligi)
Tanim 3.1.1. Herhangi bir a € R" noktasinin r > 0 yarigapli komsulugu asagidaki gibi
tanimlanir.
i. B(ar) ={xeR™:llx—all <r},ackkomsuluk
ii. B(ar)={x€eR":lx—al <r},kapali komsuluk
. B*(ar) = {xeR*":0< lx—all <r}=B(ar)\{a}, delinmis komsuluk.
Tamm 3.1.2. A € R" ve a € A olmak iizere , eger F ¢ > 0 Oyle ki B(a, ¢) € A

gercekleniyor ise a noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. A kiimesinin tiim i¢
noktalarinin kiimesi intA ile gosterilir

Tamm 3.1.3. A € R" olmak {izere, eger A kiimesinin her noktast A kiimesinin bir i¢
noktasi ise A kiimesine R" uzayinda bir agik kiime denir.
Lemma 3.1.4. Bir A € R™ kiimesi i¢in asagidaki dnermeler denktir.
i.  Akiimesi agiktir.
ii. Va€Aigin Fe> 00dyle ki B(a, ¢) A gegerlidir.
. IntA=A
Tamim 3.1.4. A € R" olmak tlizere, eger R™ \ A kiimesi bir acik kiime ise A kiimesine
kapal1 kiime denir.
Lemma 3.1.5. R" uzayindaki acik ve kapali kiimelerin kesisim ve birlesimlerine dair
asagidaki onermeler dogrudur.
I.  Herhangi sayidaki a¢ik kiimenin birlesimi agiktir.
ii.  Sonlu sayidaki a¢ik kiimenin kesisimi agiktir.
iii.  Herhangi sayidaki kapali kiimenin kesisimi kapalidir.

iv.  Sonlu sayidaki kapali kiimenin birlesimi kapalidir.
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Tamim 3.1.5. ¥k €N icin x;,, € R" saglayan bir {x;} dizisi ve bir x, € R" noktasi géz
Ontine alinsin. Eger

limllx, —xo =0
X—>00

ise, ‘{x,} dizisi x, noktasina yakinsar’ denir. Burada x, noktasina {x,} dizisinin limiti
denir. Budurum limxy, = x, seklinde ifade edilir.
X—>00

Tamim 3.1.6. A CR" ve y € R" olmak iizere, eger
Ve>0icinANB*(y,e) +0

ise, y noktasina A kiimesinin bir y1§ilma noktasi, ya da limit noktasi1 denir. A kiimesinin
tiim y1g1lma noktalarinin kiimesi Y1g4 ile gosterilir.

Tamm 3.1.7. A € R" ve z € R" olmak lizere, eger
Ve>0icinANB(z,¢e) # 0

iIse z noktast A kiimesinin bir kapanig noktasidir denir. A kiimesinin tim kapanis
noktalarmin kiimesi A ile gosterilir ve A kiimesinin kapanis1 ya da kapanis kiimesi
olarak adlandirilir. Bu durumda A kapanis kiimesi elemanlar1 A kiimesinden alinan tiim
yakinsak dizilerin limitlerinin kiimesi olur.

Tamim 3.1.8. A € R" ve s € R" olmak iizere, eger
Ve>0icin ANB (s, e)# dve (R"\A) NB(s,¢) + @

ise, s noktasina A kiimesinin bir sinir noktasi denir. A kiimesinin tim sinir noktalarinin
kiimesine A’nin sinir1 denir ve bdA ile gosterilir.

Tanim 3.1.9. A € R" bir kiime olmak tizere,
IM>06yleki AcB(0,M) yani ¥x €4 icin |l x I| <M
ise, A kiimesine bir sinirli kiime denir.
Tamim 3.1.10. {x, }, R™’de bir dizi olmak iizere, eger
IM>0oyleki Yk ENigin |l x; | <M
ise {x,} dizisine bir sinirli dizi denir.

Tamm 3.1.11. {x;} , R"’de bir dizi ve {k;} kesin artan bir dogal say1 dizisi olmak
lizere {x, } dizisine {x;} dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 3.1.1. (Bolzano-Weierstrass Teoremi) Her sinirhi dizinin yakinsak bir alt
dizisi vardir.
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Tamm 3.1.12. Eger A igerisindeki her dizinin A igerisindeki bir noktaya yakinsayan bir
alt dizisi var ise, ‘A kiimesi R™ uzayinda kompaktir’ denir.

Teorem 3.1.2. A € R" olmak iizere A kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul kapal1 ve siirli olmasidir.

Tamm 3.1.13. D € R olmak {izere 7 mé& R dyle ki ¥ XE D igin m < X ise m sayisi
D kiimesi i¢in bir alt sinirdir ve D kiimesine de alttan smirli kiime denir. Benzer
bicimde FME R dyle ki ¥XED igin X < M ise ‘M sayis1 D kiimesi igin bir {ist sinirdir’
ve D kiimesine de tiistten sinirli kiime denir.

Lemma 3.1.6. Bir kiimenin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hem alttan hem
istten sinirli olmasidir.

Tamim 3.1.14. 7 # D < R kiimesi alttan siirli olsun. D kiimesinin alt siirlarinin en
biiyiigiine D kiimesinin infimumu denir ve inf D ile gosterilir. ## D < R kiimesi tistten
sinirlt olsun. D kiimesinin st siirlarinin en kii¢iigiine D kiimesinin supremumu denir
ve supD ile gosterilir.

Eger D kiimesi alttan sinirl degil ise infD = —oo | iistten sinurl degil ise supD = +oo
yazilir. Ayrica infD = —oo ve supD = oo kabul edilir.

Aksiyom 3.1.1. (Tamhk aksiyomu) R uzayindaki bostan farkli ve {istten sinirli her
kiimenin supremumu vardir, bu supremum bir reel sayidir.

Tamim 3.1.15.f: A € R" — R ve x, € A olsun. Eger
Ve > 0igin 70 > 0 6yle ki XEA, |l x — xo Il <o iken [f(X) —f(xo)I < ¢

dogru ise ‘f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir’ denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin
her noktasinda stirekli ise, ‘f fonksiyonu A iizerinde stireklidir’ denir.

Tanmm 3.1.16 f : A € R™ — R ve x, €A olsun. Eger A kiimesi igindeki limiti x, olan
tim {x,} dizilerinin f altindaki goriintiilerinden olusan {f (x;)} reel say1 dizilerinin
limitleri f(x,) sayst ise, ‘f fonksiyonu x, noktasinda dizisel stireklidir’ denir.

Tamm 3.1.17.f: A € R® — R ve x, €A olsun. Eger
F0>006yle ki YXEB(xy, 6) N A igin f(xy) < f(x)
gercekleniyor ise, ‘f, A lizerinde x, noktasinda yerel minimuma sahiptir’ denir. Eger
rx €Aigin f(xo) < f(x)
gegerli ise ‘f, A lizerinde x, noktasinda mutlak minimuma sahiptir’ denir.

Teorem 3.1.3. (Weierstrass Varhk Teoremi) K # @ kompakt bir kiime ve f: K — R
stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu K kiimesi iizerinde mutlak
maksimum ve mutlak minimum degerlerine ulasir, yani
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Ixg, Yo € Koyle ki f(xy,) =min{f(x): x € K} ve f(y,) = max{f(x) : x € K}
olur.

Tamm 3.1.18. A, B € R" kiimeleri i¢cin 4 N B = @ = B N A dogru ise A ve B kiimeleri
ayrilmistir denir. Eger bir kiime bostan farkli iki ayrilmis kiimenin birlesimi olarak ifade
edilemiyorsa o kiimeye baglantili kiime denir.

3.2. Klasik Konvekslik Ile ilgili Temel Kavramlar

Tamm 3.2.1 x4, x5, ..., X, € R* | A1, 45, ...,4,, € R olmak iizere A;xq,A5X5, ... ApXo,
noktasina x4, X5, ..., X, noktalarinin lineer kombinasyonu denir.

Tanim 3.2.2.

m
X1,X2, e, Xm € R™, 24,45, ..., 4 € R ve Z/li = 1 olmak lizere

i=1
Axy + Ayxy + -+ + Ay Xy, noktasina xq, Xy, ..., X, noktalarinin afin kombinasyonu denir

Tanim 3.2.3.

m

X1, Xz, i, Xm € R™, A4, 45, e, Ay > 0 Ve z/li = 1 olmak iizere

i=1
Mxq + Ayxy + -+ A Xy, noktasina xq,x,, ..., x, noktalarinin konveks kombinasyonu
denir.

Tanmm 3.2.4 x;,x,,...,x,, ER™ | 41,45, ..., A, > 0 olmak lizered; x; + A,x5 + -+ + Ay
toplamina x4, x,, ..., x,,, noktalarinin konik kombinasyonu denir.
Tanmm 3.2.5. L € R" olmak tizere

I. x;Xx,,€Licin x; +x, € L

ii. x€R,1 € Rigin Ax € L gergekleniyorsa

L kiimesine bir lineer alt uzay denir.

Lemma 3.2.1. L € R" kiimesinin bir lineer alt uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul x4,x, €L, 14,4, ERi¢in A;x1 + A,x, €L olmasidir.

Lemma 3.2.2. L € R" kiimesinin bir lineer alt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
L kiimesinin, igerdigi noktalarin lineer kombinasyonlarini da igermesidir.

Tanim 3.2.6. M € R", 1€ R olmak iizere Vx,y €M icin (1—-A)x+AyeEM
gercekleniyor ise M kiimesine R™ de bir afin kiime denir.

Not: x,y € R"™ olmak iizere {z € R": z = (1— A)x + Ay,4A € R} kiimesi X ve y
noktalarindan gecen dogru oldugundan afin kiimeyi bdyle de tanimlayabiliriz:
Herhangi iki noktasindan geg¢en dogruyu da igeren kiimelere afin kiime denir.

Lemma 3.2.3. M c R™ kiimesinin afin kiime olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,
M kiimesinin i¢erdigi noktalarin afin kombinasyonlarini da igermesidir. Yani,
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m m
ZAL- = 1 esitligini saglayan V 14, 4,, ...,4,, € R ve x1,x5,...,x, € M igin Zlixl- EM

i=1 i=1

olmasidir.

Tanim 3.2.7. C c R" olmak iizere, eger Vx,y € C,0 < 2 < licin (1— AD)x+ Ay eC
icermesi dogru ise, diger bir deyisle C kiimesindeki herhangi iki noktay1 birlestiren
dogru pargas1t C kiimesi igerisinde kaliyor ise C kiimesine bir konveks kiime denir
(Rockafellar 1970).

v, )

Konwveks lkoiune
Konveks olmaran kaime

Sekil 3.1. Konveks olan ve olmayan kiime

Lemma 3.2.4. C ¢ R" kiimesinin konveks kiime olabilmesi igin gerek ve yeter kosul

m m
VXx,%p, ., Xp ECve0<A; <1 (i=1,2, ...,m),z/li =1 icin zlixi € C olmasidir.
i=1 i=1

yani, C kiimesinden olan sonlu sayida noktanin konveks kombinasyonlarinin da
C kiimesinde olmasidir.

Tamm 3.2.8. K € R" kiimesine 4 € R,ve x € K i¢in Ax € K ise yani pozitif skaler
carpim islemine gore kapali ise K kiimesine bir koni denir. Eger K kiimesi ayn1 zamanda
konveks bir kiime ise konveks koni olur (Rockafellar 1970).

Lemma 3.2.5. K € R"kiimesinin konveks koni olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
A, A, > 0ve x1,x, €Kigin A1x1+ A,x, €K olmasidir.

Lemma 3.2.6. K € R™ kiimesi konveks koni belirtmesi i¢in gerek ve yeter kosul

[ee]
V X1,%X2, ., Xm EK ve A, 45, ..., 4, ER, iginE Aix; € K olmasidir.
i=1

Yani K kiimesinin, K kiimesine ait olan noktalarinin koni kombinasyonlarin1 da
igermesidir.
Konvekslik 6zelligini koruyan bazi1 6nemli islemler asagidakilerdir (Rockafeller 1970).

Lemma 3.2.7. | herhangi bir indis kiimesi olmak tizere V i € [ igin C; £ R™ kiimeleri

10
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konveks ise ﬂ C; kesisim kiimesi de konvekstir.

i€l
Lemma 3.2.8. C;, C, € R" konveks ise asagidaki toplam kiimesi de konvekstir.
Cl+CZ = { X1+x22 xlEcl, XZECZ }

Lemma 3.2.9. « € R ve C € R" bir konveks kiime ise asagidaki skaler kat kiimesi de
konvekstir.

aC = {x:x = axy,x, € C}
Lemma 3.2.10. C € R" konveks ise C kapanis kiimesi de konvekstir.
Lemma 3.2.11. C € R" konveks ise intC i¢ kiimesi de konvekstir.

Lemma 3.2.12. T : R® — R™ lineer doniisiim ve C € R"™ konveks bir kiime olsun. Bu
durumda T(C) ={y:y=T(x),x €C } goriintii kimesi R™ de konvekstir.

Tamim 3.2.9. Bir A ¢ R" kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine , yani

ﬂ{B c R"| B konvekstirve A c B }

kesisim kiimesine A kiimesinin konveks Ortiisii ya da konveks zarfi denir ve bu kiime
conv(A) ile gosterilir (Rockafellar 1970).

Lemma 3.2.13. Bir A kiimesini kapsayan en kiigiik konveks kiime, A kiimesinin
konveks ortiisiidiir. Daima A < conv(A) gegerlidir. A konveks bir kiime ise conv(4) = A
dogrudur.

Lemma 3.2.14. A c R" kiimesinin elemanlarmin tiim konveks kombinasyonlarimin
kiimesi K (A) ile gosterilmek tizere, A € R" i¢in conv(A) = K(A) gegerlidir.

Teorem 3.2.1. (Caratheodory Teoremi) A c R™ herhangi bir kiime olsun.
conv(A) kiimesinin herhangi bir elemani, A kiimesinin en fazla (n+1) elemaninin
konveks kombinasyonu seklinde yazilabilir.

Teorem 3.2.2. (Radon Teoremi) C = { x4, x5, ..., X, } kiimesi R™’de herhangi sonlu
bir kiime olsun. Eger m > (n + 2) ise C kiimesi conv(C;) n conv(C,) # @ saglanacak
bicimde ayrik iki C;ve C, alt kiimesine pargalanabilir.

Teorem 3.2.3. (Helly Teoremi) Cy,C,...,C, cR", r>=n+1 ve i = [,..,r igin
C; kiimeleri konveks olsunlar. Eger bu konveks kiimelerden herhangi (n+1) tanesinin
T

kesisimi bos degil ise ﬂ C; # @ gercgeklenir.

=1

11
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Teorem 3.2.4. (Ayirma Teoremi) M,N c R", 0 # a € R", b € R olmak {izere
vme M, Vvn €N i¢in {(a,m) < b < (a,n) esitsizligi saglaniyor ise, H = {x:{(a,x) = b}
hiperdiizlemi M ve N kiimelerini ayirir denir.

Tanmm 3.2.10. R= R U {+ o} = [—o0,+] genisletilmis reel sayilar kiimesi
olmak iizere f: R™ — R fonksiyonu igin dom(f) ={x € R": f(x) < + oo}
kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi, epi(f) = {(x,a) ER"xR: f (x) < a }
kiimesine f fonksiyonunun grafikiistii (ya da f fonksiyonunun epigrafi) denir
(Rockafellar 1970).

y

y=f(x)

epif

Sekil 3.2. f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi

Tamm 3.2.11. Grafikiistii kiimesi konveks kiime olan fonksiyonlara konveks fonksiyon
denir. Bir baska deyisle bir f: R®™ — R fonksiyonu icin epi(f) kiimesi R"*!
uzayinda konveks ise f fonksiyonuna R™ uzayinda konvekstir denir (Rockafellar 1970).

Tamim 3.2.12. Eger —f fonksiyonu konveks ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir
(Rockafellar 1970).

Tamm 3.2.13. f: R® > R olmak iizere Vx € R" icin —o0 < f(x) ve 3x, € R"
f(xy) < 40 esitsizligini saglayan bir fonksiyona has (proper) fonksiyon denir
(Rockafellar 1970).

xlnx —x,x >0

Ornek 3.2.1. f : R® — R olmak iizere f(x) =1{0 ,x =0  fonksiyonu bir
+o0 ,x <0

has fonksiyondur (Deger 2012).

Teorem 3.2.5. f : R® — R olsun, f fonksiyonunun konveks olabilmesi igin gerek ve
yeter kosul ¥ x;,x, € R* Ve 0 < A < 1 igin f(lx, + (1 — D) < Af (1) + (1 = D)f (%)
esitsizliginin dogru olmasidir (Rockafellar 1970).

Ispat: Eger x; & dom(f) ya da x, € dom(f) ise sag taraf +oo olacagindan esitsizlik
gecerlidir. Varsayalim ki x;, x, € dom(f) olsun. Oyle ise

12
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ap = f(x1) <40 Ve ay:=f(x;) <40 olup, f(x)<ay ve f(x)<ay
esitsizlikleri, esitligi hali ile saglanacagindan

(x1, f(x1)) € epi(f) Ve (x2, f(x2)) € epi(f)

igermeleri gegerlidir. f konveks ise epi(f) konvekstir. Bu sebepten 0 < 1 < 1 igin,
Al f(x1)) + (1= D) (x2, f(x2)) = (Axg + (1 = D) x2, Af (x1) + (1 = Df (x2)) € epi(f)

dogrudur ve yine bu sebepten

fx; + (1 = Dxz) < Af(x1) + (1= Df(x2)
esitsizligi gecerlidir. |

Tanim 3.2.14. Eger x; # x, ve 0 < A < 1i¢in
fQx; + (1 =Dxz) <Af(x) + (1 = Df(x2)
ise f fonksiyonu kesin konvekstir denir (Rockafellar 1970).

Lemma 3.2.15. Vi € I i¢in f; fonksiyonlar1 konveks ise f(x) = sup;¢; fi(x) seklinde
tanimlanan konveks fonksiyonlarin supremum fonksiyonu da konvekstir.

Lemma 3.2.16. Vi € {1,2,..., m} i¢in f; fonksiyonlar1 konveks ve ; > 0 olmak iizere
f(x) = a1 fi(x) + ayfo(x) + -+ apfm(x) fonksiyonu da konvekstir.

Lemma 3.2.17. f konveks ise dom(f) konveks bir kiimedir.
Teorem 3.2.6. (Jensen esitsizligi)

m
f konveks fonksiyon olmak tizere x4, x5, ..., x,, € R" ve z A; = 1igin,
i=1
fAL,x1+ A5, %0 + oo F A, x) < A f(x1) + Af(x2) + oo + Anf ()
esitsizligi gecerlidir. (Rockafellar 1970)
Ispat: Vi€ {1,2,..,m} i¢in f(x;) < f(x;) olmasi nedeniyle (x;,f(x;)) € epi(f)
gecerlidir. f konveks oldugundan epi(f) konveks kiimedir. Dolayisiyla A; = 0 ve

m
Z A; = 1 olmak lizere

Al(xlrf(xl)) + AZ(xZ' f(xz)) + -t Am(xmﬂf(xm)) € epl(f)
S(A1x1 + Axy + o+ X, A1 f (x1) + Aof (x2) + -+ A f (X)) € epi(f)
S f(Aixg + Aaxy + o+ Apxm) S A f (1) + Aof (x2) + -+ A f (X))

olur. [ |

13
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Lemma 3.2.18. I € R agik bir aralik ve a,b € I, a < x < b ve f : I — R fonksiyonu
konveks olmak tlizere;
f)-f(a) < f()—f(a) < f(b)—f(x)

x—a o b—a ~ b—x

esitsizligi gecerlidir (Rockafellar 1970).

Lemma 3.2.19. I € R agik bir aralik, f : I — R konveks fonksiyon ve ¢ € int(I) olsun.
Bu durumda ¢ noktasinda f'(c™) sol ve f'(c*) sag tiirevleri vardir ve bu tiirevler int(I)
iizerinde artandir. Ustelik f'(c™) < f'(c*) gegerlidir.

Lemma 3.2.20. ] € R acik bir aralik olsun. f : I — R ikinci mertebeden siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon olmak ftizere f fonksiyonunun konveks olabilmesi igin
gerek yeter kosul Vx € [ i¢in f"(X) > 0 saglanmasidir.

Tamim 3.2.15. f : R® — R, Q,,, bir simetrik reel matris olmak {izere f(x) = (x, Qx)
seklinde tanimlanan fonksiyona bir kuadratik form denir. « € R", b € R olmak iizere
g(x) = (a, x) + b seklindeki fonksiyon afin fonksiyondur ve tiim afin fonksiyonlar bu
bi¢imde yazilabilir. Bir kuadratik form ile bir afin fonksiyonun toplami bigiminde
yazilan fonksiyona bir kuadratik fonksiyon denir, yani kuadratik fonksiyonlar
h(x) = (x, Qx) + (@, x) + b seklinde yazilabilen fonksiyonladir (Rockafellar 1970).

Tamim 3.2.16. Q,,,, bir simetrik reel matris olmak iizere, eger Vx € R™ i¢in (x,Qx) > 0
saglaniyor ise Q. simetrik matrisine pozitif yari-tanimli matris ve (x, Qx) kuadratik
formuna da pozitif yari-tanimli form denir. Eger Vx € R™\{0} i¢in (x,Qx)>0
saglantyor ise pozitif tanimli matris ve (x, Qx) kuadratik formuna da pozitif tanimli form
denir (Rockafellar 1970).

Tanmim 3.2.17. Q bir nxn reel matris olsun ve elemanlar1 a;; ile gosterilsin.

aiq A1k
a1 Qg2 . :

e, A=
azq a22| k

A=ay, ,4; = |

(05751 N

seklinde tanimlanan 4, determinantlarima Q,,,, Mmatrisinin dncii esas mindrleri denir
(Rockafellar 1970).

Teorem 3.2.7. (Slyvester Kriteri) Simetrik bir Q,,, matrisin pozitif tanimli olmasi
igcin gerek ve yeter kosul V k = 1,2,...,n igin 4, > 0 gerceklenmesidir (Rockafellar
1970).

Teorem 3.2.8. f: C ¢ R™ — R fonksiyonu agik konveks bir C kiimesi {izerinde reel
degerli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere
f fonksiyonunun C iizerinde konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul Hessian matris
denilen

H(x) = ( o’f (x)), i,j=1,2,..,n

axian

14
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seklinde tanimlanmis simetrik matrisin Vx € C igin pozitif yari-tanimli olmasidir.

Eger H(x) matrisi Vx € C i¢in pozitif taniml1 ise o zaman f kesin konveks fonksiyondur
(Rockafellar 1970).

Ornek 3.2.2. f(x,y,2) = x? + 2y? + 322 + 2xy + 2xz fonksiyonunun R3de konveksligini
inceleyelim. Hessian matrisini olusturalim.

flky2) =2x+2y+22,  f,(xy.2) = dy +2x, £,(0y.2) = 62 + 2
frly) =2, fy(y:2) =2, foxy,2) =2
fiely.2) =2, fin(xy.2) =4, fra(Xy2) =0
fralxy.2) =2, fiy(xy2) =0, fa(ky.2) =6

2 2 2
H(x) = (2 4 0>
2 0 6

Simdi de 6ncii esas mindrlerini hesaplayalim,

A,=2>0,
2 2
= =4>
8,=|5 4|=4>0,
2 2 2
A;=12 4 o|=8>0,
2 0 6

V x € R3 icin 44, 4,, A; > 0 gerceklendigine gore H(x) Hessian matrisi pozitif taniml
bir matristir. Dolayisiyla f fonksiyonu R3 iizerinde kesin konveks bir fonksiyondur
(Deger 2012).

Tanmm 3.2.18. (Agirhikh Aritmetik Ortalama- Geometrik Ortalama Esitsizligi)

n
X1y ey Xp = 0,44, ...,4, > 0ve Zli = 1 ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

i=1

xflxgz ...x,’}" < Axq 4+ Apxy,
Tamim 3.2.19. (Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama Esitsizligi)

n
1
X1, 0 Xn = 0,44, ., 4, > O,ZAi = 1 olmak uizere A, =1, = =4, = - icin

i=1

15
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xl ++xn

Vx1xy Xy <

esitsizligi elde edilir. Burada esitlik hali yalnizca x; = x, = -- = x,, esitligi i¢in
dogrudur.

n

Tanim 3.2.20. Young Esitsizligi

xflxgz xﬁ" < Aixp + -+ A,x, esitsizliginde n=2, A, = %, Ay = 5 vex; = xP, x, = y4
alinirsa;
< 1 P4 1 q
xy < —xP+-—y
p q

esitsizligi elde edilir. Dikkat edilirse burada x,y > 0, p,q > 1 ve % + é = 1 gecerlidir.

3.3. Soyut Konvekslik ile ilgili Temel Kavramlar
Tanim 3.3.1. H, X kiimesi tizerinde tanimlanmis sonlu fonksiyonlara ait bir kiime ve
f+X - RU{+o}olsun. Eger, H’nin f (x) = sup{h(x): h € U}, Vx € X olacak sekilde

bir U alt kiimesi bulunursa, f fonksiyonu H’ye gore soyut konvekstir ya da
H-konvekstir denir. Burada H fonksiyonlar sinifina elementer fonksiyonlar ailesi denir.
H = @ olmasi durumunda f (x) = — oo olarak kabul edilecektir (Rubinov 2000).

Tamm 3.3.2. f : X » R fonksiyonlarmin sinifi Y ile gosterilsin ve H € Y olsun. Eger,
f €Y fonksiyonu H-konveks ise, H kiimesine Y’nin slipremal iirete¢ sinifi denir
(Rubinov 2000).

Teorem 3.3.1. f fonksiyonunun H-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f(x)=sup{h(x): heH,h<f}Vx€X

bi¢iminde gosterilebilir olmasidir.

Tanmm 3.3.3. f: X - R olsun. sup(f,H) = {h € H: h < f} kiimesine f fonksiyonunun

destek kiimesi denir. Burada H, elementer fonksiyonlarin kiimesini gosterir (Rubinov
2000).

Tamm 3.3.4. f: X > R olmak iizere Co_Hf (x) = sup{h(x): h € supp(f, H)},x € X}
kiimesine f fonksiyonunun H-konveks kabugu denir.

Teorem 3.3.2. Tanim 3.3.4°e gore; f fonksiyonunun H-konveks olmasi igin gerek ve
yeter kosul f = Coyf olmasidir (Rubinov 2000).

Tamm 3.3.5. Topolojik Soyut Konvekslik: X bir vektor uzay, C c X olsun. vm > 2
tamsayisi igin, V, ¢ R™ kiimesi alalim. Bir ¢,,:C™ x V,, - C fonksiyonlar ailesi
verilsin. Eger, U < C i¢in,

(X1, %2, ey Xy €U, (@, 05 ..., @ ) € Vi) = (X, X5 ooy X, Xq, 0 ..., Q) € U,m=23,...
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seklinde verilen U kiimesi ¢,, fonksiyonlar ailesine gore soyut konvekstir denir
(Rubinov 2000).

Tammim 3.3.6. Fonksiyonel Soyut Konvekslik: X bir vektor uzay, C € X ve L’de
£ : C — R fonksiyonlarmin bir ailesi olsun. (Rubinov 2000)

Eger U c C olmak iizere, Vx € U noktast L’den bir fonksiyon ile U kiimesinden
ayrilabilir ise, yani Oyle bir £ € L vardir ki
£(X) >sup ((u)

uel

ise U kiimesine L’ye gore soyut konveks kiime denir (Rubinov 2000).

17
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Farkli Konvekslik Siniflar1

Cok sayida literatlir taramasi yapilarak, glniimiizdeki gibi belli olan ve
incelenen farkli soyut konvekslik siniflari, varsa aralarindaki iliskiler de arastirilarak bir
araya getirilmis ve asagidaki gibi listelenmistir.

4.1.1. Log konveks fonksiyonlar

I, reel sayilarin bir aralig1 olmak tizere eger bir f : I — R,, fonksiyonu i¢in log — f
konveks ise, ya da, denk olarak, V x,y € I vet € [0,1] igin

fltx+ 1 =-y) < FOIFO
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir (Pecari¢ 1992).
4.1.2. r-konveks fonksiyonlar
Eger r € R olmak tizere, f: [a,b] — R, fonksiyonu, V x,y € [a,b] ve A € [0,1] igin
4 (L= 2y) < |+ A=DF O, 720
Fr+ £, r=0

esitsizligini saghiyorsa f fonksiyonu [a,b]’de r-konveks fonksiyondur denir (Avriel
1972).

4.1.3. Godunova-Levin fonksiyonlari

I € R olmak iizere bir f : I - R fonksiyonu ,V x,y € Ive Al € (0,1) igin,

fAx+ (1 -1)y) S@+%

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu denir (Godunova
1985).

4.1.4. Jensen-Quasi konveks fonksiyon

I c R olmak iizere f : I — R bir fonksiyon olsun. Eger V x,y € [ igin

£(552) < max . ro0)

esitsizligi dogru ise, f fonksiyonuna Jensen Quasi konveks (veya kisaca J-Quasi
konveks) fonksiyon denir (Jensen 1905, Dragomir ve Pearce 2000).

4.1.5. Wright konveks fonksiyonlar

f:+I—- Rtanomlivey > x,8 > 0 sartlar1 altinda herbiry + 6, x € [ igin
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flx+8)-fO)<fy+8)—-f0)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna I € R de Wright konveks fonksiyon denir
(Dragomir, Pearce 1998).

4.1.6. Wright-Quasi konveks fonksiyonlar

I € R olmak iizere, f : I — R bir fonksiyon olsun. Eger, V x,y € [ vet € [0,1] i¢in

1
> [f(tx + (1 = )y) + f(A = Ox + ty)] < max {f(x), f(¥)}

esitsizligi, ya da denk olarak Vx,y + & € I olmak lizere x < yve 6 > 0 igin;

1
SO+ (@] <max {f(0), f(y + )}

esitsizligi  dogru ise, f fonksiyonu Wright-Quazikonvekstir (veya kisaca
W-Quazikonvekstir) denir (Wright 1954, Dragomir, Pearce 1998).

4.1.7. P-fonksiyonlar
Eger, I € R olmak tizere p : I - R, fonksiyonuV x,y € IveA € [0,1] i¢in

p(Ax+ (1 —-Dy) < plx) +p®)

esitsizligi dogru ise, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon (ya da kisaca, P-fonksiyon)
denir (Singer 1997).

4.1.8. Quasi konveks fonksiyonlar

f: S — R fonksiyon ve S ¢ R" bostan farkli konveks kiime olsun. V x,y € S ve
A €[0,1] i¢in

fOx + (1 =A)y) < max {f(x), f(¥)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona quasi-konveks fonksiyon, eger

fQx + (1= )y) <max {f(x), f(¥)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Benzer sekilde

fAx+ (1 =Ay) = max {f(x), f(¥)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona quasi-konkav fonksiyon ve
fAx + (1 —=Dy) >max {f(x), f(¥)}

esitsizligi dogru ise f fonksiyona kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir and
Pearce 1998).

Tanmm 4.1.8.1. f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f fonksiyona quasi
monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).
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Lemma 4.1.8.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi koveks fonksiyondur. Ancak
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyonlar
vardir.

Ornegin, g : [-2,2] » R,

ot te[-2,-1)
9@ = { 2t e[-12]

fonksiyonu [-2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [-2,2] araliginda
quasi-konveks fonksiyondur (lon 2007).

I

Sekil 4.1.8.1. Konveks olmayan ancak quasi-konveks olan fonksiyon grafigi
4.1.9. Multiplikativ konveks fonksiyonlar

I,] € (0,00) olmak iizere, f : I — J bir fonksiyon olmak iizere eger V x,y € I ve
A €1[0,1] i¢in

fO YD < FOAF )
esitsizligi dogru ise f fonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir (Rubinov
2000).

4.1.10. Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar

f + Ry = R bir fonksiyon ve s € (0,1] olsun. Eger V x,y € R, ve a® +£° = 1 olmak
tizere a, f = 0 igin

flax +By) < a®f(x) + B°f ()

esitsizligi dogru ise, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir (Orlicz
1961).

4.1.11. ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar

f : Ry = R bir fonksiyon ve s € [0,1] olsun. Eger Vx,y >0, a,f =>0vea+ =1
i¢in

flax +By) = a®f(x) + B°f ()
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esitsizligi dogru ise, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir (Hudzik
ve Mligranda 1994).

4.1.12. m-konveks fonksiyonlar
f:1]0,b] > R, b>0 olmakiizere,V x,y € [0,b] vem € [0,1], t € [0,1] igin,

fltx + m(1-1)y) <tf(x) + m(1-)f(y)

esitsizligi dogru ise, f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir (Toader 1988,
Dragomir ve Pecari¢ 1995, Toader 1984).

4.1.13. Artan pozitif homojen (IPH) fonksiyonlar
f R%, tlizerinde taniml bir fonksiyon olsun.

Tammm 4.1.13.1. Eger, V x,y € R}, icin x>y iken f(x) = f(y) ise, f fonksiyonu
artan fonksiyondur denir (x >y < x; = y; Vi€ {1,..,n}) (Rubinov 2000).

Tamm 4.1.13.2. Eger, Vx € R}, ved > 0 i¢in f(Ax) = Af(x) ise f fonksiyona
homojen fonksiyon denir. (Rubinov 2000)

Tanmmm 4.1.13.3. f: R}, - R fonksiyonu hem artan hem de homojen ise; bu
fonksiyona artan pozitif homojen (IPH) fonksiyon denir. Yan f fonksiyonu;

i. Vx,y€RY}, icinx > yiken f(x) = f(y)
ii. Vx€eR},veld>0icinf(Ax) = Af (x)

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona artan pozitif homojen fonksiyon denir.

X " I
no e _ i _ i .
VxleRY, icin <|,X> ?Q,'SQ _|i : <X,|> n];lg](—Xi dir ve bu fonksiyonlara, sirasiyla,

min-tip ve max-tip fonksiyonlar denir (Rubinov 2000).

Teorem 4.1.13.1. D c R}, olmak iizere f : D — [0,+oo] fonksiyonu verilsin. Bu
durumda asagidakiler denktir:

i. f fonksiyonu, ([,.) : D — [0, +oo] fonksiyonlar ailesine gore konvekstir;
ii. VI[x €Digin, f(D{Lx) < f(x) esitsizligi dogrudur;
iii.  f fonksiyonu D iizerinde IPH'dir (Rubinov 2000).

4.1.14. Artan radyant (InR) fonksiyonlar

Tamim 4.1.14.1. Q, R?% i¢inde konik kiime ve U < Q olsun. Eger
(XeU, O</1£1):>/1X6U

esitsizligi dogru ise U kiimesi Q'nun radyant alt kiimesidir denir (Rubinov 2000).

Tamim 4.1.14.2. Q < R? kapali koni, V bos kiimeden farkli ve V <@ olsun. Eger
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(X eV, lzl):ﬂ,XeV

ise V kiimesi Q'nun ko-radyant alt kiimesidir denir (Rubinov 2000).

Tamim 4.1.14.3. Q < R%} radyant kiime olmak {izere, f : Q — [0, +oo] bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonu i¢in asagidaki kosullart dogru ise f artan radyant fonksiyondur
denir;

i. EgerVx,y € Qicinx = yise f(x) = f(y);
ii. EgerVx € Qved € (0,1)igin f(1x) < Af(x).

R’ tizerinde taniml1 ¢ fonksiyonu

0, eger (u,x)<1

¢<u,x>={

(u,x), eger (u,x)>1

ve R, iizerinde tamml1 ¢, fonksiyonu ¢, (x)=¢(u,x) olsun.

1
U= {Eqbu:u eER%Y,,c € (O,+00]}

kiimesi R%}, iizerinde tanimli InR fonksiyonlarin siipremal tirete¢ sinifidir. (Sharikov
2003).

4.1.15. Artan ko-radyant (ICR) fonksiyonlar
Q c R} co-radyant kiime olmak iizere, f : Q = R U { + oo } fonksiyon olmak iizere;
i. Egervx € Qvelde€|[0,1]icin f(1x) < Af(x) ise f fonksiyonu radyanttir denir.
ii. EgervxeQveld = 1igin f(Ax) < Af(x) ise f fonksiyonu ko-radyanttir denir
(Rubinov 2000).
R%, tizerinde verilen y, fonksiyonu,

WI()()_{(I,X), (I,x)<1 ise

1, (1,x)>1 ise
olsun. Burada [ € R%,'dir. H ile gosterilen,

H={cp;: LERY, cE€J[0,+m]}

kiime, R}, tizerinde tanimli olan artan ko-radyant (ICR) fonksiyonlarin siipremal iireteg
siifidir (Adilov 2011).

Teorem 4.1.15.1. f:D—[0,+x] bir fonksiyon ve D < R%, olsun. Bu durumda
asagidaki iddialar denktir:
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i. f fonksiyonu, 1D, ce[0,+0] olmak iizere cy,:D —[0,+wx], fonksiyonlar

ailesine gore soyut konvekstir;
ii.  ffonksiyonu, D iizerinde artan ko-radyant fonksiyondur;

lii. VIxeD igin f(|)l//|(X)S f(X)’diI’.
4.1.16. Artan ve 1sinlar iizere konveks (ICAR) fonksiyonlar

K c R™ bir konik kiime ve f: K - RU {+ o} olsun. Eger f konveks bir fonksiyon
ve sifirdan baglayan 1sin lizerine daraltilmisi bir degiskenli konveks fonksiyon ise, bu
fonksiyona 1sinlar {izere konveks fonksiyon denir. Farkli bir ifadeyle, her bir X € K i¢in,

() =f(tx),t =0

fonksiyonu konveks ise, f: K - RU{+ o} fonksiyonuna iginlar {izere konveks
fonksiyon denir ve ICAR ile gosterilir (Rubinov 2000).

Teorem 4.1.16.1 h fonksiyonlarinin sinifi H;, olsun,
h(x) = (Lx)—c

burada (l,x) min-tip fonksiyon ve ceR. Bir f:R"->RU{+ o}
H;-konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun alttan yari siirekli ve
ICAR fonksiyon olmasidir (Rubinov 2000).

4.1.17. (a,m) — konveks fonksiyon
f:[0,b] > Rveb > Oolsun.Vx,y € [0,b],t € [0,1] ve (a,m) € [0,1] ? i¢in

flex+m(1—-0)y) <t*fx)+m 1 - t*)f(y)

sart1 saglaniyorsa ‘f fonksiyonu (a,m)—konvekstir’ denir (Mihesan1993, Bakula 2006).
Burada (a,m) € {(0,0),(«,0),(1,0),(1,m),(1,1),(a, 1)} segilirse, sirasiyla artan,
a-strashaper, strashaped, m-konveks ve a-konveks fonksiyon siniflari elde edilir.

4.1.18. h - konveks fonksiyon

VaroSanec, h-konveks fonksiyonlar sinifi adini verdigi negatif olmayan fonksiyonlar
i¢in yeni ve bilyiik bir simf tanimladi. Oyle ki bu sif literatiirde iyi bilinen negatif
olmayan konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, Godunova-
Levin fonksiyonlar ve P- fonksiyonlari i¢erisine dahil etmistir.

h : J = R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. f : I — R negatif olmayan fonksiyonu
x,y €1, a € (0,1) olsun

flax+(1-a)y) <h(@f(x)+h(1-a)fy)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna, h-konveks fonksiyondur veya SX(h,I) snifina
aittir denir (Varosanec 2007).
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Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f fonksiyona h-konkav fonksiyon veya
SV (h,I) smifina aittir denir. Eger h(a) = a alinirsa, bu takdirde tim negatif olmayan
konveks fonksiyonlar SX (h,I) smifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar
SV (h, I) smifina aittir.

4.1.19. tgs- konveks fonksiyon
f : I = R fonksiyonu | iizerinde Vu,v € I ve t € (0,1) igin
fGu+(1-Dv)<t A-O[f@+fW)]

esitsizligi dogru ise f fonksiyona tgs - konveks fonksiyon denir. Eger (-f), tgs konveks
fonksiyon ise f fonksiyonu tgs - konkav fonksiyon olur (Tung 2015).

4.1.20. Starshaped fonksiyon
f : [0,1] = R fonksiyonu Vx € [0, b] ve t € [0,1] icin
ftx) < tf(x)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir (Dragomir and Pearce
2000).

4.1.21. (k,h)—konveks fonksiyon

k:(0,1) » R, h:(0,1) - R verilen iki fonksiyon ve D c X kiimesi konveks kiime
olsun.V x,y € D ve t € (0,1) olmak {izere f : D = R fonksiyonu i¢in

fe@®x +k (1 =8)y) < h(t) f(x) + (A1 -1) f(¥)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna (k,h)-konveks fonksiyon denir. Uygun h ve k
fonksiyonlar1 i¢in

fe@®x + k(1 —t)y) = h(O)f (x) + (1 -Of(¥)

esitsizligi, konveks, jensen-konveks, h-konveks, s-olricz konveks, s-breckner konveks,
godunova levin, strashaped fonksiyonlar ile P-fonksiyonlarini ve alttoplamsal
(subbadditive) dontisiimlerin ailesini tiretir.

4.1.22. ¢- konveks konksiyon

f:la,b] > R, ¢:[ab] = [a b] fonksiyonlar1 verilsin. Vx € [a,b], y € [a,b] ve
t €[0,1] i¢in

fEe()+ A =8) p(¥) = t(f(e() + (A -)f(e()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ye @-konveks fonksiyon denir (Cristescu 2004).
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4.1.23. @ 1, - konveks fonksiyon

h :(0,1) — (0,0) bir fonksiyon ve I < R olsun. f: I - (0,0) fonksiyonu
Vx,y € lvet € (0,1) i¢in

fEe() + (A=) o) = h(®) f(()) +h(1—1t) fle())

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ¢ j,-konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon
degistirir ise f fonksiyonuna @ n-konkav  fonksiyon denir. f fonksiyonu

h(t) = t,h(t) =t5,h(t) =% ve h(t) = 1igin sirasiyla ¢@-konveks, ¢ ¢ — konveks,
¢ — Godunuva — Levin fonksiyonu ve ¢ — P-fonksiyonuna indirgenir (Sarikaya 2012b).

4.1.24. log- ¢ — konveks fonksiyon

[a,b] € R olmak iizere ¢ : [a,b] = [a,b] bir fonksiyon ve I < R konveks kiime
olsun. f : I - R* fonksiyonuV x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fto() + (1= o) < [f(e)]* [f ()]
esitsizligini sagliyorsa log — ¢ -konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Sarikaya 2012c).
4.1.25. (h,m) — konveks fonskiyon

h: J € R - R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vx,y € [0,b] , m € [0,1] ve
a € [0,1] olacak sekilde f : [0, b] = R negatif olmayan f fonksiyonu

flax+m(1 —a)y) < h(a) f(x) + mh(1 - a)f(y)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h,m)-konveks fonksiyonu denir (Ozdemir 2011).
4.1.26. g — baskin konveks fonksiyon

g : I = R konveks fonksiyon ve f : I — R reel fonksiyon olsun.vx,y € [ ve A € [0,1]
icin f ve g fonksiyonlari

Af () + (A =Df)- fAx+ (A= Dy)l < gx) + (1 =-Dg») -g(x + (1= Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna g-baskin konveks fonksiyon denir (Dragomir and
lonescu 1990).

Lemma4.1.26.1. g : I = R konveks fonksiyon ve f : I — R reel fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir.

i.  ffonksiyonu I iizerinde g-baskin konveks fonksiyondur;
ii.  g-f ve g+f fonksiyonlari | izerinde konveks fonksiyonlardir;

. f= % (h-k) ve g = % (h+k) sartlarin1 saglayan | tizerinde tanimli h, k gibi iki
konveks fonksiyon vardir (Dragomir 2002).
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4.1.27. (g,h) —baskin konveks fonksiyon

h #0, h: ] = R negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve A € (0,1] olacak sekilde
g : I = R tanimli bir h-konveks fonksiyon olsun. Eger f : I - R fonksiyonu

|R(Df () + h(1 = Df)-fAx + (A =) y)| < h(DHg(x) + h(1 - Dg(y)-gx + (1 = Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (gh)-baskin konveks fonksiyon denir (Kavurmaci
2012).

4.1.28. (g, (o, m) ) —baskin konveks fonksiyon

g : [0,b] = R taniml1 bir (o ,m)-konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [0,b],1 € [0,1]
ve (a,m) € [0,1] % i¢in f : [0,b] —» R fonksiyonu

|2 f(x) + m(1 = 2*)f(¥)- f(Ax + m(1 = Dy)| < 2% g(x) + m(1 = 2*)g(y)- g(Ax + m(1 = Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g,(a, m))-baskin konveks fonksiyon denir (Kavurmaci
2012).

4.1.29. Geometrik konveks fonksiyon

f: I € R, = R, fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, Vx,y € I ve t € [0,1] igin

flty™)) < [FOOIf O]

esitsizligini saglhiyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang
2012).

4.1.30. s-Geometrik konveks fonksiyon

f:1 cR,; - R, fonksiyonui¢in Vx,y € I ve s € (0,1] ve t € [0,1] igin
FGety™™) < [FEFONIA

esitsizligi dogru ise f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang 2012).

s=1 i¢in, s-geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon
tanimina doniismektedir.

4.1.31. a — star s-konveks fonksiyon

t,a € [0,1] olmak iizere Vx,y € [ igin f : I € R, — R fonksiyonu eger

flx + A -y) <t*f) +{A-t)a}’ f¥)

esitsizligi dogru ise f fonksiyonuna a-star s-konveks fonksiyon denir (Park 2010).
4.1.32. Harmonik konveks fonksiyon

I c R /{0} bir acik aralik f : I — R bir fonksiyon olmak iizere eger, Vx,y € I ve
t € [0,1] i¢in

Xy
f (m) <tf+A-0f(x)
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esitsizligi dogru ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Dragomir and
Pearce 2000).

4.1.33. B-konveks fonksiyonlar

U c R"ve A € [0,1] olmak tizere f : U » RU {£oo} fonksiyonu vx,y € U igin
fAxVy) SAf(xX)V f)

esitsizligini sagliyor ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir (Adilov 2011).
4.1.34. B~'konveks fonksiyonlar

U c R}, ved € [1,+) olmak iizere f : U = R}, fonksiyonu V'x,y € U igin

fQxAy) < Af () Af(Y)

esitsizligini saghyor ise f fonksiyonuna B~1- konveks fonksiyon denir (Adilov 2011,
Yesilce 2016).

4.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarimin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar teorisi g¢alismalarinda yeni sonuglar ve genellestirmeler elde
edebilmek adina fonksiyon sartlarinda birtakim kisitlamalar yapmak, ya da fonksiyona
ek oOzellikler katmak gerekmektedir. Ciinkii fonksiyonlar ayni anda bir¢ok o6zelligi
saglayabilmekte, veya bir fonksiyon sinifi baska bir fonksiyon sinifiyla bazi 6zellikleri
yoniiyle benzeyebilmektedir. Yapilmis calismalarda farkli konveks fonksiyonlar i¢in
cesitli integral esitsizlikleri ispatlanabilirken, bu esitsizliklerin belli durumlarda bagka
konveks fonksiyonlar i¢in de gecerli oldugu goriilmektedir. Buradan hareketle konveks
fonksiyonlar arasinda, ozellikleri agisindan, bir hiyerarsik durum oldugu sonucuna
ulasabilmekteyiz.

Fakat bu hiyerarside tiim konvekslik siniflarin1 bir arada degerlendirebilmek
mimkiin olmadigindan bazi smuflar aralarindaki iligki, tanimlari ve Ozellikleri
yardimiyla gosterilebilir.

Teorem 4.2.1. | € R olmak iizere, Quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-quasi-
konveks fonksiyonlar smifi ve Jensen-quasi-konveks fonksiyonlar smifi QC(I),
WQC(), JQC(I) ile gosterilirse;

QC() < wec) < jecw)
oldugu goriilmektedir (Dragomir and Pearce 1998).

Jensen-quasi-konveks

Wright-quasi-konveks

Quasi-konveks

Sekil 4.2.1. Jensen Quasi konveks fonksiyon, Wright Quasi konveks fonksiyon, Quasi
konveks fonksiyon arasindaki iliski
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Teorem 4.3.2. | € R olmak iizere, Log-konveks fonksiyonlar smifi, Konveks
fonksiyonlar smifi, Quasi-konveks fonksiyonlar simifi, P-fonksiyonlar smifi ve
Godunova-Levin fonksiyonlar smifi L(I), C(I), QC(I),P(I),Q(I) ile gosterilirse;

L(I) c C(I) c QC() c P(I) c Q)
oldugu goriilmektedir (Kavurmaci 2012).

Godunova-Levin fonksiyon

P- fonksiyon

Quasi-konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Log-konveks fonksiyon

Sekil 4.2.2. Godunova-Levin, P fonksiyon, Quasi konveks fonksiyon, Konveks
fonksiyon arasindaki iligki

Lemma 4.2.1. Eger f fonksiyonu m-konveks sinifina dahil ise f fonksiyonu starshaped
fonksiyondur (Toader 1988).

Lemma 4.2.2. Eger f fonksiyonu m-konveks fonksiyon ve 0 <n<m<1 ise f
fonksiyonu n-konveks fonksiyondur (Toader 1988).

Yukaridaki Lemmalar yardimiyla, 0 < n <m < 1 olmak iizere, konveks fonksiyonlar
simifi, m-konveks fonksiyonlar sinifi, n-konveks fonksiyonlar smifi ve starshaped
fonksiyonlar sinifi sirastyla K(b), K., (b), K, (b), S*(b) ile gosterilirse;

K(b) € Kn(b) c€ K,(b) c S*(b)
oldugu goriilmektedir.

Starshaped fonksiyon

n-konveks fonksiyon

m-konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Sekil 4.2.3. Starshaped fonksiyon, n-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon
arasindaki iliski
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h-konveks fonksiyon tanimindan agikga goriildiigii tizere eger h(t)= t segilirse
negatif olmayan konveks fonksiyonlar veya esitsizligin yon degistirmesi durumunda

negatif olmayan konkav fonksiyonlar; h(t)= % secilirse Q(I) sinifina ait fonksiyonlar;

h(t)=1 segilirse P(I) smifina ait fonksiyonlar elde edilir. Bu bilgiler 1siginda h(t)
fonksiyonunun bazi 6zel degerleri igin;

c() c SX(h1), PWU) c SX(hD

yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu icin negatif
olmayan konveks fonksiyonlar SX(h,I) smifinin alt kiimesi oldugu soylenebilir
(Varosanec 2007).

4.3. B-Konvekslik

4.3.1. B-konveks kiimeler

B-konvekslik i¢in, Vr € N ve @, : R® —» R" olmak lizere @, (x4, ..., x,,) = (xZ"*1, ..., x27*1)

homeomorfizmi ele alinir. Bu hemomorfizm aracilig ile B-konveks ve B~! konveks
kiime tanimlanmis ve devaminda B-konveks kiimelerin Ozelliklerine deginilerek
tizerinde ¢aligmalar gerceklestirilmistir (Briec, Horvath 2004).

Tanm 4.3.1.1. A # ¢ ve A = {x®, ..., x(™} c R™ olmak iizere.

Co™(A) = {cp;l <z 6, (x@))

i=1

m
ti 2 O, ti = 1}
i=1

kiimesi A kiimesinin r-konveks kabugudur denir (Adilov 2011).

Tamm 4.3.1.2. A # @, sonlu bir A = {x®, ..., x(™} c R™ kiimesi i¢in
Co™(A) = 1!1_{‘210 Co"(A4)

kiimesine A kiimesinin B-konveks kombinasyonu denir (Kuratowski 1968).

Tamm 4.3.1.3. Bir A ¢ R™ kiimesinin V sonlu alt kiimesinin B-konveks kombinasyonu
da A’nin elemani ise A kiimesine B-konveks kiime denir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.1.1.

i. @,R"™ ve tek noktadan olusan kiimeler B-konvekstir.
ii. I # @ bir indis kiimesi ve {L;| A € I'} kiimesi B-konveks kiimelerde bir aile

olmak iizere, ﬂ L,seklindeki kesisim kiimesi de B — konveks olur.
A

ii.  {L,|A € X} bir B-konveks kiimeler ailesi olmak iizere, VA;,4;, €1 igin
Ly, U Ly, < Ly, kosulunu saglayan bir A; € X varsa U L, birlesimi kiimesi de
X

B-konveks olur.
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Konveks analizde 6nemli uygulamalardan biri olan ayirma teoremleri igin
kullanilan yari-uzay kavramini B-konvekslik i¢in de tanimlayalim.

Tanmim 4.3.1.4. A c R" B-konveks bir kiime olmak iizere eger A’ =R"\ A de
B-konveks ise A kiimesine B-konveks yari-uzay denir (Yesilce 2016).

Tamim 4.3.1.5. A € R" olmak tizere R"™ de, A kiimesini kapsayan tiim B-konveks
kiimelerin kesisimleri kiimesine A kiimesinin B-konveks kabugu denir ve B[A] ile
gosterilir (Yesilce 2016).
Eger A c R} sonlu kiime ve A # @ ise A’nin B-konveks kombinasyonu

Co®(A) = lim,,o, Co” (A{VL; tix|t; € [0,1], max; ciem{t;} = 1}
bigiminde gosterilebilir (Briec Horvath 2004).

R?Z de iki noktanin B-konveks kombinasyonu olan Co® ({x;,x,}) kiimesini asagidaki
noktalar i¢in olusturalim.

x; = (1,10), x, = (2,10) x3 = (4,8), x,=(11,11)
xs = (2,7), x¢=(5,5) , x; = (8,1), xg=(12,6)
X9 = (1,1), x10=(22) x11 = (3,1), x12 =(3,5)
M
x4 Xy *a
X3
Xg
Xg
X2 Xg
/xm
*9 X *7
>

Sekil 4.3.1.1. iki nokta i¢in B-konveks kombinasyonunun gosterilisi
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X1, X3, X3 noktalart i¢in Co®({xq,x,}) kiimesi[xq,a, x,] kirik dogru, Co® ({xy,x3})
kiimesi [xq, b, x3] kirtk dogru ve Co® ({x;, x3}) kiimesi ise [x,, ¢, x3] kirtk dogrudur.
r = 0 degerinde x4, x,, x3 noktalarinin klasik konveks kabugu iiggen karsimiza ¢ikarken,

r — o oldugunda ii¢ggenin kenarlar1 igeri dogru biikiilmekte ve bu noktalarin
B-konveks kabugu olusmaktadir (Yesilce 2016).

Sekil 4.3.1.2. x4, x,, x3 noktalar1 i¢in B-konveks kombinasyon olugumu

Tamm 4.3.1.6. Ac R} vem > 2 icin D xM e g, a; > 0ve max(aq, .., ay) =1

m

v aix(i) eA

saglaniyorsa A kiimesine B-konveks kiime denir (Briec 2004).

R%’de B-konveks kiime tanimina denk olan asagidaki tanimi vermek
miimkiindiir.

Tammm 4.3.1.7. Bir Ac R} kiimesinden segilen Vx;,x, € AveVt € [0,1] igin
tx,,x, € A oluyorsa A kiimesine B-konveks kiime denir (Yesilce 2016).
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=

W
-

Sekil 4.3.1.3. U = {(x,y):0<x <1, 0 <y <1} c R? kiimesi

Klasik anlamda konveks U ={(x,y):0<x<1, 0<y<1}cR? kiimesi
B-konveks bir kiimedir.
Gergekten; herhangi x® = (x{”,x{"), x@ = (x®,x”) e U ve vte[01]

igin 0<txPvax® <1 ve 0<txlPvx{? <1 olacagindan tx®vx®@ eU olur.

Fakat konveks bir kiime daima B-konveks olmayabilir.

Gergekten; V = {(x,y):x,y = 0, x> + y?> < 1} c R? kiimesini incelersek

xW=(22), @ =0 eV ve te[0l]igh x®vx®=(33)v@0=(13)

2
12+ (3)" = 2> 1 oldugundan x® v x@ ¢ V, yani V kiimesi B-konveks degildir.
2 4

g
M

Sekil 4.3.1.4.V = {(x,y) : x,y = 0, x* + y? < 1} ¢ R} kiimesi
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Bunlarla birlikte Sekil 4.3.1.2.°de verilen Co®({x,,x,,x3}) B-konveks
kiimesinin konveks kiime olmadigi agiktir. Bu veriler 1s1ginda B-konveks kiimeler ve
konveks kiimelerin birbirini kapsamadigi soylenebilir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.1.2. R%} da B-konveks bir kiimenin kapanis1 da B-konvekstir .

Lemma 4.3.1. A c R% bir B-konveks kiime olmak iizere,
Upo(4,8) ={x e R} |3y € A,||x —y||OO )
kiimesi de B-konvekstir.
Us (A,8) B-konveks bir kiimenin & -komsulugu igin B-konveks olmasi

Oonermesinden yararlanarak, asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.3.1.3. R%}’da B-konveks bir kiimenin i¢i de B-konveks kiimedir ve R%}
kiimesini keyfi alinan bir z € R’ noktasi ile n+1 pargaya ayirmak miimkiindiir (Briec

2005) ;

No(2) = {x € R}, |x; < z,i=1n}

Ni(z2) ={x€R}, |z <xjveVi= Lnicinxz; < zx}j=1n

Ny (z) kiimesi kapali, konveks ve radyant bir kiime, N;(z) j = 1, n kiimeleri ise, kapals,
konveks ve ko-radyant kiimelerdir.

j €(01,...,n}icin M;(z) == R}, \ N;j(2) ve Uj(z) == {x € R}|z € N;(x)} olsun.
Teorem 4.3.1.6.Vj = 0,n igin N;(z) kiimeleri kapali ve B-konveks, M;(z) kiimeleri

ise acik ve B-konveks kiimelerdir. Bu sebepten, N;(z) ve M;(z) B-konveks
yari-uzaylaridir (Briec, Horvath 2008).

Herhangi bir z € R2, noktas1 i¢in R? kiimesinde olusan B-konveks
yari-uzaylarin bigimleri agagidaki gibi olacaktir.

Sekil 4.3.1.5. R? kiimesi icin B-konveks yari-uzaylar

33



BULGULAR VE TARTISMA Y. DEMIRSOY

4.3.2. B-konveks fonksiyonlar

Tammm 4.3.2.1. UcCR" ve f:U - RU{t+mo} olmak iizere eger epif kiimesi
B-konveks ise f fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.21. UcC R™ ve f:U —» RU{xo} olsun. f fonksiyonunun B-konveks
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B-konveks olmasi ve vV x,y € U, 4 € [0,1] i¢in
fAxVvy) < Af(x) V f(y) esitsizliginin dogru olmasidir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.2.2. (B-konveks fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi)
UcR"ve f:U—- RU{zo0} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi igin gerek ve
yeter kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve i = 1,m i¢in Vx; € U ve VA; € [0,1],

max {4} =1 icin f (Iv_l A, ) <v AT (x) esitsizliginin dogru olmasidir (Yesilce 2016).

i=1L,m

U c R’ ’da fonksiyonun B-konkavliginin tanimi asagidaki gibi verilir.

Tamm 4.3.2.2. f : U » RU {#oo} olsun. hyp*f ={(x,w)x € U,u € R, u < f(x)}
kiimesi B-konveks ise f fonksiyonuna B-konkav fonksiyon denir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.23. U c R%, f: U = R, U {400} olsun. f fonksiyonun B-konkav olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve V X,y eU ve A€ [0,1]
icin, Af (x) V f(y) < f(Ax Vy) esitsizliginin dogru olmasidir (Yesilce, 2016).

Tamim 4.3.2.3. Ayni anda B-konveks ve B-konkav olan fonksiyona B-afin fonksiyon
denir (Yesilce 2016).

Teorem4.3.24.U c R%, f:U = R, U {400} olsun. f fonksiyonunun B-afin olmas1
icin gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve VX,yeU , 1€ [0,1]
icin, f(Ax Vy) = Af (x) V f(¥) esitliginin dogru olmasidir (Yesilce 2016).

Teorem 4.3.25. U c R} ve f : U = R, U {+00} olsun. Bu durumda f fonksiyonunun
B-konkav olmasi igin gerek ve yeter kosul i =1,m olmak iizere Vx, eU ve V4 €[0,1],
njlix{ﬂ,l} =1 i¢in Q&f(xi)s f[yrnl/lixij esitsizliginin dogru olmas1 ve U kiimesinin B-
konveks olmasidir. (Yesilce 2016).

4.4. B-Konveks Fonksiyon Ornekleri Ve B-Konveks Fonksiyon Sinifi ile Klasik
Konveks Fonksiyonlar Arasindaki fliski

Ornek 4.4.1. U = {z = (24,2,) € R2|z; > z,} € R% olmak iizere f: U - R, U {400},
f(2) = f(z1,2,) = z}' —zF}, n € N* fonksiyonlarin1 ele alalim. Bu fonksiyonlarin
Vv n € N*igin B konveks oldugunu gosterelim. Yani ;

x=(x1,x) €U, y=(,y) EUveld €[01]icin f(Ax Vy) < Af(x) V f(¥)

esitsizliginin saglandigini gosterelim.

fAx v y) = f(ﬂ(xpxz) \ (3"1')’2)) = f(Ax, VY, Axa V) = (A Vy )™ — (Ax Viyp)"
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Asagidaki dort durum s6z konusudur.

a) Ax; Vy; = Axq, Ax, Vy, = Ax, olabilir. Bu durumda
fAxVvy) = (Ax)" — (Axx)™ = A" (xf — x3) <A (xf — x3)
<max{A (x{ —x3),y1 =y} =Af () V f(¥)
olur;
b) /1x1 \ Vi = /1x1, AXZ \ Vo =Y Oldugunda
fAxVy) = (Ax)" —y3 < (Ax)" — (Axp)™ = AM(xf — x3) < A (x] — x3)
<max{A(x{ —x3),y1 =y} =Af () V f(¥)
esitsizligi saglanir;
C) /1x1 \Y Y1 = Y1, /1x2 \ Yo = AXZ ISE,
fAxvy) = yi = (Ax)" < 1 —y3 < max{A (x{' —x3),y7 =¥} =Af () V f(¥)
elde edilir;
d) /1x1 \Y Y1 =Y AXZ \ Yo =Y durumunda ISE y
fAxvy) =yi —y; <max{A(x{ —x3),y1 —y2} =Af () V f(¥)

olur.

Boylece, f fonksiyonunun B-konveks oldugu gosterilmis olur. Simdi bu
fonksiyonlarin klasik konveks olup olmadigini inceleyelim.

n =1 durumunda, f(z) = z, — z, fonksiyonu afin bir fonksiyon oldugundan
konvekstir (ayn1 zamanda konkavdir).

n = 2 durumlarini ele alahm. f(z) = z{* — zJ' fonksiyonu igin ;

;—; =nzl1, aa—;; =nzl 1 ve
g == DA GE=0, Es0, = onti- D
olur. Yani, Hess matrisi
[ 0°f 9%f
= 02,0z, 02,0z,| _ [n(n— 1)z 2 0
0% f 0% f 0 —n(n — 1)z} 2

6226Z1 622022

seklindedir. Bu Hess matrisininin birinci bas minér determinantt n(n — 1)z*"2 > 0,
ikinci bas mindr determinanti |H| = —n?(n — 1)?(z;2,)" 2 < 0 oldugundan bu
fonksiyon konveks degildir.
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Ornek 4.4.2. f:R%2 >R, f(z) =z + 2z}, n € N fonksiyonlar1 klasik anlamda
konveks fonksiyonlardir. Gosterelim;

n = 1 durumu i¢in, f(z) = z; + z, fonksiyonu bir afin fonksiyon oldugundan
konveks oldugu agiktir.
n = 2 durumunda, f fonksiyonunun Hess matrisi
n(n — 1)zt 2 0
H = n—2
0 nn — 1)z}

bicimindedir. Bu matris pozitif yari tanimli oldugundan (Teorem 3.1.8) f fonksiyonu
konvekstir.

Simdi de bu fonksiyonun B-konveksligini inceleyim. Bu fonksiyon B-konveks
degildir. Gergekten, x =(1,5), y=(5,1) ve A =1 olursa;

f@xvy) =f((1L5)V(51)=f(55) =2-5"
M) V() = f(L,5) V £(5,1) = (1™ + 57) v (5" + 17) = 1+ 57
olur. Yani, V n € N* i¢in f fonksiyonu B-konveks degildir.

Bu oOrnekler dikkate alinirsa, B-konveks fonksiyonlar kiimesi B, konveks
fonskiyonlar kiimesi C olmak {izere, bu iki fonksiyon kiimesi i¢in asagidakiler
yazilabilir.

i. BNnC#@® (Ornek4.4.1.,n=1 durumu)
i. B¢C (Ornek 4.4.1., n >2 durumu)
iii. C¢B (Ornek 4.4.2.)

Yani, B-konveks fonksiyonlar kiimesi ile Klasik konveks fonksiyonlar
kiimesinin kesisimi bos degildir ve biri digerini kapsamiyor.

4.5. R,’da Tanimh B-Konveks Fonksiyonlarin Elementer Fonksiyonlar Ailesi

Sekil 4.3.1.5.°de goriildiigii gibi R2 uzay1 ii¢ sekilde iki B-konveks kiimeye (yarmm

uzaya ) ayrilabilir:
E, E, / E;

E; E;

¥

Eq

X X X

Sekil 4.5.1. R% uzayinin iki B-konveks kiimeye ayrilis bicimleri

Bu bilgilere dayanarak f: R, — R,bir degiskenli B-konveks fonksiyonlar i¢in
elementer fonksiyonlar ailesini bulabiliriz. Bu fonksiyonlar ailesi, asagida verilen {i¢
tiirlii fonksiyonlar ailesinin birlesimidir.
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a,f € R, olmak iizere ;

i, h%R, >R, U{+w}, A% ={

a, 0<x<p
0, B<x<o>

a,0<x<p

i. hYPiR, >R, U{+w},

aBy
h, (x)—{%x’ﬁ<x<oo

0,0x<p

i. hYPR, > R, U{+o0},
B

Yani, B-afin fonksiyonlar ailesini H ile gosterirsek,

H=| ] .05t 5

a,ﬁE]R.'.
olur.

Vh € H i¢in epih B-konveks oldugundan H’in her elemani birer B-konveks
fonksiyondur. H kiimesinden olan fonksiyonlarin supremumlari da birer B-konveks

fonksiyonlardir.
Ornegin:
h®*ve h3* fonksiyonlarimn supremumu h(x) =

ve B-konveks fonksiyondur.

¥ =hi*(x)

6, 0<<x<?2
3, 2=x=4 geklindedir
g, 4<x<o
Y
¥ =h3*e) ij)/
3 -
4 x 2 4 x

2 X

Sekil 4.5.2. Supremum Fonkiyonun B-konveksligi

Tersi de dogrudur. Bir degiskenli f fonksiyonu B-konveks ise, 6yle U ¢ H fonksiyonlar

kiimesi vardir ki
f(x) = sup h(x)
heu

dogrudur.
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5. SONUCLAR

Soyut konvekslik ile ilgili ¢alismalar giin gegtik¢e daha ¢cok dnem tasimaktadir.

Bu giine kadar farkli matematikg¢ilerin bu alanda ¢ok sayida makaleleri, Kitaplari
yayinlanmig, tezler savunulmustur. Makale, kitap ve tezlerin biiyiik bir kismini
kapsayan literatiir taramasi yapilan bu tezde:

1.

2.
3.

Bu giine kadar belli olan soyut konvekslik siniflar1 ve aralarindaki iliskiler
arastirilarak O0zetlenmistir.

B-konveks fonksiyonlar ayrica ele alinmis ve daha ayrintili aragtirilmistir.
Verilmis B-konveks fonksiyon 6rnekleri daha genis fonksiyon ailesini kapsiyor
ve Yesilce’de verilen 6rnekleri de igermektedir.

Bu ornekler iizerinden de B-konveks ve klasik konvekslik arasindaki iliski
incelenmistir.

Tek degiskenli B-konveks fonksiyonlar i¢in Elementer fonksiyonlar ailesi
bulunmus ve bu aile tizerinden B-konveks fonksiyonlar incelenmistir.

Boylece, giiniimiizdeki gibi belli olan soyut konvekslik siniflar1 ve arasindaki
iligkiler Ozetlenip bir araya getirilerek, bu alanda c¢alisan arastirmacilara bir
yardimda bulunulmustur. Ayrica, R% de verilen B-konveks fonksiyon drnekleri
ve R, da tanimli B-konveks fonksiyonlar i¢in bulunan B-afin fonksiyonlar
ailesi, B-konveks fonksiyonlarin arastirilmasina 6nemli bir katki saglamistir.

Tezdeki arastirmalar dogrultusunda daha neler yapabiliriz?

Bazi1 soyut konvekslik siniflar1 arasinda iligkiyi inceleyen aragtirmacilar diger
soyut konvekslik siniflar1 arasindaki iligkiyi de inceleyebilir.

B-konvekslik ile ilgili daha farkli 6rnekler bulunabilir ve bu 6rnekler yardimiyla,
klasik konvekslik siniflarinda oldugu gibi, diger soyut konvekslik siniflari ile B-
konvekslik arasindaki iliski arastirilabilir.

B-konveks fonksiyonlar igin yapilan incelemeler (bulunan 6rnekler ve B afin
fonksiyonlar ) B~1-konveks fonksiyonlar i¢in de yapilabilir.

Tek degiskenli B konveks fonksiyonlar i¢in bulunan Elementer fonksiyon ailesi
n degiskenli fonksiyonlar i¢in de genellestirilebilir.

Yeni konvekslik siniflarinin bulunmasi tizerinde calisilabilir.
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