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Bu ¢alismada, Genellestirilmis Woods-Saxon potansiyelinin, tek boyutta sabit
kiitleli Schrodinger diferansiyel denkleminde sagilma ve bagli durumlar igin, analitik
coziimleri incelendi. Sa¢ilma durumunda, olasilik yogunlugunun korundugu analitik
olarak ispatlandi. Yansima ve gegme olasiginin enerjiye ve keyfi se¢ilmis parametrelere
gore degisimini goOsteren grafik ¢izildi. Ayrica tiinellemenin hangi kosullarda
gerceklesebilecegi parametrelere bagli olarak belirlendi. Potansiyelin yapisindan dolay:
bagli durum, siki-bagl ve yari-bagli durum olarak iki ayr1 baslik altinda ¢alisiimistir.
Her iki durum i¢in enerji 6zdeger spektrumu elde edildi ve dalga fonksiyonlar1 keyfi
secilen parametrelerle belirlendi.
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GIRIS Ferhan AKDENIZ

1. GIRIS

19.Yiizy1l baglarina gelinildiginde, Newton yasalari, Maxwell denklemleri
ve Istatistik Mekanik kurami ile zirveye cikmis olan Klasik Fizik, ilk defa MO
4. vyiizyilda Democritus tarafindan orataya atilan atom kavrami da dahil, tiim
fiziksel olaylar1 aciklamak i¢in yeterli bulunuluyordu. Bu nedenle fizik bilimindeki
ilerlemenin yavasg yavas sona erecegi diigliniiliiyordu. Buna kargin 1899 yilinda
kara cisim 1gimasi ile baglayan, fotoelektrik olay ile devam eden bir takim deneysel
gozlemler Klasik Fizik ile izah edilemiyordu. 1920’li yillarda madde parcaciklarinin
dalga fonksiyonu ile temsil edildigi matematiksel bir formiilasyonla ifade edilen
Kuantum Fizigi, Klasik Fizik ile aciklanamayan gozlemleri bagariyla izah etti.
Planck, Einstein, Bohr, De Broglie, Schrodinger, Heisenberg, Dirac ve Pauli
gibi bir¢ok degerli biliminsaninin katkilariyla olusan Kuantum teorisi iizerine o
tarihten beri bir¢ok deneysel ve teorik calisma yapilmigt: ve halen de yapilmaktadir.
Yapilan tiim calismalardaki ortak amag atomun yapisindaki bilinmeyenleri anlagilir
kilmmaktir.  Onerilen bu tez calismasiyla da insanoglunun bu sonu gelmeyen
cabasina kiiciik bir katki hedeflenmistir.

Atom, yoriingelerine elektrostatik kuvvet ile baglanmig elektronlardan ve bir
cekirdekten meydana gelir. Boyutuna ve kiitlesine bakilarak durgun ve noktasal
kabul edilen cekirdek ise birbirine kuvvetlice baghh ama ayni zamanda hareketli
niikleonlardan olusur. Bir atom cekirdegi hakkindaki bilgiler, cekirdegin bagka
parcaciklarla bombardiman edilmesiyle yapilan sacilma deneyleri sonucunda elde
edilebilmektedir. Bu deneysel ¢aligmalarin teorisinde ise niikleonlar1 bir arada tutan
bir potansiyel enerjinden bahsedilmektedir. Bu potansiyel enerji, elektronlari atoma
baglayan Coulomb potansiyel enerjisinden farklidir ve cogu zaman niikleer potansiyel
olarak adlandirilmaktadir.

Optik model (OM), c¢ekirdeklerin yapisal oOzelliklerini  ve sagilma
reaksiyonlarindaki genel davranigi inceleyen modellerden biridir (Satchler 1980,
Krane 1988). Esasinda OM, 1518 isli bir kiireye gonderilmesi ile ortaya ¢ikan
yansima, sogurulma ve kirinim 6zelliklerinden esinlenilerek, esnek ve esnek olmayan
sacilmay1 temsil eden bir potansiyeli baz alarak isimlendirilmigtir. Bir optik model
potansiyelinin kabuk modeline uygun olarak gercel kismi esnek sacilmayi, sanal
kismi ise esnek olamayan sagilmayi, ki bunlar sogurulma ve reaksiyonlaridir, temsil
etmektedir(Satchler 1980, Satchler 1983). Literatiirdeki ilk optik potansiyel
ifadesi, agagidaki bigimde verilen kare kuyu potansiyelidir (Feshbach 1954).

)=+ W) r< roAs

V(r) = { 0 > rgAb (1.1)

Burada r, hedef ve mermi cekirdek arasindaki merkezi uzakhigi; ro, niikleer yarigapi

ve A, kiitle numarasini ifade etmektedir. Ayrica hedef ve mermi etkilesmesini
dogru olarak verebilmesi icin, aralarindaki mesafeye bagh sekilde iistel olarak azalan
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GIRIS Ferhan AKDENIZ

bir formda olmasi gerektigi ongoriilmiigtiir(Krane 1988). Woods-Saxon (WS)
potansiyelinin

1
; n
1+ exp(*r_’:.m )

bigiminde verilen yapisi 6ngoriilen bu 6zelligi saglamaktadir(Woods ve Saxon 1954).
Burada, mermi ile hedef g¢ekirdegin merkezleri arasindaki uzaklik r, cekirdek
potansiyelinin merkez degerinin yarisina diigtiigii yaricap r;, ve atom kiitle numarasi
da A ile gosterilmigtir. Yayginlik veya sizma parametresi olarak da adlandirilan a;
ise potansiyelin maksimum degerinin %90’dan %10’a diistiigii noktalar arasindaki
uzakliktan elde edilen bir parametredir(Aytekin vd 2007).

[, a;) = (1.2)

Woods ve Saxon (1954) yilindaki ¢aligmasinda, 20 MeV’lik porotonlarin,
aliiminyum, nikel veya platin gibi bazi orta ve hafif ¢cekirdeklerden sacilmasini, kendi
isimleriyle de anilan, niikleer kismi1 kompleks ve spin olmayan bir potansiyel enerji
fonksiyonu Onererek niimerik olarak incelemigtirler.

V +W

Vivs(r) = S (1.3)
I+e o

Bu potansiyel enerjinin Schréodinger denklemindeki ¢oziimiiyle dalga fonksiyonunun
radyal kismi bagariliyla hesaplanmigtir.

WS potansiyeli, sadece g¢ekirdek-¢ekirdek etkilesimlerini degil(Brandan ve
Satchler 1997, Khoa vd 1997, Satchler 1991), g¢ekirdeklerin icine hapsolmusg
niikleonlarin enerji diizeylerini belirlemek i¢in de uygundur (Bohr ve Mottelson
1998, Gomez vd 2003). Literatiirde WS potansiyelinin analitik ¢oziimlerine sikca
rastlanir (Aydogdu vd 2012, Hassanabadi vd 2012, Livertz vd 2007, Panelle vd
2010, Rojas ve Villalba 2005).

Ister cekirdek-cekirdek etkilesmeleri, isterse de ¢ekirdek niikleon etkilegmeleri
olsun, etkilesmeler yiizeyden baglar ve cekirdege dogru degigir. WS potansiyeli
yukaridaki sekliyle yiizey etkilesmelerini ifade etmekte yetersiz kalmaktadir. Bundan
dolay1 WS potansiyeli modifiye edilmeye (MWS)(Hassanabadi vd 2013, Ikhdair ve
Sever 2007, Ikot ve Apkan 2012, Yazarloo ve Mehraban 2016) veya genellegtirilmeye
(GWS) ¢aligilmigtir (Aldogan vd 2012, Alpdogan ve Havare 2014, Bayrak ve A¢iksoz
2015, Benamira vd 2007, Berkdemir vd 2005, 2006, Fakhri ve Sadeghi 2004, Goniil
ve Koksal 2007, Hamzavi ve Rajavi 2013, Ikhdair ve Sever 2007, 2008, 2010, Panelle
vd 2010 ). Her ne kadar GWS potansiyeli literatiirde zamandan bagimsiz Scrodinger
denkleminde, Bayrak ve A¢iksoz 2015, Berkdemir vd 2005, Fakhri ve Sadeghi 2004,
Goniil ve Koksal 2007 tarafindan; Klein-Gordon denleminde, Ikhdair ve Sever 2007
tarafindan; Dirac denkleminde, Ikhdair ve Sever 2010 tarafindan calisilmigsa da tek
boyutlu Scrodinger denklemi kullanilarak hi¢ calisgiimamigtir. Bu tez caligmast bir

2



GIRIS Ferhan AKDENIZ

boyutta Schrodinger denkleminde GWS potansiyelinin sagilma ve bagl durumlar:
icin analitik ¢oziimlerini icermektedir.

-V W e—alz+L)
V(z) =6(-x) 1 + e—ala+L) + (1 + e—a(w—l—L))z
_VE) %% 6a(gv—L)
+0(x + 1.4
( ) 1+ ea(x—L) (1 4 ea(x—L))2 ( )

Burada 6(z) ve 6(—z) basamak fonksiyonu olmak iizere, pozitif (z > 0) ve negatif
(x < 0) bolgelerinde 0 veya 1’e esit olur. Potansiyelin bi¢imini belirleyen reel
parametreler ise V ve W dip parametrelerine, a sizma katsayisina ve L etkin ¢ekirdek
yaricapina kargilik gelir.

Kaynak aragtirmalarinda, o©nce Schrodinger denklemi hakkinda bilgi
verilmigtir sonra MWS ve GWS potansiyellerinin 6zel durumlarina deginilmigtir.
WS, MWS ve GWS potansiyelinin kargilagtirmali grafiklerine yer verilmigtir.
Materyal ve Yontem kisminda ilk olarak GWS potansiyeli etkisi altinda hareket
eden, spinsiz ve sabit m kiitleli parcacigin porzitif ve negatif bolgelerdeki davranig
calisgtlmigtir. Her iki bolge c¢oziimlerinde farkli degigsken doniistimleri yapilarak
diferansiyel denklem sadelegtirilmis, tekillik noktalar1 etrafindaki davraniglar: tespit
edilerek uygun coziimler 6nerilmistir. Onerilen bu ¢oziimlerin Hipergeometrik
fonksiyonlarin karakterinde oldugu goriilmiistiir. Sac¢ilma ve bagl durumlarindaki
¢oziimler farkli sinir gartlarina sahiptir. Sagilma durumuna uygun olarak eksi
sonsuzdan gelen ve yansiyan, arti sonsuzda ise sadece ilerleyen dalga c¢oziimleri
elde edilmistir.  Ayrica olasihigin korunumu analitik olarak ispat edilmistir.
Baghh durum ise siki-baghh ve yari-bagh olarak iki baghk altinda incelenmigtir.
Siki-bagli durumda, sagilma durumundan farklh olarak parcacik potansiyel kuyu
icinde hapsolmustur. Bu kosul arti1 ve eksi sonsuzda dalga denklemlerinin yok
olmasini gerektirirken potansiyel kuyu icindeki siireklilik kosulu ise enerjinin
kuantizasyonunu vermigtir. Boylelikle dalga denklemleri diigiim sayilarina gore
elde edilmigtir. Yari-bagl durumda ise hapsolan parcaciklarin cekirdek yiizeyinden
sizmasl miimkiindiir. Bundan dolay1 sinir kogullarinin art1 ve eksi sonsuzda sadece
o yonlere ilerleyen dalgalara sahip olmahdir. Siireklilik sart1 da kullanilarak enerji
spektrumu ve diigiim sayilarina bagh olarak dalga denklemleri elde edilmigtir. Tezin
bulgular kisminda ise keyfi parametreler secilerek sacilma durumunda rezonans
kogullarinin, her bir parametreye ve enerjiye gore degisim grafikleri detayl olarak
degerlendirilmigtir. Siki-bagh ve yari-bagh durumlarin dalga fonksiyonlar: ise, GWS
potansiyelinin simetrik yapisi da kullanilarak, ¢ift ve tek dalga fonksiyonlar1 olarak
ayr1 ayri grafikler yardimiyla tartigilmigtir. Tez, siki-bagh ve yari-bagh durumun
enerji spektrumunun da verildigi sonu¢ kisminda genel degerlendirmeler yapilarak
neticelendirilmigtir.
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2. KURAMSAL B ILG ILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Schrodinger Denklemi

Schrodinger (1926) yilinda, kiitleli fakat spin icermeyen ve de goreli olmayan
parcaciklarin kuantum durumlarini kendi ismiyle anilan Schrodinger diferansiyel
denkleminin c¢oziimleriyle ifade etmigtir. Eger potansiyel enerji fonksiyonu
zamandan bagimsiz ise, bu diferansiyel denklem

—5——— T V(@)Y(z) = Ey(x) (2.1)

olarak verilir. Esasinda bir 6zdeger 6zvektor problemi olan bu denklemin zamandan
bagimsiz Schrodinger denklemi olarak ifade edilmesi gerekse de literatiirdeki yaygin
kullaniminda Schrodinger denklemi olarak isimlendirilmistir. Burada (x); bagh
durum dalga oOzfonksiyonu, m; parcacigin kiitlesi, hA; Planck sabitinin 27’ye
boliimiidiir. Bagh durumda dalga fonksiyonu, enerji 6zdegerleri ve karsilik gelen
dalga ozfonksiyonlar1 kullamilarak

_;Ent

U(z,t) =Y Cptpn(x)e 7 (2.2)

ile ifade edilir. Burada (), katsayilari ile her bir durumunda bulunma olasiliklar:
hesaplanir. Bu noktadan sonra literatiirdeki yaygin kullanimina uygun olarak dalga
fonksiyonu olarak dalga 6zfonksiyonu kullanilacaktir.

(ekirdek-parcacik etkilegimlerini aciklayabilmek icin WS, Hultén, Cusp,
Poschl-Teller, Morse potansiyeleri Schrodinger denkleminde ¢oziilerek sacilma ve
bagli durumlar igin ¢aligilmigtir (Bianchi 1994, Bohm 1951, Flunge 1917, Morse
ve Feshback 1953, Newton 1982, Senn 1988).

2.2. Woods-Saxon Potansiyelinin Genellegtiriimesi

Literatiirde WS potansiyelinin genellegtirilmis ifadelerinin yer aldigi bir ¢ok
caligma bulunmaktadir (Hassanabadi vd 2013, Ikhdair ve Sever 2007, Ikot ve
Apkan 2012, Yazarloo ve Mehraban 2016). Bu g¢alhgmalarda potansiyel enerji
fonksiyonunun en sik kargilagilan sekli

Vi) = 0(—) [_—Vo} +0(z) {‘7%] (2.3)

P+ q e—a(z+L) ﬁ + q eb(w—i)

ile ifade edilir. Denklem (2.3)’de yeni eklenen dort parametre p, p, ¢ ve ¢ pozitif
tamsayilardir ve 6zel degerlerinden faydalanilarak farkli potansiyeller elde edilinir.
Bu 6zel durumlarindan bazilarimi, Alpdogan ve arkadaglari (2012) Tablo-2.1'de
verildigi gibi 6zetlemigtir.
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WS potansiyeli Hulthén potansiyeli asimetrik Hulthén potansiyeli
a="> a="> a#b

L=1L L=L=0 L=L=0

g=q=1 ¢g=-q¢=1 ¢g=-¢=1

p=p=1 p=p=1 p=p=1

simetrik Cusp potansiyeli asimetrik cusp potansiyeli

a=1"b a#b

L=L=0 L=L=0
g=q=1 g=q=1
p=p=0 p=p=0

(izelge 2.1 Potansiyeller

Bu tip genellegtirilmeler potansiyel enerji fonksiyonunun genel yapisinda
onemli farkliliklara neden olmaz, dolayisiyla agiklanmak istenen fiziksel probleme
yeni katkilar vermekten uzaktir. Daha agiklayici olabilmek icin Sekil-2.1’de V =
100MeV, a = 1fm™, L = 6fm, p = p = 2 i¢in 6énce ¢ = ¢ = 10 sonra
q = ¢ = 30 parametleri kullanilarak potansiyel enerji fonksiyonu ¢izilmigtir. Agikca
goriildiigii gibi sabit bir p = p degeri icin ¢ = ¢ arttikca potansiyel enerji derinligi
artmakta ve dip noktasi, siireksizlik anlamina da gelecek sekilde, sivrilegmektedir.
Sabit bir ¢ = ¢ degeri i¢in ise p = p arttik¢a potansiyelin derinligi yayvanlagarak
artmaktadir. Her iki durumda da potansiyelin genigligi azalmaktadir. Oysa ki bu
etkiler p,p,q,q parametreleri olmadan da sizma ve yaricap parametreleri ile de
elde edilir. Yeni terimler eklenerek elde edilen potansiyel genellegtirilmis formu
iken sadece katsayilarin degistirilmesi ile elde edilen potansiyel modifiye edilmis
formudur. Dolayisiyla bu dort parametre probleme yeni bir katki vermemektedir.
Bu yilizden GWS potansiyeli yerine MWS potansiyeli olarak isimlendirmek dogru
olacaktir.

Sagilma probleminde sagilacak parcacik once gekirdegin yiizeyi ile etkilesir.
Yiizeyin parcaciga, cekirdegin igine girmemesi igin itici bir etkisi vardir. Cekirdek
icinde bagli durumda bulunan bir niikleon ise ¢ekirdek digina sizmamasi i¢in yiizey
tarafindan da c¢ekirdegin icine dogru itici bir kuvvete maruz kalir. Bu yiizey
etkisi WS potansiyelinde mevcut haliyle bulunmamaktadir. Literatiirde bu yiizey
etkilesmesi tiirevinin veya tiirevine benzer bir ifadenin eklenmesiyle hesaplanmaya
calisilmigtir (Aldogan vd 2012, Alpdogan ve Havare 2014, Bayrak ve Aciks6z 2015,
Benamira vd 2007, Berkdemir vd 2005, 2006, Boztosun 2002, Boztosun vd 2005,
Dapo vd 2012 Fakhri ve Sadeghi 2004, Goniil ve Koksal 2007, Hamzavi ve Rajavi
2013, Ikhdair ve Sever 2007, 2008, 2010, Kocak vd 2010, Liitfiioglu vd 2016,
Mackintosh ve Kobos 1982, Panelle vd 2010). GWS potansiyeli, WS potansiyeline
yiizey etkisi eklenerek
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B _‘/0 N %% ea(r—R)
S L e R () 4 patr-R))

Vi(r) (2.4)

ile ifade edilebilmektir. a sizma katsayisi, R yaricap, Vo ve W dip parametreleri
potansiyelin seklini belirler. a, R ve W parametreleri ayni p, p, ¢, ¢ parametreleri gibi
potansiyelin genisligini ve dip nokasinm sivriligini degistirir. Oyle ki a parametresi
azaldikca potansiyelin dip kismi sivrilegir, arttikca da potensiyelin dibi genigler ve
kare kuyu formuna dogru potansiyeli degigtirir. R parametresiyle dogru orantil
olarak da potansiyelin genigligi azalacak veya artacaktir. W parametresi ise yiizey
etkilerini simgeleyen katsayidir. Eger 0 < W < V| arasinda ise potansiyel kuyu
daralir ama heniiz itici bir etki gozlenmez, W > V| oldugunda ise bir bariyer
yiiksekligi olusur. Bu yapisal degisiklikten dolay1 potansiyel enerjinin bu formuna
GWS potansiyel enerjisi demek uygun diigmektedir.

Literatiirde, GWS potansiyelinin irdelendiginin iddia edildigi ama aslinda
farklh potansiyellerin dikkate alindig1 ¢caligmalar da bulunmaktadir. Arda ve Sever
2008, Arda vd 2010 ve Meyur vd 2010 caligmalarinda GWS potansiyeli ile
caligmaya baglamiglar ama doniigiimleri sonucu genellegtirilmis Hulthén potansiyeli
calismiglardir. Hulthén potansiyelinin GWS potansiyelinden farki etkilesmenin etkin
olacagl yaricap parametresi L'nin dikkate alinmamasidir.

Bu tez ¢aligmasinda GWS potansiyelinin tek boyutta ¢oziimleri caligilmigtir.

Vs W e—al@+1)
V(z) =6(-x) 1 + e—ala+L) + (1 + e—a(w+L))2
_VE] 1%7%4 ea(x—L)
) 4 2.5
(QU) 1 + ea(m—L) (1 + ea(w—L))Z ( )

Dolayisiyla bu potansiyel kuyunun V(x) = V(—x) simetrisi vardir. Bundan dolay1
coziimlemelerde simetrik ve antisimetrik isimlendirmeler kullanilmigtir. GWS ve
MWS potansiyeli garifikleri Sekil 2.1°’de goriilmektedir.
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100

V(x) (MeV)

-100—

YARI-BAGLI DURUM

SIKI-BAGLI DURUM

SACILMA DURUMU

Sekil 2.1 WS, MWS ve GWS potansiyellerinin rastsal secilmis sacilma, siki-bagh ve
yarl-bagl durum enerjilerinin konuma gore degigimi. Kullanilan tiim parametreler
(Cizelge-2.2’de verilmigtir.

Vaws Virws—1 Viws—2 Vivs
Vo =100MeV Vo =100MeV Vo =100MeV Vo =100MeV
W =250MeV a=1fm™* a=1fm™! a=1fm™!
a=1fm™" L=L=6fm L=L=6fm L=06fm
L=6fm p=p=2 p=p=2
q=q=10 q=q=30
E® EY EY mc? fic
80MeV —80MeV 20MeV 940M eV 197.329MeV. fm

(izelge 2.2 Potansiyeller igin parametre degerleri
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, oncelikle GWS potansiyeli kullanilarak Schrédinger denklemi
yazilacaktir. Daha sonra sacilma, siki-bagli ve yari-bagh durumlar igin enerji
ozdegerleri ve dalga fonksiyonlar:1 bulunacaktir.

3.1. Genellestirilmis Woods-Saxon Potansiyelinin Sclidinger Denkleminde C6zUm

GWS potansiyeli

Vs W ema(@+L)
V(z) =60(-z) 1 + e—ala+L) - (1 + 6—a(x+L))2
_VE] %% ea(:c—L)
+0(x + 3.1
( ) 1+ ea(w—L) (1 4 ea(m—L))2 ( )

negatif ve pozitif bolgeleri i¢in ayr1 ayr1 ¢oziimlenecektir.

3.1.1. Pozitif ve negatif bolgelerde dalga denklemleri

Potansiyelin simetrisinden dolay1 parcacigin sol veya sag taraftan gelmesi
arasinda bir fark yoktur. Bu tez caligmasinda parcacigin hep sol taraftan geldigi ve
sag tarafa gittigi kabul edilmektedir. Once negatif bolge icin ¢oziimler yapilacaktir.
3.1.1.1. Negatif bolge dalga denklemi

Bu bolgede basamak fonksiyonlar:

degerlerini alir ve GWS potansiyeli

_VO %% e—a(x-i—L)

Vi) =
() 5 e © (14 e—ole+0))?

sekline indirgenir. Bu potansiyel etkisinde hareket eden sabit m kiitleli parcaciga
ait Schrodinger denklemi ise

2m Vo W ealz—L)
" T _'_ - E _'_ _
7psol( ) hg 1 + ea(x_L) (1 4 ea(x—L))

5 | Vsor(x) =0 (3.2)

gibidir. Bu denklem i¢in

y = _6—a(m+L) (33)
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degisken degisimi yapilarak

dy = e @+ g dg

a
dr ydy

2 L, d? d
@—“(yd—yﬁyd—y)

bulunur ve Denklem (3.2)’de yerlerine konularak y’ye bagh Schrodinger denklemi

_ 2 BQ 9
yi + y2(1 _ y) + yz(lfy_ y)g wsol(y) =0 (34)

1
Voo (y) + ” Vit (y) +

olarak elde edilir. Denklem (3.4)’de yer alan

2mE
2 _
—€ =55 (3.5)
2m (Vo — W)
2 _
2mW
2 _

olarak tamimlanmaktadir.

Elde edilen Denklem (3.4), tekillik noktalarimin daha kolay tespit edilebilmesi
i¢in diizenlenerek

1
Voo (y) + g Vit ()

s 7+6 7+6 L

+
y? y 1—y (1—-y)?

] Usar(y) =0 (3.8)

bulunur. Burada y = 0 ve y = 1 noktalan tekillik gostermektedir. Ilk tekil nokta
y — 0 iken, Schrodinger denklemindeki baskin terimlerin

y2

1
¢;/ol(y) + g ¢;ol(y) + ¢sol(y> ~ 0 (39)




MATERYAL VE METOT Ferhan AKDENIZ

oldugu goriiliir. Boyle bir diferansiyel denkleme polinom tarzi ¢6ziim onerilebilinir.

,lvbsol(y) = ?/6 (310)
Denklem (3.10) ve tiirevleri
Vsaly) = Y

Wi(y) =6y

Via(y) =0(6 - 1)y"~

Denklem (3.9)'da yerine yazilarak

1 2 2, .2
§(6 =1y’ 2+ =yt + L@H Y’ =0
Y Y
elde edilir. Bu ifadeden ¢ 'nin esiti
=2 -p2—~ (3.11)

olarak elde edilir.

Ikinci tekil nokta y — 1 tekilliginde ise, Schrédinger denkleminin baskin
terimleri

2

" /7
—_— ~ 12
,lvbsol(y) + (1 — y)2 ¢80l (y) 0 (3 )
olarak yazilir ve benzer gekilde polinom tarzi
Vsal(y) = (L= y)" (3.13)

bir ¢oziime sahip olmasi gerektigi goriiliir. Denklem (3.13)’i ve tiirevlerini,

,lvbsol(y) = (1 - y)T
i(y) =71 =y

Vea(y) =7 (1= 1) (1—y)""

Denklem (3.12)’de yerine yazarak

rr—1)(1-y) 7+

(1—y)?
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elde edilir. Bu da 7'nun esitini
7= A2 (3.14)

olarak verir. Denklem (3.10) ve (3.13) sonuglarim kullanarak s, (y) icin genel
ifadesine, tekillik noktalarindaki davramiglariyla genel bir fonksiyonun ¢arpimi olarak

Vsa(y) =9 (1= )" f(y) (3.15)

¢Ozlimii 6nerilir. Bu genel ¢oziim ve tiirevleri Denklem (3.8)’de yerine yazilarak

y(1 =) f"(y)+ | (20+1) = (26 +27 + 1)y

')

— | =B =2+ 20+ 7| fly) =0 (3.16)

bulunur. Bu denklem Hipergeometrik diferansiyel denklem

y(1—y) f"(y)+ |c— (L+ar +b)y

f'ly) —arby f(y) =0 (3.17)

ile benzemektedir. Dolayisiyla ¢oziimleri Hipergeometrik fonksiyon kullanilarak
f(y) = DyaFi(ay, by, cr;y)+Day' = osFi(a1—c1+1,bi—c1+1,2—ci;y) (3.18)

ile ifade edilir. Burada yer alan parametreler benzegtirme metoduyla

a=0+TFe¢
b1:(5—|—7':t€
o =1+26 (3.19)

olarak tanimlanir. a; ve by icin pozitif veya negatif secim serbestligi vardir. Pozitif
isaret secilirse, by i¢in negatif igsaretli olur.

ap=0+T17+¢ (3.20)

by=0+T—¢ (3.21)

Denklem (3.18), Denklem (3.15)’de yerine yazilarak dalga fonksiyonu
Vsa(y) = D1y° (1 —y)" 2Fi (a1, by, c15y)

+ Doy (1 —y) oFi(ar — 1+ 1,b1 — e + 1,2 — e139) (3.22)

11
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bulunur. Dalga fonksiyonunun x — —oo asimptotik davranigi incelenmelidir. Bunun
icin y degigkeninin bu limitte hangi degere gittigi

lim (y=—e ) 5 —o0

T——00
olarak belirlenir. Bu sebeple y degeri de yaklagik olarak

y =2 —e @l (3.23)

degerini alir. Dalga fonksiyonunun Denklem (3.22)’de yer alan terimleri tek tek ele
alimacaktir. y — —oo limit durumu igin

oFi(a1,by,c13y) = —o0

2F1(CL1 — ]+ 1,b1 —cC + 1,2 —Cl;y) — — 0
olur. Dolayisiyla dalga fonksiyonu da iyi tanimli olmaz. Bu nedenle, Hipergeometrik
fonksiyon oOzellikleri kullanilarak
F(Cl)r(bl — al)
F(bl)F(Cl — CL1)

F(cl)F(al — bl)
F(CL1>F(01 — bl)

oFi(ar,b1,¢c13y) = (—y)™ ™ + (_y)_bl (3.24)

T2 —e)T(b — ay) (a1~
Fila; —ci+1,b — ey +1,2 — cppy) = )T
2Ple — et b —a+12=eny) = g s (70)

F(Q — cl)F(al — bl)
D(ay — ¢ + DI(1—by)

(_ )—(51—61-1—1)
(3.25)

kullanilir. Denklem (3.24) ve (3.25)’de yer alan sabitleri

F(cl)F(bl — CL1)

A F(bl)f‘(cl — al)

(1 + 26) [(—2¢)

TT@+r—o)L(1+0—7—¢) (3.26)

F(cl)F(al — bl)

B F(al)F(Cl — bl)

(1 + 26)T(2¢)

TTEHT+)I(1+6—T+e) (3.27)

12
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F(Q — Cl)r(bl — al)

F=
F(bl — 1+ 1)F(1 — CL1)

['(1—20)T(—2¢)
S I(=6+7—-)T(1—-6—-7—¢)

(3.28)

F(Q — cl)F(al — bl)

G =
T(as — 1 + D)I(1— by)

(1 - 25) T(2¢)
S D(=04+T4+e)(1-5—7+¢)

(3.29)

bi¢iminde tanimlanarak Denklem (3.24) ve (3.25) fonksiyonlari

o Fy(ay,by,c15y) =

A(=y)™™ +B (—y)‘b1] (3.30)

2F1 (a1 —C1+ 1, bl —c+ 1, 2— C1; y) = |F (_y)—(a1—01+1) + G (_y>—(b1—01+1)

(3.31)
olarak elde edilir. Ayrica, bu limit durumunda yaklasik olarak

lim (1 —y)=eo@*h) (3.32)

Y—+—00
olur.

Denklem (3.23), (3.30), (3.31) ve (3.32), Denklem (3.22)’de yerlerine yazilarak

13
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dalga fonksiyonu

6 T
'lvbsol(l' — —OO) = Dl ( — 6—a(x+L)> (e—a(x-i-L))

| a (6—a(x+L)> —0—T—¢ . B (6—a(x+L)> —5—7’-1—6]

"D, ( _ e_a(x+L))—5 (e_a<x+L))T

< | (e—a(gc+L)>6_T_E e (e—a(gc+L))6_T+€]

4 Dy (—1)7 | F (e—a(m+L)>_E e (e—a(x+L))E] (3.33)

olarak elde edilir. Burada yer alan d, ¢, 7 parametrelerinden 4 esitligini bulmak icin
Denklem (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.11) kullanir ve

52252_52_72

—2mE  2m(Vo—W) 2mW
R2a2 h?a?  h2a2

2m(E + Vo)
h2a?

elde edilir. Ayrica

2m

k2 = F(E + Vo) (3.34)
olarak tanimlanarak
—k2
2 _ 1
T=z
ve
(5 == :l:ikl
a

14
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bulunur. ¢ icin pozitif degeri tercih edilmektedir.

i
5=k (3.35)

e esitligini bulmak igin ise Denklem (3.5) kullamlmaktadir. Ayrica

2mE
k= = (3.36)
olarak tanimlanarak
kN 2
= (4
a
ve
=41k
a
bulunur. ¢ i¢in de pozitif degeri tercih edilmektedir.
vk
= — 3.37
=t (337
Son olarak 7 egitligi i¢in Denklem (3.14) kullanilmaktadir.
1
— 42
T 17
olur. 7 i¢in pozitif degeri tercih edilmektedir.
1 1
Y B 3.38
T=ES o\ (3.38)
Son olarak
(—1) =€~ (3.39)
esitligi de kullanilarak dalga fonksiyonu
¢sol($ — —OO) = 6ik(m+L) D1 Ae%ﬂkl + D2 Fegkl
+e ket |\ D Bew k4 D, G e%’ﬂ] (3.40)

15
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olarak bulunur.

Negatif bolgenin diger sinirinda, x — 07 limit durumunda y degiskeni

lim (y = —e_a(“L)) =0

z—0~

yakinsar ve
al >1
icin
y =2 —e @l (3.41)

degerini alir. Denklem (3.22)’de ki dalga fonksiyonunda yer alan terimler tek tek ele
alinacaktir.
y — 07 limit durumu igin

o Fi(a,b,c;y) — 1 (3.42)

oFila—c+1,b—c+1,2—cy) —1 (3.43)

olur. Ayrica, (1 — y) teriminin limit durumu ise

lim (1 —y) =1+e "

z—0-
olur. Dolayisiyla yaklagik degeri

al >1
icin

1—-y=1 (3.44)

bulunur. O halde sifira negatif bélgeden yaklagildik¢a dalga fonksiyonunun davranist
Denklem (3.41), (3.42), (3.43) ve (3.44), Denklem (3.22)’de yerlerine yazilarak

Yoot (# — 07) = Dy (=1)° e @@F0 1 D, (—1)70 o (#HE)0 (3.45)
ve de, Denklem (3.35), (3.37) ve (3.38) de yerlerine yazilarak
Ysor(x — 07) = Dy ea B emhi(@tl) 4 Dy eak k(L) (3.46)

olarak bulunur.

16
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3.1.1.2. Pozitif bolge dalga denklemi

Bu bolgede basamak fonksiyonlari

degerlerini alir ve GWS potansiyeli

_Vb %% 6a(gc—L)

V(ZE’) = 1+ 6a(x—L) + (]_ + ea(:c—L))?

(3.47)

sekline indirgenir. Bu potansiyel etkisinde hareket eden sabit m kiitleli parcaciga
ait Schrodinger denklemi ise

2m ‘/0 W ea(x_L)
" —
wsag(z) + ﬁ E+ 1+ ca(z—L) - (1 + ea(m—L))2 @bsaé(x) =0 (348)
gibidir. Bu denklem icin
1
z = W (349)
degisken degisimi yapilarak
dz = —(1 + e®@ 1)) 72 gale=L) g gy
d
priakl (z—1) P
5 =a (z (z—1) @+z(z—1)(2z—1)a)

bulunur ve Denklem (3.48)’de yerlerine yazilarak z’ye bagh Schrodinger denklemi

—g? 32 4
22(z — 1)2+z(z — 1)2+(z _ 1)2] Ysag(2) =0

w;/ag (Z) +

z z-—1

L. ]w;ag<z>+

(3.50)

olarak elde edilir. Burada Denklem (3.5), (3.6) ve (3.7)’deki terimler
kullanilmaktadir.

17
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Elde edilen Denklem (3.50), tekillik nokltalarinin daha kolaylikla tespit edilebilmesi
icin diizenlenerek

g2 2_ 9.2 9.2 _ 32 2 _ 24 A2
B n B +ﬁ g

z z—1 (z — 1) Vsag(z) =0 (3.51)

bulunur. Burada z = 0 ve z = 1 tekillik gostermektedir. Ilk tekil nokta z — 1 iken
Schrodinger denklemindeki baskin terimlerin

1 , 1
;] Veay(2) + o1
oldugu goriiliir. Boyle bir diferansiyel denkleme polinom tarzi ¢6ziim onerilebilinir.

Vsag(2) = (2 = 1)¥ (3.53)

Denklem (3.56) ve tiirevleri

bsag(2) = (2 = 1)"

Vi (7) + — &2+ B+ 9 |Ysag(2) ® 0 (3.52)

Veag(2) = v (2 = 1)

¢;,a§(z) =v(v—1)(z—1)"?

Denklem (3.52)’de yerlerine yazilarak
viv—=1)+v+(—+82+¥)|(:-1)"*=0

elde edilir. Bu ifadeden v’niin esiti
VP =e? — B2 — 42 (3.54)
olarak elde edilir.

Ikinci tekil nokta z — 0 tekilliginde ise, Schrodinger denkleminin baskin
terimleri

2
Yogl2) - Viagle) + o rg(2) =0 (35)

18
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olarak yazilir ve benzer gekilde polinom tarzi
Vsag(z) = 2" (3.56)

¢Ozlime sahip olmasi gerektigi goriiliir. Denklem (3.56)’1 ve tiirevlerini

Voag(2) = 2"
¢;a§(’z) = U Zu_l

— -2
Viag(2) = (= 1) 2
Denklem (3.55)’da yerlerine yazarak

2

1 _
,u(,u—l)z“_z—i-—uz“_l—i-—i 2 =0
z 2

elde edilir. Bu da p’niin egitini
p? = e? (3.57)

olarak verir. Denklem (3.56) ve (3.53) sonuglarini kullanarak t,,;(2) icin genel
ifadesine, tekillik noktalarindaki davraniglariyla genel fonksiyonun carpimi olarak

Ysaz(2) = 2# (z — 1)” f(2) (3.58)

¢Ozlimii 6nerilir. Bu genel ¢éziim ve tiirevleri, Denklem (3.51)’da yerine yazilarak

2(z=1)f"(z)+ |Qu+1+2v+1)z— (2u+1)

f'(z)

+ (22 =B +2puv+v+p

£(z) =0 (3.59)

bulunur. Bu denklem Hipergeometrik diferansiyel denklem

2(z=1)f"(2)+ |ca— (1 4+ as+ b))z | f/(2) —azby f(2) =0 (3.60)

ile benzemektedir. Dolayisiyla Hipergeometrik fonksiyon kullanilarak
f(Z) = D3 2F1(CL2, bg, Co; Z)+D4 21_62 2F1(CL2—02+1, bQ—CQ+1, 2—02; Z) (361)
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ile ifade edilir. Burada yer alan parametreler benzesgtirme metoduyla

1
ay=otutvFE\g -

1
by :§+M—|—Vﬂ:

)-lkr—* )J;}—t
~Q
no no

olarak tanimlanir. as ve by icin pozitif veya negatif secim serbestligi vardir. Pozitif
isaret secilirse, by i¢in negatif igeretli olur.

1—|— + L 2
A9 = — V—4l—-—
2 5 % 1 Y

=p+v+T (3.63)

1
b :§+M+V+

=l+p+tv—rm (3.64)

g;}—n
\Q
(3]

Denklem (3.61), Denklem (3.58)’de yerine yazilarak dalga fonksiyonu

wsag(Z) = D3 zH (Z — 1)V2F1(a2,b2,02; Z)

+Dyz " (2= 1) gFi(as —ca + 1,by — o + 1,2 — ¢35 2) (3.65)

bulunur. Dalga fonksiyonun z — oo asimptotik davraniglar: incelenmelidir. Bunun
icin z degigkeninin bu limitte hangi degere gittigi

lim (2) =0

T—00

olarak belirlenir. Bu sebeple 2 degeri de yaklagik olarak

I

z 2 eme(@h) (3.66)

degerini alir. Dalga fonksiyonunun Denklem (3.65)’de yer alan terimleri tek tek ele
alinacaktir. Fonksiyonlar z — 0 limit durumunda iyi tanimhidir ve

o Fi(ag, by, coy2) — 1 (3.67)

2F1(CL2—02+1,b2—02—|—1,2—02;2)—> 1 (368)
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olur. Ayrica, bu limit durumunda yaklagik olarak

lim (z — 1) = —1 (3.69)

T—r00

olur. O halde sifira pozitif bolgeden yaklagildikca dalga fonksiyonunun davranigi
Denklem (3.66), (3.67), (3.68) ve (3.69), Denklem (3.65) de yerlerine yazilarak

I

Usag(x — 00) = Dy (ea@—”)” (—1)” + Dy (ea@—”)_ (—1)" (3.70)

bulunur. Burada yer alan p, v parametrelerinden g esitligini bulmak i¢in Denklem
(3.37)ve (3.57) kullanilarak

,u2 _ g2
SN2
= (3+)
a
bulunur ve
= +

a

elde edilir. p icin pozitif degeri tercih edilmektedir.

= 2/@ (3.71)

v esitligini bulmak i¢in ise Denklem (3.11) ve (3.54) kullanilarak
V=2 22
bulunur ve
VvV = :l:il{il
a
elde edilir. v icin pozitif degeri tercih edilmektedir.

v = 21@ (3.72)
O halde pozitif bolge dalga fonksiyonu sonsuzda
Vaag(x — 00) = | Dye @=L 4 D, eih@=D) | o=tk (3.73)

gibi davranir.
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Pozitif bolgenin diger simrinda,  — 0% limit durumunda z degigkeni

i, (- = )
im (2= ———) =
z—0t 1+ ealz—L)

degerini alir ve

al > 1 (3.74)
icin

221 (3.75)

degerini alir. Denklem (3.65)’de ki dalga fonksiyonunda yer alan terimler tek tek ele
aliacaktir.
z — 1 limit durumu igin

o Fi(ag, ba, co;2) — 00

oFi(ay —co+ 1,0 —ca+ 1,2 —¢9;2) >
olur. Dolayisiyla dalga fonksiyonu da iyi tanimli olmaz. Bu nedenle Hipergeometrik
fonksiyon ozellikleri
F(CQ) F(Cg — Q9 — bg)

F b by — 1;1—

o F(ag, by, co; 2) =

ca—(az+b2) F(CQ) F(CLQ + bg — 02)

+(1-2) Ta2) T ()

X QFl(CQ—CLQ,CQ—bQ,CQ—CLQ—b2—|—1;1—2) (376)

gFl(CLQ—02+1,bg—02+1,2—02;2):

F(2 — CQ) F(Cg — Q9 — bg)
F(l — CLQ) F(l — bg)

X 2F1(a2—Cg+1,b2—CQ+1,1—a2—b2+02;1—2)

F(Q —Cg) F(ag —l-bg —Cg))

1— az+ba—ca
+( Z) F(a2—02+1)f‘(bg—02+1)

X 2F1(1—a2,1—b2,1+a2—b2—02;1—z) (377)
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kullamlir. Denklem (3.76) ve (3.77) fonksiyonlarinin i¢inde yer alan o Fj(as — c2 +
1,62—02+1,1—a2—b2—|—02;1—z) ve 2F1(1—ag,l—b2,1+a2—b2—02;1—2)
fonksiyonlarinin degeri ise

2F1(a2,b2,a2+bg —Cg—l-l;l —Z) —1

2F1(02—&2,02—bQ,CQ—CLQ—bQ—l—l;l—Z)—)1
2F1(a2—Cg—l-l,bg—CQ+1,1—a2—bg+CQ;1—Z)—)1
oFi(1—ag,1 —=0by),14+as—by—cy;1—2) =1

bigiminde olur. Bu degerler Denklem (3.77)’de yerlerine yazilir. Ayrica, Denklem
(3.76) ve (3.77)’de yer alan sabitleri

F(CQ)F(CQ — Q9 — bg)

M F(CQ — ag)F(CQ — bg)

B (20 + 1) T(—2v)
T T(ltp-v-n)T(u—v+r) (3.78)

F(CQ)F(CLQ + bg — Cg)
I'(a2)I'(b2)

N

B T(2u+1)0(2v)
Cptrv+ )T+ p v —1)

(3.79)

F(Q — CQ)F(CQ — Q9 — bg)
T(1— as)(1 — by)

MlE

B (1 —2p) T(—2v)
Cl—p—v—7)I(—p—v+7)

(3.80)

['(2 = c)l'(ag + by — c3))

Ny =
! F(ag —Co + 1)F(b2 — Cy + 1)

_ D(1 - 2u)T(2v)
T T(—ptv+n T —p+v—r) (3.81)
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bi¢giminde tanimlanarak Denklem (3.76) ve (3.77) fonksiyonlar

2F1(CL2, bg, Co; Z) =M + (1 - Z)cz_(a2+b2) N (382)
2P (ay — o+ 1,by — ey + 1,2 — ¢5;2) = My + (1 — 2)™7 72 N, (3.83)
olarak elde edilir. Ayrica, bu limit durumunda yaklasik olarak
) -1
xliglJr(z - 1) - ﬁ

olur. Dolayisiyla yaklagik degeri
al >1
icin
712 —etl@l) (3.84)

bulunur. O halde sifira pozitif bolgeden yaklagildik¢a dalga fonksiyonunun davranig
Denklem (3.39), (3.75), (3.82), (3.83) ve (3.84), Denklem (3.65)’de yerlerine yazilarak

Vsag(x — 07) = D3 (1)* ( _ 6a(x—L)>”

M+N<ea<x—m>—“]

Dy (1) ( - ea@—L))"

—2v
M4 (ee0) ]

— Dy (~1)" [M (e“W—L))V YN

+ D, (_1>u [Ml (ea(:v—L))V TN (ea(m—L)>_1 (3.85)

ve Denklem (3.71), (3.72) de yerlerine yazilarak dalga fonksiyonunun davranig

e%ﬂkl

Yeag(z — 0F) = Dy [M etl@=D) 4 N

+ D,

M, gkr@=L) 4 Ny 6_ik1(x_L)] ek (3.86)
olarak bulunur.
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3.2. Sacilma Durumu

Bu potansiyel kuyusunda sacilacak olan parcaciklarin enerjisi £E° > 0
olmalidir. Gelen dalganin bir kismi ilerlerken bir kismi da sacilabilir. O halde
sacilma durumunun sinir sartlary,, x — —oo’da hem ilerleyen hem yansiyan dalgalar
temsil eden 6zfonksiyonlardan, x — 400 ise sadece ilerleyen dalgalari temsil eden
ozfonksiyonlardan olusabilir.

3.2.1. Pozitif ve negatif bélge saciima durumu dalga denkieleri

Once negatif bolgede, sonra pozitif bolgede sinir sartlarma gore dalga
fonksiyonu belirlenecektir.
3.2.1.1. Negatif bolge sacilma durumu dalga denklemi

Sinir gartlart Denklem (3.40)’de uygulanarak hem ilerleyen hem de yansiyan

dalganin temsil edildigi dalga fonksiyonu

ik(z+L)

Ysor(r — —00) = € DyAe= ™ 4 Dy Feah

+ e~ ih(z+L) D, Beah + DzGegkl (387)

olarak bulunur.

3.2.1.2. Pozitif bolge sagiima durumu dalga denklemi

Sinir sartlar Denklem (3.73)’ye uygulanarak sadece ilerleyen dalganin temsil
edildigi dalga fonksiyonunu

Ysag(x — 00) = [D4 e““(””‘”] e M (3.88)

olarak bulunur. O halde
Ds =0 (3.89)

olmalidar.
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3.2.2. Sacilma durumunda sureklilik

Iyi tanimli olan dalga fonksiyonlarinin siireklilik sart1 her noktada kendilerinin
ve birinci tiirevlerininin siirekli olmasidir. Bu sarta uygun olarak sifir noktasina
giden Denklem (3.46) ve (3.86) dalga fonksiyonlarinin kendileri

¢sol($ — O_) — Dl e%ﬂkl e_ikl(x"'l’) + D2 6§k1 6ik1(x+L)

wsag(l’ — O"') — D4 j\{1 eikl(x—L) e%wlﬂ 4 D4 Nl e—z’kl(x—L) e%kl

x = 0 noktasinda

Yol ()| = Vsag(@)

=0

z=0

D1€ = —Zle —|—D ea Tkq Zle D ]\41 e—zlee = Tk +D N ezlee = T kq

(3.90)
ve birinci tirevleri de
%d(fc 50~ ) — ik, [ — D, e—ik1(w+L) e%“lﬂ + Dy eikl(w+L) 6%/61]
Uy = 0F) = iky Dy [Ml M@=t — N, e—i'ﬂ(f—”] et
z = 0 noktasinda
¢;ol(x) = ¢;a§(x)
=0 =0
Dl 6—ik1L ea D 67,le ] D4 [_ Ml e—ile + Nl 6ik1L] e%ﬂkl
(3.91)

sonuglarini verir. Burada bulunan Denklem (3.90) ve (3.91) taraf tarafa ¢ikartilarak

D2 = D4 Ml e (392)
ve taraf tarafa toplanarak
Dy = Dy N, ¥k (3.93)

sonuclari elde edilir.
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3.2.3. Olasilik y@unlugunun korunumu

Sacilma durumunda, yansima olasihgi(R) ve gegme olasigi(T) toplami bire
egittir.

R+T=1 (3.94)

Yansima olasiligl, yansiyan dalga genliginin (Jyq,),

2

Jyan = ‘ D, B+ l)2G€%7rk1 6%%1 (395)

gelen dalga genligine (Jye)

2

Joeo = || D1 A+ DyFeah ek (3.96)

oranmidir.

Jyan

R p—
Jgel

Gegme olasiligl ise gecen dalga genliginin (Jg..),

2

Jyee = ‘D4 e k1 (3.97)

gelen dalga genligine oranidir.

Jgec

T =
Jgel

O halde ge¢me ve yansima katsayilari

[Dl B+ DyG e%ﬂkl] ea k1|2

R (3.98)

(D1 4+ Dy F o] n

— T
D4 €Tk1

T =
[Dl A4 Dy F e%’”ﬂ} ek

(3.99)

olarak hesaplanir.
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D, ve Dy’nin esiti olarak Denklem (3.92) ve (3.93) yerlerine yazilarak R
B |B|2|N1|2 + |G|2|M1|2 + BNlG*Mf64ik1L + GMlB*Nike—Mle

R = - . 3.100
|A|2|N1|2+ |F|2|M1|2_‘_ANlF*MikeMle_‘_FMlA*Nike—Mle ( )
ve T
r= 1 (3.101)
A R|N 2+ |F2| M2 + AN F*Metitil 4 F N A*Nfe—4ikil 2
bulunur. Buradaki A, B, F', G, M, N, M; ve N; sabitleri, Denklem (3.26),

(3.27), (3.28), (3.29), (3.80) ve (3.81) olarak bulundu. Ancak, M ve N sabitlerinde
yer alan pu, v, v parametrelerini; 0, 7, € cinsinden yazmak matematiksel kolaylik
saglayacaktir. Parametrelerin egitlikleri Denklem (3.71), (3.72), (3.38), (3.35), (3.38)
ve (3.37) incelenerek

E=U

0=v
oldugu farkedilmektedir. Buradan hareketle M,
(1 —2e)I'(—29)

M= 'l—=6—7—e)(=04+7—¢) (3.102)
ve N; sabiti
N, (1 —2¢)I'(29) 5,103

TT(+40—T—e(6+T—¢)
olur. A, B, F', G, M; ve N; sabitleri ve bu sabitlerin eglenekleri
['(1—2)T(2)

A= [(—6+0+e)l(1—06—0+¢)
. T(1 — 26) T(—2)
S T(=6+0—e)T(1—-0—-60—¢)
e (1 + 26) (2)
T +0+e)T(1+6—0+¢)
o (14 26)T(—2¢)

TTG+0—)T(1+6—0—c)
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. T'(1 + 2¢) T(26)
' TA40—04+)T(6+60+¢)

(14 2¢)T(—26)

Ny =
YT —0—0+e)(—0+0+¢)
incelenerek
A=G"
A*=G
= |AP? = |GP? (3.104)
ve
F =B
F*=B
= |F|> = |BJ? (3.105)

egitlikleri oldugu goriilmektedir.

Denklem (3.100) ve (3.101), Denklem (3.104) ve (3.105) esitlikleri yerlerine
yazilarak

‘B|2‘N1|2 + |G‘2‘M1‘2 + BNlG*Mik €4ik1L -+ G.]\le*]Vik 6_4ik1L —+ 1

T = . .
R+ |A|2| N1 |2 + |F|?| M1|? + AN, F* My etikal + F My A* Ny e~4ikl
(3.106)
olur. Denklem (3.94) ve (3.106) birbirine egitlenerek
(1002 = 1N (1B - 412) =1 (3.107)
sonucuna ulagilir. Bu sonugta yer alan sabitler ise
M2 = I'(1+42e)T(20) (1 — 2¢) I'(—20)
U T T +0—0+)T(04+0+)T(1—6—0—2)T (=640 —¢)
(3.108)
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(1 —2e)T(26) T(1 + 2¢) [(—26)

[N = FM14+6—-0—-e)T'(0+0—-e)T1—-0—-0+e)T (=0 +0+¢)
(3.109)
- (14 20)T(26) T(1 — 26) '(—2¢)
18] T4+ TA+0—0+e)T(=5+0 —)T(1—-0—0—¢) (3-110)
A (14 20)T(—2¢) T'(1 — 26) T'(2¢) (3.111)

T4+ 0—e)T(1+0—0—e)(=0+0+e)T(1—0—0+¢)

olarak bulunur. Buradan sonra ¢oziim icin Gama fonksiyonu

T(n)T(1 —n) =

sin(n)
T(1+n) (1 —n) = SmT(LZW)
F=m)Tin) = n si;?nﬁ)

ve trigonometrik fonksiyon o6zellikleri
-1
sin(a) sin(b) = 5 (cos(a+b) — cos(a — b))
kullanilarak, Denklem (3.108), (3.109), (3.110) ve (3.111)’de verilen sabitler

2me —T

sin(2me) 2§ sin(276)

M = sin(m(0 + 0 + €)) sin((—0 + 6 — €))
_ —esin (7(0+0+¢))sin (w(—d+0 —¢))
B sin (27e) sin (270)
) | cos (2n8) — cos (20 + <) ) (3.112)
0 = [cos (2m(6 +€)) — cos (2m(6 — 5))}
P sin (m(—0 +0 +¢)) sin (7(0+ 6 —¢))
1l = 5 sin (271'5) sin (271'5)
= 2 | cos (2n0) — cos (2(5 — <) (3.113)

= [cos (2m(6 +¢)) — cos (27 (6 — 5))}
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—4 sin (m(—=04+60—¢)) sin (7(0+6 —¢))

2 _
|BI” = sin (27?5) sin (27r5)

s 2 [eos ) s st )] 110
* 3 cos (210 +2)) — cos (206 - )]
e _§ sin (W(_(S—I—Q—I—e)) sin (7T(5—|-9—€))
|Al" = e sin (271‘8) sin (2W5)
5 3 [cos (200) —cos (2606 - )]
s (3.115)

[ cos (27(5 + ) - cos (2n(5 — <)) |

olarak yeniden diizenlenir. Denklem (3.107)’de, Denklem (3.112), (3.113), (3.114)
ve (3.115)’de verilen sabitler yerlerine yazilarak

_e [cos (2m6) — cos (2m (6 + E))}

(’Ml‘ — | V1| ) (}B} — 4] ) - [7—71 [cos (2m(6 +¢€)) — cos (27?(5—5))]

- 7 [cos (270) — cos (2m(6 — 5))} ]
O 5t cos (2n(6 + ) — cos (27(0 — )]
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 — =0 [cos (276) — cos (27 (6 + €)) — cos (270) + cos (27 (5 — 5))]

T8 e cos (2m(6 4 €)) — cos (27(6 — ¢€))

y [cos (276) — cos (27 (6 + €)) — cos (270) + cos (27 (5 — 5))]
cos (2m(6 4 €)) — cos (27(6 — €))

= (=D(=1)
=1 (3.116)

Boylece Denklem (3.94) esitliginin dogrulugu ispatlanir. Sagilma durumu i¢in
tiinelleme, gecis rezonansi olarak da adlandirilir. Ge¢gme katsayisini belli degerelerde
1’e, yansima katsayisi da belli degerlerde 0’a egit olmasiyla ifade edilir. Bu kogullar

1 1(BN.)? — (GM,)?

sin(4k,L) = % BN.GIL (3.117)

ifadesini verir. Bu esitlik, Denklem (3.34), (3.27), (3.109), (3.29), (3.108)de
yeralan ki, B, Ni, G, M; sabitlerinin egitlikleri gézoniine alindiginda, rezonans
kogullarinin potansiyel parametrelerine ve parcacigin enerjisine bagh oldugunu
acikca gostermigtir.

3.3. Bali Durum

Parcaciklar bagh durumda, sagilma durumundan farkh olarak, —V, < E° <
oW olarak belirli bir bilgeye sikismglardir. Sikigtiklan bu bélge iki alt bolgeye
ayrilabilir. —Vy < E’ < 0 bélgesi siki-bagh durumdur. Bu bolgede parcaciklarin

(Vo—W)
1

disar1 sizmas1 miimkiin degildir. Diger bolge ise 0 < EY* < Tz, yari-bagh durum

olarak adlandirilir ve uygun sartlarda parcacik kagislarina izin verir.

3.4. Siki-Bal Durum

Siki-bagli durumda c¢ekirdek parcaciklart o kadar siki tutmaktadir ki, bu
parcaciklarin kagiglart miimkiin degildir. Dolayisiyla  — —oo0 ve x — oo sinir
sartlarinda ilerleyen ve yansiyan dalgalari temsil eden fonksiyonlar yoktur.

3.4.1. Pozitif ve negatif bolgelerde siki-b@i durum dalga denklemleri

Once negatif bolgede, sonra pozitif bolgede smir sartlarima gore dalga
fonksiyonu belirlenecektir.

3.4.1.1. Negatif bolge siki-bgli durum dalga denklemi

Siki-bagli durumu betimleyen enerji 6zdegeri negatiftir. Bu nedenle de enerji
ozdegeri ifadesinin yer aldig1 parametrelerden e, Denklem (3.36) kullanilarak

ki
e =F- (3.118)
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olarak bulunur. Burada

== 3.119
== (3119)

tercih edilmektedir.

Bir diger parametre

—2m(E —Vp)
2 _
0° = — (3.120)
ayrica
2m(E — Vo)
K? = — (3.121)
tamimlanarak ve E < Vj oldugu da goz oniinde tutularak
§=78 (3.122)
a
bulunur. Burada
K
0= — 3.123
- (3.123)

tercih edilmektedir.

Dolayisyla da Denklem (3.33) siki-bagli durum igin diizenlenerek dalga
fonksiyonu

Ysor(T — —00) = L\ Dy Aea 4 Dy Fea”

+eFetD Dy Bew " 4+ Dy Gea” (3.124)
elde edilir. Sinir sart1, dalga fonksiyonuna uygulanarak
¢sol($ — —OO) =0
bulunur. Dolayisiyla da
Dy Bea"+DyGea"=0 (3.125)

olur.
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3.4.1.2. Pozitif bolge siki-bgl durum dalga denklemi
Denklem (3.36) ve (3.121)kullanirak parametreler

S 3.126
n=- ( )
ve
1K
- 3.127
y=" (3127)

elde edilir. Dolyisiyla da Denklem (3.70) siki-bagh durum igin diizenlenerek dalga
fonksiyonu

Yeag(z — 00) = | Dy "1 4 Dy e HEh) | emite (3.128)

elde edilir. Sinir gart1, dalga fonksiyonuna uygulanarak
VPsag(x — 00) =0
bulunur. Dolayisiyla da
Dy=0 (3.129)

olur.

3.4.2. Siki-bal durumda stireklilik

Iyi tammli olan dalga o6zfonksiyonlarinin siireklilik sarti her noktada
kendilerinin ve birinci tiirevlerinin siirekli olmasidir. Siki-baglh durum i¢in Denklem
(3.119) ile (3.123), Denklem (3.45)’de ve Denklem (3.126) ile (3.127), Denklem
(3.85)’de yerlerine yazilarak bu garta uygun olarak sifir noktasima giden dalga
fonksiyonlarimin kendileri

wsol(x — O_) — D1 e—in(w-ﬁ-L) e%ﬂ"f + D2 eiH(I+L) 6§H

@Dsag(llf — O+) — D3 Mem(x_l’) e%“ + D3 Ne—in(x—L) 6777%

z = 0 noktasinda

,lvbsol(x) - ,lvbsag (I)

z=0

z=0

Dye "Fea 4 Dyetea® = Dy Me "l ea ™ + Dy Nerea" (3.130)
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Denklem (3.125) kogulu kullamlarak her Dy goriilen yere

B o
Dy==Di ¢ arn (3.131)
yazilarak
—ikL B ikl | Lk —ikL ikl | =Tk
Dlle —56 ea :D3[M€ + Ne ]ea
—ikL ikL B
€ [Dl —MD3 +e - 5D1 —NDg] =0 (3132)

bi¢iminde yeniden diizenlenir ve birinci tiirevleri de

W (= 07) = m[ _ Dy et (T 4 D pinla+) 6§n:|

sol
sag

Po(x— 07) = ik [Dg ML eTie 4 (—ir)Ds Ne~#@=1) e%ﬂ“}

z = 0 noktasinda

—Dye " leat 4 Dyeleat = Dy Me ™t e " — Dy Nl ea ® (3.133)

her D, goriilen yere Denklem (3.131) egitligi yazilarak

. B .
Dl [ _ e—mL o 5 6mL

iy —3 i i
e= " =Dj [Me “‘L—Ne“‘L]ea“

6—iliL Dl ‘I—MDg +eil-€L

B
abi- ND3] -0 (3.134)

elde edilir. Burada bulunan Denklem (3.130) ve (3.133), taraf tarafa toplanarak

Dy = D3 Me o e 2nL (3.135)
ve taraf tarafa cikartilarak
Dy = D3 Ne*k (3.136)

sonuglar elde edilir.
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3.4.3. Siki-bali durum enerji 6zdegerleri
Denklem (3.156) ve (3.158)’in ikisi de siki-baglh durum dalga denkleminin

siirekliligi saglamaktadir. O halde bu denklemler birbirini de saglamalidir. Sonugta
c¢ift ve tek olarak adlandirilan iki farklh ¢oziim elde edilecektir.

3.4.3.1. Siki-bgli durum ¢ift cozimlerin enerji 6zdegerleri

Denklem (3.132)’yi saglayan

D1 - MD3
-NG

bigiminde iki kogulun oldugu goriilir.  Bu sonuglar Denklem (3.134)%i de
saglamalidir. Bu nedenle, Denklem (3.132)’de Denklem (3.137) kosullar1 yerlerine
yazilarak

e | M Dy + MDy| + 0| 2 <_—NG> Ds— NDs| =0
G\ B
e "EM — "N =0 (3.138)
elde edilir ve burada
e = cos(t) + isin(t) (3.139)
cos(—t) = cos(t) (3.140)
sin(—t) = — sin(t) (3.141)

trigonometrik fonksiyon ozellikleri kullanilarak

M | cos(—kL) + iSiIl(—FLL)] — N [COS(HL) + isin(mL)] =0

M | cos(kL) — isin(/{L)] - N [COS(/{L) +1 sin(nL)] =0

(M — N)cos(kL) —i(M + N)sin(kL) =0
M- N

tan(kL) = )

(3.142)
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biciminde yeniden diizenlenir. Ayrica, diger bir trigonometrik 6zellik
tan(t + n/ﬂ) = tan(t); n =0,1,2,3,.. (3.143)
tanjant fonksiyonunun periyodikligi kullanilarak
tan(kL + nlw) = tan(kL); n =0,1,2,3, ..
elde edilir.
Denklem (3.143), Denklem (3.142)’de kullamlarak

, M — N
L+ =
tan(kL +n ) Y
kL = arctan [;] F n'm
i(M + N)

SRR Il R0y )

bulunur. Dalga sayisinin tanimi Denklem (3.121) kullanilarak

2m 1 M—N ,
b —— - -
\/h2 (B + Vo) =7 [amtan L’(MJFN)] T
h? M—N ot
b _ _
(En) + Vo = 2m L2 ‘ arctan [i(MjLN)} T

cift coziimler icin n”’ye bagli, reel E? enerji 6zdegerini veren bagint
2

| ) F
2m L2

- =0 "=0.1,2.3. ...
Z(M+N) :Fnﬂ- b n b) b ) b

—E: —Vy+ arctan [

(3.144)
bi¢iminde olur.
Simdi de, negatif ve pozitif bolgeler i¢in dalga denklemleri bulunacaktir.

Negatif bolge :
Denklem (3.22)’de Denklem (3.38), (3.119) ve (3.123) yerlerine yazilarak

— A2
VAT B (ag, by, en;

N
=

bot(y) = MDyya*(1 —y) y)

N

—27 7 1_ /1_.2
+ND36%Ry_3H (1—’3/)2 K 2F1(a1—Cl+1,b1—01+1,2—01;y)
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elde edilir. Sonra Denklem (3.131) ve (3.137) kosullar: ve y degigkeni Denklem (3.3)
kullanilarak z’e doniistiiriiliip yerlerine yazilarak

1
— 1_72

i f
Usol(x) = MDs ( = 6_“(””) ‘ <1 + e—a(x-i-L)) 2

X oF (ah b1, ci; —e_a(HL))

i 1_ /I°
+ NDye o " ( — e‘“(“L)) ’ (1 + e—a(xﬂ)) 2mViaTy

NI

= Dy (14 ¢7+)

X oF (ah b1, ci; —e_a(HL))
t Ne™aor (e”)_é” (e—a(xﬂ))‘é“

X oFy (al —c+1,bp —c1 +1,2 —¢y; _6—a(x+L)>]

negatif bolge, ¢ift ¢coziimlerde siki-bagl durum dalga fonksiyonu

2

Vi P s .
Vsa(®) = Ds (1 + e_a(HL)) T e [MQ_ZH(HL) o Fy (al, b, cri; —e_“(ﬁL))

+ New@+h) (a1 —a 4L —a+1,2—c; —6‘“(””“))] (3.145)

elde edilir.
Pozitif bolge :
Denklem (3.65)’de Denklem (3.38), (3.126), (3.127) yerlerine yazilarak
@bsag(z) = Ds Zg (Z - 1)55 oFi(az, by, ca; 2)
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olur. Sonra da Denklem (3.129), (3.131), (3.137) ve z degiskeni Denklem (3.49)
yerlerine yazilarak

1 : 1 ar 1
¢sa5($):D3<1+ea<r—L>> <1+ea<r—L>_1) 2l 1<a2’b2’c2’m>

bulunur. Ayrica

et el
2

cosh(t) = (3.146)

trigonometrik fonksiyon ozelliginden de faydalanarak

1 E _ea(x_L) éﬂ 1
?/)saé(f) = D3<1 4 ea(m—L)) <1 + ea(m—L)) 2F1 <a2’ 62’ €2 m)

= Dy (o)) [ ()] )
1 + ealz—L) 67(m—L) 1 + ea(z—L) eT(x_L)

X oF (a2,b2,02;

K

Q.

1
1+ ea(:c—L))

e (2—L) X e:
= Ds [2 cosh(g(z — L))] [2cosh(%($ - L))

1
X oFy <a2,62,02; m)

pozitif bolge, ¢ift ¢coziimlerde siki-bagl durum dalga fonksiyonu

6iﬁ;k (Z‘—L)

1

ol = s [2cosh (2(z — L))] R G TrerD)
elde edilir.
3.4.3.2. Siki-bgl durum tek ¢bztmlerin enerji 6zdegerleri
Denklem (3.134)’i saglayan
Dy =—-MDs
D, = N?F D; (3.147)
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bigiminde iki kogulun oldugu goriiliir. Bu sonuglar Denklem (3.132)’i de saglamalidur.
Bu nedenle, Denklem (3.132)’de, Denklem (3.147) kosullar1 yerlerine yazilarak

| . B /N
¢ — MDy — MDs| + ¢ | — = <—G> Dy — ND3] —0

B

e WEM 4 e N =0 (3.148)

elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141), (3.143) 6zellikleri ve Denklem (3.34)
yerelerine yazilarak, tek coziimler icin n'’ye bagli, reel E" enerji 6zdegerini veren
baginti

h? M+ N , ’2

b
—En —‘/E)‘l‘ W’arctan [m} Fnm

=0,n =0,1,2,3, ...

bi¢ciminde bulunur.

Simdi de, negatif ve pozitif bolgeleri i¢in ayr1 ayr1 genel dalga denklemleri
bulunacaktir.

Negatif bolge :
Denklem (3.22)’de Denklem (3.38), (3.119), (3.123) yerlerine yazilarak

1_ /1_
2 1

i 72
,lvbsol(y) = _MD3 yEﬁ<1 _y> 2F1(Cl, b> & y)

s 1 /142
—NDgyTR(l—y>2 Y LF(a—c+1,b—c+1,2—cy)

bulunur. Sonra da Denklem (3.131), (3.147), (3.129) kosullar1 ve y degigkeni
Denklem (3.3) kullanilarak z’e doniistiiriiliip yerlerine yazilarak

i

'lvbsol(l') = —MDs ( — 6—a(x+L)) a <1 + e—a(x-i-L))

1_/1_.2
2 177

X ol (al, b, c1; —€_a(x+L)>

»

ol
ST
|

2

. ND3 677%’i< . 6—a(x+L)>_%R <1 + e—a(x-i—L))

X of} <a1 —c+1,bp —c1+1,2 —¢y; _e—a(x-i-L))
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1_\/i 42 ) é‘,i
= Ds <1 + 6_a(x+L)) v [— M(e”) o F <a1, b, ci; —e_a(erL))

— Ne%%“(ei”>_z o (al —c1+ 1,0y —c1 + 1,2 — ¢y —e_“(x““))]
negatif bolge, tek ¢ozlimlerde siki-bagh durum dalga fonksiyonu

—~2

1 1
T
¢mmx)=vDs<1+—é”“+”)2 e (3.149)

% [ . Me—in(w-‘rL) 2F1 <(11, b17 1 _e—a(IE—I-L))

_N&MMHEQH—q+Lh—q+L2—QFfﬂﬁmﬁ (3.150)

elde edilir.

Pozitif bolge :

Denklem (3.65)’de Denklem (3.38), (3.126), (3.127) ile Denklem (3.155),
(3.147), (3.129) kosullar: ve z degigkeni Denklem (3.49) yerlerine yazilarak Denklem
(3.146) ozelligi uygulanir. Boylece, pozitif bolge, tek ¢oziimlerde siki-bagh durum
dalga fonksiyonu

ik—k

ez (r—1L)

wsag (I) = D3

—ny 1
wx € o I <a2,b2,c2; () e“(x—L)>
[2 cosh <% (x — L))}

(3.151)
elde edilir.
3.5. Yari-baglh Durum
Parcaciklar, yari-bagh durumda 0 < EY < % sartina uygun olarak

bir bolgede sikigsmiglardir.  Buradaki (VOA:VE/ )2, potansiyel bariyer yiiksekligidir.

Uygun kogullarda bariyerin diger tarafina sizabilirler. O halde yari-bagli durum
sinir gartlar, + — —oo iken sadece negatif yonde ilerleyen dalgalari temsil eden
fonksiyonlari,  — oo iken sadece porzitif yonde ilerleyen dalgalar1 temsil eden
fonksiyonlar1 gerektirir.
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3.5.1. Negatif ve pozitif bolgelerde yari-bgli durum dalga denklemleri

Once negatif bolgede, sonra pozitif bélgede sinir sartlaria gore dalga
fonksiyonu belirlenecektir.
3.5.1.1. Negatif bolge yari-bgh durum dalga denklemi

Uygun sartlarda potansiyel kuyudan sizmig dalga fonksiyonu olabilir. Sinir
sartl1 Denklem (3.40)’ye uygulanarak dalga fonksiyonu

Ysor(x = —00) = et (z+L) [Dl Bea ™ 4 DyGeah

bulunur.  Dolayisiyla da potansiyel kuyuya dogru ilerleyen dalga fonksiyonu
secimiyle

DiAe= k4 DyFeat =0 (3.152)

olmast saglanir.

3.5.1.2. Pozitif bolge yari-b&l durum dalga denklemi

Porzitif bolgede sizabilen parcacik sadece ilerleyerek potansiyel kuyudan
uzaklagabilir. Bu sinir sart1 Denklem (3.73)’e uygulanarak fonksiyonu

Ysag(z — 00) = Dy ekle=h) gk
bulunur. Dolayisiyla da
D3;=0 (3.153)

secilmelidir.

3.5.2. Yari-bagh durumda siireklilik

Iyi taniml olan dalga fonksiyonlarinin siireklilik sart: her noktada kendilerinin
ve birinci tiirevlerinin siirekli olmasidir. Bu garta uygun olarak Denklem (3.46) ve
(3.86) dalga fonksiyonlarmin kendileri

'ngol(llf — O_) — Dl e%ﬂkl 6—ik1(x+L) + D2 6§k1 6ik1(x+L)

Usag(x — 0F) = Dy [M1 ghE=L) 4 N e—ikl(x_L)]e%w,ﬁ

x = 0 noktasinda

7vbsol (LL’)

= Psag()

By . . y . . .
Dy e kil ek Dy el ekt = Dy My e il ek 4 Dy Ny el ek
(3.154)
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Denklem (3.152) kogulu da kullamlarak her Dy goriilen yere

A _on
Dy=—Di e i (3.155)
yazilarak
—ik1 L A ik1 L k1 —ik1 L ik1L 3t
D le —Fe eae™ =Dy Me + Nje e
. . A
€_Zk1L [Dl — MiDy| + elle - F D, — N1D4] =0 (3156)

bi¢iminde yeniden diizenlenir ve birinci tiirevleri de
Pz —07) — ik [ — Dy th@tl) o Tk 4 D, oiki(etL) egkl]

sol

sag

Wlag( = 01) = iy [ Dy My ™18 ¢Z0 = Vi (a=B) 520

x = (0 noktasinda

—Dye Ml e 4 Dy ettt et = Dy My emtE e — Dy Ny ettt e

(3.157)
her D, goriilen yere Denklem (3.155) egitligi yazilarak
—imr A | ==k —iki L ik L | ==k
D1 —e —Fe“ €a1:D4M1621 —Nle“ ea ™
. , A
€_Zk1L D1 + M1D4 + €Zk1L [F Dl - Nl D4] =0 (3158)

elde edilir. Burada bulunan Denklem (3.154) ve (3.157) taraf tarafa toplanarak
Dy = Dy M, e %ML o=k (3.159)
taraf tarafa cikartilarak
Dy = Dy N, e*ME (3.160)

sonuglar elde edilir.
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3.5.3. Yari-bagh durum enerji 6zdegeri

Denklem (3.156) ve (3.158)’in ikisi de yari-bagli durum dalga denkleminin
siirekliligini saglamaktadir. O halde bu denklemler birbiriyle de tutarli olmalidir.
Boylece c¢ift ve tek olarak adlandirilan iki farkl ¢oziim elde edilecektir.

3.5.3.1. Yari-bali durum gift géztumler
Denklem (3.156)’i saglayan

D1 == M1 D4
N, F
D, = ( > >D4 (3.161)

bigiminde iki kogulun oldugu goriiliir. Bu sonuglar Denklem (3.158)’i de saglamalidur.
Bu nedenle, Denklem (3.158)’da Denklem (3.161) kosullar1 yazilarak

e—ile

Ml D4 — Ml D4 + e““L

A (—NlF

F\ A

)D4—N1D4] —0

e LN — Ml Ny =0 (3.162)
elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141) ve (3.143) ozellikleri ve Denklem
(3.34) yerlerine yazilarak cift ¢oziimler icin n'’ye bagli, reel (E¥) enerji 6zdegerini
veren baginti

2

h
_FYb_ -
n Vot 2mL?

bi¢iminde bulunur.

2

M~ N1 ,
bt } —0, 17 =0,1,2,3,... (3.163)

M Ny

arctan [

Simdi de, negatif ve pozitif bolgeleri i¢in dalga fonksiyonlar: bulunur.

Negatif bolge :
Denklem (3.22)’de Denklem (3.37), (3.35), (3.38) yerlerine yazilarak

Vsat(y) = D1 y5(1 - y)T2F1(a17 b1, ci;y) + Day™° (1- y)T
X oFi(ap —c1+ 1,00 —c1 + 1,2 —c13y)

:M1D4yékl<1—y> oFi (a1, b1, c13y)

N

2

1

[NIES

+ N, D, eah y_%l‘31 <1 —y)
X 2F1(a1 —Cl+1,b1—01+1,2—61;y)
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bulunur. Sonra da Denklem (3.155), (3.161) kosullar1 ve y degiskeni Denklem (3.3)
kullanmilarak x’e doniistiiriiliip yerlerine yazilarak

gy 2

Usor(x) = My Dy ( - e‘“(””) ’ (1 + e—a(r+L>)

X oy (ab b1, c1; —€_a(x+L))

— %—’Y

[NIES

—_ i_ﬁ/

=

+ N1 Dy 67727%1 ( — e_“(x‘FL))_;kl (1 + 6_“(~’U+L)>

X 2h (al —a+tlb—a+1,2-a; _e—a<x+L>>

1
— Z_,YQ

1
_ D4 (1 + 6—a(x+L)) 2

L ik
> [Ml (em) ! <6—a(:c+L)) ! 2F1 <a1’ bla 1 _6—a(:c+L)>

X 2h (al —a+tlb—a+1,2-ca; _e—a(:v+L>>]

negatif bolge, cift ¢oziimlerde yari-bagli durum dalga fonksiyonu

1 2
/i

1
Vot (2) = Dy (1 + e_“(”L)) ’ ek [Ml e~k (@+D) (3.164)
X o F <CL1, by, c1; —e_a(HL))

+ Ny ety <CL1 —c+1,bp—c1+1,2—cy; —e_“(x““))]
(3.165)

elde edilir.

Pozitif bolge :
Denklem (3.65)’de Denklem (3.71), (3.72), (3.38) ile Denklem (3.155), (3.161)

45



MATERYAL VE METOT Ferhan AKDENIZ

kogullar ve z degigkeni Denklem (3.49) z’e doniistiiriiliip yerlerine yazilarak Denklem
(3.146) ozelligi uygulanir. Boylece, pozitif bolge, icin ¢ift ¢oziimlerde yari-bagh
durum dalga fonksiyonu

¢ (@) .
wsag(ib’) =Dy i(ky—F) e ™
[2cosh (4(z —L))] 2

1
><2F1<a2—02—|—1,b2—Cg+1,2—02;m> (3166)

elde edilir.
3.5.3.2. Yari-bal durum tek céziimler

Denklem (3.158)'u saglayan

Dy = —-M; D,

N F
Dy = ;1 D, (3.167)

bigiminde iki kogulun oldugu goriiliir. Bu sonuglar Denklem (3.156)’i de saglamalidur.
Bu nedenle, Denklem (3.156)’de, Denklem (3.167) kosullar yazilarak

e—ile

4 (NlA

ik1L
+e 7 7

— M, Dy — M, Dy

)D4—N1D4] =0

e"RENM 4 eMEN =0 (3.168)

elde edilir ve burada Denklem (3.139), (3.141), (3.146) 6zellikleri ve Denklem (3.34)
yerlerine yazilarak tek coziimler icin n'’ye bagli, reel EY® enerji 6zdegerini veren
baginti

2

2m L2

2

=0, n =0,1,2,3, ...

_Ezb_‘/b_‘_ M1+N1 ] /

—— | Fnm
Z(Ml—Nl)

arctan [
(3.169)

bi¢iminde olur.
Simdi de, negatif ve pozitif bolgeleri icin ayr1 ayri dalga fonksiyonlar:
bulunacaktir.
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Negatif bolge :
Denklem (3.22)’de Denklem (3.37), (3.35), (3.38) yerlerine yazilarak

Ysa(y) = Dy y6 (1 - y)e
X oFy(a,b,c;y) + Dyy™° (1—y)agFl(a—c+1,b—c+1,2—c;y)
= —M; D,y (1- y)%_\/ﬁgﬂ(a, b,c;y)
LN Dy Ry (1) PV R et Lb— et 1,2 - ¢iy)

bulunur. Sonra da Denklem (3.155), (3.167) kosullar1 ve y degiskeni Denklem (3.3)
x’e doniigtiiriiliip yerlerine yazilarak

ok 1 /JIC
wsol(z) =—-M; D, ( — e—a(x-i—L)) ! <1 + 6‘“(1’"‘”) 2 17

2

X oF} (a, b, c; —e_“(”L))

2

—27 —%kl %_ %_,\/
_ N1 D4 eTkl (_ e—a(x-l-L)) (1 4 e—a(x—i—L))
X o (a —c+1,b—c+1,2—g¢ _e—a(m—l—L))

_ i_'y

N

= Dy (14 e7t)

X oF} (a, b, c; —e_“(”L))

- N 6737%1 <ei7r>_zk1 <€—a(:c+L))_ék1
X oF} (a —c+1,b—c+1,2—g¢ _6—a(x+L))]
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negatif bolge, tek ¢oziimlerde yari-bagh durum dalga fonksiyonu

1_ /1 .2
2 17

wsol(l’) =D, <1 + e—a(:v+L)> e%ﬁkl

X [ — M, "+l (a, b, c; —e_“(”L))

— NP (g —c+1,b—c+1,2—¢ —e—“<x+L>)] (3.170)

elde edilir.

Pozitif bolge :

Denklem (3.65)’de Denklem (3.71), (3.72), (3.38) ile Denklem (3.155), (3.167),
(3.89) kosullar1 ve z degigkeni Denklem (3.49) x’e doniistiiriiliip yerlerine yazilarak
Denklem (3.146) ozelligi uygulanir. Boylece, pozitif bolge tek ¢oziimlerde yari-bagh
durum dalga fonksiyonu

) _
wsag(ib’) = Dy i(ky—F) e
[2cosh (4(z —L))] 2

1
X 2F1<a2—C2+1,bg—02+1,2—02;m) (3171)

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu boéliimde sagilma, siki-bagh ve yari-bagh durumlar i¢in hesaplamalara ve
grafik ¢izimlerine yer verilmektedir.

4.1. Sagiima Durumu

GWS potansiyelinin W > V durumunda bir bariyeri vardir. Bu bariyer
yiiksekligi
(Vo - )"
AW
ile ifade edilir ve HB = 22.5MeV olarak bulunur. Sekil 4.1 ve 4.2’de yansima

ve gecme olasiliklar: ile bariyer yiiksekliginin, enerjiye ve dip parametrelerine gore
degisimi grafikleri verilmektedir.

HB =

Sekil 4.1’de goriildiigii gibi, ani olarak gecis olasiligi 1, yansima olasilhigi
0’a diigtiigli enerji noktasinda rezonans meydana gelmektedir. E > HDB oldugu
noktalarda gecig olasiligi 1’e giderken, 50M eV ’den sonra daima 1 degerindedir.

o) ' 10 = 20 ' 56 ' 40 ' 50
E° (MeV)

Sekil 4.1 Yansima(R) ve gegme(7T) olasihginin, enerjiye gore degisimi. Kullamlan tiim
parametreler Cizelge-2.2’de verilmigtir.

Sekil 4.2.(a)’da yer alan yansima ve gegme olasihig ile bariyer yiiksekliginin,
potansiyel dip parametrelerine gore degisiminde, bariyer yiiksekliginin V, < W i¢in
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varoldugu goriilmektedir. Grafikte verildigi iizere, Vi potansiyel dip parametresinin,
W parametresinden ¢ok biiyiik ve cok kiiciik degerleri i¢in, yansima ve gecme
olasiligi maksimum veya minimum degerlerinde kalmaktadir. Ayrica, yine grafikte
goriildiigii iizere, bariyer yiikseliginin W parametresinden ¢ok diisiik degerlerinde
gecme olasihigl 0’a giderken, yansima olasihigi 1’e gitmektedir. Sonug olarak,
Vo artarken azalan H B’ye kargin, yansima olasiligi 0’a ve gegme olasihigi, 1'e
gitmektedir.  Sekil 4.2.(b)’de yer alan, yansima ve gegme olasiligi ile bariyer
yliksekliginin, W potansiyel dip parametresine gore degisimini gosteren grafikte de
bariyer yiiksekliginin Vj < W degerleri i¢in varoldugu goriilmektedir. Ayrica, yine
grafikte veridigi iizere W parametresinin, Vy’dan ¢ok biiylik ve ¢ok kii¢lik degerleri
icin, yansima olasiligi 0’a ve gecme olasiligi, 1’e gitmektedir.

1 1 7
< 0.8 < 0.8] 1
: 2
p P
~ 0.6f ~ 0.6 7
m m-
I I
o4l o4 B
o i3

0.2 0.2 -
0 " 1 TS . L s 0 ) [ | . L |
0 50 100 150 200 250 300 0 100 200 300 400 500
(a) V(MeV) (b) W (MeV)

Sekil 4.2 Yansima(R) ve gegme(T) olasihigy ile bariyer yiiksekliginin(H B), potansiyel dip
parametreleri(W, V;), E% = 20M eV ve Cizelge-2.2’de verilen diger parametrelere
gore degigimi.

Sekil 4.3.(a)’da parcacigin enerjisi bariyer yiiksekliginin altinda iken, L
parametresinin, R ve T i¢in diizenli araliklarla ayni degerleri aldigr goriilmektedir.
Ayni yorum Sekil 4.4.(a) igin de yapilabilir. Sekil 4.3.(b)’de ise parcacigin enerjisi
bariyer yiiksekliginin altinda iken, a paremetresinin, R ve 7" i¢in farkh farkli degerler
aldig1 goriilmektedir. Yine ayni yorum Sekil 4.4.(b) icin de yapilabilir.
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E°<HB E°<HB

T T T T T N T
1 \;T 1

08 0.8~
= o6 — o6l
« o |
0.4 0.4
02 02l
_.JJ ‘ L L L |
07 : : : — L : . % 1 2 NE 4 5
() L (fm) (0) a (fm’)

ekil 4.3 Yansima(R) ve gecme(T') olasihiginin, E° < H B icin, potansiyel parametreleri
8 g
(L, a), E® =20MeV < HB = 22.5MeV (Kuantum tiinelleme) ve Cizelge-2.2'de
verilen diger parametrelere gore degisimi

E°> HB E°>HB

T T T T T R
1 \;T‘

0.8

0.8

o6 o6

0.4 B 0.4

0.2 _ 0.2~ —

| 1 | 1 |

L(fm)

) a (fm’)

0
(a)
Sekil 4.4 Yansima (R) ve gegme(T) olasihgmmin, FE® > HB igin, potansiyel

parametrelerine(L, a) gore, E° = 30MeV > HB = 22.5MeV (Sacilma rezonanst)
ve Cizelge-2.2’de verilen diger parametrelere gore degisimi

4.2. Siki-bal Durum

Siki-bagl durum ¢ift ¢oziimlerde bulunan

2 —

h /
—E Vot —— tan | —————
n o+2mL2[arcanL(M+N)}¢n7r

bagintisinin, Cizelge-2.2’de verilen degerler icin niimerik hesaplamalarindan elde

=0,n =1,2,3,.... (4.1)
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edilen E® < 0 izinli enerji degerleri

Eb = —93.138MeV
EY = —67.307TMeV
Eb = —34.725MeV

Eb = —0.125MeV

olarak elde edilir. Siki-bagli durum ¢ift c¢oziimler igin elde edilen dalga
fonksiyonlarinin

wsol(gj) = D3 (1 + e—a(l‘-i-L)) eTﬂn

X [M 6—in(x+L) 2F1 <a1, bl, C1; _6—a(:c+L)>

+ N6m(x+L) 2F1 (al — 1+ 1, bl — 1+ 1, 2— C1, _6—a(:c+L)>]

6iﬁ;k (Z‘—L)

. 1
Ysag(1) = D3 e € 2h <a2a ba, €25 T)
[2cosh (4(z—1L))] 0 1+ eale=b)

E, ilk {i¢ enerji diizeyi icin normalize edilmemis dalga fonksiyonu egrileri Sekil
4.5’da goriilmektedir.
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Cift Dalga Fonksiyonlari

P, (X)
-- 10%yx), E’;=-93.138 MeV
----- 10%y,(x), E’,=-67.307 MeV
— 10™y,(x), E°,=-34.725 MeV

Sekil 4.5 Qift ¢oziimler icin bulunan normalize edilmemis dalga denkleminin, E? bazi
enerji Ozdegerilerine gore degisimi. Kullanilan tiim parametreler Cizelge-2.2’de
verilmigtir.

Siki-bagli durum tek ¢oziimlerde bulunan

2

h? M+ N / '
—EZ—VEML—[arCtan [%] +nm :Ovn :2737"' (42)
1

2m>2 M —N)

enerji bagintisinin  Cizelge-2.2’de  verilen parametre degerleri i¢in niimerik
hesaplamalarindan elde edilen E° < 0 izinli enerji degerleri

E’ = —81.403MeV
Eb = —51.567TMeV

Eb = —17.330MeV

olarak bulunur.
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Siki-bagli durum tek c¢oziimler icin elde edilen

2) = Dy (14 e D)2 ViT? o
7psol 3

% [ - M 6—in(x+L) 2F1 (al’ bla 1 _6—a(:c+L)>
— Nein(w—l—L) 2F1 (CLl —C + 1, bl —C + 1, 2— Cq, —e_“(HL))]

ik—k

ez (x—1L)

. !
iktk € a 2F1 <a27b27027 )

Vsag(T) = D3 E 1 + ealz—1L)

[2 cosh (4(z — L))}

dalga fonksiyonlarinin £, ilk {i¢ enerji diizeyi i¢in dalga denklemi egrileri Sekil 4.6’de
goriillmektedir.

4.3. Yari-bagh Durum

Yari-bagh durum c¢ift ¢oziimlerde bulunan

2

=0 ,n =0,1,2,3... (4.3)

M, — N ,
—Ezb—%—f‘ 1 1 }

[ t - - -
2mL? [arc o [z(M1 ) R

bagintisinin, W = 450MeV ve (izelge-2.2’de verilen parametre degerleri icin
2
niimerik hesaplamalarindan elde edilen 0 < E¥* < % izinli enerji degeri

E, = 20.0801 — ¢0.001379MeV

olarak bulunur.

Yari-bagh durum cift ¢oziimler icin elde edilen

1_ /1_ —r .
Gaot(w) = Dy (14 7o D) 27 VAT 22 [Ml e~ Mt By (al, b1, ci; —e_“(erL))

+ Ny e Ry (a1 —c1+1,b1 —e1 + 1,2 — ey —e_“(“L))]
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Tek Dalga Fonksiyonlari

B ()

--  10™y,(x), E)=-81.403 MeV
----- 10%y,(x), E°,;=-51.567 MeV
—  10™y(x), E=-17.330 MeV

Sekil 4.6 Tek ¢oziimler i¢in bulunan normalize edilmemis dalga denkleminin, Eﬁ bazi
enerji ozdegerilerine gore degigimi. Kullamlan tiim parametreler Cizelge-2.2’de
verilmigtir.

i(k1+k)
L= (z—L)
e 2 -7
wsaij(l‘) g D4 i(klfk) e a kl
[2 cosh (%(z — L))] ’

1
><2F1<a2—02—|—1,b2—02+1,2—02;m)

dalga denklemlerinin £, izinli enerji diizeyi icin, dalga denklemi egrisi
Sekil 4.7’de goriilmektedir. Yari-bagh durum tek ¢oziimlerde bulunan

’

2
h? M, + N /
—Ezb - VE] + [arctan {%} +n 77-] =n = 07 17 27 3. (44)

2m L2 M; — Ny)

bagintisinin, W = 450MeV ve (izelge-2.2’de verilen parametre degerleri icin
(Vo—W)?

niimerik hesaplamalarindan elde edilen 0 < E% < i

izinli enerji degeri
E, = 40.926 — 10.064811MeV
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Cift Dalga Fonksiyonu

—~ | | |

< \ ‘ ‘ ! \
10 -5 5 10
=

-0.04

X (fm)

— Y, (¥, E=20.080 MeV

Sekil 4.7 Cift ¢oziimler i¢in bulunan normalize edilmemis dalga denkleminin, EY ban
enerji O0zdegerilerine gore degisimi. W = 450MeV ve Cizelge-2.2’de verilen
parametre degerleri kullanilmigtir.

olarak bulunur. Yari-bagh durum tek ¢oziimler i¢in elde edilen

1 JTTE a
7vbsol(Q:) =D, (1 + 6_“($+L)) 2 meTkl

X [ — My em D By (al, b, c1; —€_a(x+L)>

— N ety (al —ca+1Lb—ca+1,2—c; _e—a(w+L)>]

i(k1+k
61( 12 )(Z‘—L) ikl

Ysag(x) = Dy itk ©
[2 cosh(4(z — L))} ’

a
2

1
X 2F1<a2—C2+1,bg—02+1,2—02;m)

dalga denklemlerinin F), izinli enerji diizeyi i¢in dalga denklemi egrisi Sekil 4.8’da
goriilmektedir.
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Tek Dalga Fonsiyonu

0.004——
~~
Y ‘ | ‘ ‘ NN Y
(= ‘ "% ‘ ‘ \ ‘ \
=-20 -10 0 10 20
-0.004-
X (fm)

— ¢, (x), E"=40.926 MeV

Sekil 4.8 Tek ¢oziimler i¢in bulunan normalize edilmemig dalga denkleminin, E%b bazi enerji
Ozdegerilerine gore degisimi. W = 450MeV ve Cizelge-2.2’de verilen parametre
degerleri kullanilmigtir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda GWS potansiyeli etkisi altindaki sabit m kiitleli
parcacigin zamandan bagimsiz bir boyutta Schrodinger diferansiyel denkleminde
analitik ¢Ozlimleri yapilarak sacgilma, baglh ve yari bagh durumlar igin dalga
ozfonksiyonlar1 ile durumlar1 betimleyen enerji 6zdegerleri elde edildi. Sagilma
durumunda olasilik yogunlugunun korundugu analitik ¢oziim yapilarak gosterildi.
Yansima olasiginin sifira, ge¢me olasiliginin bire gittigi rezonans gartina gore elde
edilen bagint1 transandantal bir esitlik oldugu i¢in, Cizelge-2.2’de verilen parametre
degerlerine gore, niimerik hesaplama yapilarak ilk rezonans enerjisi olarak £ =
15.4913MeV degeri bulundu. Bu enerji degerinden daha diigiik yada sifir enerji
degerinde yansima olasihigr 1’e, ge¢cme olasihigr 0’a gider (Bkz. Sekil 4.1). Ayrica
bu baginti rezonans kosullarinin potansiyel parametrelerine ve pargacigin enerjisine
baglh oldugu da gosterdi. V[j << W ic¢in yansima olasiligi bire ve ge¢me olasilig: sifira
giderken, V5 >> W icin tam tersi olacagi hem niimerik hesaplamalar sonucunda
hem de grafiklerde goriiliir ((Bkz. Sekil 4.2.(a)). W parametresinin de ¢ok biiyiik ve
cok kiiclik degerlerinde hem yapilan niimerik hesaplamalarinda hem de grafiklerde,

yansima olasihginin bire ve ge¢me olasihginin sifira gittigi goriildi (Bkz. Sekil
4.2.(b)).

Siki-bagli ve yari-baghh durumlarda elde edilen enerji bagimntilar1 da
tarnsandantal bir egitlik oldugu i¢in niimerik hesaplama yapildi. Siki-bagh durum
icin Vo = 100MeV, W = 250, L = 6fm, a = 1fm™! parametre degerlerinde
hesaplama yapildi.Bu hesaplar neticesinde siki-bagh durum cift coziimlerde n' =
1,2,3,4 degerlerinde ve tek coziimlerde ise n' = 2,3,4 degerlerinde durumu
betimleyen enerji degerleri elde edildi. Bu degerler icin dalga fonksiyonu grafikleri
elde edildi(Bkz. Sekil 4.5 ve 4.6). Yari-bagh durumda Vy = 100MeV, W = 450M eV,
L =6fm, a=1fm™" parametre degerlerinde n' = 5 icin uygun enerji zdegeri elde
edildi. Yari-bagh durumda, farkli W parametre degeri kullanilarak bariyer yiiksekligi
HB = 68.05MeV’e artirilarak yari-bagli durum i¢in hem ¢ift, hem de tek ¢oziimlerde
durumu betimleyen enerji degerleri elde edildi. Aksi halde W = 250M eV parametre
degerinde yari-bagh durum cift ¢oziimler igin EY* = 28.6791 — i4.24688MeV
bulundu. Bu sartlarda, siki-bagh yada yari-bagh durum soz konusu degildir. Ciinkii
bu enerji degeri, HB = 22.5MeV bariyer yiiksekliginden biiyiliktiir. Ancak tek
¢oziimler igin EY® = 15.431 — 0.532349M eV bulundu. Bu deger ise ilk rezonansin
meydana geldigi £ = 15.4913MeV"’lik enerji degerine yakindir. Bu da parcacigin,
bariyerin sol tarafindan gelip kiigiik bir miktar enerji kaybina ragmen tamamaiyla
gectigi anlamina gelir.

Vo = 100MeV, W = 250MeV, L = 6fm, a = 1fm~' parametre degerlerine
gore bulunan enerji 6zdegerleri ve dahil olduklar: durumlar, Tablo 5.1’de derlendi.
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Enerji Ozdegeri Durum

Ey —-93.138 MeV Siki-Baglh Durum
E, = -81.403 MeV Siki-Bagl Durum
Ey =-67.307 MeV Siki-Bagl Durum
Es — - 51.567 MeV Siki-Baglh Durum
Ey — - 34.725 MeV Siki-Bagh Durum
Es —-17.330 MeV Siki-Bagh Durum
Es =-0.125 MeV Siki-Bagl Durum
E7 = 15.431 MeV Yari-bagh Durum

(Cizelge 5.1 Enerji spektrumu

Bu tezde yer alan caligmalar uluslararasi hakemli dergi Journal of
Mathematical Physics’de, benzer sekilde analitik c¢oziimler yapilarak ayni dalga
fonsiyonlarinin ve enerji 6zdegerinin bulundugu bir makale calismasi olarak da yer
aldi(Liitfiioglu vd 2016).
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