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OZET

BiR VE iKi BOYUTLU MiKRO YAPILARIN YUKSEK MERTEBEDEN
ELASTISITE TEORILERI IiLE STATIK VE DINAMIK ANALIZLERi

Bekir AKGOZ

Doktora Tezi, Insaat Miihendisligi Anabilim Dah
Danmisman: Prof. Dr. Omer CIVALEK
Aralik 2016, 153 sayfa

Bu tez calismasinda, son zamanlarda teknolojideki hizli gelismelere bagli olarak
popiiler hale gelen ve nanoteknolojide genis bir uygulama alanina sahip olan mikro
boyutlu kiris ve plak seklindeki yapisal elemanlarin mekanik davranis karakteristikleri,
yiiksek mertebeden (klasik olmayan) elastisite teorilerine dayali olarak incelenmistir.
Bir boyutlu yapilarin modellenmesinde yaygin olarak kullanilan Bernoulli-Euler ve
Timoshenko kiris teorilerinin yaninda siniizoidal kayma deformasyonlu kiris teorisi de
kullanilmistir. Benzer bicimde, iki boyutlu yapilarin modellenmesinde yine yaygin
olarak kullanilan Kirchhoff ve Mindlin plak teorilerine ek olarak siniizoidal kayma
deformasyonlu plak teorisi de kullanilmistir. Bu yapilarin elastik bir zemin {izerinde
olmast durumlart da dikkate alinmig ve elastik zemin ile yapilar arasindaki etkilesim
Winkler ve Pasternak elastik zemin modelleri ile dikkate alinmistir. Egilme, burkulma
ve serbest titresim icin yoOnetici diferansiyel denklemler ile ilgili smir kosullari
varyasyonel ilke yardimiyla elde edilmistir. Bu yapilarin egilme, burkulma ve serbest
titresim davranislar {izerindeki boyut, elastik zemin ve kayma deformasyonu etkilerini
belirlemek i¢in detayl bir parametrik calisma yapilmistir. Ayrica, fonksiyonel degisimli
malzemelerden yapilmig kalin mikro kirislerin egilme ve burkulma davraniglar
incelenmistir.

Boyut etkisinin, kalinlik (¢ap) ile ilave malzeme boyut Olcek parametresi
birbirine yakin oldugunda daha énemli oldugu gozlemlenmistir. Elastik zemin etkisinin
hesaba katilmasiyla deplasman degerlerinin azaldigi, burkulma yiikii ve dogal frekans
degerlerinin ise arttigi sonucuna ulagilmistir. Ayrica, kayma deformasyonunun
etkilerinin diisiik boy/kalinlik degerlerinde daha belirgin oldugu tespit edilmistir.
Dahasi, yiiksek mertebeden elastisite teorilerine dayali kurulan Timoshenko kiris ve
Mindlin plak modelleri icin klasik kayma diizeltme faktorlerinin yetersiz kaldigi
belirlenmis ve bu modeller i¢in yeni boyut etkili kayma diizeltme faktorleri ilk kez
Onerilmistir.
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ve plak teorileri, titresim, yiiksek mertebeden elastisite
teorileri
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ABSTRACT

STATIC AND DYNAMIC ANALYSES OF ONE- AND TWO-DIMENSIONAL
MICROSTRUCTURES BASED ON HIGHER-ORDER ELASTICITY
THEORIES

Bekir AKGOZ

PhD Thesis in CiVi!lEngineering
Supervisor: Prof. Dr. Omer CIVALEK
December 2016, 153 pages

In this thesis, mechanical behavior characteristics of micro-sized structural
members in form of beam and plate, which have become popular and have a wide
application area in nanotechnology due to the rapid developments in technology in
recent times, are investigated based on higher-order (non-classical) elasticity theories.
Sinusoidal shear deformable beam theory is used besides Bernoulli-Euler and
Timoshenko beam theories widely used for modelling of one-dimensional structures.
Similarly, sinusoidal shear deformable plate theory is employed to model two-
dimensional structures in addition to the widely known Kirchhoff and Mindlin plate
theories. It is considered that these structures are embedded in an elastic medium and
the interactions between these structures and elastic medium are taken into
consideration by Winkler and Pasternak elastic foundation models. Governing
differential equations and corresponding boundary conditions for bending, buckling and
free vibration are derived with the aid of variational principle with modified strain
gradient elasticity theory. A detailed parametric study is performed to indicate the
effects of small size, elastic foundation and shear deformation on bending, buckling and
free vibration behaviors of these structures. Also, bending and buckling behaviors of
thick micro beams made of functionally graded materials are investigated.

It is observed that size effect becomes more important when thickness (diameter)
is close to additional material length scale parameter. By taking into account the elastic
foundation effect, it is reached that there is a decrement in the displacements while there
is an increment in buckling loads and natural frequency. Also, it is found that effects of
shear deformation are more significant for lower values of length-to-thickness ratio.
Moreover, it is determined that classical shear correction factors are inadequate for
Timoshenko beam and Mindlin plate models based on higher-order elasticity theories
and the new size-dependent shear correction factors are firstly proposed for these
models.

KEYWORDS: Beam and plate theories, bending, buckling, elastic foundation effect,
higher-order elasticity theories, size effect, vibration

COMMITTEE: Prof. Dr. Omer CIVALEK (Supervisor)
Prof. Dr. Fuat DEMIR
Assoc. Prof. Dr. Hakan ERSOY
Asst. Prof. Dr. ibrahim AYDOGDU
Asst. Prof. Dr. Mehmet AVCAR

ii



ONSOZ

Giiniimiizde nanoteknolojinin bircok gelismis iilke tarafindan en kritik arastirma
alani olarak goriilmesi, mikro-ve nano-elektro-mekanik sistemlerin (MEMS ve NEMS)
kullanimlarindaki artis1 da beraberinde getirmistir. Kirig ve plak gibi bir ve iki boyutlu
yapilar bu sistemlerde en sik kullanmilan elemanlardir. Bu yapilarin uygun bir bicimde
tasarlanmas1 i¢in mekanik davranis karakteristiklerinin ¢ok iyi bilinmesi gerekmektedir.
Cesitli malzemeler {iizerinde yapilan deneyler sonucunda mikron ve daha kiigiik
boyutlardaki yapilarin deformasyon davraniglar1 iizerinde bir boyut etkisinin bulundugu
tespit edilmistir. Ancak, bu boyut etkisi klasik elastisite teorisi ile dikkate
almamadigindan dogru bir bicimde yorumlanamamustir. Daha sonra en az bir tane ilave
malzeme boyut dlcek parametresi iceren ve bu sayede boyut etkisini hesaba katabilen
yiiksek mertebeden (klasik olmayan) elastisite teorileri kullanilmaya baglanmistir. Bu
doktora tezi kapsaminda, mikro kiris, karbon nanotiip ve mikrotiipgiik gibi bir boyutlu
ile grafen plaka ve mikro plak gibi iki boyutlu yapilarin statik ve dinamik analizleri,
yiiksek mertebeden (klasik olmayan) elastisite teorilerine dayali olarak
gerceklestirilmistir. Bu yapilarin egilme, burkulma ve titresim davranislari tizerindeki
boyut, elastik zemin ve kayma deformasyonu etkileri detayli bir bicimde incelenmistir.
Ayrica, fonksiyonel degisimli malzemelerden yapilmis kalin mikro kiriglerin egilme ve
burkulma davranislar1 da incelenmistir.

Doktora tezim siiresince degerli vaktini ve yardimlarini hi¢ bir zaman benden
esirgemeyen, birlikte caligmaktan biiyiik onur duydugum kiymetli ve saygideger
damsman hocam Prof. Dr. Omer CIVALEK'e, destegini ve anlayisini asla esirgemeyen
sevgili esim Ars. Gor. Ayse AKGOZ’e, hayatimin her asamasinda daima yanimda olan
degerli aileme ve desteklerinden dolayr Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirmalar
Kurumu’na (TUBITAK) (Proje no: 112M879) en icten tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS
1.1. Nanoteknoloji

“Nano” kelimesi Yunancada ciice anlamina gelmekte olan ‘“nannos”
sOzciigiinden tiiretilmis olup nano ile tanimlanan ifadeler, herhangi bir 6l¢ii biriminin
milyarda birine karsilik gelmektedir. Ornegin; bir nanometre (nm) 10 metredir. Nano
degeri, maddenin atomdan onceki son basamagini gosterir. 1 nm i¢inde yan yana en
fazla 2-3 atom dizilebilir. Yaklagsik olarak 100 ila 1000 atom bir araya gelerek nano
Olceklerde bir nesne olusturabilir.

Nanoteknoloji veya nano bilim, genel goriise gore 1-100 nm boyutlarindaki
maddelerin anlasilmasi, kontrol edilmesi ve atomsal seviyede degistirilip islevsel hale
getirilmesi olarak tarif edilmektedir. Nanoteknoloji, ii¢ atomlu kiiciikk bir su
molekiiliinden hemoglobin gibi oksijen tagiyan ¢ok daha biiyiik bir protein molekiiliine
veya daha da biiyiik DNA zincirine kadar ¢ok genis bir alanm1 kapsamaktadir. Nano
bilim; fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi disiplinler arasit bir konuma sahip
olmasinin yani sira, endiistri, ucak-uzay, elektronik, tarim ve saglik gibi cesitli alanlara
potansiyel etkileri bulunmaktadir. Bu nedenle bir¢ok gelismis iilke tarafindan, en kritik
arastirma alan1 olarak desteklenmektedir.

1.2. Mikro ve Nano Boyutlu Yapilar
1.2.1. Mikro Kkirisler ve mikro plaklar

Son zamanlarda teknolojideki hizli gelismelere bagl olarak mikron (10° m) ve
daha kiiciik boyutlu cubuk, kiris, plak ve kabuk gibi yapilarin kullanim alanlar1 da
artmistir. Bu tip yapilara siklikla mikro anahtarlar (Batra vd 2008), mikro kopriiler
(Rahaeifard vd 2012), mikro rezonatorler (Zook vd 1992) titresim sok Onleyiciler (Lun
vd 2006), sekil hafizali alasimlar (Fu vd 2003) gibi mikro/nano elektro-mekanik
sistemlerde (MEMS/NEMS) ve Atomik Kuvvet Mikroskobu’'nda (AKM) (Turner ve
Wiehn 2001, Mahdavi vd 2008) rastlanilir. Sekiller 1.1-1.5’te bu yapilara 6rnek

verilmistir.
Solenoid coil

Permanent magnet

Mirror Plate Silicon substrate

Sekil 1.1. Tipik bir mikro anahtar (Lai ve Tsou 2011)
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Electrode ($> Electrode

Carbon nanotube thin film J

Sekil 1.2. Karbon nanotiipiin bir koprii olarak kullanilmasit (Sandia National
Laboratories 2015)

Sekil 1.3. Tipik bir mikro rezonator (Telaviv University 2015)

Cantilever

=

Polyimide

Si-substrate

(b)

Sekil 1.4. Titresim gok sensoriine ait gematik gosterim (Hu vd 2013)
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AFM Canti lever

Sekil 1.5. Atomik Kuvvet Mikroskobu probu (Nanotechmag 2015)

1.2.2. Karbon nanotiipler

Karbon nanotiip (KNT), silindir seklindeki bir karbon allotropudur ve yapisinda
sadece karbon atomu bulunur. 1985 yilinda 60 karbon atomunun birlestirilmesiyle
olusan futbol topu seklindeki molekiillerin bulunmasi, karbon nanotiiplerin ortaya
cikmasina zemin hazirlamistir (Kroto vd 1985). Bu toplara fulleren (“Buckyballs™)
denilmektedir. Ik olarak 1991 yilinda Japon Sumio Iijima, fullerenlerin ark-
buharlagsmas1 sentezi sirasinda katodda toplanan malzemeyi arastirirken tiip seklindeki
molekiilleri kesfetmistir (Iijima 1991).

Karbon nanotiiplerin yapisimi incelemek amaciyla yapilan deneyler sonucunda
nanotiiplerin, kristal grafitlerden olusan hekzagonal o6rgiideki karbon atomlarinin
olusturdugu silindirik yapilar oldugu anlagilmistir. Karbon nanotiipler, tek katmanl ve
cok katmanl nanotiipler olarak ikiye ayrilabilir.

Karbon nanotiip, kivrilmig grafen yiizeyi gibi diisiiniildiigtinde sadece bir grafen
yiizeyinin kivrilmasiyla elde edilen nanotiibe ‘‘tek katmanli karbon nanotiip (TKKNT)”’
denir. Tek katmanli karbon nanotiipler genelde 0,4-20 nm capinda ve 100 nm—10 um
uzunlugundadir. Tek katmanli karbon nanotiipler, grafen plakanin kivrilma
dogrultusuna bagl olarak ii¢ farkli sekilde olabilir: armchair (koltuk), zigzag (zikzak) ve
chiral (kiral) (Sekil 1.6).
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a) b)

Sekil 1.6. Tek katmanli karbon nanotiipler a) Koltuk b) Zikzak c) Kiral

Birden fazla grafen yiizeyinin iist iiste konulup katlanmasiyla da “cok katmanl
karbon nanotiipler (CKKNT)” elde edilir. Cok katmanli nanotiipler genelde, 4-30 nm
capinda ve 1 um uzunlugundadir.

Karbon nanotiiplerin yapilarindaki bag tipi polar olmadigindan su dahil
genellikle kimyasal miidahaleler olmadig1 siirece herhangi bir c¢oziiciide de
coziinmezler. Tek katmanli karbon nanotiipler, toluen, dimetil formamit ve
tetrahidrofuran gibi organik ¢oziiciiler ile kararli ¢ozeltiler olusturabilir. Vakumda 1500
°C’ye kadar, acik havada ise 750 °C’ye kadar kararli halde durabilirler. Yiizey
alani/hacim oram yiiksektir. Karbon nanotiipler grafen plakanin kivrilma agisina bagh
olarak metalik ve yar iletken olabilirler. Elastisite modiilleri yaklasik 1 7Pa olup
celikten yaklasik 100 kat daha saglam ve 6 kat daha hafiftirler.

Karbon nanotiiplerin kullanim alanlart ¢ok genistir. Bu kullanim alanlarindan
bazilan sunlardir: Depolama (Hidrojen depolanmasi), yap1 malzemesi, elektronik (stiper
iletkenler, miknatis, devre elemanlar1), uzay arastirmalarnn (uzay asansorii), saglik
sektoril (hiicre izleme, ilag enjeksiyonu, doku iiretimi gibi).

1.2.3. Mikrotiipciikler

Mikrotiipciikler, aktin ve ara filamanlar ile birlikte sitoplazmada yer alan ipliksi
yapilardan biridir. Bunlar hiicre hareketi, hiicre iskeletinin olusumu, hiicre seklinin
korunmasi, hiicre boliinmesi sirasinda kromozomlarin ayrilmasi ve hiicreler arast madde
tasinmasi gibi okaryot hiicrelerdeki pek ¢ok temel fonksiyonun gerceklestirilmesinden
sorumludurlar (Alberts vd 1994, Howard 2001, Boal 2002). Mikrotiipciikler, ici bos
silindirik bir yapiya sahip olup genelde birbirine bagli 13 paralel protofilamandan
olusmaktadir ve yapisinda iki farkl tiibiilin (a- ve - tiibiilin) bulunmaktadir (Chretien
ve Wade 1991). Sekil 1.7°de tipik bir mikrotiip¢iigiin yapis1 goriilmektedir. Bu
anizotropik molekiiler yapilarindan dolayr diger filamanlardan yaklasik 100 kat daha
saglam ve oldukca esnek bir yapiya sahiptirler. Boylar1 10 nm ile 100 ym arasinda olup
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genelde 25 nm dis capa ve 15 nm i¢ capa sahiptirler (Amos ve Amos 1991). Yukarida
bahsedilen hiicre ici gorevlerinin mikrotiipciiklerin mekanik o6zellikleri ile iliskili
olmasindan dolay1 arastirmacilar tarafindan bircok deneysel (Kikumoto vd 2006,
Vinckier vd 1996) ve teorik (Kasas vd 2004, Li vd 2006, Wang vd 2006) calisma
gerceklestirilmistir. Bu caligmalarda bitisik protofilamanlar arasindaki baglar yanal
dogrultuda boyuna dogrultudakine nazaran daha zayif oldugu tespit edilmistir.

©® o-tiibiilin
O p-tiibiilin

Sekil 1.7. 13 paralel protofilamandan olusan tipik bir mikrotiipgiik
1.2.4. Grafen plakalar

Grafen plakalar ise tamamiyla karbon atomlarindan olusan iki boyutlu
hekzagonal yapida bal petegi bicimindeki nano boyutlu yapilardir. Grafen plakalar,

karbon nanotiipler gibi miikemmel 6zelliklere sahip olup kivrilmalariyla karbon nanotiip
elde edilebilmektedir.

Sekil 1.8. Bal petegi goriiniimiindeki grafen plaka

Bu yapilardan en iyi verimi elde etmek icin tasarim asamasinda mekanik
davranis Ozelliklerinin ¢ok hassas bir bicimde bilinmesi gerekir. Bu tip yapilarin
analizinde iki temel yaklasim, atomik diizeyde olusturulan modeller ve siirekli ortam
mekanigi modellemesidir. Molekiiler dinamik simiilasyonu gibi atomik seviyede
olusturula modellerle bazi malzemelerin davraniglari incelenmistir. (Iijima vd 1996,
Yakobson vd 1997). Molekiiler dinamik simiilasyonu yonteminde her bir molekiil ve
onun karsilikli olarak gerceklestirdigi mekanik ya da kimyasal etkilesimleri dikkate
alinmaktadir. Dolayisiyla hesaplamalar oldukca uzun siirmekte ve yontemin uygulama
alam1 belirli sayida atom veya molekiil iceren sistemlerle simirli olmaktadir. Cesitli
malzemeler iizerinde yapilan mikro burulma (Fleck vd 1994) ve mikro egilme (Stolken
ve Evans 1998, Lam vd 2003, McFarland ve Colton 2005) gibi deneyler sonucunda
malzemenin mekanik 6zelliklerinde boyut etkisinin varlig1 tespit edilmistir. Ornegin,
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Fleck vd (1994), ince bakir tellerin burulma testinde tel ¢apinin 170 ym’den 12 um’ye
diisiiriilmesiyle burulma dayaniminin 3 kat arttigin1 gézlemlemislerdir. Lam vd (2003)
tarafindan epoksi kirislerin egilme testi gerceklestirilmistir. Bu calismalarinda kiris
kalinligr 115 pm’den ve 20 um’ye diisiiriildiigiinde normalize edilmis egilme rijitliginin
yaklagik 2,4 kat arttigini tespit etmislerdir. Benzer bi¢imde McFarland ve Colton
(2005), polipropilen kirislerin egilme testinde Ol¢iilen rijitlik degerinin klasik kiris
teorisi ile hesaplanan degerden en az 4 kat daha fazla oldugunu belirtmislerdir. Ancak,
bu boyutlarda her bir malzeme ve farkli kosullar icin deneysel calisma yapmanin ¢ok
zor ve pahali olmasindan dolay1 son zamanlarda bu boyuttaki yapilar iizerinde ¢alisan
arastirmacilar, siirekli ortam mekanigi yaklasimlarina yonelmislerdir. Cubuk, kiris, plak,
membran ve kabuk gibi modellemelerin yapildigi siirekli ortam mekanigi
yaklagimlarinda ise nispeten cok daha kisa siirede gerceklestirilen sayisal hesaplama ile
milyonlarca atom veya molekiilden olusan biiyiikk nano/mikro sistemlerin analizi
gerceklestirilebilmektedir.

Fakat herhangi bir malzeme boyut parametresi icermeyen klasik teoriler ile bu
boyut etkisi dikkate alinamamistir. Bu nedenle, mikro ve nano boyutlu yapilarin
modellenmesinde malzemeye ait cesitli sayida ilave boyut dlgek parametrelerine sahip
yiiksek mertebeden (klasik olmayan) elastisite teorileri kullanilmaya baglanmistir. Bu
teorilerin en yaygin olanlar1 Cosserat (Mikropolar) elastisite (Eringen 1967), lokal
olmayan elastisite (Eringen 1972, 1983), gerilme ¢ifti elastisite (Mindlin ve Tiersten
1962, Koiter 1964, Toupin 1964), yiizey enerjili basit sekil degistirme degisimi
(Vardoulakis ve Sulem, 1995) ve sekil degistirme degisimi elastisite (Mindlin 1965,
Aifantis 1999, Fleck ve Hutchinson 1993, 2001) teorileridir. Sonralari bu teorileri daha
basit ve kullanigh hale getirmek i¢in daha az sayida ilave malzeme boyut Slgcek
parametresi iceren degistirilmis halleri 6nerilmistir. Bunlardan birisi olan degistirilmis
sekil degistirme degisimi elastisite teorisi (DSDD), Lam vd (2003) tarafindan
gelistirilmigtir. Bu teoride kuvvetlerin ve kuvvetlerin momentlerinin klasik denge
denklemlerine ek olarak yiiksek mertebeli gerilmeleri ve c¢iftlerin momentlerinin
dengesini yoneten yeni bir ilave denge denklemi ile dogrusal elastik izotropik
malzemeler icin 2 klasik malzeme parametresine ek olarak 3 ilave malzeme boyut 6lcek
parametresi bulunmaktadir. Ayrica, dilatasyon (genlesme) degisimi ve deviatorik uzama
degisimi ihmal edildiginde Yang vd (2002) tarafindan Onerilen degistirilmis gerilme
cifti elastisite teorisine (DGC) ait yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullarina ulasilir.

Bu doktora tezi kapsaminda, yukarida bahsedilen karbon nanotiip,
mikrotiip¢iikler, grafen plakalar, mikro kirisler ve mikro plaklar gibi yapilarin statik ve
dinamik analizleri yiiksek mertebeden elastisite teorilerine dayali olarak incelenmistir.
Karbon nanotiipler ve mikrotiip¢iikler kirig; grafen plakalar ise plak olarak
modellenmistir. Bir boyutlu yapilarin modellenmesinde yaygin olarak kullamilan
Bernoulli-Euler ve Timoshenko kiris teorilerinin yaninda siniizoidal bir kayma
deformasyonlu kirig teorisi kullanmilmistir. Benzer bi¢imde, iki boyutlu yapilarin
modellenmesinde yine yaygin olarak kullanilan Kirchhoff ve Mindlin plak teorilerine ek
olarak siniizoidal kayma deformasyonlu plak teorisi de kullanilmistir. Bu yapilarin
elastik bir zemin {izerinde oldugu dikkate alinmig ve elastik zemin ile yapilar arasindaki
etkilesim bir ve iki parametreli elastik zemin modelleri ile simiile edilmistir. Egilme,
burkulma ve serbest titresim icin yonetici diferansiyel denklemler ve ilgili sinir kosullart
varyasyonel ilke ile degistirilmis sekil degistirme degisimi elastisite teorisine dayali
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olarak elde edilmistir. Bu yapilarin egilme, burkulma ve serbest titresim davranislart
izerindeki boyut, elastik zemin ve kayma deformasyonu etkilerini belirlemek igin
detayli bir parametrik ¢alisma yapilmistir. Bunlara ek olarak, fonksiyonel degisimli
malzemelerden (FDM) yapilmis kalin mikro kirislere ait siniizoidal kayma
deformasyonlu kiris modeli gelistirilmis olup bu tip homojen olmayan mikro kirislerin
egilme ve burkulma davranislar da incelenmistir.
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2. KURAMSAL BiLGIiLER ve KAYNAK TARAMALARI

Glinlimiize degin yapilan calismalara bakildiginda, mikro ve nano boyutlu
yapilarin mekanik davrams karakteristikleri bazi deneysel caligmalar ile atomik
seviyede kurulan modellerle belirlenmeye calisildigi goriilmektedir. Yapilan deneysel
calismalara ornek olarak Fleck vd (1994) ve Lam vd (2003) tarafindan gerceklestirilen
sirasiyla ince bakir tellerin burulma testi ve epoksi kirislerin egilme testi verilebilir.
Burulma testi sonucunda tel ¢apimin 170 ym’den 12 pm’ye disiiriilmesiyle burulma
dayaniminin 3 kat arttifi gozlemlenmistir. Egilme testi neticesinde ise kirig kalinligi 115
um’den ve 20 ym’ye diisiirildiigiinde normalize edilmis egilme rijitliginin yaklasik 2,4
kat arttig1 tespit edilmistir. Diger taraftan karbon nanotiiplerin yapisal davranis
ozellikleri atomik simiilasyon yontemi ile belirlenmeye calisilmistir (Iijima vd 1996).
Ancak deneysel calismalar i¢cin gelismis donanima sahip laboratuvarlara ve ¢ok hassas
ekipmanlara ihtiya¢ duyulmasi nedeniyle c¢alismalarin maliyetleri oldukca yiiksek
olmaktadir. Ayrica, atomik diizeydeki yaklasimlarda (atomistik, hibrid atomistik-siirekli
mekanik, molekiiler dinamik benzetimi gibi) her bir molekiil ve onun karsilikli olarak
gerceklestirdigi mekanik ya da kimyasal etkilesimleri dikkate alinmaktadir. Dolayisiyla
hesaplamalar oldukca uzun siirmekte ve yontemin uygulama alam belirli sayida atom
veya molekill iceren sistemlerle sinirli kalmaktadir. Bu nedenle bu konu ile ilgilenen
aragtirmacilar kiris, plak ve kabuk seklinde modellemelerin yapildigi siirekli ortam
mekanigi yaklasimlarina yonelmislerdir. Bu yaklagimlara ait literatiirdeki mevcut bazi
onemli ¢alismalar 6zet halde kronolojik olarak asagida sunulmustur.

Papargyri-Beskou vd (2003a), yiizey enerjili basit sekil degistirme degisimi
elastisite teorisine (Vardoulakis ve Sulem 1995) gore Bernoulli-Euler kiris modeline ait
egilme ve burkulma analizlerini yapmislardir. Yonetici denklemleri elde ederken
varyasyonel baginti ve temel denklemlerden faydalanmiglardir. Diizgiin yayili yiik
altinda bir ucu ankastre mesnetli diger ucu serbest bir kirige ait egilme davranisim ve
her iki ucu basit mesnetli kirisin burkulma davranisim incelemislerdir. ilave degisim
katsayisinin degeri arttikca kirisin deplasman degerlerinin azaldigimi fakat bu degerin
artmastyla kritik burkulma yiikii degerinin arttigini ifade etmislerdir.

Papargyri-Beskou vd (2003b) ise yine aym teoriye gore Bernoulli-Euler kiris
modelinin dinamik analizini gerceklestirmislerdir. Yonetici denklemleri ve ilgili sinir
kosullarim1 varyasyonel ilke yardimiyla elde etmislerdir. Bu calismalarinda sonsuz
uzunluktaki bir kirise ait dalga yayilimini, her iki ucu basit mesnetli bir kiris icin serbest
titresim, bir ucu ankastre diger ucu serbest kiris icin de zorlanmus titresim durumlarini
incelemislerdir. Zorlanmis titresim durumunda ¢6ziimii Laplace doniisiimii yardimiyla
gerceklestirmislerdir. Dalga yayiliminin klasik teoriden farkli bir karakteristige sahip
oldugunu ve dogal frekans degerlerinin degisim katsayisinin artmasina bagli olarak
arttigini belirtmislerdir. Bunlara ilave olarak yiiksek modlarda bu katsayinin daha fazla
etkiye sahip oldugunu vurgulamiglardir.

Peddieson vd (2003), lokal olmayan elastisite teorisine dayanarak Bernoulli-
Euler kiris modeline ait yonetici denklemleri ¢ikartmislardir. Her iki ucu basit mesnetli
ve bir ucu ankastre diger ucu serbest kirisler i¢in egilme problemini dikkate almislardir.
Lokal olmayan etkilerin 6zellikle nanometre boyutlarindaki yapilarin iizerinde ¢ok
onemli etkilere sahip olduklarini vurgulamislardir.
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Park ve Gao (2006), degistirilmis gerilme ¢ifti (DGC) elastisite teorisini (Yang
vd 2002) Bernoulli-Euler kirisine uygulamislardir. Minimum toplam potansiyel enerji
ilkesi yardimiyla yonetici denklemleri elde etmislerdir. Bu yonetici denklemler klasik
teoriye benzer bi¢cimde dordiincii mertebeden olmaktadir. Fakat klasik teoriden farkl
olarak kirisin egilme rijitligi ilave malzeme parametresine bagl olarak artmaktadir.
Serbest ucunda statik tekil bir yiike maruz konsol bir mikro kirigin egilme problemini
dikkate almuslardir. ilave boyut parametresinin egilme davranisi iizerine olan etkisini
inceleyerek sonuclar1 grafiksel halde sunmuslardir. flave boyut parametresi degerinin
artmasiyla deplasman degerlerinin azaldigin1 ve bununla birlikte kiris kalinliginin kiiciik
oldugu durumlarda DGC ile elde edilen deplasman degerleri ile klasik teoriye bagli
degerler arasindaki farkin 6nemli oldugunu tespit etmislerdir.

Reddy (2007), lokal olmayan elastisite teorisine (Eringen 1983) gore her iki ucu
basit mesnetli bir kirisin egilme, burkulma ve titresim analizlerini gerceklestirmistir.
Modellemede Bernoulli-Euler, Timoshenko, Reddy ve Levinson kiris teorilerini
kullanmistir. Elde ettigi sonuclari boyutsuz bicimde karsilagtirmali olarak tablolar
halinde sunmustur. Bu sonuclara gore lokal olmayan parametrenin degeri arttikca
egilmede deplasman degerleri artmakta iken burkulma yiikii ve dogal frekans degerleri
azalmaktadir.

Papargyri-Beskou ve Beskos (2008), yiizey enerjili basit sekil degistirme
degisimi elastisite teorisine gore ince plaklarin egilme, titresim ve burkulma problemini
incelemislerdir. Kirchhoff plak teorisine gore klasik durumdan farkli olarak yonetici
denklemleri altinci mertebeden elde etmislerdir. Biitiin kenarlar1 basit mesnetli
dikdortgen bir plak igin statik ve dinamik analizleri gerceklestirmislerdir. lave malzeme
parametresinden dolay1 plak egilme rijitliginin arttigin1 ve buna bagl olarak egilmede
deplasman degerleri azalirken kritik burkulma ve dogal frekans degerlerinin arttigini
gbzlemlemislerdir.

Reddy ve Pang (2008), karbon nanotiipii lokal olmayan Bernoulli-Euler ve
Timoshenko kiris teorileri ile modelleyerek statik ve dinamik analizlerini yapmislardir.
Her iki ucu basit mesnetli, her iki ucu ankastre mesnetli, bir ucu ankastre mesnetli diger
ucu serbest ve bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli olmak iizere dort farkli durum
icin sonu¢ elde etmislerdir. Bu sonuclar incelendiginde lokal olmayan ve kayma
deformasyonu parametreleri degerleri arttiginda bir ucu ankastre diger ucu serbest kirig
hali disinda diger durumlar i¢in egilmede deplasman degerleri artmakta, burkulma yiikii
ve dogal frekans degerleri ise tiim durumlar i¢in azalmaktadir.

Kong vd (2008) tarafindan DGC teorisi ile Bernoulli-Euler kiris modelinin
Hamilton prensibi yardimiyla serbest titresim analizi gerceklestirilmistir. Her iki ucu
basit mesnetli ve bir ucu ankastre diger ucu serbest durumlan icin dogal frekans
degerleri elde etmislerdir. Her iki durum i¢in de ilave boyut parametresi degerinin
artmasiyla dogal frekans degerlerinin de arttigim gostermislerdir.

Ma vd (2008) ise DGC teorisine dayali her iki ucu basit mesnetli Timoshenko
kiris modeline ait egilme ve titresim analizlerini gerceklestirmislerdir. Formiilasyonda
Hamilton prensibini kullanmislardir. Ayrica denklemlerde Poisson etkisini de dikkate
almislar ve Poisson etkisinin deplasman, donme ve dogal frekans degerleri iizerinde
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etkili oldugunu belirlemislerdir. DGC teorisine gore elde edilen deplasman ve dénme
degerlerinin klasik teoriye gore daha az oldugunu ancak dogal frekans degerlerinin daha
yiiksek oldugunu tespit etmislerdir.

Kong vd (2009), Bernoulli-Euler kirig teorisine gore egilme ve titresim
analizlerini gerceklestirmiglerdir. Degistirilmis sekil degistirme degisimi (DSDD)
elastisite teorisine (Lam vd 2003) dayali mikro kirige ait yonetici denklemleri ve sinir
kosullarim1 temel denklemler ve varyasyonel ifade yardimiyla elde etmislerdir.
Epoksiden yapilmis bir ucu ankastre mesnetli diger ucu serbest kirisin statik
yogunlastirilmis u¢ yiikk altindaki egilme davramigini ve serbest titresim hareketini
incelemislerdir. Elde ettikleri sonuclart DGC ve klasik teori sonuclariyla
karsilastirmiglar ve kiris boyutlarinin artmasiyla sonuclar arasindaki farkin neredeyse
kayboldugunu ortaya koymuslardir.

Lazopoulos (2009), yiizey enerjili basit sekil degistirme -elastisite teorisini
Kirchhoff plak teorisine uygulayarak mikro plaklarin egilme davranisini incelemistir.
Yonetici denklemleri ve sinir kosullarin1 varyasyonel ifade ile ¢ikartmistir. Papargyri-
Beskou ve Beskos (2008) calismalarindan farkli olarak yonetici denklemlere ilave
malzeme parametresinin plak kalinligina orani seklindeki terimi ilave etmistir. Bu
terimin Ozellikle plak kalinliginin kiiciik ve ilave malzeme parametresinin bu plak
kalinhigina yakin degerlerde olmasi durumunda Onemli bir etkiye sahip oldugunu
vurgulamastir.

Murmu ve Pradhan (2009), lokal olmayan elastisite teorisi ile boyut etkisini
dikkate alarak, tek katmanli karbon nanotiipiin elastik bir zemin tizerindeki burkulma
analizini gerceklestirmiglerdir. Bu calismada, karbon nanotiip kiris bigciminde
modellenmis ve bu asamada Timoshenko kiris teorisi kullanilmigtir. Elastik zeminin
modellenmesinde hem Winkler hem de Pasternak tipi zemin modelleri uygulanmistir.
Elde edilen yonetici denklemler, her iki ucun basit mesnetli olmasi durumu igin
diferansiyel kuadratiir yoOntemiyle c¢oziilmiistiir. Sonu¢ olarak, hem uzunluk/cap
degerindeki hem de boyut parametresi degerindeki artisa baglh olarak kritik burkulma
yiikii degerlerinin azaldigi, Winkler ve Pasternak zemin parametreleri degerlerinin
artmastyla kritik burkulma yiikii degerlerinin arttifi tespit edilmistir. Ayrica,
uzunluk/cap oraninin kiiciik oldugu durumlarda boyut parametresinin kritik burkulma
yiikii tizerindeki etkisinin 6nemli oldugu ve bu oranin artmasiyla etkisinin neredeyse
kayboldugu vurgulanmustir.

Pradhan ve Phadikar (2009) tarafindan ¢ok katmanli grafen plakalarin serbest
titresim analizlerini lokal olmayan elastisite teorisine dayali olarak gerceklestirmislerdir.
Grafen plakalarin polimer bir matris icerisinde oldugunu dikkate alarak bunlar
ortotropik ince plak gibi modellemislerdir. Titresimde, lokal olmayan etkinin yiiksek
modlarda daha etkin oldugunu, ayrica polimer matrisin rijitligi arttikca lokal olmayan
etkilerin azaldigim1 ve kayma tabakasinin etkisinin Winkler tabakasindan daha fazla
oldugunu belirtmislerdir.

Tsiatas (2009) tarafindan DGC teorisiyle mikro plaklarm Kirchhoff plak

teorisine gore modellenmesi yapilmistir. Yonetici denklemleri ve smir kosullarini
minimum toplam potansiyel enerji ilkesi yardimiyla c¢ikartmistir. Cesitli sir
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kosullarindaki dikdortgensel ve eliptik plaklarin egilme analizlerini yaparak ilave boyut
parametresinin davranis iizerine etkisini incelemistir. ilave malzeme parametresinin
artmasiyla plagin deplasman degerlerinin azaldigini ve bunun sadece Poisson oranina
bagh oldugunu ifade etmistir. Bununla birlikte, bu degisimin plagin sinir kosullarindan
ve en/boy oranindan tamamen bagimsiz oldugunu vurgulamistir. Poisson oraninin
artmasinin deplasman degerlerinin azalmasina neden oldugunu belirtmistir.

Asghari vd (2010) tarafindan DGC teorisini kullanarak fonksiyonel degisimli
malzemeden yapilmis mikro boyutlu kiriglerin statik egilme ve serbest titresim
analizleri gergeklestirilmistir. Bernoulli-Euler kiris teorisine gore egilmede bir ucu
ankastre diger ucu serbest bir mikro kiris i¢in ¢6ziim elde edilmis olup serbest titresim
problemi icin ise mikro kirisin hem bir ucu ankastre mesnetli diger ucu serbest hem de
iki ucu basit mesnetli olmasi durumlarina ait ¢oziim gergeklestirilmistir. Calismanin
sonucunda, ele alinan kirisin kalinlig1 ile ilave malzeme boyut parametresi arasindaki
oranin bire yakin oldugu durumlarda hem egilme hem de titresim durumu i¢in ulagilan
sonugclar ile klasik sonuglar arasinda énemli bir fark bulundugu tespit edilmistir. Bunun
disinda, mikro kirisin dogrusal homojen olmast durumundaki gibi bu oranin artmasiyla
sonuglar arasindaki farkin da giderek azaldigmma dikkat cekilmistir. Aym yazarlar
tarafindan yapilan bir bagka calismada aymi analizler bu kez Timoshenko Kkiris teorisi
kullanilarak gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuglar Bernoulli-Euler kirisine ait
sonucglarla karsilagtirmali olarak sekiller yardimiyla gosterilmis ve bu degerler
arasindaki fark irdelenmistir (Asghari vd 2011).

Fu ve Zhang (2010) mikrotiipciigii Timoshenko kiris modeliyle DGC teorisine
gore modellemislerdir. Minimum toplam potansiyel enerji ilkesi yardimiyla egilme ve
burkulmaya ait denklemleri c¢ikartmiglardir. Mikrotiip¢iigiin visko-elastik bir zemin
icerisinde olmas1 halinde, ilave malzeme parametresinin kararlilik boyu, burkulma artig
orani ve burkulma genligi iizerindeki etkisini irdelemislerdir. Sonug¢ olarak, ilave
malzeme parametresinin ¢esitli degerleri icin uzun mikrotiipciiklerin kararlilik boyunun
diger lokal olmayan modellerdekinden farkli oldugunu ve ilave malzeme parametresinin
degerinin artmasiyla burkulma genliginin azaldigini belirtmislerdir.

Heireche vd (2010) tarafindan mikrotiip¢iiklerin titresimi yerel olmayan
elastisite teorisine bagli olarak incelenmistir. Mikrotiip¢iiklerin siirekli ortam
modellenmesinde Timoshenko kirig teorisi kullanilmistir. Yerel olmayan parametre,
kayma deformasyonu ve mikrotiip¢iigiin anizotropik yapisinin dogal frekans degerleri
tizerindeki etKilerini arastirmislardir.

Lazopoulos ve Lazopoulos (2010) da yukaridaki teoriyi kullanarak Bernoulli-
(2003)’ten farkl olarak yonetici denklemlerde enkesit alanindan dolay1 olusan terimleri
de dikkate almiglardir. Elde ettikleri sonuglara gore bu terimlerin kirig kalinliginin
azalmasiyla daha 6nemli hale geldigini belirtmislerdir.

Pradhan ve Kumar (2010), ¢esitli smir kosullarindaki tek katmanli ortotropik
grafen plakalarin elastik zemin tizerindeki titresim analizlerini yapmislardir. Yonetici
denklemlerin c¢ikartilmasinda ve ¢oziimiinde lokal olmayan elastisite ve Kirchhoff plak
teorisi ile diferansiyel kuadratiir yontemini kullanmislardir. Elastik zemini, Winkler ve
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Pasternak zemin modelleri olarak hesaba dahil etmislerdir. Lokal olmayan etkilerin
belirtmislerdir. Buna ilave olarak, grafen plakanin boyutlarinin azalmasiyla lokal
olmayan etkilerin arttig1 sonucuna varmislardir.

Wang vd (2010) ise bir mikro kirisin egilme ve titresim analizini DSDD
teorisine dayali Timoshenko kiris modelini olusturmuslardir. Poisson etkisini de dikkate
alarak her iki ucu basit mesnetli mikro kiris i¢in ¢oziim elde etmislerdir. Coziimde
Fourier serisi agilimim kullanmiglardir. Elde ettikleri sonuglari, DGC ve klasik
sonuclarla karsilastirmislardir. Deplasman ve donme degerlerinin DGC teorisi
sonuclarindan da kiigiik ve dogal frekans degerlerinin de DGC teorisine kiyasla daha
bilyiik oldugunu tespit etmislerdir. Ayrica, Poisson etkisinin de klasik Timoshenko kiris
modelinkinden farkli oldugunu vurgulamiglardir.

Akgoz ve Civalek (2011a) tarafindan ise DSDD ve DGC teorilerine dayali bir
mikro kirisin burkulma problemi incelenmistir. Bernoulli-Euler kiris modeline gore her
iki ucu basit mesnetli ve bir ucu ankastre diger ucu serbest durumlar i¢in burkulma yiikii
degerleri elde etmislerdir. Elde ettikleri sonuclar1 hem grafiksel hem de sayisal olarak
sunmuslardir. ilave boyut parametrelerinin burkulma davramisi iizerindeki etkilerini
irdelemislerdir. Bu parametrelerin degerleri arttikca burkulma yiikii degerlerinin de
artmakta oldugunu ve kiris boyutlarinin artmasiyla iic model arasindaki farkin giderek
azaldigim belirtmislerdir.

Akgoz ve Civalek (2011b), DSDD teorisini mikrotiip¢iigiin burkulma analizine
uygulamislardir. Mikrotiipgiigii, Bernoulli-Euler kiris teorisine gére modellemislerdir.
Her iki ucu basit mesnetli durum i¢in elde edilen sonucglar hem grafiksel hem de sayisal
olarak tablolar halinde sunulmustur. Bu sonuglar1 lokal olmayan elastisite, DGC ve
klasik sonuclarla karsilastirmislardir. DGC ile elde edilen sonuglarin yiiksek modlarda
ve mikrotiip¢iiglin boyunun kisa olmasi durumlarinda klasik sonuclara yakin oldugunu
tespit etmislerdir. Bu nedenle bdyle durumlar i¢cin DSDD teorisinin daha uygun ve
gercege yakin sonuglar verebilecegini vurgulamislardir.

Ansari vd (2011), Timoshenko kiris teorisine gore homojen olmayan mikro
kirise ait yonetici denklemleri DSDD teorisine dayali elde etmisler ve her iki ucu basit
mesnetli durum igin serbest titresim problemini ¢ozmiislerdir. Elde ettikleri sonuglar
DGC ve klasik sonuglar ile karsilastirmislardir. Bernoulli-Euler kiris teorisindeki
sonuclara benzer olarak bu teoriye gore elde edilen boyutsuz frekans degerlerinin DGC
ve klasik teorilerdeki degerlerden daha biiyiik oldugunu belirtmislerdir.

Jomehzadeh vd (2011) ise Kirchhoff plak teorisine gére mikro plaklarin DGC
teorisine dayali titresim analizini gerceklestirmislerdir. Harekete ait yonetici
denklemleri Hamilton prensibi yardimiyla tiiretmislerdir. Plak geometrisinin dikdortgen
ve dairesel olmast durumlarim1 g6z ontine almislardir. Farkli simir kosullarinda, cesitli
ilave malzeme parametresi ve en/boy degerleri i¢in dogal frekanslar ait sonuclar elde
etmislerdir. Elde ettikleri sonuclar1 hem grafiksel hem de tablolar halinde karsilastirmali
olarak sunmuslardir. Plak kalinligi/boy oraminin kiiciik oldugu durumlarda boyut
etkisinin 6nemli oldugunu ifade etmislerdir.
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Ma vd (2011) tarafindan yapilan calismada, mikro plaklarin DGC teorisine
dayali olarak Mindlin plak teorisine gore Hamilton prensibi yardimiyla hareket
denklemi ¢ikartilmistir. Biitiin kenarlar1 basit mesnetli olan plak i¢in statik egilme ve
serbest titresim problemlerini incelemislerdir. Yeni modele gore hesaplanan deplasman
ve donme degerlerinin, plak kalinliginin kiigiik olmasi durumunda klasik Mindlin plak
teorisinden daha kiiciik oldugu, dogal frekans degerlerinin ise daha biiyiikk oldugunu
belirtmislerdir. Bunun haricinde, plak kalinliginin artmasi halinde aradaki farkin giderek
azaldigim da vurgulamislardir.

Reddy (2011), Bernoulli-Euler ile Timoshenko kiris teorilerine ve DGC teorisine
gore fonksiyonel degisimli malzemelerden imal edilmis mikro kirigin egilme, burkulma
ve titresim hallerine ait yonetici denklemleri tiiretmistir.

Samaei vd (2011), tek katmanh grafen plakalarin burkulma analizini lokal
olmayan elastisite ve Mindlin plak teorisini kullanarak gerceklestirmislerdir. Grafen
plakalarin elastik bir zemin iizerinde oldugunu Pasternak zemin modelini kullanarak
dikkate almislardir. Bu duruma ait yonetici denklemleri c¢ikartarak tiim kenarlar1 basit
mesnetli tek katmanli grafen plaka i¢in burkulma problemini analitik olarak
cozmiislerdir. Elde ettikleri sonuglari, grafiksel formda boyutsuz burkulma yiikii
oraninin (lokal olmayan boyutsuz burkulma yiikiiniin lokal (klasik) boyutsuz burkulma
yiikiine orani1) degisimi seklinde sunmuslardir. Grafen plakanin boyunun artmasiyla
biitiin burkulma modlari i¢in bu oranin arttigin1 ve mod sayis1 arttikca da bu oranin
azaldigim gostermiglerdir. Ayrica, hem Winkler hem de kayma parametresi
degerlerindeki artisin bu oranda azalmaya neden oldugunu belirtmislerdir.

Shen (2011), iki-parametreli bir zemin igerisindeki mikrotiipciiklerin lokal
olmayan elastisite teorisine dayali lineer olmayan titresimini incelemistir. Formiillerin
cikartilmasinda von Karméan—Donnell tipi kabuk eleman kullanmistir. Mikrotiip¢iiklerin
dogal frekans degerlerinin lokal olmayan parametreden dolayr azaldigini ve ayrica sinir
kosullarinin hareketli ve hareketsiz olmasinin, mikrotiip¢iigiin lineer olmayan titresim
durumu iizerinde kii¢iik bir etkiye sahip oldugunu tespit etmistir.

Wang vd (2011) yukaridaki teoriye gdre mikro boyuttaki ince plaklarin egilme,
burkulma ve titregim analizlerini Kirchhoff plak teorisi yardimiyla gerceklestirmislerdir.
Yonetici denklemlere ve siir kosullarina minimum toplam potansiyel enerji ilkesi
yardimiyla ulasmislardir. Analizlerde biitiin kenarlar basit mesnetli dikdortgen bir plagi
kullanmiglardir. Plak kalinligmmin ilave malzeme parametrelerine yakin degerlerde
oldugu durumlarda bu teoriye gore elde edilen sonuclarin DGC ve klasik teoriye gore
elde edilen sonuglardan c¢ok farkli oldugunu ifade etmislerdir. Bununla birlikte plak
kalinliginin ilave malzeme parametresinden yaklasik 15 kat olmasi halinde artik boyut
etkisinin ¢ok fazla 6nemli olmadigin1 vurgulamiglardir. Olusturulan bu modelin genel
bir hali yansittigi diisiiniilebilir. Ciinkii ii¢ tane ilave malzeme parametresi icermekte
olup bunlardan iki tanesinin ¢ikartilmasiyla DGC’ ye ait modele ve ilave malzeme
parametrelerinin hepsinin sifir alinmasiyla da klasik modele ulasilir.

Akgoz ve Civalek (2012a), DSDD teorisine dayali mikro kirislerin egilme

analizlerini ayrintili bir bi¢imde incelemislerdir. Yonetici denklemleri ve sinir
kosullarin varyasyonel ilke yardimiyla elde etmislerdir. Modellemede Bernoulli-Euler
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kiris teorisini kullanmislar ve ayrica analizlerde Poisson etkisini de hesaba katmiglardir.
Smir kosullarma bagh olarak dort farkli durum igin egilme ve donme problemlerini
analitik olarak ¢ozmiislerdir. Poisson etkisinin Bernoulli-Euler kirisi i¢in de degisik bir
karakteristige sahip oldugunu vurgulamislardir.

Kahrobaiyan vd (2012) tarafindan yapilan caligmada, fonksiyonel degisimli
mikro kirisin DSDD teorisine ait yonetici denklemler Bernoulli-Euler kiris teorisine
gore tlretilmistir. Her iki ucu basit mesnetli kirige ait egilme ve serbest titresim
problemi incelenmistir. Sonuclar, DGC ve klasik teoriye ait sonuglarla birlikte
karsilastirmali olarak verilmistir. DGC ile olusturulan kiris modelinin klasik kiris
modelinden daha rijit oldugu ve yeni olusturulan modelin de DGC modeline gore daha
rijit oldugu vurgulanmak istenmistir. Buradan, ilave malzeme boyut parametrelerinin
sayisinda ve degerindeki artisa paralel olarak ele alinan elemanin rijitliginin de artmakta
oldugu yorumlanabilir.

Nateghi vd (2012), DGC teorisine dayal1 olarak Bernoulli-Euler, Timoshenko ve
Reddy mikro kirig modellerine ait burkulma problemi i¢in yonetici denklemleri ve ilgili
sinir kosullarini minimum toplam potansiyel enerji ilkesi yardimiyla elde etmislerdir.
Cesitli mesnet kosullart altinda fonksiyonel degisimli mikro kiriglerin burkulma yiikii
degerlerini DGC teorisine dayali olarak genellestirilmis diferansiyel quadratiir
yontemiyle hesaplamislardir.

Salamat-talab vd (2012) tarafindan DGC teorisine dayali olarak Reddy mikro
kiris modeline ait egilme ve titresim problemleri i¢in yOnetici denklemler tiiretilmistir.
Iki ucu basit mesnetli fonksiyonel degisimli mikro kirislerin deplasman ve dogal frekans
degerlerini parametrik olarak incelemislerdir. Boyut etkisine baghi olan frekans
degerlerinin klasik frekans degerlerinden daha biiyiik oldugunu ve yiiksek modlarda bu
boyut etkisinin daha da 6nemli hale geldigini belirtmislerdir.

Thai ve Vo (2012) tarafindan lokal olmayan elastisite teorisine gore bir
nanokirisin egilme, burkulma ve serbest titresim analizleri gerceklestirilmistir.
Modellemede Timoshenko kiris teorisindeki gibi bir kayma diizeltme katsayisina
gereksinim duymaksizin kayma deformasyonlarinin etkisini de kirisin davranisina dahil
edebilen trigonometrik fonksiyonlara dayali kiris teorisi (Touratier 1991) kullanilmistir.
Ulagilan sonuglar, sayisal ve grafiksel olarak sunulmus ve diger teorilere gore elde
edilen sonuglarla karsilastirma yapilmistir. Bu degerlendirmeye bagh olarak, sonuglar
arasinda iyi bir uyum oldugu belirtilmistir.

Simsek ve Reddy (2013a, 2013b), DGC teorisine dayali1 fonksiyonel degisimli
malzemeden yapilmis mikro kirislerin egilme, serbest titresim ve burkulma analizlerini
gerceklestirmislerdir. Yonetici denklemleri ve sinir kosullarint Hamilton ve minimum
toplam potansiyel ilkelerini kullanarak elde etmislerdir. Modellemede c¢esitli kiris
teorileri kullanmiglardir. Malzeme boyut 6l¢ek parametresinin, boy/en oraninin, kayma
deformasyonunun mikro kiriglerin mekanik davraniglari {izerindeki etkilerini
incelemislerdir.

Simsek ve Yurtcu (2013), yerel olmayan elastisite teorisine dayali olarak
fonksiyonel degisimli nano kirislerin egilme ve burkulma davraniglarini incelemislerdir.
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Modellemede Bernoulli-Euler ve Timoshenko kirig teorilerini kullanmiglardir. Yonetici
denklemler ve ilgili sinir kosullart minimum toplam potansiyel enerji ilkesini kullanarak
elde etmislerdir. Yerel olmayan elastisite teorisine bagli elde edilen deplasman
degerlerinin klasik sonug¢lardan daha biiyiik ve burkulma yiikii degerlerinin ise klasik
sonuclardan daha az oldugunu vurgulamislardir.

Yukaridaki caligmalardan goriildiigii tizere mikrotiipgiik, karbon nanotiip ve
grafen plaka gibi mikro ve nano boyutlu yapilarin modellenmesinde genelde lokal
(yerel) olmayan elastisite teorisi ile Bernoulli-Euler, Timoshenko kiris ve Kirchhoff
plak teorileri kullanilmistir. Degistirilmis gerilme c¢ifti (DGC) ve degistirilmis sekil
degistirme degisimi (DSDD) elastisite teorileri nispeten daha yeni teoriler olduklarindan
bu teorilere dayali yapilan ¢alismalar literatiirde sinmirli sayidadir. Ayrica, bu teorilere
dayal1 kayma deformasyonunu ve elastik zemin etkisini dikkate alan yiiksek mertebeden
kirig ve plak modelleri ile ilgili literatiirde 6nemli bir boslugun yer aldig1 sdylenebilir.
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3. MATERYAL ve METOT

Daha onceden de belirtildigi iizere karbon nanotiipler ve mikrotiip¢iikler kiris;
grafen plakalar ise plak olarak modellenmistir. Sekiller 3.1-3.3’te bu yapilarin kiris ve
plak olarak modellenmeleri goriilmektedir. Bir boyutlu yapilarin modellenmesinde
yaygin olarak kullanmilan Bernoulli-Euler ve Timoshenko kiris teorilerinin yaninda
siniizoidal bir kayma deformasyonlu kirig teorisi kullanilmistir. Benzer bicimde, iki
boyutlu yapilarin modellenmesinde yine yaygin olarak kullanilan Kirchhoff ve Mindlin
plak teorilerine ek olarak siniizoidal kayma deformasyonlu plak teorisi de kullanilmaistir.
Bu yapilarin elastik bir zemin iizerinde oldugu dikkate alinmis ve elastik zemin ile
yapilar arasindaki etkilesim Winkler ve Pasternak elastik zemin modelleri ile hesaba
katilmistir. Egilme, burkulma ve serbest titresim i¢in yonetici diferansiyel denklemler
ve ilgili siir kosullar1 varyasyonel ilke yardimiyla degistirilmis sekil degistirme
degisimi elastisite teorisine dayali olarak elde edilmistir. Egilme, burkulma ve serbest
titresim icin analitik ¢oziimler Navier ¢oziim yontemi ile elde edilmistir.
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Sekil 3.1. iki-parametreli elastik zemin iizerindeki tek katmanl1 karbon nanotiipiin kiris

modeli
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z¥ Elastik zemin

Sekil 3.2. iki-parametreli elastik zemin iizerindeki mikrotiip¢iigiin kiris modeli
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Sekil 3.3. a) Grafen plakanin siirekli plak biciminde modellenmesi b) iki-parametreli
elastik zemin iizerindeki tek katmanli grafen plaka

3.1. Degistirilmis Sekil Degistirme Degisimi (DSDD) Elastisite Teorisi

Kuvvetlerin ve kuvvetlerin momentlerinin klasik denge denklemlerine ek olarak
yiiksek mertebeli gerilmeleri ve ciftlerin momentlerinin dengesini yoneten yeni bir ilave
denge denklemi iceren degistirilmis sekil degistirme degisimi elastisite teorisi (DSDD),
Lam vd (2003) tarafindan sunulmustur. Bu teorinin yonetici denklemlerinde, dogrusal
elastik izotropik malzemeler icin 2 klasik malzeme parametresinin (1 ve ) yaninda 3
ilave malzeme boyut 6l¢ek parametresi bulunmaktadir. Bu teoriye gore toplam sekil
degistirme enerji yogunlugu ug (Mindlin 1965, Lam vd 2003)

us = %ﬂfiifjj + ﬂ(gijgij + By + l%ﬁlgjl;zmgjl;z + l%)(isj)(isj) (3.1
seklinde ifade edilebilmektedir. Dogrusal elastik malzemeler igin toplam sekil
degistirme enerjisi U

1L 1
U= gfo Ja (Uijgij +pivi + Tl-(},zm(j,z + mfj)(fj) dA dx (3.2)
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halinde yazilabilir. Burada ¢;;, y;, 771(]112 and )(fj sirastyla sekil degistirme tansorii €,
dilatasyon (genlesme) degisimi vektorii y, deviatorik uzama degisimi tansoric (P ve
simetrik donme degisimi tansorii x*’nin bilesenleri olup asagida goriildiigu gibi
tanimlanabilirler:

1
Si]' = E(ui’j + u]"i) (33)
Yi = Emm,i (3.4)
1 1 1
nlgjlz =3 (ki + exij + i) = £ [6i7(Emmi + 2€mim)
+8ik (emmi + 2&mim) + Oki(Emm,j + 2&mjm)] (3.5)
1
1
0; = S eijiui,j (3.7)

Ayrica, u; ve 0; sirasiyla deplasman vektorii u ve donme vektorii ©’nin bilesenleri, &;;
ve e;j ise sirastyla Kronecker delta ve permiitasyon sembolleri olup

(L i=]j

8ij = {O, P# (3.8)
+1, (i,j,k) =(1,2,3),(2,3,1) yada (3,1,2)

eijx =11, (i,j,k) =(13,2),(3,21) yada (2,1,3) (3.9)
0, i=j wyada j=k yada i=k

seklinde ifade edilebilirler. Denklem (3.2)’deki klasik o ve yiiksek mertebeden gerilme
tansorlerinin p, T ve m® bilesenleri, toplam sekil degistirme enerji yogunlugunun ilgili
sekil degistirmelere gore tiirevlerinin alinmasi sonucu soyle elde edilebilir.

__ Oug

% = 5g, = A&mm0ij + 2ug;; (3.10)
pi = f,% = 2uly; (3.11)
) _ dus _ o)
Tk = 5y = 2uling, (3.12)
dus
m; = a;sj = 2ul3x (3.13)

Denklemler (3.11-3.13)’teki [y, l; ve [, yapiin deformasyon davranisi
tizerindeki boyut etkisinin dikkate alinabilmesini saglayan ilave malzeme boyut 6lcek
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parametreleridir. 4 ve u Lamé sabitleri olup elastisite modiilii (E') ve Poisson oram (v)
cinsinden

_ Ev _E
T a+v)(1-2v)’ K= 2(1+v)

(3.14,3.15)

seklinde yazilabilir. Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut olcek
parametrelerinden ilk ikisi (I, ve ;) sifir alindiginda degistirilmis gerilme ¢ifti elastisite
teorisine (DGC) (Yang vd 2002) ait bagintilara ulasilmis olunur.

3.1.1. Mikro kiris modelleri
3.1.1.1. Bernoulli-Euler mikro kiris modeli

Bernoulli-Euler kiris teorisine gore baslangigta diiz bir kirisin deplasman
bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir:

ow(x,t)

u(x,z,t) = ulx,t) —z > (3.16)
Uy (x,z,t) =0 (3.17)
us(x, z,t) = w(x, t) (3.18)

burada uy, u, ve uj sirasiyla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenlerini, u ve w
tarafsiz eksen iizerindeki herhangi bir noktanin boyuna ve enine deplasmanlarini
belirtmektedir. Denklemler (3.16-3.18)’in, Denklem (3.3)’te kullanilmasi ile sekil
degistirme bilesenlerine

_du _ou_ ow

1= =T 255 (3.19)
_ — 10w du) _

€12 = &1 _z(ay + ax)_o (3.20)
_ _1(0uy , ouz) _ 1 ow  ow) _

e =6 =5 (52 +52) =5 (-5 +51) =0 3.21)

£20=22=0 (3.22)

1/ a
Exz3 = €32 = E(% + BL;) =0 (323)
0u3
£y =220 (3.24)

ve Denklemler (3.19-3.24) ve Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme) degisimi
vektorii bilesenlerine

0(811+822+£33) aZu 03w
== =7 2
£} 0x 0x? ax3 (3:25)
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Yy = M&ﬁ;—f%s) =0 (3.26)
2
Vs = M - ‘ZTVzV (3.27)

ulagilir. Benzer bigcimde Denklemler (3.19-3.24)’tin Denklem (3.5)’te kullanilmasi
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilegenleri asagidaki gibi elde edilir:

== (3 (ﬁ» 2 [—0(511”22”33) +2 (ﬂ 42y ﬁ)]
3

ax 15 dx ox dy 0z
_ 2 (Beq4 6831) 2 (62u 03w)
- 5( dx 9z ) " s\ox2 293 (3.28)
&5 _l(@+ﬂ "’&)
112 3\ Jx dx ady
1 [ 8(eq11+&22+€33) 0g1; | 0&32 | 0€3;
— L[ Hennteaates) 4 o (0012 4 Qo2 4 De:2) ) _ 2
15( ady T dx T ady + 0z (3 9)

dx dx 0z 15 0z ox dy 0z

R o

() = 1(2a 4 2o de)

MONEEY (IR i(0<€11+822+833) b2 (2l a_)>

121 7 3\ ox dy ax

‘%(%WH(%JF%“%)%O (331)
o K k) R G 6.3
Mz =§(%+a§—;l+a§—f)—%[0] =0 (3.33)

<1)_1(% 911 "&)_LM 2("& 9223 %)
77131_3 6x+ dz + ox 15 0z + ax+ay+ 0z

L5 (- 2) s
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ng)z _ (aas:;2 as21 aslg) (3.35)
77%)3 (a;;3 as31 a;;) _%<0(811+822+833) 42 (%+aa%+%)>
-1 - 3[a (-5 --1(2- 630
mg =3 (G + 52+ 52)

_i(0(811+822+s33) 42 (6512 92z | Otz (3.37)

N212 = dy ox

-0~ 2l (22-

dx2

N213 =35, ox

N221 =3, ay

-30 -3 -
15 =3(365)) -

() = 1(2 y 2

223 7 3\ ay dy

-5

¢} (6831 dg1p

M231 = dy 0z

N232 = dy az

€Y (@Jr@

() = 1(2 4 22

) = 1(2a, to

() (%,

oy

%)_i 0(e1s +ega+233)
15

25 = —3 G

6821 1 _
Zui)-Z0]=0

0z

b2y L
dx 15

o) - -3(5%-
z ax3/l

3 [5(811"'822"'833)
15

ay

dz

(5%)
0x2

@)_L 0(e11+ez2+33)
15

%)_%[0] =0

ax

%)_i (11 +e22+£33)
15

oy

=30 -5(-5) == ()

21

0(e11+€22+833)

g1 |, 0&yq 3531)
ax + ay + 0z

(3.38)

(3.39)

B4 4 2oy Do)
+2(6x T ady + 0z )

(3.40)

6822 6832 _
—+7+?)] =0  (3.41)

6813 6823 6833)
dx + ady T 0z

(3.42)

(3.43)

013 | 0&y3 a833)
ax + ay + 0z

(3.44)
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(1) _ 1(0&3 | 032 | 0¢23
n233_3(ay+6z+ az)
1 [ 8(e11+E22+E33) 0&qy a822 dezz2\ ) _
——(—+2( fz g O +?))_o (3.45)

1 _ 1(6811 O¢13 6531) 1 [0(e11+€22+¢33) (6513 0g23
77311_3 0z + 0x + 0x 15 0z t2 + +

ox dy
1 (_ 62w) 1 (_ Bzw)__ 4 (62w)
T3 0x? 15 ax2/)" 15 \9x?2
1 _ 1(6512 a823 a831)
N312 3\ 0z 0x

(€Y) 21(6813 6533 31
313 0z 0z

)] =

[O]—O

_ %(3(811"'822"'833) +2 (ﬂ +

ox ay
( u _y 03w)
0x2 dx3

1 1 %u
=30 -%3(5->

(€Y) (5521 a513 a“332) _ 1
N321 = 3\ 5; [0] 0
1 1 (0¢ de de 1 [ 0(e11+&xx+e de de
gz)z — _( 22 23 4 32) _ 1 (e11+€22+€33) +2 ( 13 4 %23
3\ 0z ady ady 15 0z ox dy

1 1 %w 1 (9%w
02 (-2 -2
3 15 0x2 15 \9x2

1 _ 3(3523 Oe33 5832)
M323 = 3\ 0z T ady + 0z

_ 1 (0(811*‘522"'833) +2 (3812
ax

de de
0¢&22 | 32) 0
15 ady ady 0z

() = 1(2y 2y de) 1 (0(511"'822"'533) 2 (2

N331 = 3
1 1 0%u 3w 0%u 3w
10 - (-] =
3 15 0x2 0x3 dx2 0x3
(1) (6832 6823 6833)
NM332 = dz + dz + dy

1 [ 0(e11+e22+¢€ de
1 [0(er1+ep+es3) +2 ( 12
15 ady dx

0z dz ox ox ox dy

6522

6&) _
ady + 0z )_O

22

0exq

6821

6833)
0z

(3.46)

(3.47)

ﬂ)
+62>

(3.48)

(3.49)

2s)
+6z>

(3.50)

(3.51)

%)
+6z>

(3.52)

(3.53)
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v _1 0e33\) _ 3 [0(e11+£22+E33) 0g13 | O&z3
n333_3(3(62)> 15[ 0z +2(6x+ay+
1 3 a%w 1(0%w
=0 -2|-55=:G%) (3.54)
Denklemler (3.16-3.18) ve Denklem (3.7)’den, donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri
1 d d 1
0, = 5(9123 BL; + e13; %) =-0-0=0 (3.55)
1 Jouq duz) _ 1 ow dw\ _  dw
6 =3 (e 52+ e 52) =3 (-5 - 50) =~ 5 (3.56)
1 d d 1
03 ‘(9312 61; + e321 61;1) =-(0-0)= (3.57)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin

simetrik parcasinin bilesenleri

ri=3(25) =0

= t(2 4 20) 2 -2 (2)
A12 2\ dy 0x 2 \9x2
= 2(242) 2o
X13 = 3 Z+ i
o= (24 20) 2 2 ()
X21 2 x+ y 2 \0x?2

1
S —_—
X22 =3

1
S —_—
X23 =3

1
S —_—
X32 =3

rh=3(25) =

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra

sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.

__Ou 0%w
€11 = ax z 0x2

23
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V1= 327’:—2337": (3.68)
Vs = —‘3272” (3.69)
1 _2(%u 3w
111~ 3 (@ - ﬁ) (3.70)
77§11)3 = 77%)1 = 77§11)1 = _% (ZZTM;) (B.71)
0y, = s =15ty = ni = nSts = niy = — (& (3.72)
ns =% =%, == (22) (3.73)
) = %(ZZTV;) (3.74)
=15 =—1(%Y) (3.75)

Yukaridaki sekil degistirme bilesenlerinin Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine

yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik gerilme bilesenleri

a2 L
011 = (A+2#)(£—Za_x‘f)

ou 0w
A )
Burada
A+2u= EQ-v)

T a+v)(1-2v)
ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri
0%u 93
P =208 (5~ 255)
2 aZW
ps = —2ulg (ﬁ)

T(l) _ gﬂl% (Bz_u _ Za3w)

111 = 0x? ax3

W _ (1) _ (1) __ 8 (9w
T113 = U131 = 1311 = _E#h (W)

om_.»_ @O __ @O _ @O __ 1 __2 2
T122 = T133 = To12 = T21 = T313 = T331 = _gﬂl1 (
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M _ ) _ ) 07w
T223 = T232 = U322 = 15/”%(@) (3.84)
62
i = 2ui3 (55) (3.85)
a
m, =m3; = —ui3 axf) (3.86)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro kiris i¢in toplam
sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

L
F= fo fA (0'115511 + pidy; + 71(11;25778,2 + mfj(S)(fj) dA dx
L 1
= J; I, (0116211 + D16Y1 + Pabys + Ty 60 + 3T on D,
1 1 1
+6Tg)2577$)2 + 3T§2)3577g2)3 + Tg??,(sng;?, + 2mi,6x1, )dA dx

= [F[(~EAZE + 2pa (13 +212) %) bu

+((E1+;u1(21§ —lz+lz)> (3+2 12) >5w
+ [ [( EAZ —2uA (13 +2 12)6—”)5u +2yA(l0+ 11)6—“5(3—’;)
+(—(E1+MA(215+f—szg+z§))f,37“:+2u1(lé+§l%)f,57”§)6w

+((EI+,uA(2[§ —l2+lz)>——2 I(l5+§lf)%>5(g—:)

L

+(2u (13 +2 ll) )5(";2?)]0 (3.87)

burada L mikro kirisin uzunlugu, A = [, dA en kesit alam, I = [, z*dA eylemsizlik
momentidir. Mikro kirisin kinetik enerjisi Bernoulli-Euler kiris teorisine gore

=5 di zp [("”“)2 +(5) + () Jaa e

AN [ z22) ("a—”t”)z]dAdx (3.88)

dx

seklindedir. Yukarida verilen kinetik enerji ifadesinin [0,T] zaman araliginda birinci
varyasyonu
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T 92w
J, OKZF dt = f f [ Oatz Su — (mo > ~M2555 Zatz) é‘w] dx dt

23w

L[ du ow 23w T L
+, [mog&l +my—-ow — mzmé‘w]o dx — fo [mz PIETE é‘w]o dt (3.89)

bigiminde ifade edilebilir. Burada my = [, pdA ve m, = [, pz®dA dir. Diger taraftan
dis kuvvetlerin yaptigi isin birinci varyasyonu

swE = [¥(fou+ (g — kyw — (P — k) 25) w) dx

+ [N6u + N™§ (‘;—’;) + (V +(P - kp)f;—”:) sw

L

s ) - (3] o

seklinde verilebilir. Burada f(x,t) ve q(x,t) eksenel ve enine yayil yiikler olup P ise
eksenel basing yiikiidiir. Ayrica, N,V,M ve M"¢ sirasiyla kiris uclarindaki normal
kuvvet, kesme kuvveti, klasik egilme momenti ve klasik olmayan egilme momentini
temsil etmektedir. Hamilton prensibine goére Denklemler (3.87), (3.89) ve (3.90)’dan
(Reddy 2002)

0 = [ (SKPE — SUPE + SWEF) dt

0=y [y [(-mo St + EATE —2uA (B +28) T4 + f) 6u

+ (—mo T +m, ST — (El+yA(2l0 —l1+lz)>

M2 5x2ae2 dxt

+2ul (l0 += 12)

— k) 22 bw| dxa

+1 [(—EAZ—Z + 2uA (lo +2 lz)—+ N) Su

~(2ua (13 +312) 55 -v7) 8 (55) + (-2 as
+<EI+uA(2l(2) —12+12)>;—W—2y1(15+§l%)‘;57”:

+V + (P k) 22) Sw

_((EHMA(ug L4 )) 2y 1(zg+gz;)g‘*7v:+M>a(g_g)
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(zul (12 +2 11)— + M) 6 (‘;—VZV)] dt (3.91)

ulagilir. Yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullar1 Denklem (3.91)’den faydalanilarak
asagidaki gibi ifade edilebilir:

0%u 0%u
Su: EASS - 2uA (12 +2 ll) T f=my (3.92)

4 6
sw: — (EI +ud (23 + 12 + l§)>%+ 2ul (B +212) 22

o%w o*w

+q —kyw—(P—k,) % =My z M5 (3.93)
~EAZ + 2uA (13 +2 lz)—+N—0yada6u=O (3.94)
—2u4 (13 +2 12)— +N™ =0yadas§(32) =0 (3.95)
—my 2y (EI +ud(G+21+ l2)>—— 2ul (13 +212) 2%

+V + (P -k, ——Oyada(SW—O (3.96)
—(El +ud(B+21+ l%))";%nm (B+ig)22-m=0

yada§ (Z—Z) =0 (3.97)
—2ul (1% +2 11) — M"¢ =0 yada 5( 2)=0 (3.98)

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6lgek parametrelerinden
ilk ikisi (l, ve l;) ve tamamu sifir alindiginda Bernoulli-Euler mikro kiris modeline ait
egilme, burkulma ve serbest titresim icin genel yonetici denklemler ve sinir kosullarina
strasiyla degistirilmis gerilme cifti elastisite teorisine gore

0%u

Su: EA—+ f=my>s (3.99)
Sw: — (EI + ,uAlZ) ~+q—k,w—(P- kp) —

02 04
= moa—g—mzﬁg‘;z (3.100)
—EAg—:+N=0yada6u=0 (3.101)
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—mzaat2+(EI+,uAl2) ~+V+(P—k, ——Oyada6w—0 (3.102)

—(EI + uAlz)— ~M=0yadad (Z—V:) =0 (3.103)

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore

Su: EAZE+ f =my 2t (3.104)
ow: —EI—+q k,w — (P kp) P —mO%—mZ% (3.105)
—EAZ+ N =0yadadu=0 (3.106)
—my 2 EIZY 4V 4+ (P~ k) 2 = 0 yada 6w = 0 (3.107)
—EI?:TV:—M=Oyada6(Z—:)=O (3.108)

bicimlerinde ulasilir.
3.1.1.2. Timoshenko mikro Kkiris modeli

Timoshenko (birinci dereceden kayma deformasyonlu) kiris teorisine gore
baslangicta diiz bir kirigin deplasman bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir:

U (x,z,t) =ulx,t) —zp(x,t) (3.109)
Uuy(x,z,t) =0 (3.110)
us(x,z,t) = w(x,t) (3.111)

burada u,, u, ve us sirasityla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenleri, u ve w
tarafsiz eksen iizerindeki herhangi bir noktanin boyuna ve enine deplasmanlart olup ¢
kiris en kesitinin y ekseni etrafinda donme agisidir. Denklemler (3.109-3.111)’in,
Denklem (3.3)’te kullanilmasi ile sekil degistirme bilegenlerine

sllz‘;—’;—z%’ (3.112)
£19 = €5y = (‘Z‘; + ‘%) =0 (3.113)
e 2242 <22 ) ans
€2 :%:0 (3.115)
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_ —1(0uz , Ous\ _
323—532—2(02 + ay)_o (3.116)
£33 = % =0 (3.117)

ulasilir. Denklemler (3.112-3.117) ve Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme)
degisimi vektorii bilesenlerine

0(g1 485, +833) 02 9?
Y, = 0(£11+§;2+£33) -0 (3.119)
Vs = % — _Z_z (3.120)

ulagilir. Benzer bicimde Denklemler (3.112-3.117)’nin Denklem (3.5)’te kullanilmas1
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

() = 1(3 (%)) - 2 [Latemran) ;o (%o, don y Ion)]
M1 _3(3 ox 15 ax t2 ox + dy + 0z

_2(2m_gm) _2(0u_ o)
- 5( ax  0z)  s\axz  Zox2 (3.121)
&) _1(@ 921 %)
77112 T3\ ax x ay
1 [0(eq1+ezz+E33) (@ 9ga2 %) .
15( dy +2 Ax + day + 9z )—0 (3.122)

® _3(6513 Oe3q a“311) _ 1 [0(e11+€22+E33) (5513 O&z3 a833)
N1z =3 ax+ax+az 15 az +2 6x+6y+6z

_ A (2w _ 500
T (6x2 2 Bx) (3.123)

) _l(ﬂ+ﬂ+@)

121 7 3\ 9x dy dx
_ 1 (9Centeartess) (af_z 9222 @) =
15( 3y +2 o + 3y + P )—0 (3.124)

L _1 (a& 49821 4 as_z) _1 <—0(8u+822+833> +92 (68_ 4 9% a&))

122 7 3\ 9x dy ady 15 ox ox ady 0z
1(0%u 02¢)
s (0x2 z 0x2 (3'125)
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ma =5 (5 5 ) sl =0 G120
=2 (ZZT‘Z _ 22_2‘:) (3.127)
15, =302+ 22+ 52) - 210l =0 3129
S et 3129
3 =20+ 22+ %)

L <—0<Sn+§;2+£33) +2(%2y 65—;2 + "%)) =0 (3.130)
:_g(z%‘_z%‘f) (3.131)
0 =302+ 22+ 2 4) -0 = 0 @12)
--3(5-o50) a.133)
i =3(305)) -l v (e S )] =0 s

1 9%w 0(p)
- 15( 0x2 +2 0x

30
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r](l) —l(ﬁ+@+%)_%[0] =0

231 7 3\ gy 0z dx

() = 1(22 4 2y 20 _

232 7 3\ gy 0z oy

1 92w ap
- ( 0x2 +2 ax)

)] _l(5833 0¢&3; %)
233 3\ 9y + 0z T 0z

15 ady x

©) _l(ﬂ+%+ﬁ)_

M311 =375, ax ax
4 (62w _ 9 6<p)
T 15 \9x2 0x

[

_L(M+2(ﬁ

0(g11+€22+¢€33)
0z

(

0(g11+€22+€33)
0z

(1) _ 1 (6812 6823 6831) 1 _
S22+ =242 ——[0]=0
15

M312 = 3\ %, dx dy

€ _1(68_13+%+%)_

N313 =3

_ 1(02u Zazqo)
T 5 \9x2 0x2

0z dx dz

dx

<0(£11+522+e33) +2 (

m _1(@+@+@)_%[0] =0

321 7 3\ 3z oy dx

€0) _1(6& 0223 &)_
322 3\ 9z dy oy

1 9%w 0
(e

15 0x2 0x

ady dx

N331 =3

a 1(6831+%+%)_

0z 0z dx

_L(M”(@

0z

<0(£11+822+£33) +2 (

@+@)):o

0z

_<3(£11+822+£33) +2 (

dx
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+2(

(3.136)

€3 a833)
t dy T 0z

(3.137)

(3.138)

6823 6833)
+ dy + 0z

(3.139)

(3.140)

6821 6831)
t dy T 0z

(3.141)

(3.142)

d¢23 6533)
+ dy + 0z

(3.143)

(3.144)

6821 6831)
t dy T 0z
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=3 (TR )

L <—0<£11+§;2+£33) +2(%2y 6;—;2 + a%)) =0 (3.146)
=305 - P s (e )
=§(_‘;27V2V+2‘;_‘£) (3.147)

Denklemler (3.109-3.111) ve Denklem (3.7)’den donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri

1 a a 1
0; = 5(6’123 ai;"‘ €132 %) = 5(0 -0 =0 (3.148)
() Ou, Ou)_1( ow_
92 T2 (6231 0z T e213 x) - 2( 0x (P) (3'149)
1 d a
05 = 5(9312 %"‘ €321 aiyl) = %(0 -0 =0 (3.150)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin
simetrik parcasinin bilesenleri

x=3(252)=0 (3.151)
)2 ats
)=0 (3.153)
)=-:G-5) G154
2+22)=0 (3.156)
Z12h) =0 (3.157)

(
(
(
x5 =5(252) =0 (3.155)
(
(
(

—+—) =0 (3.158)
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s = 1(p9%)
X33 =5 (2 az) =0 (3.159)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra
sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.

ou do

E11 = 5 — Z - (3.160)
€13 = €31 =%(Z_‘;/_<P) @.161)
y=2tz22 (3.162)
Vs = — Z_Z (3.163)
n® = %(ZZTZ _ ZZZTf) (3.164)
0 = =0 = & (52 - 222) 6.165)
nﬁ)z = 77&?3 = ngl)z = 77512)1 = U§11)3 = 77§13)1 = _i(z% - ZZZT(Q)) (3.166)
nSps = 1S = nSpy = = (- 22 +2%9) (3.167)
) = ﬁ(—% n 22_:/;) (3.168)
xiz == (5559 (3.169)

Yukaridaki sekil degistirme bilesenlerinin Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine
yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri

oy = (A +2p) (Z—’;—ZZ—‘J’;) (3.170)
013 = kit (52— ) (3.171)
Oy = O3 =/1(%—zz—(£) (3.172)
py=2ul (k- 222) (3.173)
ps = —2ul? (Z_i) (3.174)
D =2 (G- 220 (3.175)
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o®) = r®) = o) = L (L2 p%) (3.176)
R RS T (o SPL'd BERT 1)
o®) = o) =) = Lpp (- L2 4 229) (3.178)
o = 2ui (-5 +250) (3.179)
mi; =ms, = -4 (55 - %) (3.180)

seklinde elde edilir. Denklem (3.171)’de yer alan k; kayma diizeltme faktoriidiir.
Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro Kkiris i¢in toplam sekil degistirme
enerjisinin birinci varyasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

L Do (1
sUg=J,J, (GU&U + p;oy; + 71(11267718'12 + mfjd)(fj) dA dx
L
=l (0115511 + 20136813 + P16Y1 + P38y + T ONLT) + 3T AN TS
Do @ S IuNe!
+6Tg)2577g)2 + 3752)367722)3 + §3)3677§3)3 +2mi,8x12 )dA dx

= [} [(~EAZE + 2pa (13 +212) 24) bu

+(~houA LY +pA (2 +103) 2

WAL A (=222 + 2 2)22) 6w
+(—kopua 2 — (- Spai +2 ,uAlz)a—W

+ksuA<p—<El+uA(215 22+ 12)>a—¢ (2 1(13+2 ll)> 22) 60| dx
+ 1y [(EAZ: - 2ua (13 +2 ll) Sl ou+2uA (13 +2 ll)axza(ax)

+ (A2 —pA (28 +18) 22— kopdp — pa (=212 +213) 22 5w

(
+(nA (S8 +3 lz)ﬁﬂm( 6 41 lz)mp)(s(ziv)
(

32 1 d
+(ua (-5 +3 lz)a—w (El+uA(215+El%+Zl§)>a—‘£
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(2u1(12+ 11)> )6<p+(<2u1(l0+ 12)) )5(3‘)’;)]:(& (3.181)

Mikro kirisin kinetik enerjisi birinci dereceden kayma deformasyonlu Kkiris
teorisine gore

=10 3o |C) + () + (52 Jaa e
ol S (G250 + (5) |aa s 6182

biciminde yazilabilir. Kinetik enerji ifadesinin [0,T] zaman araliginda birinci
varyasyonu

[ KT de = [ 7 [= (mo 3%) 6u + (—=mo 22 w — (my 2-2) 5] dxdt

+ fOL [(mo %) Su + (mo Z—f) Sw + (mz Z—f) 5<p]: dx (3.183)

olarak ifade edilebilir. Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptigi isin birinci varyasyonu

2
akazj:Lf&H(q—kww—(P )aa J&v x+[Q1&t+Q2 (g”)

x X

L
(Qw(P k,) ]&HQﬁ( J+Q55¢+Q65@fﬂ (3.184)
0

seklinde verilebilir. Burada f(x,t) ve q(x,t) eksenel ve enine yayil yiikler olup P ise
eksenel basing yiikiidiir. Ayrica, k,, ve k), sirasiyla Winkler ve Pasternak elastik zemin
modellerine ait katsayilar olup Q; (i = 1,2,...,6) ise kiris uglarindaki kuvvet ve

momentleri temsil etmektedir. Hamilton prensibine gore Denklemler (3.181), (3.183) ve
(3.184)’ten (Reddy 2002)

0= [ (8K} — 8UL + sW) dt

0=J) [{(-mo St + EAZE — 2pA (13 +212) 22 + f) bu
+(—m0%+m2%+ksquz—f— A (S +2 lz)a—w
—kSuAg—z—u ( 24l lz) = +q — ky,w — (P — kp) ) w

2
+(-my 52 — koude + (EI +ud (23 + 213 +3 12)) a—"’
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(z;u (l0 +2 12)) )5(p] dxdt
+ 07 [(~EAZE + 2pa (13 +212) 24+ 0,) 6u
~ (2 (18 +28) 55 = Q) 0 () + (—homa 54 wa (51 +518) 55
+hpAp + pA (——12 +1 12) L+ Qs+ (P—ky)22) bw
~(na(Z+iB) e pa (- + 1) 2 - 0,)5()
—(na (-8 +3 12) (El +uA (2B + 212+ 12))6—“’

- (2y1 (2 +§lf)> ALY

- ((awr 13+ 26)32- ) ()] o159
0

ifadesi elde edilir. Yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullar yukaridaki bagintidan
faydalanilarak agagidaki gibi ifade edilebilir:

92
Su: EA——2 A(l2 +2 12) T+ f=meay (3.186)
3
Sw: kSuA —uA (S +1 12) — kA2 —pA (- 22 +113) 22
+qg—k w—(P—k)a—Wz)—m B n, LW (3.187)
a4 Kw P/ oxz) — "0 at2 2 9x20t2 :
0

So: ks,uA% (——u/ll2 + = ,uAlZ)——ksqu

+ (EI +uA (213 242 12)> (2 I (12 +2 12)>‘;—"’ =m, 22 (3.188)
—EAg—Z+2uA(l2+ 12) 40, =0yadadu=0 (3.189)
—2uA (lo +2 12) +0,=0vyada 5( ) 0 (3.190)

2
—ksuA% + uA (—l2 += lz)— + kulg
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+uA( P24l lz)a—"’+(P kp) 3=+ Q3 = 0 yada 6w =0 (3.191)
—pA (2 +2 lz)a—w—uA( 2B +213)L+Q,=0
yada§(52)=0 (3.192)

16 2\ 92w 2 4 2, 1:2))\0¢
—pA (-3 +312) 5 (EI+uA(Zl —11+le)>5
3 A~
+ (zul (lg + EI%»ZT(? +0s=0yadadp =0 (3.193)

(2u1(12+ ll)>a—“’ O¢ = Oyadaa( ) 0 (3.194)

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut dl¢ek parametrelerinden
ilk ikisi (ly ve l;) ve tamam sifir alindiginda Timoshenko mikro kiris modeline ait
egilme, burkulma ve serbest titresim icin genel yonetici denklemler ve sinir kosullart
strastyla degistirilmis gerilme cifti elastisite teorisine gore

Su: EAZY 4+ f=my 2t (3.195)
w: koud (5 = 52) — Jual3 (55 + 52)

+q = kyw = (P = k) 22) = mp 22—, T (3.196)
5¢: — kop + (EI +1pA13) 32 = m, 22 (3.197)
—EA‘;—ZJr O, =0yadadu=0 (3.198)
—ksuA (35— @) + 3 pAl (‘?:TV:#:T‘Q’) +(P—ky) 2+ 0Q5=0

yadadw =0 (3.199)
— 1AL (a—w + ‘;—f) +0,=0yadas (Z—Z) =0 (3.200)
~ 1Az 2% — (E1+2pA13) 22 + Q5 = 0 ya da 6 = 0 (3.201)

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore
Su: EAZE + f = my 2% (3.202)
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ow: koA (32 = 22) +q — kyw — (P — k) 22

02w o*w

=m FTe) -—m, FYCrTE] (3.203)
02 92
Sp: — kyuAp + Ela—xf =m, a—tf (3.204)
—EA‘;—z +0,=0yadadu=0 (3.205)
ow ow PN
—kouA (32— @) + (P —ky) 52+ Qs = 0 yada dw = 0 (3.206)
—EI22+Q,=0yadaSp =0 (3.207)

bicimlerinde ulasilir.
3.1.1.3. Siniizoidal mikro kiris modeli

Siniizoidal (trigonometrik kayma deformasyonlu) kiris teorisine gore baslangicta
diiz bir kirisin deplasman bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir (Touratier 1991)

U (x,z,t) =ulx,t) —z awa(:t) + %sin ( - ) (aw(x B _ o(x, t)) (3.208)
Uy (x,z,t) =0 (3.209)
us(x,z,t) = w(x,t) (3.210)

Uy, U, ve uz sirastyla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenleri, u ve w tarafsiz
eksen tizerindeki herhangi bir noktanin boyuna ve enine deplasmanlar1 olup ¢ kiris en
kesitinin y ekseni etrafindaki toplam egilme donmesidir. Denklemler (3.208-3.210)’un,
Denklem (3.3)’te kullanilmasi ile sekil degistirme bilegenlerine

Jou_ Ot ko () (0w e
T v nSIH(h)(axz ax) G.21D)
1/0 [i]
€1y = £ = E( “ oy ”2) = (3.212)
e S 1(%w dw) 1 ma) (Ow
=22 2) 2 (2) (- 0) aars
£y, = 22 — (3.214)
22 =5, = .
0u2 0u3 _
£23 = €37 =5 (5 +E) =0 (3.215)
0u3
£33 =22 =0 (3.216)
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ulasilir. Denklemler (3.211-3.216) ve Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme)
degisimi vektorii bilesenlerine

_ O(eqitegptess) _ 0%u 3w | h . (mz) (9w 0@
1= 0x T oxz z dx3 + o sin ( h ) (0x3 0x2) 3.217)
¥y = 0(£11+§;2+£33) -0 (3.218)
_ 0(e11teaatezs) _az_W nz 02_w _ 9
V3= 0z T oxz + cos ( h ) (axz ax) (3.219)

ulasilir. Benzer bicimde Denklemler (3.211-3.216)’nin, Denklem (3.5)’te kullanilmasi
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

® _1 68_) _i[—a(en+€zz+€ss> 0211 | 021 | 9%a1 ]
77111_3(3(ax ) 15 ax +2(6x+6y+62)

- e 52zt (@) (55 29) + 30 (2) -0)] 02

() = 1(22 4 0m y 2on)

112 3\ 0x dx ady
1 (Oenreates) | (901, 9en , 9es)) _
15( o +2(ax o2y 0 )) =0 (3.221)

® _3(6513 Oe3q a“311) _ 1 [0(e11+€22+E33) (5513 Ogz3 a833)
N1z =3 ax+ax+az 15 az +2 6x+6y+6z

__ 4 2%w nz\ (9%°w Q¢
= (‘ o + 205 (57) (5 - 5)) (5222)
m _1 (ﬂ 9enn @)
121 3\ ax dy dx
_ 1 [%Cerateartess) 0212 | Be22 | 9%32) ) _
15( catti) ) ( te g Py O )) =0 (3.223)

(€] _1(6822 0g21 6812) _ 1 [0(e11+€22+€33) (6811 Og2q a«'531)
Ni22 =3 ax+ay+ay 15 dx +2 6x+6y+6z

G IC DG IC ) B

1(0 5} 5} 1
=52 4 ) - S0l =0 a2
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&) 0831 | Oenn | 0813 _ 1 (0(eni+epptess) 0213 | O&p3 | Of33

Mz = ( ox T 0z 0x ) 15( 0z t 2( 0x oy 0z ))

N nz\ (0w _ d¢

15 < dx2 + 2 cos ( h ) (axz 0x)> (3.226)
(1) 1 (0¢e3,; a521 a513 _ 1 _

132 3( oz T oy ) ~[0]=0 (3.227)

1 (9853 2 a 1 [ 0(egq+egn+ a a a

i = e ) (et 2 (e e )

_ 1(d%u 3w  h nz\ (33w  8%¢ am nz\ [(dw

= 7(@‘ o+ asin () (5 - 58) + i (5) (a“”)) (5:228)
o 1(@ 9¢12 a&)

211 3\ 9y ox ox

_ 1 [0(es1+Er2+E33) Oe1p a822 Oe32) | _
- (—ay +2(2n tn 1 0 )> =0 (3.229)
(1) _ 1(0e12 | 0%z \ 0221 _ 1 (0(e11+ez2+¢33) 0211 | 9&21 , O3

212 — 3( oy ox dy ) 15( 0x t 2( 0x oy 0z ))

_ 1fo%u 93w . (mz\ (93w 9%¢ w . (7Z) (0w

= "<axz -2+ i () (G - 5) — s () (55 - 4’)) (5.230)
(1) _ 1(0&15 4 032 081  \ _ 1101 =
213 3( ay + dx + 9z +) 15 [0] = (3.231)
(1) _1(021 O&12 | 02 | _ 1 (0(e11+e,+ess) Oe11 | 0221 | O3

221 & 3( oy dy ox +) 15< ox T 2( ox dy 0z ))

= _1(2u_ 8wk (PR (2 20) L i (P2 (2 -

- <0x2 0x3 + T Sin ( h ) (0x3 0x2) 3h Sin ( h ) (ax (P)> (3'232)
1) 9g22) | _ 3 [0(e11tez2te33) 9e12 | Of2z | Os2)| _

Naz22 = <3 ( oy )> 15[ oy +2 ( dx dy 0z )] =0 (3.233)
(1) _ 1(0&3 0&3z | 0222)) _ 1 (0(e11+esz+e33) 0213 | O3 | Of33
223 3( ay dy 9z ) 15( 9z + 2( ax dy dz )>

2%w nz\ (0°w  d¢

_<F - 2cos (5} )(W‘E)) (3234)
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o =202+ 52+ 52) - 201 = 0 @23)
- 552 () (52 -9) a2
i =5 (G )
L (—0(51“;;2*833) +2(5r4l2y %)) =0 (3.237)
“(-ree () GE-9) e239
=3 B )~ L0l =0 (239

(1) _ 1(%e  0t13 %)_i -
n321_3(az+ay+6x 15[0]_0

§12)2 _ %(% 668_;3 n 668_33]2) _ %(0(811"';;2"'533) +2 (
- 2 (5 zeos() (529

M =3 (52 + 52+ 52)

_%(0(811+§;z+833) +2 (% + aa“-’_}Z}Z + %)) =0

41

B3w  h . (nz) (63w 02<p) am (77:2) (
z—+=sin(—)(=——=—) + —sin(—
ox3 + T h ox3  0x? + 3h h

6813
0x

ow

> (p)) (3.240)

(3.241)
023 Og33
oy T ?))
(3.242)
(3.243)
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<Y ("i 9213 %)_LM 2(@ 9221 ai)
N331 = 0z T dz + ox 15 ox + ox T ady T 0z

() = 1(22 y 2eas  25)

33273\ 9z = 9z = Oy
1 [0(eq1+Era+E33) (6812 O¢22 afﬁ) _
15( 3y + 2 o 3y +=, > =0 (3.245)

(1) (6533) _1[3(811"'822*‘533) (% 0&z3 %)]
N333 = (3 9z 15 0z +2 ox T ay T

=452 () (G- 3) 6240

Denklemler (3.208-3.211) ve Denklem (3.7)’den donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri

1 7] 0 1

91 = E (3123 61;13 + e 132 auz) = E (O —_ O) = O (3247)
1 du 0 0 g

0, =3 (6231 5. +eas auB) - __W +3 7 €08 (nz) (% - <p) (3.248)
1 a 0

05 = (9312 au + e321 6u1) = %(0 -0)=0 (3.249)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin
simetrik parcasinin bilesenleri

5, = (2 %) —0 (3.250)
B3 i) = (5t () G- 32) aash
=355 =0 625
=i ) =i e (G- 2) @25
v =50 6250
=45 ) = oo () () 0259
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s 1(263 4 06 _
5i=3(5+5) =0 (3.256)
=21(2%2 4 9%\ _ _ " in (™) (2 -
A32 = 2( z t y) - 4h51n(h)(6x (P) (3.257)
1 a0
x5 =32 a;) = (3.258)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra

sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.

__du 02 . ( ) (02 0<p)
£ %9z T osin — ==
1= 0x 0x2 + dx2 0x
& =& COS (nz) (OW )
13 = €31 = ax @
%u B3w  h (77:2) (63w 02<p)
=——z—+-=sin|—) (-5 ——
&1 x T T h ax3 0x2
%w nz\ [(9*w 0(p)
=——+cos|—)|=—=—=—
Y3 ox? t ( h ) (0962 0x

(1) 1 [2 %u 3w  h . (nz) (03w 62(,0) T . (nz
=-12(5—z—=+-sin(— )5 ——= —sin (—
M1 5 0x? x3 + T h 0x3  0x? + h h

1) & ®n _ 4 o’w nz\ (0*°w  d¢
Mi13 = M3 = 311 = 12 (— Tz + 2 cos (T) (ﬁ — a))

@ _ @ @ _  1(0%u 3w  h . (mz\ (03w
M2z =N212 =221 = ~35\G2 ~ 2502 T 7505 ) G5 922

- 2sin (1) (32 - )

@ _ O _ ) 1(02_u_263_w+25m(z)(53_w__

M133 = M313 = 331 = — 3

+isin (7) (5 - 0))

O _ @) @ _
223 = M232 = M3 =

2 (5 -2eos(3) (52— 2)
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(3.262)
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(3.264)
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(3.268)
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X2z = X32 = —%sin (%) (Z—: - (p) (3.270)

Yukandaki sekil degistirme bilesenlerinin, Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine
yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri

o = (A + 20 (%—z%%%sin (%) (%“j—j—i)) (3.271)
013 = peos () (32— ) (3.272)
Gy = T3 = A(Z—Z— 222+ Lsin (Z) (%—Z—f)) (3.273)
= (£ () 2 52)) o
py = 2ul2 <—";7”2”+ cos (%) (%f—i—f)) (3.275)
i =sut o (5 -2 5 e (7) (55 - 50)

ton(E) (22— ) azro
i = =) = 2 <—‘;27‘f +2cos (%) (3% - ‘;—Z)) (3.277)
R 1 C I
2 (®)(E-) oo
T =i =1 = 2t (Th - 222+ Lsin () (22 - 20)

+ 2 sin (%) (aa—”: - (p)) (3.279)

1 _ @ _ @1 _ 2 2 [ 92w nz\ (9%w Ao
T2za = Tz = Tazz = 5l <m‘ 2cos () (a__a_)>

@ _2 92w nz\ (0w ¢
T3 = 5Hb <a_ - zeos () (5 - a)) (3.280)
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92 1 02 i)
mi, = mj; = —ul3 <a_w ~5e0s () (5% - ?‘ﬁ)) (3-281)
2
miy = m3; = 2 sin () (55 - o) (5-282)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro kiris i¢in toplam
sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

L 1 1
SU; = fo fA (aijé‘sij + p;6y; + Tfjk)dnfﬂz + misjé‘)(isj) dA dx
L (1 1
= fo fA (0115311 + 20436&15 + p16Yy1 + p3bys + T11)1577§1)1
1 ¢ (1) 1) ¢ (1)
+371136M113 + 3715,0M15,

a 1 1 1 1 1
+3113)36n§3)3 + 3t 22)367722)3 + §3)36n§3)3 +2m3,6 x5, + 2m538 x55 )dA dx
=fOL[( EA—+2uA(lo+ ll) )6u

0%°w 2w
+( alaz (a2—2a3+a4) (a5—2a6+a7)$

g
+a; —— (a4 — a3) + (a; —ae) _) dw

0x

23w
as) =—

FP - (ay _a6)

+( a16 +(a4 axs

a%p
ta 9 —as - +a7a 4)&p]dx

+fy [(EAZ—Z— 2uA (12 +2 12) )6u +2uA (lo +2 12) ) (ax)

+ (a1 ‘;— —(a, — 2a; + a4) + (as — 2aq + a7)

62
—al(p+(a4—a3)a — (a7 —aq) ax4)5W
+((a, —2a;+a,+a —a)az—w—(a —2a +a)a4—W
2 3T a4+ ag —dg) 7 5 6 T a7) 5%
ow
—(ay —as + ae)—+ (a; — ae) ax3)6(§)

a 23 02
+ <(a8 - ag)% + (as — 2a¢ + aﬂ% — (ag —ag)p — (a; — ae) 6x2) ) (ﬁ)
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22w a*w A 3¢
+(—(a4 —az+as—ag) 5+ (a7 —ag) 55+ (as +ag) - — a7§)5<ﬂ

+( agg—w —(a;—a ) + agp +az - (p) é (g—i)]z dx (3.283)

burada

8
,uA( ﬁ(—ll +2 12)), a, = El+pA (23 + =13 + 13),
1(24 4 6 2 1
as = ;(;El +‘UA (4l(2, +§l% + l%)), Ay = ;El +‘UA (l% +§l% +§l%),
2 48 2 12 2
as = 2#1 (l(z) +El%)’ Ag = ;ﬂ] (l(z) +El%)’ ar; = ;ﬂl (l(z) +El%)’

ag = ZpAlZ, ag = —pAl (3.284)

dir. Mikro kirisin kinetik enerjisi trigonometrik kayma deformasyonlu kiris teorisine
gore
2 auz 2 6u3 2
+(52) +(52) Jaaax

2
ol (B e () (5 -20) + (3

biciminde yazilabilir. Kinetik enerji ifadesinin [0,T] zaman araliginda birinci
varyasyonu

foT‘gK'fdt ff[ ( 06t2)6u

K= o [(%)

dAdx (3.285)

62
+ (—mo Yo + (m, —2mz; + my) —— Zatz + (m3 —my,) 6x6t2) ow

—|{ (m —m)aB—W+m o@|dxdt
3 4/ 9xot2 4at2 ¢

+ fOL [(mo - )5u + (moz— —(my, — 2m5 + m4) — Zat — (m3 —my) :;;pt) Sw

T
+((m3 m4)m+ 4at>6(p] dx
0

62
+ Jy [(0nz = 2mg +my) 2 — (ng — my) 22) w
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+ ((m3 m,) atz)&p]Ldt (3.286)

olarak ifade edilebilir. Burada m,, m,, ms ve my kiitle ataletleri olup

(mg, my, M3, my) = pfA (l,zz,z%sin (7;) ( sin(h)) )dA (3.287)

seklinde tanimlanabilir. Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptig1 isin birinci varyasyonu

2
é‘WkszLL[f&-}-(q—kww—(P )Z Jﬁw x-i{Ql&erz (gij

x

2 L
(Q3+(P k,) JM+Q45(8W]+Q55(8 ]+Q65¢+Q7§(afﬂ (3.288)
0

seklinde verilebilir. Burada f(x,t) ve q(x,t) eksenel ve enine yayili yiikler olup P ise
eksenel basing yiikiidiir. Ayrica, k,, ve k,, sirasiyla Winkler ve Pasternak elastik zemin

modellerine ait katsayilar olup Q; (i = 1,2,...,7) ise kiris uclarindaki kuvvet ve
momentleri temsil etmektedir. Hamilton prensibine gore Denklemler (3.283), (3.286) ve
(3.288)’den (Reddy 2002)

0= [ (8K; — SU + SW) dt
T L
0=Jy f[(-mo ¥+ EATE — 21 A(l2+ 7)oy +f)8u

92
+ (—mo at‘: + (my, —2mg + my) —— + (m3 — m4)

dx Zatz axatz

02w 24w a°w
a,— — (a, — 2a a,)— a: — 2a a,)—
Ta1 55 (a; 3+ 4)ax4+(5 6 T 7)ax6

a3 a° ow?
_ala + (a, — )a—xf—(a7—a6)a—)§+q—kww—(P—kp)a—:/2)6W

%@

ow 23w 5w
+(=my = m) = - my 22+ a, 22— (a, — a5) 5 + (a7 — a6)

0x5

62
—a19 +a, - f — a7 - 4) 5<p] dxdt

+f) [(—EA‘;—’; + 2uA (l2 += 12)6—’3‘ + Ql) Su

~ (204 (35 + %l%)% -2)8(3)

2
- ((mz 2ms + m4) 00

e at2 + (mz —my) —;
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ow 3w acw
+tay - —(az —2a3 + ay) o5 + (a5 — 2a6 + a7) S5

a2 9% = P
—a,¢ + (a, — a3)ﬁ— (a; — a6)a—xf— Qs + (—P + kp)g) ow

92w
—| (a, —2a3 + a, + ag _ag)ﬁ_ (as — 2a4

dp 3 A ow
—(a, —az +ag) -+ (a7 —ag) 5 — Q4) 8 (E)

ow 3w ~ 92w
- ((as — ay) (g— QD) + (as — 2a¢ + aﬂﬁ— (a; — as) ax2 - Qs) 6 (ﬁ)

2%w

- (—(m3 m4) atZ —(a, —az +ag— as)ﬁ

o*w 1)
+(a; — as)m + (a4 + ae) - a7 6x3 Qe)

9 93 29 A ap\1*
— (—a8 % —(a; —ag) a—;: +agp +a, a—xf — Q7) ) (ﬁ)]o dt (3.289)

bagintis1 elde edilir. Yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullar yukaridaki bagintidan
faydalanilarak agagidaki gibi ifade edilebilir:

0%u 0%u
Su: EAZS — 2uA (13 +2 lz) +f=mys (3.290)

%w o*w a%w
dw:ay o= — (a, — 2a; + a4)ﬁ+ (as — 2aq + aﬂﬁ

2 a3
—a1£+(a4—a3)a—£—(a7—a6) - t+q—ky,w— (P_k

6x2
94w 63(,0
0 6t2 —(my —2m3 + m4)w (m3 —my) ——= (3.291)
F) 93 a5
S¢: a1%— (as —a3)a_xv3v+ (a; — (16)6_:_:
92 9% a2

—a @+ as - f azs - (f = (ms m4) o at2 + m4a—tf (3.292)

ou 2 2
—EAZ: +2u4 (13 +2 l) ‘10, =0yadadu=0 (3.293)
—2uA (lo +2 12) S +0Q;=0yada 5( ) 0 (3.294)
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—(m; —2m5 + m4) Ey atz — (m3 — m4)

¢ 0 (22— )
oz Q\5y — ¢

3w 5w %¢
+(a; — 2a3 + a4)$ — (as — 2a4 + a7)$— (aq — a3)@

+(ay~ ) 22+ (P~ k) 22+ 03 = 0 yadadw = 0 (3.295)

2w
—(a, —2a; +a, +ag — ag)ﬁ + (as — 2a,
2 39 A 2
+(ay — ag + ag) 22 — (4, — ag) 22+ 0, = 0 yada § (%) =0 (3.296)
d 23
—(ag — ag)% — (as — 2a¢ + a7)a—xu3/+ (ag — ag)e

62 ~ 62
+(a; —a5) 25+ Qs =0 yada s (ﬁ) =0 (3.297)

92w

(m3 — m4) ~+ (ay +ag—az — a9)

ot2 0x2

o*w dp
—(a7—a6)w—(a4+a8) +a7a 3+Q6—O yada §¢p =0 (3.298)

P a3 62 ~ a
Bt 00 - S5+ 0r =0 atn 5() =0 (29

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6lgek parametrelerinden
ilk ikisi (I ve l;) ve tamamu sifir alindiginda siniizoidal mikro kiris modeline ait egilme,
burkulma ve serbest titresim igin genel yonetici denklemler ve sinir kosullan sirasiyla
degistirilmis gerilme cifti elastisite teorisine gore

2
Su: EA—+ f=meZy (3.300)

5W:HAG+8h2l2)(ZxM2/ ?;0) (El(l__'l' )"'“Alz(__%))?a%/

+<El(%_n)+:“Alz(___)>ax3+q kww — (P = k”)axz

2%w 3¢

=mg 55 — (my — 2mg +my) axzatz —(m3z —my) —= (3.301)
A (B T 2) (2 S_ay (Lo 1))2

0¢: ud (2 8h2 lz) (ax QD) (EI( ) AL ( n)) ox3
6EI1 92

+ (55 +3uA) 5% = (m; — my) o+ my 52 (3.302)
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—EAg—Z+61=Oyada6u:O

_(mz - 2m3 + m4) ax atz

(54 32 8) (55 = 0) + (81 (1= T ) s (3-2)) 5

3

- (1 (-5 +uaB (-2)) 5 + (P k) 5w 0 =
yada Sw =0
(o1 (1) e G-2) 5
(EI(___)+“AIZ(__;)>6¢+Q4—Oyada6( ) =0
o= o (-2 oG- )5
— (S5 +:uAB) 32 +Qs = 0 yada Sp = 0

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore

0%u

ou: EA— +f=my— p¥o
AP 90\ (g (g 88, Y)W
ow: 2 (6x2 6x) (EI (1 + )) ox*

+ (EI (5- %)) b q—kyw— (P—ky) o

62
=Mooz — (m, —2m; + m4)m (mg m4) axatz
ow 6 24\\ 93w
op: 5 (G =) - (E’ (?"F))ﬁ
6EI 0% _ %9

0°w
72 9x? = (ms —my) oxarz T MG
ou PN
—EA5+Q1 =0yada 6u=20
—(m, —2m5 + m4)

_E("’_W_ )
aat2 — (ms - m4)6t2 2 \ax ¢
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(o (- ) - (- )32

+(P—kyp) 22+ Qs =0 yadadw =0 (3.311)
48 6 0%w 6 24\0p , A ow\
—EI(1-2+2) 55+ Bl (5-2)2+0,=0yadas () =0 (3312)

92 6 24\ 02 6EI 3 A
(m3—m4)a—g+E1(§—;)a—;;—?£+Q6=0yada5<p=0 (3.313)

bicimlerinde ulagilir.
3.1.2. Mikro plak modelleri
3.1.2.1. Kirchhoff mikro plak modeli

Kirchhoff (kayma deformasyonsuz) plak teorisine gore baslangicta diiz bir
plagin deplasman bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir:

ow(x,y,t)

u (x,y,2,t) =ulx,y,t) — z o (3.314)
w(%,9,2,t) = v(x,y,1) - 22522 (3.315)
us(x,y,z,t) = w(x,y,t) (3.316)

burada u,, u, ve uz sirasiyla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenleri, u,v ve w
plak orta diizlemi iizerindeki herhangi bir noktanin deplasmanlaridir. Denklemler
(3.314-3.316)’nin Denklem (3.3)’te kullanilmasi ile sekil degistirme bilesenlerine

ou 0%w

&11 = Er i Zﬁ (3.317)
e L (%wmy du) 1w v, 0w

€12 = €21 = Z(Oy T 6x) T2 (ay t 0x 2z axay) (3.318)
— o = 10w Ous\ _1( ow 0w\ _

813_831_2(02+6x)_2( 0x+6x)_0 (3.319)
_uz _ov_ 0w

Eyp = 2y oy Zay2 (3.320)
— o = 10w  Ous\ _1( 0w 0w\ _

523—532—2(az+0y)—2( ay‘|'ay)—0 (3.321)

0u3
E33 = <5 = 0 (3.322)

ulasilir. Denklemler (3.317-3.322) ve Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme)
degisimi vektorii bilesenlerine
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d(e11+epp+€33) _ 0%u 3w 9%v 3w
= - T3 2= —Z .32
1 ox 0x? ox3  0xdy 0x0y? (3.323)
_ 0(eqq+exptezz) _ 0%u 3w 02%v 3w
V2 = oy - 0xdy ZaxZay + dy?2 z ay3 (3324)
_ O(eqiteaatess) . *w 9w
V3 = 97 = Tz ay2 (3.325)

ulagilir. Benzer bicimde Denklemler (3.317-3.322)’nin Denklem (3.5)’te kullanilmasi
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

n _1 ﬂ) 3 [w ("’811 0¢21 &)]
77111_3(3(69; ) 15 ax t2 ay+az

&1 6831) 1 [ 0%u #3w 0% 9%u 3w
Qe _0n) _llp(Z2_,2w_0w) Ju, a3, 32
( 5 ox? 0x3  0xdy oy? + 0x0y? (3.326)

n =1 (%e 4 2 y 2o 1_15(a<> bo (Lt 6_)>

dx ox ady ady ox dy 0z
v 9%u 9%v 3w 3w
CLa(Tzgp ) g(Tr 0 g, 2 |
15 ox? 0xdy 0y? oy3 t 0x29y (3.327)

MONEY (WL Ty S (a<> b2 (Lt 6_)>

ox | ox | oz oz ox | oy ' oz
=1]- 227 ‘ZZTVZV] (3.328)
S)l _ %(668;1 ag;l 6812 (0(811+522+s33) 42 (aae_;z n 6;:_32/2 n %))
=G4 (axz 0x6y) (Z_ - t+4z a?c?gy)] (3.329)

(€Y) _1(3822 Ogzq 6812)_1 0(e11+€22+€33) 2(6511 0g21 6831)
Mi22 3\ Jx + ady + ady 15 ax + ax + dy + 0z

— 8% %u 3w 3w

=5t (ayz +2 axay) -3 (F —Zom T4z axayz)] (3.330)
(1) _ (062 den ey _ 1o 10%w
123 ™ 3( ax T oy t 0z ) 15[ 1= 3 dxdy (3.331)

(€Y _1(6531 Oy at‘-’13)_i 0(e11+€22+¢€33) (6513 0g23 6833)
Ms1 =3 ax+az+ax 15 dz +2 ax+ay+az

1 ?w | 9w
=2[-428+ W] (3.332)
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@ (a& 9221 6813)__ _ 10w
Miz2 = ox 0z oy [ ] 3 9xdy (3.333)
€Y Otz | Oem as_s) _ 1 [3Ceuategatess) (68_ 921 a&)
M3z = ( ax + az + dz 15( ax +2 ax dy 9z
1 0%v 0%u 0%u 03w 23w
=255 3 GE 255 ~ 7500 (3.334)
@ _l(ﬁ 9e1z @)_1 M”(@ 9532 "&)
211 7 3\ gy dx dx 15 dy ax dy az
0%u 0%v 03w 03w
T 15 4 (0x2 0x6y) -3 (O_yZ B ZW +4z 6x26y)] (3.335)
(1) _1(0&12 | Oep2 | 0821\ _ 1 [0(e11+ezatess) (ﬁ 9e21 ﬁ)
N212 = 3( dy ox oy ) 15< dx +2 ox + dy 0z
0%v 0%u 23w 23w
==t (0y2 axay) -3 (ﬁ T 6x6y2)] (3.336)
o _1(62 9832 4 %e 4\ _ Lrgp = _ 120w
213 7 3\ 9y ax az +) 15 [0] = 3 9xdy (3.337)
(1) _ 1(0e21 Of12 | 02z |\ _ 1 (03(ena+esptess) 0f11 | Oep1 | 03
221 ( dy dy dx +) 15( dx + 2( dx dy dz ))
0%v 0%u 23w 23w
==l (0y2 +2 axay) -3 (ﬁ —Z5a T 6x6y2)] (3.338)
) 0222 _i[—0<5u+£zz+£33> (a& 0822 | 023 ]
N222 = <3 ( dy )) 15 dy +2 0x oy 0z )
1 0%v 3w 0%u 0%v 3w
s [2 (0_3/2 T ays 0x6y) T ox? +3z axzay] (3.339)
<) 1(% O3z | 0222 _ 1 [0(e1a+esatess) (% 0%23 %)
223 3\ ay oy oz ) 15 oz +2 dx + dy 0z
1 [0%w 92w
= 5—45] (3.340)
(D _ 1(0 D21z %)_L _ _10%w
N231 = ( oy 0z 0x 15 [0] T 39xdy (3.341)
@ (a& 952 %)_l M”(@ 9523 agﬁ)
N232 = dy oz dy 15 oz dx dy oz
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1 [o*w 92w
=[5 - a—yz] (3.342)
(1) _ 1(0ess | Oesz | 023\ _ 1 [0(eaatezptess) Oe1 | 0232 | Otz
n233_3(6y+62+6z) 15( ay +2(6x+6y+62)>

1 0%u 0%v 0%v 3w 3w
=—|-2 -—-3|l=-2z—=-z
15 dxdy  0x2 oy? oy3 0x20y

n _1 (3811 013 a831) 1 [0(e11+€22+€33) (5813 023
311 7 3\ 9z x + dx 15 dz +2 ax + dy
1 9w Bzw]
15 ox% ~ 0y?
(1) _ 1 (6812 6823 + 6831) 1 [O] _ 1 BZW
312 7 3\ 3z dx dy 15 T 39xdy
(v _1 (6513 Oéz3 6531) _ 1 [0(e11t+€22+E33) (6511 021
313 7 3\ 9z x + oz 15 dx +2 ax + dy
1 0%v 0%u (02u Za3w 5 3w )]
~ 15 oxdy  dy? dx? ax3 dx0y?
(1) _ 1 (6821 6813 6532) 1 [O] _ 1 aZW
321 7 3\ 4z dy ax 15 T 39xdy
1 1[/0¢ de de 1 [ 0(eq1t+&pa+e de de
gz)zz_( 22 23 4 32)__ (e11t+€22 33)+2( 13 4 O3
3\ 0z ady ady 15 0z ox dy
1 0%w 62w]
15 Lox2 dy?

0 _ 3(6523 Oesz a832) 1 [0(e11+£22+€33) +2 (5812 + 0g22
N323 3\ 0z ady 0z 15 ady ox dy

1 9%u 2%v 0%v 3w 3w
=—|-2 -—-3(=-z—-2
15 d0xdy  0x2 dy?2 ay3 dx20y

n _1 (3831 Oz a833) 1 [0(e11+£22+€33) 2 (5811 Og21
331 3\ 0z d0z + ox 15 ox + ox T dy
1 0%v %u (azu 203W 7 3w )]
15 dxdy  0y? 0x2 dx3 dxdy?
_%)2 _ 1(6832 023 + a833) 1 [0(e11+£22+€33) +2 (5812 + 0g22
3\ 0z 0z ay 15 ady ox ay
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Oé33
+ 0z )>

(3.344)

(3.345)

ﬂ)
+62>

(3.346)

(3.347)

259)
+6z>

(3.348)

22)
+6z>

(3.349)

%)
+6z>

(3.350)

0¢3z
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1 ?u 0% a%v 3w 3w
_E - 6x6y_m_ (0_3/2_20_3/3_2696263/)] (3'351)
(D _ 1(g(02s3)) _ 3 [lersterrtess) 0213 | 023 | Of33
n333_3<3(62)> 15[ 0z +2(6x+ay+6z)]
_1J0*w | 9%w
=:55+55 (3.352)

Denklemler (3.314-3.316) ve Denklem (3.7)’den donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri

1 a a a
91 - E (6123 6Ly3 + 9132 %) - % (3.353)
1 a d d
0, = 5(9231 %"‘ €213 ﬁ) = _i (3.354)
iy Qw, du)_1(ov_ou
05 = 2 (6312 ax t €321 6y) T2 (6x ay) (3.355)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin
simetrik parcasinin bilesenleri

o325 o0
=12 =3 5351
SRTENET o
=i =2 59
. =1(222) = - ;;Wy (3.360)
X33 = %(% + a_if) - % :aizavy - 3271:: (3-361)
SRTCPE o
X32 = %(% + a_ig) - % :aizavy - 3271:: (3.363)
X =2(222) = 0 (3.364)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra
sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.
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g1, = Z_Z _ ZZTV: (3.365)
€12 = &1 = %(z_; + % - aa:;;) (3.366)
£yy = Z_; _ %\Z (3.367)
Vs —ZZTVZV—ZZTVZV (3.370)

0 = (- )T ]
(D (1) (1) 1 %v 2%u 2%v 3w 3w
Mz = Miz1 =211 = 5 [4' (ﬁ +2 axay) -3 (a_yz I +4z axzay)] (3.372)
R R e (.373)
iz =nis =k = 5[4 (53 + 205) -3 (G - 25 e e
=5 =i =i =S, =Sy = —§;:—awy (3.375)
R e R i 0 IR
= 3[2 (257 o)~ 5 + 3750 337
R (378
i =i =i = 2 - R (e e)] e
) =§ ZZTV: ZZTV:] (3.380)
P ;:;vy (3.381)
X2 =15 = — 2|2 - ZZTV: (3.382)
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1[92 92
s =151 =555 — o) (3.383)
s %w
X2 =3 (3.384)
1[92 92
s = X5 =3 |5mn— 53 (3.385)

Yukaridaki sekil degistirme bilesenlerinin Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine
yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri

allzﬁ(g—z—zf%+v(g—;—z%)) (3.386)
012 = 0y = (S + 22— Z;;;;) (3.387)
Oz =ﬁ(g—;—z%+v(3—z—zg)> (3.388)
py = 2ul} [22— 2% a‘fa”y —z ai;”;z] (3.389)
p, = 2ul2 [aa;;y - zj;—jy ziy'; - z%f] (3.390)
ps = —2ul§ ZZT‘Z ZZT‘Z] (3.391)
D =2 (e -2 - %) - Ziy’j +3z ai‘;‘;z] (3.392)
=t~ 2 225) (2 2
R U (3.394)
=iy = = g [+ (T 25) -3 (55 — 25 + 42 )| (3399)
Tipy = Tisy = Tors = Tomy = Tapy = Toyy = — = pl? ;,:;Vy (3.396)
@ =i = 1 = Zuiz|-2 afa”y - ziy’; ] 6‘1?;2)] (3.397)
o3 =2t (53 - 2 5% - )~ 5 + 375 339

57



MATERYAL ve METOT Bekir AKGOZ

3 =15, = vl = otk [FF -1 ] (3399
0= o = o = St [255 - S e (G - 2 B - o) e
0 = %“l% [‘227”2+‘§27”Z (3.401)
ms, = 2ul2 ;:aWy (3.402)
mi, = ms, = —ulj 52 -5 (3.403)
ms, = —2ul? ;;;Vy (3.405)
msy = ms, = ﬂTI% [% _ ZL;] (3.406)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro plak i¢in toplam
sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu Kirchhoff plak teorisi icin asagidaki gibi
ifade edilebilir:

h

= 1 1
6Uy = [, f_zﬂ(aij&?ij +pidy; + Ti(jlganlgﬂz + mff&agf) dz dA
2

h
=J, f_zg(all&ll + 201,0€1; + 05,085,
2

1 1 1 1 1 1
+p16y1 + p26y2 + p3bys + 751)1677&)1 + 3751)2677&)2 + 3T§1)3877§1)3

(1) o (1) 1) o (1) ) o (1) 1 ¢ (1) 1) ¢ (1)
+371520M12, + 671530153 + 3713307135 + 55,0155, + 37,,30M,53
1 1 1 1
+37§3)3677§3)3 + T§3)3677§3)3 +mi;0xi1
+2ms,8xi, + 2mi36xis + m3,0x5, + 2m3;8x53)dz dA (3.407)

Mikro plagin kinetik enerjisi Kirchhoff plak teorisine gore
KE=1f [F (2)" 1 (22)7 + (2] az aa
p =2)a 1P |G at at z

2

o), f_%g[(g_gﬁ%)ﬁ(g_’;_z%) +(2)] dzas (3.408)
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biciminde yazilabilir. Burada p mikro plak malzemesinin kiitle yogunlugu olup kinetik
enerjinin birinci varyasyonu

5fOTK§dt ff [ (moaztz)(Su—(mo%)(Sv

92 04 0%
+ <—m0 6—;2” +m, (F;Vtz + F;;)) 5w] dAdt (3.409)

olarak ifade edilebilir. Burada m, ve m, plak i¢in kiitle ataletleri olup

ph?

- (3.410)

my = ph, m, =
seklinde tanimlanabilir. Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptig1 isin birinci varyasyonu

W = [, (fibu + f,6v

<q kow + ky (32 + ‘;yw) ~(p22+ ZPXy:j—aM;+ G )) 6w> dxdy(3.411)
seklinde verilebilir. Burada f,, f,ve q(x,y) eksenel ve enine yayili yiikler olup Py, P,
ve Py, ise sirasiyla x ve y dogrultularinda uygulanan basing ve kesme kuvvetleridir.
Ayrica, k,, ve k, swrasiyla Winkler ve Pasternak elastik zemin modellerine ait
katsayilardir. Hamilton prensibine gore Denklemler (3.407), (3.409) ve (3.411)’den
degistirilmis sekil degistirme degisimi elastisite teorisine dayali Kirchhoff (kayma
deformasyonsuz) mikro plak modeline ait egilme, burkulma ve serbest titresim igin
genel yonetici denklemler asagidaki gibi verilebilir:

2 _ 2 4 4
Sush (25 (S + 2008y —py TU T p Tt

1-v2 \9x? 2 9y? 2 9x29y2 35,4
T (6axzavy) ~ (b, ~ 2b3) (550 ooy T ai;;)) t+fi=mg 2t (3.412)
é‘v:h(l_Evz(% %Z_?z]) 12%;— zajz;:;;z— 3%
2(1E—v) (aa;;y) (b, — 2bs) (6Z3Zy T %)) th= m(,% (3.413)
ow: h( (12(El v2) t2uls + ”ll + “lz) ( 2 a::avzﬂ * Z%)

M) (aﬁw 0w 9w 96 w) ( %w )
+ ( 12 o0x6 +3 dx*9y? +3 0x29y* + dy® ta—kywtik + dy?
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92w 22w 92w 92w 0%w 0%w
— (P22 4+ 2p,, 22 P—)=m——m (— —) 414
( xoxz T 4hxy 9xdy th dy2 0 5¢2 2\Gxzoez T 9y29t2 G )

ve ilgili sinir kosullar

du=0yadah <<(1_EU2

E b.
+ ((m) (Uy+ v,y ) = b3thyyyy— F Uy + Doy + Dy > ny> =0 (3.415)

by
) (u,x+ Uy ) — DUy psen— Uyxyyt b,v wxy + bsv,yyy ) Ny

Su,,=0yadah ((blu:xx_ é,ul%u,yy— 2bsv,yy ) Ny

+(b2oUxy— bsV,yy— b7V,xx J0y) =0 (3.416)
8ty = 0 ya da b ((baolny— bsvsyy— byViax Iz

+ (bazttyy— 2 il e — 2b0,y )1, ) = O (3.417)

6v =0yada

E b
h (((m) (u,y+ Vyx ) = b3Vyxxx— Vixyy+ bsu;xxy-l' b7u'yyy > M

E b
+ ((1_—1;2) (wxt v,y ) — byv,yyy— fv,xxy+ byl,yyy+ b5, yxx ) ny) = 0(3.418)

2
v, =0yadah ((bzzv,xx— E,ul%v,yy— 2b7U,yy ) Ny
+(b20Vxy— bstxx— b7y )1y, ) = 0 (3.419)

6v,,=0yadah ((bzov,xy— bst,xx— b7U,yy )nx

+ (byv,yy— 2 120,k — 2b5itey )1, ) = 0 (3.420)

6w = 0yada

hZ
h ((bl E (W'xxxxx-l' 2W:xxxyy+ Wixyyyy ) - rZS(W'xxx'i' Wixyy )) Ny

h2
+ (b1 o (w,yyyyy+ 2W xxyyy T Woxxxxy ) - rzg(w,xxy+ W,yyy )) ny) =0 (3.421)
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ow,, = 0yada
hZ
h (_ E (blwlxxxx+ b24W'xxyy+ blZleyyy ) T TogWxxt T29W,yy ) Ny
h2
+ (=b2s = (Wixyyy+ Wixry ) + TsoWany )1y ) = 0 (3.422)
h2
dw,,=0yadah (—b25 o (W,xyyy+ W xxxy ) + 130W,xy ) n,
h2
+ (_E (blzw,xxxx+ b24W!xxyy+ blw,yyyy ) + T‘29W,xx+ rzgw,yy ) le) =0 (3.423)

hZ
SW:xx =0 ya dah ((E (blwlxxx-l' b14W'xyy )) Ny
h2
+ E(bmW.xxy"' b1aW,yyy ) |1y | =0 G.929
h2
dw,,y=0yadah ((E (b12W'xxx+ b13W,xyy )) M
h2
+ E(bMW,xxy"' biw,yyy ) |1y ) =0 (5:429)
hZ
W,y = 0yadah <(E (2b13W,y+ 2b12W,y )) M
h2
+ E(ZbuW:xxx"' 2b13W'xyy) ny | =0 (3:420)
Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6l¢ek parametrelerinden
ilk ikisi (I, ve l1) ve tamamu sifir alindiginda Kirchhoff mikro plak modeline ait egilme,

burkulma ve serbest titresim icin genel yonetici denklemler sirasiyla degistirilmis
gerilme cifti elastisite teorisine gore

E (0%u | 1-vd3u 1 2( 9*u 64u)
ou: h (1—172 (6x2 + 2 6y2) 4'ul2 0x29y? + ay*

E 9%v 1 .2 0%y % _ 9%2u
(axay) + Z'UIZ (6x36y + 6x6y3)) +fi=mg ez (3.427)

2(1-v)

E (3%v | 1-vd%v 1 2( 9*v 6417)
ov: h (1—172 (6y2 + 2 axz) 4‘“12 0x29y2 + ox*
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E 92%u 1 .5 ( 8%u *u . 9%v
T 2(1-v) (axay) t Zﬂlz (6x36y T 6x6y3)> T fy =My at2 (3.428)

sw:h(~ (12(’51 -+ 12)( 2%+%{)>

2°w 92w 92w 92w
+q — kyw + K, ( + ayz) (Pxﬁ+ 2Py ot Pyt,)—yz)

92w 04w 24w
= My o — My (s + — 42
0 9¢2 2 (6x26t2 t 6y26t2) (3.429)

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore

E (d%*u | 1-vd?u E 0%v 2%u
ous (55 (5 + 575) + 3w (m)) T =M (3-430)
5'h( E (ﬂ+ﬂaz_”)+ E (_azu) +f, = v (3.431)
v: 1-v2 \dy?2 2 0x2 2(1-v) \9xdy y = Mo ot2 :
Eh3 o*w 04w 02w
ow: — 12(1-v2) (ﬁ +2 0x20y? + ) taq- kWW +k (6 2 T B_yz)
22w 22w 04w 04w
(P"F T ZP"J’ 9xdy hi 5 W) = Mogp — M2 (axZatZ t 6y26t2) (3.432)

bicimlerinde ulasilir.
3.1.2.2. Mindlin mikro plak modeli

Mindlin (birinci dereceden kayma deformasyonlu) plak teorisine gore
baslangicta diiz bir plagin deplasman bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir:

u (x,y,z,t) =ulx,y, t) — zp,(x,y,t) (3.433)
Uy (x,y,z,t) = v(x,y,t) — zp,(x,y,t) (3.434)
us(x,z,t) = w(x,y,t) (3.435)

burada u;, u, ve uz swrasiyla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenleri, u,v ve w
plak orta diizlemi iizerindeki herhangi bir noktanin deplasmanlari, ¢, ve ¢, plak orta
diizleminin sirasiyla y ve x ekseni etrafinda donme agilaridir. Denklemler (3.433-
3.435)’in, Denklem (3.3)’te kullanilmas: ile sekil degistirme bilesenlerine

£y =2 -z (3.436)

x 0x
duy | Gy _ 10 0o, (Do don)
f12 = &1 = (By + 0x (By tox 0x —Z dy + 0x (3.437)
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=g, = 1(%a Ous) _ 10w

813_831_2(02 + ax)_z(ﬁx §01) (3.438)
Oz _Ov_ 00

£ =5t = =2 (3.439)
e = L2 0us) 1 (0w

823_832_2(02 +0y)_2(0y (Pz) (3.440)

0u3
€3=-,=0 (3.441)

ulasilir. Denklemler (3.436-3.441) ve Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme)
degisimi vektorii bilesenlerine

_ 0(eq1+egatess) _ 0*u 0%¢, v 9%,

= 442
41 0x 0x2 0x2 0x0y dx0y G )

_ 0(511+£22+£33) _ aZu az(pl 0217 02(p2
Y2 = = - P > (3.443)

ay d0xdy doxdy 0y dy
0(e11+€22+€33) 0p; 09y

_ Oentesptess) 091 092 444

Y3 0z 0x ady (3 )

ulasilir. Benzer bicimde Denklemler (3.436-3.441)’in Denklem (3.5)’te kullanilmasi
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

@ _1 ﬂ) _i[—0(811+822+833) 9¢11 4 981 983 ]
77111_3(3(ax ) 15 ax +2(6x+6y+62)

2 (0eq11 6531) 1 [ 9%u 0%¢, 0%v 9%, 0%u 9%¢,
=2(%m 2 _1fp (22,20 P 44
5 ( 0x 0z 5 0x? 0x? 0xdy + 0x0y ay? + ay? (3.445)

ax 0x ay 15 dy aox ay 0z
1 0%u 9%, 2%v 9%, 9%v 0%,
= [8(so-— 22 + 4 (5 - 22%2) -3 (5 - 25 %2)| 44
15 dx0y dxdy + 0x?2 dx2 dy? dy?2 (3 6)

(6] _3(5813 Oezq a811) _ 1 [0(e11+€22+€33) (5813 Og23 a833)
N1z =3 ax+ax+az 15 az +2 6x+6y+6z

L = é(& 49821 68_) _1 <—0(8u+822+833> +2 (ae_z 4 9522 @))

1 2%w azw_ 99y ¢,
T 15l axz ay2 8 0x +2 ay] (3.447)

(1) _3(5521 Oeqq a“312) _ 1 [0(e11+€22+E33) (5512 Og2; a832)
121 3ax+ay+ax 15 dy +2 6x+6y+6z

= 518Gy~ 7ha) + 4 (2~ 255) 3 (5~ 25|
T 15 8(6x6y Zaxay +4 0x2 Z d0x2 3 dy? z dy? (3.448)
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ng)z (a;;z 68;1 6512) _15(0(811+822+833) n 2(%4_368_;1_'_%))
= i 8 (aa;ay - Z;Zc:;) +4 (% - ay2 ) -3 (% —z aaz;pzl)] (3.449)
Rl ) poeiBE-R-n e
g’)l (aagil 68;1 6513 (0(511+522+s33) 42 (% + % + %))
=%[4%—%—8%+2%} (3.451)
ma =3 (G + G 52) - w0 =1 [ - - 3452

(1) 1(3833 6531 6813) 1 [0(e11+€22+833) (6511 021 6831)
N33 =3 dz oz 15 ax +2 ax + dy + dz

=1 2? 402) *u | 9%¢, (02u 02<p1)]
T 15 [ (axay Zoxay) “ayr T 25,2 352 %252 (3.453)
(1) 1 (6811 6812 6521 1 [0(eq1+eza+E33) 49 (6512 92y + 3832)
M211 = 3 ox 15 ay dy 9z
1 9%u 02¢1) 92%v az(pz) (0217 02¢2)]
Bt [8 (axay Zoray) T4 G~ 252 ) 352 72552 (3.454)

(1) _l(@+@+5521

0(e11+€22+€33) (6511 021 6831)
212 = 3y ox 3y ( +2 + +

ax ax ay 0z

_Afa(0 _ 0 Pu_0%n\ _, (Pu_ 0%
T 15 [8 (axay z axay) +4 dy? z dy?2 ) 3 (0x2 z 0x2 )] (3.455)
p = (% g 2y 2o ) L) 1[0 d0s_ o0
M213 = ( dz ) [O] [axay dy 0x] (3.456)

N221 ox dx dx ady 0z
1 9%v 9%, 9%u 9%, 9%u 0%¢p,
= [8(om -2 2) 1 4 (55 - 222) -3 (25 - 252 457
15 [ 0x0y 0xdy T dy? oy? 0x2 0x2 (3.457)

o _1 agﬁ) _i[—5(8u+822+833> 0212 | 0222 aﬁ)]
N222 = 3(3(ay > 15 dy +2(6x+6y+6z

Y = g(asu "812 4 2822 +) _ %(W 2 (68_ 4 Qe a&))
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1 %v 9%¢, 0%u %, %v 9%,
=-|2 (— -z — z ) ——+z ] 4
5 [ dy2 dy2 0x0y t 0xdy 0x2 T 0x2 (3.458)

n = 1(L 20y 20 1_15<a<> b2 (L gty a_)>

ay ay 0z 0z ox ay 0z
_ L[ 2w ,0w 5&]
== 3= + 4 372 +2 -8 3y (3.459)
<1>_1(ﬁ 01z | Oe3) _ 1 _l[az_w_%_ﬂﬂ]
231 7 3\ 9y + 9z + ax) 15 [0] = 3loxdy  ay ax (3.460)

OREY (. 5 1_15<a<) b2 (L gty a_)>

ay 0z ady 0z ox ay 0z
_ 1 6 w 2°w 6(,01 992
kTl 4 F+2-1-8 ay] (3.461)

n = 3 (% 4 20y 20 1_15<a<) 4o (L gty 6_)>

ay 0z 0z ay ox ay 0z
1 0%u 02<p1) 2%v 0%, (0 v 02<p2)]
T 2 (axay z 0xdy dx2 tz 0x2 3 0y? —Z 0y? (3.462)

(€Y (6511 0g13 6531)_i 0(e11+€22+¢33) (6513 0&z3 6533)
N311 = dz + ax + dx 15 dz +2 dy + dz

=1—15[4327”2”—227“2V 822 +22%| (3.463)
D) e o
1 =2 2 ) - L (ettant (B 2 001))

:1_15[_ (axay Zx(g;) Z;:+Z%—3 (ZZTI:_Z%)] (3.465)

=5 (5

NSy = 1 (U ) KR (3.466)

ay 3 Laxoy ady 0x

821
1 1/0¢ de de 1 [ 0(g11+E22+E33) de de de
ngz)zz_ 22 4 923 4 32)__< 11+€22+€33 +2( 13 4 Ot o 33)>
3 z 15

a ay ady 0z ox ay 0z
_ L[ otw, ,0tw 5&]
=—|-52+ 42 o +2 -85 (3.467)
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(1) 1 (0¢&y3 6833 6832 1 0(811+€22+533) 0&qp 0eyp dezp
Nips = 5( - (TR g (S g

0z ady ox ady 0z
1 9%u 02¢1) 9%v 9%, (0 v 02<p2)]
T 15 2 (Bxay z 0xdy 0x2 tz 0x2 3 d0y? —Z d0y? (3.468)

OEEY L. ) B (a<> b2 (2l a_)>

0z dz ox ax ox dy 0z
1 [ 2 ( 0%v Zazqoz) *u 4y 2%¢ 3 (0 u Zaz<p1)] (3.469)
15 dxdy 0xdy 0y2 ay2 0x2 0x2 ’

a1 (2 g 2oy Py L (a<> bo (Lt a_)>

oz oz dy dy dx dy oz

- -2 (g - a i) - o 2023 (5 - 2% (3470)
n =2(3 () - S Remtomtan) 4 5 (% 4 ey o))
zg[_%_%”(%ﬂa—“’;)] (3.471)

Denklemler (3.433-3.435) ve Denklem (3.7)’den donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri

0, = %(6’123 aa + e132 aauzz) = (aw §02) (3.472)
0, = %(9231 % + ez13 %) = _‘(aw <P1) (3.473)
0y =3 eans 32+ e 32) =3 (-3 2 (G- 22) a478)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin
simetrik parcasinin bilesenleri

Xi1 = %(2 %) - (aaxzay + %) (3475)

s 3(% aez) _1[0%w _ 9*w 9, 0(p2] 47

A12 2\ ady ax/)  aloyz  ox2 ox oy (3.476)
o l(I g 0y 12 O (e o))

X13 2\ 0z + x 4 10x2  9xdy z 0x2 0xdy (3.477)
YA Y T T

X21 2\ ox + oy 4loy?  9x2? ox + oy (3.478)
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s _1(500:) _1( 0w _0¢y
X2z = 2 (2 ay) 2( ox dy ay) (3.479)
C _1(00 00\ _1[0% _ou_ (0% _dpr)]

X23 = 2( z + y) T aloxay ay2 Z(axay 0y? ) (3.480)
s — l(% + %) _1[o%v _ o%u _ (02‘92 _ 02‘/’1)- 3.481
A31 = 2\ ox z)  aloxz  oxay 0x2 oxdy/ | G. )
=1 (421l Ty, (Te_Za) (3.482)

A32 = 2\ az y/)  aloxay oy?2 oxdy  dy? /] ’
s —1(p90) _ _1(092 091
X33 = 2(2 62) - Z(Ox By) (3.483)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra
sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.

ou

€11 = 355

01
dx

1{ou  ov 0p1 0¢2)

g2=&=5|—-+—-—z(—+—

12 21 2 <6y T 0x ( dy t 0x
i = £ar = 1 (Bw _ )

13 = &1 = 5\(5; ¥
e — v 0@,

22 — ay ay
e = £ = 1 (Ow )

23 = &2 =515, @2

_9%u 9%, 9%v %9,
= 0x2 0x2 0x0y 0x0y
_ 0%u 252<P1 %v Zﬁzgoz

Y2 = 0x0y 0xdy  0y? o0y?
Y3 = — 091 _ 0,

3 ax ady

v _1 [2 (OZu %9, 9%v 62<p2) 0%u %9,
M1 = 5 dx2 dx? 0xdy 0xdy 0y? 0y?

W _ @ _ @® _1 (Bzu _ m) (ﬂ_
Maiz = Ni21 = N211 15 0x0y 0x0y +4 0x2 z

2%v 92
()
dy? dy?

@ _ . _ @ _ 1 ?w  9*w G -

Mi13 = M3 =311 = 15 4 oxz _ oyz  ° ox +2 dy
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i3 =0 =i =5 [8 (i - o) + 4 (5 - 58)

0x0y 0x0y ay? ay?
0%u %9,
-3 (5 -2%2)] (3.485)
w_. o _ @© _ @ __ @ _ (1 _1[3%w d¢ dp
Mi23 = Miz2 = M213 = M231 = M312 = M321 =3 [m - a_yl - a_xz] (3.486)
W _ @) _ @) _ [ (0% _ 0%\ u e
M3z = 313 = NM331 = T3 (axay Zaxay) ayz T 25y
%u 9%
-3 (G- 252)] (3.487)
1) _1[, (0%v  03%*p, 0%°u 2,1\ 0%v R
M222 = 5 [2 (03/2 z dy? dxdy Ttz 6x6y) 0x2 tz 0x2 ] (3.488)
v _. W _  _1 ’w %w g )
Ma23 =Mzz2 =Mz = 5| " 52 + 4W+20_xl - 80—;] (3.489)
W _ @ _ () _ [ (% _ 2%\ _ v 30
M233 = N323 = M332 = 75 2 (axay Zaxay) axz "L g2
-3 (ﬂ —z 02<P2)] (3.490)
ayZ Byz .
1 _1[ o*w 92w dg )
R R e e Rd b ro)| (3.491)
1/0%w | dp
Xlsl - 2 (ax oy + 0_x2) (3.492)
1[0%w  9%?w 9, , A
B2 =151 = 5|55 - SE -+ (3.493)
s _ s _1[0%v _ 02%u (0’9, _9%¢,
A3 = X311 = 4lox2  oxoy Z ( ax? 6x6y)] (3.494)
1 ?w  dg
X32 =3 (— oy g) (3.495)
s s 1[0 _ 9% (0%0; 0%y
X23 = X32 =3 [axay 352 Z (axay 92 )] (3.496)
1(d¢p dp
X33 =—3 (a—xz - a—;) (3.497)

Yukaridaki sekil degistirme bilesenlerinin Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine
yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri

=_E (u_ 0%, (%_,%:
911 T 5y (ax 2% TV (ay 2%y )) (3.498)
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= — (0 (091, 392
01y = 0y = 1 <ay +2—7( oy 2 )) (3.499)
2
015 = 031 = kett (57 — 1) (3.500)
—_E (% _ 00 ou_ 091
022 = (1-v2) (ay z dy v (0x z ox )) (3'501)
d
023 = 033 = kst (% — <pz) (3.502)
— 2 [0%u _ 9%¢s ’v 0%,
P1 = 2uls a2 L ox axdy Zaxay] (3.503)
_ 2 0%u _ 0%y @_ 0%,
p2 = 2ulj [axay Zoay T oy ayz] (3.504)
— _oy 2 |2%1 4 992
ps = 2,ul0[ 01 ay] (3.505)
W _2, 52, (%u_ 0% 0% 9%\ _2%u 0%,
T = Slll1 [2 (6x2 z dx? 0x0y tz axay) 0y? tz a0y? ] (3.506)
o _. W _ 1O _2 52 8 0%u 8%¢, 4 v 32¢,
T112 = Ti21 = Tonn = EM 1 [ (axay - Zaxay) + (ﬁ —z 0x2 )
_3(Lr_ %
3 (ayz 2% )] (3.507)
v _ @ _ @ _ 2 02w 92w dp i)
T113 = T131 = T311 = 5 17 [47 Tz 5_;"'2 a—yz] (3.508)
W _. . __@© _2 2 3 0%y 029, 4 %u 92,
T122 = T212 = Ta21 = E 1 [ (6x6y - Zaxay) + (6_312 -z ay? )
_3(%u_ 0%
3 (5x2 Z 5 )] (3.509)

T123 = Tiz2 = T213 T 231 = U312 = T321 T 5H (55, 7 5 ~ ox

W _ . @ _ @ _ @ __ 1 _ (1 _2 2[02w 091 "W] (3.510)

el =l =l = Gt 2 (5 - o) - 25

-3 (252 3t
o =t 2 (G- e S -+ 1 5) i+ 5 G312
= el = i = el - T e T2 -] 3513
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o _. W _ 1 _ 2 0%u 9% 9%v 2¢
T233 = 1323 = T332 = E“l% [_2 (axay —Z axa;) T TE axzz
-3 (ﬂ —z 02<P2)] (3.514)
ayz ayz .
n _ 2 0%w  0%w g g
T333 —gﬂl% [_W—W‘F 2(0—;4'0—;)] (3.515)
02 a
miy = i3 |3 + 2| (3.516)
S o—ms. =Ly [2w 2w _ 001, 99,
Miz = Ma1 = lel2 [63/2 0x? ox + ay] (3.517)
S _ s _ 1 Zﬁ_azu_ 02¢2_02¢1
Mz = M3y = 2‘ul2 [6x2 0xdy z ( 0x2 0x6y)] (3'518)
s 222w 09
Ma2 = Illz [ d0x 0y ay] (3.519)
s _ s _1 o[0% 0d*u (3¢, 0%¢p,
M23 = M32 = lel2 [axay 0y? Z (axay 0y? )] (3.520)
[3] a
mss = —ulj |52 - 2] (3.521)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro plak i¢in toplam
sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu birinci dereceden kayma deformasyonlu
plak teorisi i¢in asagidaki gibi ifade edilebilir:

h

i 1 1
§Uy' = [, f_zﬁ(‘fij55ij + pidy; + Ti(jk)(sni(ﬂz + misf(SXiSf) dz dA
2

h
= fA f_zg(0115€11 + 2013615 + 20130813 + 02,062, + 2053083
2

+p16y1 + p268y2 + p3bys + Tﬂ)ﬁ?niﬂ + 375?25778)2 + 378)3577ﬁ)3
+3T1550M1 5, + 6713500155 + 3T(30015) + Ti,0nGg, + 3t5hon5)

+30535 01535 + T530m55; + mii6xdy

+2mi, 01, + 2mi30xis + m3,0x35, + 2m336x23 + m338x33)dz dA  (3.522)

Mikro plagin kinetik enerjisi Mindlin plak teorisine gore

=30 P () + (5 + (5 Jaran
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~1nfy (@ o2 (- o2 + (2)] draa (3.523)

biciminde yazilabilir. Burada p mikro plak malzemesinin kiitle yogunlugu olup kinetik
enerjinin [0,T] aralifinda birinci varyasyonu

6f Kmdt—ff [ (moatz)(Su (moz—i:)(?v

0%w 9
— (mo 22) 6w — (m; 22 80, — (m 222) 80, | dadt (3.524)
olarak ifade edilebilir. Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptig1 isin birinci varyasyonu

Wt = [, (febu+ f,6v

a%w 2%w 92w
<q k,w+k ( + ﬁ) - (wa 2Py T+ P2 > )) 6w> dxdy(3.525)

seklinde verilebilir. Burada f;, f,, ve q eksenel ve enine yayil yiikler olup Py, P, ve Py,
ise sirastyla x ve y dogrultularinda uygulanan basing ve kesme kuvvetleridir. Ayrica,
k,, ve k, sirastyla Winkler ve Pasternak elastik zemin modellerine ait katsayilardir.
Hamilton prensibine gore Denklemler (3.522), (3.524) ve (3.525)’ten, degistirilmis sekil
degistirme degisimi elastisite teorisine dayali Mindlin (birinci mertebeden kayma
deformasyonlu) mikro plak modeline ait egilme, burkulma ve serbest titresim icin genel
yonetici denklemler asagidaki gibi verilebilir:

(g (B ) 2 ot ot
u: 1-v2 \9x2? 2 6y2 1 Ox4 2 axZayZ 3 ay4
E 9%v 94p 92u
* e (axay) — (b, — 2b;) (a oy T 6x6y3)> th=mogs (3.526)
o (s (B2 4 1202y _p B o ot
At oy? 2 0x? Lay+ 2 9x29y2 3 gx*
E 0%u d*u d*u 92p
+ 2(1-v) (6x6y) (b 2b3) (6x36y T 6x6y3)> + fy Mo 27 dt2 (3.527)

aZW aZW a(pl 6(p2
sw: h (ko (S5 + 55 — 22— 202)
sH 0x2 + ay? 0x oy

0% 0% 0% a3 a3 a3 a3
_b3(7‘1’+2 w +TW)_2b7( P11, 9701 | 072 ¢2))

a 0x20y% = oy* 0x3 0xd0y2 = 9x20y ay3
+q = kyw+ ey (T2 + 22) — (B LY 4 2, 22 4 B, 2%) = 1y 2X(3.528)
q w P\axz ' gy2 X gx2 XY axdy | Y ay? Mo atz
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5912 h (o (35 = 1) + 2, (5%

Eh?
+ (12(1—v2)

Eh?

+#( t3 ll T lz) (662;1) + (24(1—v)

_p P2t _hi(5 g2 % 21 2 _
b112( ) 12(2,ul0+3,ul1+4ulz)axzay2

dx*

2 ot + ) (2

8@y h (ksu (‘;— - <p2) + 2b, (ay3

+ (12(’51 5 +2ulf + 2 + 202 +2 ulz)(

w3+ 1) (52)+ G

h? (0%
_b1_( ‘PZ)_
12 \ oy*4

——(2;112 +— ,ul1 ——,ulz) (6x6¢;13

ve ilgili sinir kosullar

éu = 0yada

h? 2.4 2.1 12

3w
+ 35357
0x0y?

+2ul? + 2 pi? + 2 pi3) (a “’1)

+2ul + 2z —2pi3) (ai‘g;)

%@,

h? (9%,
b3_
12 \ ay*

%)>= 58 (3.529)
+ o)
)
2l + gt — ) (552
s b 5 (5%)
+ %)>= e (3.530)

b
h (((1 1,2) (u'x+ U,y ) blulxxx = u:xyy'l' b4v:xxy+ b5v'yyy ) My

+ ((2(1”)) (u,y+ v,x) b3u,yyy—

_Zu'xxy+ b6v1xyy+ b7vpxxx>ny> = O (3531)

2
Sdu,,=0yadah ((blu,xx— Eul%u,yy— 2b5V,yy, ) Ty

+(b20u,xy— bsv,yy— b7V,xx )ny) =0

(3.532)

Su,, =0yadah ((bzou'xy_ bsv,yy = D7V)xx )nx

+ (bzzu,yy— é,ul%u,xx— 2DV, ) ny) =0

(3.533)
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6v=0yada

E by
h (((m) (u,y+ Uiy ) — b3Vyyxx— ?U;xyy-l' bUsxxyt byll,yyy > M

E b
+((25) (ot ) = Br0syyy = Z 0yt Bty bt )1y ) =0 (3.534)

§v,,=0yadah ((bzzv,xx— 2 I3V, — 2Dy, ) n,

+(b20Vyxy— bsthyx— byllyyy Jny) = 0 (3.535)
5v,y=0yada h ((bzov,xy— bstyx— byttsyy )Ny

+ (blv,yy— 2 U2V px— 2bglzy ) 1y) = O (3.536)
sw =0yada

h ((_b3 (Woxxt Waxyy ) + stks(W,x— 1)

~2b; @105+ basP1yy + 2 HE Py 0y )

+(=bs(Woyyy+ Wirzy ) + ks (wy— 97)

~2b; @2,y — bas@2ax + S HEP1 2y ) 1y )=0 (3.537)
W,y = 0 yada h((BsWox— bagW,yy+ 2b; @1, +4b31 020y I

+(by7Woxy— bae(@1y+ @2k ))y) =0 (3.538)
sw,y=0yada h(((barWoay— bas(@ry+ @2 )y

+bsW,x— DasWyy+ 2b701,6 +4b3192,, )0y ) = 0 (3.539)

2

h? h
6§01 =0 ya da h ((2b7wlxx+ 4b21ley_ bZ Z‘pllxyy_ bl Eq)llxxx'i' 319 1:x

h? h?
+b4 E (pZ'xxy-I_ b5 E (pZIyyy+ 3202,y ) Ny

+(_2b26W:xy+ 73491,y 133¢P2,x
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h? h? h? h? -
—b; ZPoyyy~ b, 22 P1xxyt by 1z P2xxxt be 2 P2xyy ) ny) =0 (3.540)

h2 h2 h2
5(p1'x =0 ya dah <(b1 E Proxx— Eﬂl%(Pl:yy_ b5 ? P2ixy ) My
h2 h2 h2
+ (bzoﬁ(pl:xy_ b7E(P2'xx_ bSE(pZ:yy)ny) =0 (3.541)
hZ hZ hZ
6§01ly =0 ya dah ((bZO E Proxy— b7 E Dorxx— b5 E DP2ryy ) Ny

h? 5 h? h?
+ (_ 5!”1 Proxx— b7 ?QDZ'xy-I_ b3 Egallyy ) le) =0 (3.542)

6o, =0yadah ((_2b26wlxy+ 733@P1,yt 1324P2,x

h? h? h? h?
_b3 E D2rxxx— b2 Z ¢2'xyy+ b7 E (pl'yyy-l' b6 E DP1ixxy ) My

h? h?
+ (2b7W:yy+ 4'bZlW:x;vc_ b2 Z(pZ:xxy_ bl E (pz'yyy'l' 3192,y

h? h?
+b, 1z Prxyyt bs 1z Prixxxt T32P 1% ) ny) =0 (3.543)

hZ 5 h? h?
5(p2:x =0 ya dah (_ 5#11 P2ryy— b7 & (plnxy'l' b3 12 D2rxx ) My

hZ 2 2

h h
+ (bZO 2 Poxy™ b, 2 Poyy— bs 12 Prxx ) ny) =0 (3.544)

hZ

h? h?
6§02'y =0yadah (bZO E‘pZIxy_ b, Eq)l'yy_ bs E‘pllxx ) Ny

h? h? h?
+ (bl E P2ryy— gﬂl%wz'xx_ b5 ? P1ixy ) ny) =0 (3-545)

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6l¢ek parametrelerinden
ilk ikisi (I ve l;) ve tamamu sifir alindiginda Mindlin mikro plak modeline ait egilme,
burkulma ve serbest titresim icin genel yonetici denklemler sirasiyla degistirilmis
gerilme cifti elastisite teorisine

E (0%u |, 1-vd3u 1 2( *u 64u)
du: h (1—172 (6x2 + 2 6y2) 4‘“l2 0x209y? + oy*

E 92%v 1 .o ( 8% o4y _ @
+ 2(1-v) (6x6y) + Z'ulz (6x36y + 6x6y3)> + fr =my 9c2 (3.546)
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(o (P 1Y L ot ot
ov: h (1—172 (ayz t 2 6x2) 4”l2 (6x26y2 T 6x4)
E 0%u 1 0%u o%u 0%v
+ 2(1-v) (axay) + _‘UIZ (6x36y + 6x6y3)) + fy - moﬁ (3'547)

’w  3*w  dg, 6<p2)
ow: h (ksﬂ (6x2 + dy? dx dy

1 12 (64w a*w o*w  3%¢p,  0%¢pq 3¢, 63<p2)
4 ox* dx20y2 = Oy* dx3 dxdy2 = 9x20y dy3
o%w 0w 2w a%°w
q—kow+k ( ayz) (PS5 +2Pysa+ P 5s

5 h (ot (32— ) + 3ui3 (55 + )

+ (i + 1) (52) + 0 (5 + 8) (52) + (G 3

_h_zu 2( %@y ', 3¢, 54902) — R
4872 \gx29y2 T 9yt  o9x3dy 0xdy3 2 9¢2

502 h (ktt (22— p2) + Lt (22 + 20

+ (s i) (57) + 1G5+ 8) (58) + (G =3t

_h? 2( %@, | 0%y  3*gy  0%eq )> _ %9,

T a8 ax29y? ' 9x*  9xdy3 0x3dy 2792

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore
E (0%°u  1-vd3u E %v o%u
ou (5 (G + 55%) Yo (—axay)) k= Moge

E (0%v  1-vd?%v E o%u %y
ovih (55 (55 + 5755) o (axay)) Ty =Moga

2%w 2%w 2%w 2%w 0%w
+C[ - kWW + kp (7+—) - (P T'l' Zny%'l' Pya_yz)

S¢pi:h (ksu (Z—V: - <p1) + %’iz)(%)
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(3.549)

)G5)

(3.550)

(3.551)

(3.552)

2
= my 22(3.553)
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R ER?  (9%¢5\ ) _ 0%y
T 12 K ( oy? ) T 24(1-v) (6x6y)> =My at2 (3.554)

8021 h (st (55— 92) + 12f1h_2,,2) (6;;2)

n? (%0, Eh?  (0%¢1\\ _ _ 0%p,
+ 12 K ( 0x2 ) T 24(1-v) (6x6y)> =My at2 (3.555)

bicimlerinde ulasilir.

3.1.2.3. Siniizoidal mikro plak modeli

Siniizoidal (trigonometrik kayma deformasyonlu) plak teorisine gore baglangicta
diiz bir plagin deplasman bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir (Touratier 1991)

u,(x,y,2,t) =ulx,y,t) — Z% + %sin (%) (W —p.(x,y, t)) (3.556)

u,(x,y,z,t) =v(x,y,t)—z —aw(;;']y't) + %sin (%) (—aw(gly't) —@,(x,y, t)) (3.557)

us(x,z,t) = w(x,y,t) (3.558)

burada u,, u, ve u; sirasiyla deplasman vektoriiniin x, y ve z bilesenleri, u,v ve w
plak orta diizlemi iizerindeki herhangi bir noktanin deplasmanlari, ¢, ve ¢, plak orta
diizleminin sirasiyla y ve x ekseni etrafinda donme agilaridir. Denklemler (3.556-
3.558)’in, Denklem (3.3)’te kullanilmas: ile sekil degistirme bilesenlerine

e = - 702 i () (2 - o) (3.559)

x 0x2 h 0x2 0x

_ _1(0uq , 0u,
€12 = €21 _E(EJ’E)

=1 <au 4+ ZZBZ—W + Z%Sin (E) 0w _ " sin (%) (% + %)) (3.560)

T2 @ ox 0x0y h/oxdy = ady ox
— e = 1(0m %)_1 (E)(a_w_ )

€13 = €31 = 3 ( e + o) =308 ) 5, — (3.561)
Sl O b, (1) (2w o)

Exp = 3y — oy z e + —sin (~ 52 oy (3.562)
Sy %)_l (E)(a_w_ )

€23 = €32 =3 ( 5, T o) =205\ )\5, — @2 (3.563)

£ =22 = (3.564)

33 — aZ - M
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ulasilir. Denklemler (3.559-3.564) ile Denklem (3.4)’ten, dilatasyon (genlesme)
degisimi vektorii bilesenlerine

0(g11+ex+e 0%u 3w h . (nz\ (03w 92
_ OCenategptess) _ 9%u _ +;sm(—)(——&)

L ox dx? ox ax3  ox?
0%v 3w h . (mz 3w az<p2)
—Z =Sin\— - .
t 0x0y 0xdy? T T ( h ) (6x6y2 0xdy (3.565)
(g1, +e52+E %u 3w h . (nz 3w 02
Yy = (£11+€22+€33) — —z +2sin (_) ( _ ¢1)
ay dx0y 0x%20y m h 0x20y  0xdy
%v 3w  h . (mz\ (33w 02<p2)
+ 3 a3 +—sin ( . ) (0y3 372 (3.566)
__ 0(eq1+&33+€33)
Vs =— 45,
?w 9w nz\ [(9*w qul) (nz) (02W 0qoz)
=————+cos(—) (= ———)+cos|—) |- —— 567
0x? dy? T (h) (6x2 0x t h dy? oy (3.567)

ulasilir. Benzer bicimde Denklemler (3.559-3.564)’iin Denklem (3.5)’te kullanilmasi
sonucunda deviatorik uzama degisimi tansoriiniin bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

m _1 (6811) _ 3 [3(511"'522"'833) (5811 081 a531)] _2 (5811 _ a*931)
M1 3 (3 ax 15 ax +2 dx dy + 0z 5\ ox 0z
1 %u 3w  h . (mz\ (33w Bz(pl) . ( )(0 (pz)
s [2 <0x2 z 0x3 + T Sin (h ) (0x3 ox2 0xoy + T Sin 0xdy
9%u +3z 3w 3 h sin (nz) ( 3w 1 02(p1) + T sin (nz) (aw )] 3 568)
dy? 0x0y? b3 h/ \9xoy?2 3 dy? h h 0x ! '

1 _ (6812 0g2q at‘-’11)_i 0(e11+€22+¢33) (6812 a«‘522 a«'532)
Mi12 dx + ox + oy 15 oy +2 dx oy + oz

1 ’u  h . 92 qol) (0217 h . (nz)azqoz) 3w
15 8(0x6y nSln( )0 ay +4 0x2 nSln h/ 0x2 1226x26y

. nz\ 03w %v #3w  h . (nz\ (33w 02¢2)
+122 Sln( )6 29y 3(0312 Zay3 +nSln(h)(0y3 doy?

. (7mz\ [Ow
+2sin (% ) (5 - <p2)] (3.569)
(1) _ 1(0&3 | O3 a“311) _ 1 [0(e11+€22+E33) (5513 Ogz3 a833)
113_3(6x+6x+62 15< az +2 6x+6y+6z

=L 42w + BZTW + 8 cos (%) (aZ_W - %) — 2cos (E) (Zy“; a<p2)] (3.570)

0x2 0x
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(1) (6821 0&11 a812) _ 1 [0(e11+E22+€33) 2 (5812 0&23 a832)
Mi21 = dx T ady + ox 15 ady + ox T dy + 0z
1 ?u h . (nz 02<p1) (0217 h . (nz) az<p2) 3w
T 15 [8 (axay T Sin ( h ) dxdy +4 0x2 =« Sin h/ 0x2 12z 0x20y
. (mz\ 03w 9%v 3w  h . (mz\ (33w 3%p,
12 (1) 25 (Pr_ 0w gy (ne) 0% sy
T 0x20y dy? ay + T h oy3 oy?
+Zsin (”Z) (‘” )] (3.571)
h n /) \oy i :
@ _ l(@ 9en as_z) _ L (%eurentess) | 5 (6811 9en ai)
M2z = 3\ Jx T ady + ady 15 dx + 0x dy oy T 0z
1 %v  h . (mz\ 8%¢, %u  h ., (mz\d%¢p, 3w
== 8( ——sm(—) ) 4(———5111(—)—)—122
15 [ 0xdy 1 h / 0xoy T dy2 = h/ ay? dxdy?

nz\ 03w %u #3w  h nz\ (0°w  0%¢,
128 sin () L (£8P h g () (P
T dx0y? 0x2 x3 + 3 h 0x3 dx2

oin(2) (- ) 557
ni =3 (B2 + 52+ 212) — (0]
= é ; oy ( ) (2 aa;ay - % - %)] (3'573)

(@) _1(6831 Og1q 6813)_1 0(e11+€22+¢€33) (6513 0g23 6833)
M1 =3 ax+az+ax 15 dz +2 ax+ay+az

a2 cos () (- 22) o () (2~ 229)] 7

(1) _ 1(0e32 , Oezn , Oe1z) _ 1
n132_3(6x+62+6y) 15[0]

=3[ g+ cos (B) (2505 — 52 - 22)] (3.575)

(€)) _3(3833 Oe3q 5813)_i 0(e11+€22+€33) 2(5811 Ogzq a831)
77133_3 dx T d0z + 0z 15 dx + ox T dy + 0z

1 0%v h . (mz\ 0%¢; 9’u  h . (mz\ 0%, 3w
== —2( ——sm(—) )—— —sm(—)— 3z
15 [ 0xdy 1 h / dxoy dy? t T h/ ay2 T dxdy?
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h T 0%u Bw  h nz\ (0°w  8%¢,
—32sin (—) -z 4+ %sin () (25 -24)
T h/ ox ayz 0x2 0x3 T T h 0x3 0x2

4o () (5 - )] @519
15 = (G S ) - (Mot (2 922 920)

1 ’u  h 92 (pl) (azv h . (nz)(?z(pz) 3w
15 [8 (axay nSln( )0 ay +4 0x2 nSln h/ 0x2 12z 0x20y

. (mz\ 3w %v 3w . 3w 9%,
+12- sm( )626y 3(ay2 z5 + —sin ( )(0y3 0y2))

T . nz\ (0w
+ 5 sin (T) (@ - q)z)] (3.577)
@ _1 (58_12 022 ﬂ) _ 1 [0(e11+E22+£33) (5811 021 ﬁ)
N212 = 3\ dy T dx T ady 15 dx +2 ox ady oy T 0z

1 %v  h . (mz\ 0%¢, %u  h . (mz\d%¢, 3w
g (B (1) Zon) g (B gy (1) P
15 [ 0xdy m h / 0xdy T oy m h/ ay2 0x0y?

. (mz\ 93w %u 6 w h . (rz) (03w 8%p;
122 —sin ( ) -3|—=- —sin (—) (— - —)
+ 0x0y? 0x2 6 ax3 T h ax3 dx2

o (%) (- 0) 557
it )2

=3-a + eos () (25 - 5 - 52)] (579
n§12)1 (665;1 + 068_31/2 + % +) . %(0(811+§;2+833) +2 (% n 6;_;1 n %))

= e[ (5 = 5o (P o) + 4 (5 = o () 52) - 125
ran ()25 (22— 2+ 2o (2) (32 - 52)

o (2) (2 0) 650
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15 =33 (52)) - B[t s o (B4 22 4 220

= [o(r- e e () (55 52) -+ Ban () (52)
—(—)()(—) CROED
- LB o cos (2) (£ - ) - eos (2) (B2 2] s

(1) _ 1(0%es1  9¢1a %)_i
77231_3(63; + az + ax 15 [0]

=37y + o () (255 - 5 =50 6.583)

<1>_1(@ 9222 %)_LM 2(68_13 9223 %)
N232 3\ dy T dz + ady 15 0z + ox T dy T 0z

o () (B 02) - 2os () (S 29)] o5

(¢Y)] (6833 0€3z a823)_i 0(g11+&22+€33) (5812 0&33 a832)
N233 = dy + oz + dz 15 dy +2 dy o T oz

1 ’>u  h . (mz 02<p1) v  h (77:2) 9% ¢, 3w
15 [ 2 (axay T Sin ( h ) 0x0y ox2 + T Sin h/ 0x2 +3z 9x20y

h . (nz\ o*w a%v 3w  h . (mz\ (33w 082
—3—sm(—)——3 ——Z—+—sm(—)(—— (pz)

3 h/J 0x20y 0y? y3 ' m h ay3 dy?

—4%sin () (52 - 2)| (3.585)

@ _3(@ UZE] a&)_i 9(e11+855+853) 2(6813 9523 %)
M311 3\ az T dx t dx 15 0z t dx dy oy T oz

=1 —462—W+ ~+8co S(T[ )(0_w_%) 2cos (E) (az—vz—%)] (3.586)

15 0x2 0x2 0x h ay ay
1 _ 3(3812 0¢&33 a831) _ 1 0
312 3\ 0z T dx + ady 15[ ]
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i (@) -2 o

313 oz dx dz dx dx dy dz

% —2 (aizal; - %sin (%) Zi(g;) - W + 25 (%) z?;_ywzl + 3z ai?yvz

in () s~ 3 - 2 B (2) (55 - 92))

43 () (- ) as

(1) (5821 a813 a832) _ 1
N321 = dy dox 15 [0]

=3[ ams + cos (3) (25— o2 - 22 (3.589)

n = 1(%m 28y 2w %<0<8u+ezz+833> bo (L gty a_)>

_3_

(1) _1(6522 Og23 6“=’32)_i 0(e11+€22+¢33) 2(6513 Ogz3 6533)
77322_3 0z T dy T ady 15 0z + ox + ady T 0z

= 1_15 ‘?:TVZV - 4‘;% + 8 cos (E) (Zyvzv a;;z) — 2cos (%) (?:TV; B %)] (3-590)

(1) _1(6523 Og33 6“=’32)_i 0(e11+€22+¢33) 2(6512 Og22 6532)
77323_3 0z T dy T dz 15 dy + ox + ady T 0z

1 ’u  h ., (mz\ d%¢, %v  h . (mz\ 8%, 3w
=— —2( — —=sin (—) )—— —sm(—) 3z
15 dxdy m h / dxoy dx2 + T h/ 0x2 + 0x20y

Z %v #3w  h nz\ (0°w 3%,
i () L (PP n g () (P
0x20y 0y? ay + T h ay3 dy?

—4%sin (%) (— ~9,)] (3.591)
n _1 (6531 Og13 6533) 1 [0(e11+€22+E33) (ﬂ Og2q 6531)
N331 = 3\ 0z T 0z T ax 15 dx +2 ox + ay T 0z
_gin (T %)__ hg (E)azm o*w
15 —2 Bxay T Sin ( h ) 0xdy dy? T h/ 0y? +3z 0x0y?

nz\ 03w 0%u 3w  h nz\ (93w 9%
—32sin () - 3( 25— 22 + 2sin () (35 - 242)
0x0y? dx2 0x3 T T h 0x3 0x2
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—4Zsin (”Z) (‘;—: - <p1)] (3.592)

(¢Y)] (6832 0€z3 a833)_1 0(g11+&22+€33) (5812 0&32 a832)
N33z = oz + oz + dy 15 dy +2 dx + dy + oz

1 9’>u  h . (mz\ 02 *v h . (mz\ d? 3w
=—[—2( ——sm(T)i)——+;sm(T) %2 + 32

15 dxdy T dx0y 0x2 0x2 dx20y
-ain () 2 - 3 (55 - o in () (S - 5%))
4T sm(’f)(Z—V;—(pz)] (3.593)
1022 (02) - 3P o (024 020
=il 5 2eos(F) Ga+ 5 - -] (3.594)

Denklemler (3.556-3.558) ve Denklem (1.7)’den donme degisimi vektoriiniin
bilesenleri

0, = %(9123 aau3 + e132 %) = Z_V; - %COS (%) (Z_‘: h (Pz) (3-595)
oo s ) =S tes(D) () o

(g, O o) J1(ov_ou_ b, (m) (90 _du)
03 2(6312 ox + €321 ay)_z(ax dy nSln(h)(ax dy ) (3'597)

olarak yazilir ve bunlarin Denklem (3.6)’da kullanilmasi ile donme degisimi tansoriiniin
simetrik parcasinin bilesenleri

L) ’w 1 nz\ [ 0°w  d¢,
2 1) = —=cos (—)( ——) )

Xll ( ox oxdy 2 h dx 0y ox (3 598)

s 1 (% %)
X12 = 2\ dy T ox

1[%?w  9%w 1 nz\ (9w  9*w ¢, 0¢2)]

-2 [6x2 ay2 2 cos ( h ) (Oxz 0y? 0x + oy (3.599)

s 1 (601 693)

137 2\az = ox

1[8%v d%u h . (mz)\ [(0%¢p, 62<p1) T . (77:2) (aw )]

T4 [6x2 0xdy m Sin (h ) ( 0x2 0x0y + h Sin h oy ¢z (3.600)
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s _l(% %)
)(21—2 ax"‘

o
=i -G () (GE -5+ )] (3601
x5 =3 (252) =~ 5+ 3eos (7) (5 - ) (.60
x5 =352+ )

=5 () G- 52) () G -] co0
=35+ %)

=il5 oy s (D) (G -5 +im () (G -] o0
1 =3 (524 %)

=iy =5 2o (D) G = ) —7sm (D) G- )] G609
x5 =3(25) = —3e0s (7) (- %) (3:600)

seklinde elde edilir. Yukarida yer alan sekil degistirme bilesenleri diizenlendikten sonra
sifirdan fakl olanlar1 agagida verilmistir.

= 2o o 2 () (B2 -2) s
=Szl=%(§—§+3—i—2 oy 250 (7) 35

~Lan(3) (3 +%2)) o)
£13 = €3, = 3 C0S (”Z) (32— o) (3.609)
£23 = £3, = 5 c0s (7) (Z—”y”— ¢2) (3.611)
n= g~ o+ () (55 - 57)
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aizavy - aiz‘;lz + %sin (%) (ai?;z - Z:c(g;) (3.612)

Y2 = atz:; - 6232‘;3/ + % in (%) (aiz‘;y - %)
et () (222 oy

= -ga-geres() (G- res(P) (G -5) 6o

i =3 (o3 on () (2 - 52) - B B () 53

_otu + 3203_"" —3%4in (E) ( Pw__ laz(pl) + Zsin (E) (a_w - q)l)] (3.615)
ay? axoy:  “m n)\oxay2 3 0y2) " h n ) \ox

mi =i =i = £ [8 (5 pen () 58) + 4 (G5 - 1o () 52)

—12z aiz‘gy + 12%sin (%) a?;_‘gy -3 <Ziyz - z% + %sin (%) (337‘/: - a;ﬁ))

n(2) o) e
mD =18 =l = [-455 + Tr + 8eos () (55 - %2)

() (-2 aa
== = B 5 -t ()25 ++ G- Son () 52)
12+ 12 i () s =3 (- 2 B (5) (5 - 52
(3 (o) e
Migs = T3y = Ms1s = Mssy = N1z = Ngn

=3 [-5ms +eos(B) (25 - T - )] (3.619)
i3 =0 =i =5 [-2 (5~ e (7)) - S+ e ()52
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3w h nz\ 83w %u Bw h . (mz\ (3w %0,
+3z 0x0y2 —3_sin (7) 0x9y? B (axz —Z ax3 t T sin (7 ox3 0x2 ))

9%v 3w h . (7mz 3w 9? (pz) (nz) (0
0x2 +3z 0x20y m Sin ( h ) (3 6x26y 0x2 + 5 sin

(1) m _ @ _ 1[o*w _ ,9%w )(6w 29,
M223 = M232 = M322 = 15[ 4-5+8¢ S( 372 )

0x2

- 2e0s (57) (5 ~ 52

8 =05 = = -2 (S - Eon(5)22)

M233 = M323 = T332 = h ) daxdy

3w
+3z 3220y

zan(=) (G

0x29y oy ay3

— ——2 cos

N333 = 5 [522

0x2 doy? 0x

s _ 92w 1 oS (nz) ( %w B(pz)
A1 = oxdy 2 h dx dy 0x

0x? 6y2

1[o%w  d%w 1 ?*w 3w 9 d
s S :__[ S(—)( <P1+ P2

1[0%v %u h . (th) (Bzfp R )
s s 2 1
X13 = X31 4 [ h 0x2 0xdy

+isin () (55 - 02)

9w 1 nz %w do )
s __ow 1 Tz _09s
X22 0xdy + 2 cos ( h ) (6x ay ady
XS :XS :l ﬂ_ﬂ_ﬂsi (E)(azﬂ_%)
23 32 4 19xdy 0y? m 0x0y dy?
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h . (mz\ &w a%v 3w  h
—3—sm(—) —3|{-——z— +=sin
3 h 2 T

——+ —sin

0x2

G

(1) [02W 22w ( )(azw_l_azw 29, a(;pz)]
y

dx

(3.620)

sin () (522))

w

- — @2

ay3

oy

)l

)] (3.621)

(3.622)

: ( )52§02
h/ 0x2
3w 02<p2)
oy?

(3.623)

(3.624)

(3.625)

(3.626)

(3.627)

(3.628)

(3.629)
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= e () (3 28) s

Yukaridaki sekil degistirme bilesenlerinin Denklemler (3.10-3.13)’te yerlerine
yazilmasi sonucunda sifirdan farkl klasik ve yiiksek mertebeden gerilme bilesenleri

5. =L (au _ 92w n hin (77:2) (02w _ 6<p1)
117 (1—v2) \ox 0x2 m h 0x2 dx

o (B2 Lan () (52 - 2)) aon
~toin(7) (2—‘;1%)) @)
()(—) B3
(——(—)(——))) 630
Oy3 = 03 = pcos () (a—w =) (3.635)

0%u 3w h nz\ (93w 92
— 2 ogu ow o na cw_ (pl)
p1 = 2ulp [axz 25 T s ( h ) (ax3 dx2

v 3w h . (nz)( 3w 62<p2)]
-z =sin(—) (=== — .
+ 0xdy dx0y? + T h / \oxdy?  0xdy (3.636)

a%u 23w : *w %9
= 2ulg [55 - (%) Gy~ 502)
bz Hlo dx0y z dx209y + T Sin 0x20y  0x0y

0%v 03w

P (2) (22 2 oo

2l [~ 2 — 2 4 o () (22— 202 - cos (12) (L - 222)]
p3 = 2ulg P ay2+cos )\ — 5 ) T eos 372 (3.638)
0 =2z (T gy () (D Sy e b ()
T = 5‘ul1 [2 <0x2 z x3 +n51n(h (6x3 ax2) 0xdy +nSln h) 6xay)

it -3 an (2) (- 52+ on (2) (- ) 6
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W _ @ _ 2[ (02u _hg (E) 62401) (@_ﬁ : (E)az¢2)
Tz =021 = o1 = 15‘ul1 8 dx0y nSln h / 0xoy +4 0x2 nSln h/ 0x2

122 s 2 tin () -3 - B () (52 - 52)
+Esin c:f> (3—:—%)1 a6
= ol = e = Bt [ 2 22 pcos(2) (B2 -22)

—zcoch)(va:—%)] co)

W _ W _ (W) _2 g2[g(0% _h (72)0%0, u _h . (70
Ti22 = T12 = T221 = 15 uly [8 (6x6y nsm ( h ) 6xay) +4 (6y2 nsm ( h) dy? )
_ (1) g (a0 g () oty o

1226 dy 2+12 Sln( )6 oy? 3(0x2 Zax3+n51n(h)(0x3 0x2

T . nz\ (0w
+2sin (7) (5- <p1)] (3.642)

(1) (€Y) (1) (€3] (€Y) (D
T123 = T132 = Tp13 = Tp31 = T312 = T321

[ o () (25 - 52 22 Goty
o = oD = o8 = F [ (g~ o () 35) - 5t () 52
=3 i () 00— 3 (- 2 i () (32 - 52
o () (- ) o
o= oS- () (B - 5) -+ () (52)
- an - o () (3 - 5%+ Ean () (5 - )] ot

1 1 1 2 %w a%w nz\ (0°w  d¢
T§2)3 T§3)2 = ng)z = =ul? [— —4—+8cos (T) (— — —2)

15 dx2 dy2 dy? dy
— 2c0s (’”) (‘;xf - "aix)] (3.646)
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(1) (1

_ _ . _2
Ty33 = T323 = T332

= St [-2 Gy ~2sin (5)

— +—sin

62<p1)
dxoy xz

0%v  h . (nz
h

)62<p2
0x2

(3.647)

(3.648)

(3.649)

(3.650)

(3.651)

3w h nz 3w 9%v 3w  h . (mz\ (33w 3%,
3z —3—51n(—) -3|\=—z— —sm(—)(—— )
T 0x20 h/ 0x20y ay? 3 T T h oy3 ay?
—45sin(3) (5 - 02)]
n)\ay P2
W _2 12 [a w, ?w (E) (OZW Pw _ 0p; 0¢2)]
T333 5 l1 0x2 + dy? 2 cos h 0x2 doy? 0x oy
2%w nz 0%w a
s 2| W nz __ﬂ)]
miy = pl [2 axay  COS ( h ) (ax ay  ox
22w 92w nz\ (9%w  3%w a a
s _ — 2 P1 ¢’2)]
mi, =ms, =—pls |- ——=—=-cos|— ) -5 ——S——+—
12 21 Ht2 [6x2 ayz 2 (h) (axz oy? 0x ay
s L [& _ kg (z) (_azwz _ _02%)
Mi3 M31 2 Lox2z  oxoy n h 0x2 0x0y
T . nz\ (0w
+isin () (55— 02)]

2%w
m3, = uli [—2% + cos

(P G-
h dx 0y ady
2’u  h

9%v sin (77:2) (62<p2
dy? m h 0x0y

d0xdy

—5in () (5 = 1)

= -l [eos () (5 = 5]

s _#_l% 2
32 = 5 vz

S
mo3 =m
23 dy?

S
Mms3

(3.652)

(3.653)

(3.654)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemlerden faydalanarak mikro plak i¢in toplam
sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu trigonometrik kayma deformasyonlu

plak teorisi i¢in asagidaki gibi ifade edilebilir:

+ T.(l)(?n(l)

h
8Up = J, f_zﬁ(‘fij&ij + PibYi + Ty O + misf‘sx"sf) dz dA
2

h
= fA f_zg(0115€11 + 2013615 + 20130813 + 02,062, + 2053083
2

+p016Y1 + D20y, + p3bys + Tﬂ)ﬁ?niﬂ + 375?25778)2 + 378)3577ﬁ)3

M L 3,0 5 1)

1) o (1 1 ¢ (1) 1) o (1) (€3]
+371520M15, + 671530153 + 37 + 75220752, 22397223

13307133
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¢! 1 1
+3Tz 67723)3 + T§3)3577§3)3 + mi;6x11
+2mi,8x7, + 2miz6xis + m3,0x5, + 2m336 33 + m336x33)dz dA  (3.655)

Mikro plagin kinetik enerjisi siniizoidal plak teorisine gore
S _ duq\2 ouz\2 6u
=35, Sao[ ()4 () + (20
2 2 2
w h . nZ 9w 094
'0 Ja fz [(at Zoxar T 7510 (T) (@ B W))

+(%—z:;;+zsm<%><%—%>)z+<1—v:>2] it o

biciminde yazilabilir. Burada p mikro plak malzemesinin kiitle yogunlugu olup kinetik
enerjinin [0,T] aralifinda birinci varyasyonu

SfOTKzfdt ff [ (moatz)é‘u (mOZZ)SU

o*w 64W)

+ (—mo oz T (my — 2ms +m,) ( x20t2 | 9y2at?

_ p1 | P9z
+(ms —m,) (axatz + ayaﬂ)) 6w

_ <(m3 my) = T T m, =2 )&,;Z] dAdt (3.657)

olarak ifade edilebilir. Burada m,, m,, ms ve m, kiitle ataletleri olup

h 2
2 h . R .
(mg, my,m3,my) =p f_zg (1, z?, z—sin (%) , (; sin (%)) ) dz (3.658)
seklinde tanimlanabilir. Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptig1 isin birinci varyasyonu

oWy = [, (febu+ f,6v

9%w 2%w 2%w
(q k,w+ k ( + W) - (wa L 2)) 6w> dxdy(3.659)
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seklinde verilebilir. Burada f, f,,ve q(x,y) eksenel ve enine yayil yiikler olup P,, P, ve
Py, ise sirasiyla x ve y dogrultularinda uygulanan basing ve kesme kuvvetleridir.
Ayrica, k,, ve k, sirasiyla Winkler ve Pasternak elastik zemin modellerine ait
katsayilardir. Hamilton prensibine gore Denklemler (3.655), (3.657) ve (3.659)’dan
degistirilmis sekil degistirme degisimi elastisite teorisine gore siniizoidal (trigonometrik
kayma deformasyonlu) mikro plak modeline ait egilme, burkulma ve serbest titresim

icin genel yonetici denklemler asagidaki gibi verilebilir:

E (0%u . 1-vd3u o%u o%u o%u
6u: h b1
dx*

1-v2 \0x2 2 6y2 ZaxZayZ_ 363/4

E 9%v o*v o*v 92u
+ 2(1-v) (6x6y) — (b; — 2b5) (6x36y + 6x6y3)> fe = Mo atz

E (6212 1-v 62v) 0%y 0%v 0%v

1-v2 \9y? 2 9x2 1 dy* T2 0x20y? T P3Gyt

5v:h(

E 0%u o*u o%u 32v
+ 2(1-v) (6x6y) (b 2b3) ( X309y + _6x6y3)> + fy = mom

Sw: h(rl(a : 4 W)_rz(m_w+2m_w+"’4_w)

ay? ax* ax29y? = oy*
2°w 9w 2w 2w
+b1r3 (6x6 +3 0x*0y? +3 dx29y* B_yG)

(o 6¢2) (63¢1 3¢y %9 33(/’2)
T1( + "\ 53 + 9xdy? + 9520y + e

%p; | 8%, 959, 2%, 359, | 9%,
byrs 2 2 )
thi7s axs + dxdy* + dx30y? T 0x20y3 T 0x*dy T ays

a%w a%w 92w 62W)

+q — kWW + k ( + 6_312) (Pxﬁ + Zny _axay + J’a_yz

*w *w 3o, 93¢,
—(mz — 2m +m,) ( + ) ~ (ms —my) (axatz t e

0x29t%2 = dy20t?

ow 63W 63W 65 65W
0¢1:h (rl (E B §01) tn (6x3 + 6x6y2) by7s (6x5 +2 9x30y2 +

d%p 9%, %9, 9@y 9@y 2%y
T T - - -
e ax 2 -+ T dy? T Saxay 12 g4 7oxzayz 11 gyt

0%, 0%, ) %9,
To (6x36y + axoy3) | — (m3 - m4) Ax atz +my 2

3w 3w )

6@y h(rl (3_‘::_(/32) + 1 (a_y3+m _ (aSW 35w

+2

90

ays ' “ox2ay?

(3.660)

(3.661)

02w

= Mo 52

) (G.662)

5w )
oxoy*

(3.663)

acw
)
0x*dy
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%9, 229, %91 g, 0%y 0%,
e dy? + 710 0x2 t g dx0y T2 dy* 7 dx20y? "1 dx*
_ %@, m) _ _ 3w 929,
To (axay3 + ax3ay/) | — (ms —my) dydt2 tmy at? (3.664)

ve ilgili sinir kosullart

éu=0yada

E b
h (((1—7) (u;x‘l' U;y ) - blu'xxx_ ?Zu'xyy'l_ b4v,xxy+ bsv,yyy ) nx

E b.
+ ((2(1—+U)) (y+ Vix ) = batliyyy— gy + DeVinyy+ b,y ) ny> =0 (3.665)

2
Su,,=0yadah ((blu,xx— Eulfu,yy— 2b5v,xy ) Ny

+(b20u,xy— bsv,yy— b7V,xx )ny) =0

du,, =0yadah ((bzou'xy_ bsv,yy = b7V)xx )nx

+ (bzzu,yy— %,ul%u,xx— 2b7V,yy, ) ny) =0

6v =0yada

(3.666)

(3.667)

E bz
h (((m) (u,y+ Uy ) — b3Vyyxx— ?U;xyy-l' beUyxxyt Drlt,yyy > M

E b
+ ((1_%) (u,x+ U,y ) — b,y — ?Zv,xxy+ byU,xyyt+ DsU,yxx ) ny) = 0(3.668)

2
Sv,,=0yadah ((bzzv,xx— Eulfv,yy— 2b7U,yy, ) Ty

+(b2017:xy_ bsu,xx— b7u'yy )nY) =0

517,3, =0 ya dah ((bzoley_ bsuvxx_ b7u'yy )nx

+ (blv,yy— g,ul%v,xx— 2bsu, ) ny) =0

édw=0yadah ((b17‘3 (W:xxxxx+ 2W xxxyyt Wixyyyy )

91
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-1 (W:xxx+ Wixyy ) +7 (W:x_ (pl)
8 12

+b1r5(p1'xxxx+ b8r5(p1:xxyy+ E.ull TsP1yyyy — TaPrixx— T16P1,yy

+b97'5 (§02'xxxy+ D2rxyyy ) - 7"174)2,963/)”3:

+(byr3 (W'yyyyy"' 2W,xxyyy + Wixxxxy ) =12 (W'yyy"' Wixxy )+1 (W'y_ ¢2)
8 12

+b1r5§02'yyyy+ b8r5(p2:xxyy+ E”llrsgabxxxx_ T4 ®P2,yy— T16P2,xx

+bors ((plnxxxy'l' (plnxyyy) - r17(p1,xy)ny) =0 (3.671)

dw,y=0yadah ((_b1r3W:xxxx_ b23r3W;xxyy_ b12r3W;yyyy

FT13W,xt T14W,y9— b17s®1,xxx— b11r5(p1'xyy+ T18P1)x

+b16T5P 2002y — P12T5P 2,99yt T2002sy )nx

+(—b24r3 (W'xxxy+ nyyy) T T1sWixyt T19 (‘Pl'y"' P2x )

_%”I%TS (P1yyy+ Paixax ) = b1o7s(Praxy + P2y )) ny) =0 (3.672)
dw,y=0yadah ((_b24r3 (Warxxy+ Wayyy) + TisWory+ T10(@1,y+ @2 )
_%”l%rs (P1yyy+ P2ix ) = broTs (P10y + P21y )) Ny

+(_b1r3W'xxxx_ baaT3sW xxyy— b12T3W,yyyy
FT13W,xt T14W,y— b17s®1,xxx— b11r5(p1'xyy+ T18P1)x

+b16T5P 2052y — P12T5P2,9yy+ T2002sy )ny) =0 (3.673)
27'1.'2 2
6W:xx =0 ya dah (b1r3W'xxx+ b14r3Wlxyy_ ﬁﬂll Ts (W:x_ (pl)
2 2
+b1T5P1,x0x— g#lﬂ”s(l’l.yy— 2bsT502,xy ) Ny
277.'2 2
+ (b12r3w'yyy+ b13r3Wxxy - m”llrs(wly_ fpz)

8
+b15r5(p1'xy+ E.ul%rs(pZ:xx'l' b12r5(p2:yy ) ny) =0 (3.674)
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2m?
éw,,, =0yadah ((b12r3w,xxx+ b13T3Wyyy — @ulfrs W,x— ®1)

8
+b12TsP1oxxt Eul%r5¢1'yy+ bi5TsP2xy ) Ny
277.'2 2
+ (b1r3W'yyy+ byaT3W,xxy— m#ll Ts (W:y_ <P2)
2 52
+b1r5(p2'yy_ E.ullr5(p2'xx_ 2b5r5(p1'xy ) ny) =0 (3.675)

6p,=0yadah ((—blrsw,xxxx— by;1rsw + bsrsw

'XXyy yyyy

h2 h?

T2 W xxt T22W,yy— bz 472 Prixyy— b1 2 Prxxxt T2aP1,x

+b, Zh_nzz P2.xxy+ bs Zh_nzz P2,yyy T T25P2,y ) Ny

+(_b187”5 (W'xxxy+ nyyy) + T23Wxy+ 12701,y F T26P2,x

—bs % Prryyy— b, % Proxxyt b; % P2xxxt De % DP2,xyy ) ny) =0 (3.676)
691 = 0 ya da b ((BaTsWarcet raTsWicyy = SHE W= 9)

h? 1h2 5 h?
+b1 22 Prixx— T2 Hll Prryy— b5 F P2ixy ) My

51

+(_b5r5W'yyy+ b19r5Wxxy - b21(W:y_ <P2)

hZ hZ hZ
+b20ﬁfp1:xy_ b7ﬁfp2:xx_ bSﬁq)Z:yy)ny) =0 (3.677)
S¢p1,y=0yadah ((bIQrSW:xxy_ bsrsw,yyy— bZI(W:y_ <P2)

hZ hZ hZ
+b20 Py Proxy— b7 o2 P2rxx— b5 Py D2,yy ) My

2 72 8 12
+ (_ E:ullrSW'xxx'l' EﬂllrSW:xyy_ by (W,x— @1)

1h? h? h?

_ﬁul%(pllxx_ b7 ;gDZ:xy-l' b3 ﬁgalvyy)ny) =0 (3678)
8¢, =0yadah ((_b187’5 (Wlxxxy+ nyyy) T 123Wixyt 126P 1,y 12792,

h? h? h? h?
_b3 22 Dorxexx™ b2 42 (pZIxyy+ b7 272 §01'yyy+ b6 22 P1ixxy ) Ny
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+(_b1r5W'yyyy_ b17r5W'xxyy+ bSrSWlxxxx
h? h?
+r21W'yy+ T22Woxx— b2 m DP2rxxy— bl ﬁ (pz'yyy'l' 2492,y
h? h?
+b4 ﬁ (pllxyy+ b5 ﬁq)llxxx-l' T25P1,x ) ny) =0 (3-679)

burada

2 8
6§02:x =0yada h ((_ Eﬂl%TSW:yyy'i' Eﬂl%rSW:xxy_ bZZ(W:y_ §02)

- %lefpz'yy— by :—Z<p1.xy+ bs %QDZIxx ) My
+(—bsTsW,pxxt+ b19TsWyyy — b1 (W,x— 1)

+by % P2y~ b7 % ®1yy— bs % P1rxx ) ny) =0

8¢,y =0yadah ((_bSTSW'xxx+ b19TsWyyy — bo1 (W,x— @4)
+by % P2rxy— b; % Pryy— bs % Prrxx ) My

+ (b1r5w,yyy+ b14TsW,xxy— g,ul% (wy— ¢2)

h2

1h2 h?
+b1 o= P2y — T MiP20x— bs — 1y ) ny) =0

by=2u(B+28).b,=p (28 +53+312). by = p (S +213),

(3.680)

(3.681)

by=p(-28 + =B +308).bs=p (-3 +212). b= (-3 - 23 +312),

by=p(—SB+31).bg=2u(B+28). by =2u (B +212).
bio = 2413 +13). byy = 2p(3 +13), by = 2u (F3 - 2 12),
by =2 (33 +208) by =20 (3 -208). bys =2 (B +212).
bi =21 (=3 +212). by, = u (313 + 212). byg = (13 +22),
i

bio=u(B+212), boo = (B + 2B +313), b = (5 — -
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ve

boo = (206 +213). by = 2u (213 +212).

boa =2u (213 +213). bys = u (212 - 213) (3.682)
2

T =§+27%b3,

= (Gt am) 2l (G- 2) it (G- 2) + e (3 2)

(1 4 1
nen(Loty
3 12 =3 ' 2m2)’

—_Er? (2 1 2(2_3) 4 2(1_1) 2(1_3)
r4_(1—v2)r[2 (7‘[ 2)+2ﬂl0 T 2 -I_3#l1 T 2 +”l2 T 8/
_hz_1 __BR? 2292 1 o2 h%
s = 2 (77: 2)’ Te = 2(1-v2)m? + Illo T 3”11 T SMlz’ 7= 2m? bz’
_ _En? 2,2 32 1 .9 _ h_z(z 12_12)
7’8——4(1_v)n2+ﬂlo+1sﬂl1 8ﬂlz,7”9—lln2 lo+15l1 8lz,

__ uh? _ h? _ 4, h?
o =753 + b3, 111 = bs a2 12 = b, Pyl

= ) 2 (3 2+ (7= ) G -2),
() (- 2) ()~ G -2),

_ER*(1 4 1\ 4 2(7_6 2(2_1)
r15_1+v(12 7'[3’—’_27'52)4_5#[1 (3 n)+ﬂl2 4 )’

T4
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= o (5 3) + 20 (G- 3) 4w (- 1) + B (53
(-3 -r2G-3

e = G (3 =3) + 208 (5 =3) —

= 2 (D) g (2

w

(1+v)m2

_ __ER? 2,18 52,1 42 _ _ En?
24 = vtz +uly + 15’”1 + SMIZ’ 25 = Ja—vt)nz
— E—hz E 2 __ i 2 2
r26 - 4(1+U)T[2 + Sﬂll 16“12, r27 4(1+U)T[2 + l’lll + #l B
ry = —2H 4 2ul? + ulz +ul3, r = B 2ul3 — —ulz
28 7 12(1-v2) 22729 7 12(1-v2)
Fao = —o + 2 ul? + 2ul3, 7 — o 2uld ol S i3
30 12(1+v) Hiy Uiz, T31 = 12(1- v2) u 'u uls,
Ev _8 2 _ _Eh 4 2 _1 2
T3 = 20 v2) + 2ul3 lll ,ulz, T33 = 240 + 3,ul1 2,ulz,
_ _ER? 4 g2 2
"4 = Satieny T SHl + pl

1 1
+ g~ ult - g

ul3,

(3.683)

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6l¢ek parametrelerinden
ilk ikisi (I, ve l;) ve tamam sifir alindiginda sintizoidal mikro plak modeline ait egilme,
burkulma ve serbest titresim icin genel yonetici denklemler sirasiyla degistirilmis

gerilme ¢ifti elastisite teorisine

E [(0%u
ouh (5 (5 +
E 9%v 1 .o ( 8%
+ 2(1-v) (6x6y) + Z'ulz (6x36y

5v:h( E (a_2v+

1-v2 \9y? 2 9x2

E 9%u 1 .o ( 0%*u
+ 2(1-v) (6x6y) + Z'ulz (6x36y +

1-v azu) 1
2 0y2 4

1-v 62v) 1

o (4 gt (o + 5

o*u o*u
3 ( +25)
0x20y% = oy*
o*v 9%u
+ 6x6y3)> + fx - moﬁ

0%y 0%y
Z‘UIZ (6x26y2 + ﬁ)

o%u 0%v
6x6y3)> + fy - moﬁ

En? (1 4 1 2(9 2 *w 9*w *w
- <1 (Gmtam) + i G- ;)) (5o + 25057+ 55%)
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(e G- o (- D) (5 + e 22 25)
0= kyw + Iy (55 +52) = (RS + 2Py 2 + B, 3 2) = my 5.

dy? X 9x2 XY axay | Y oy? 0 g¢2

a*w o*w 3¢ 3¢
—(my — 2ms +my) (6x26t2 + 6y26t2) — (mz —m,) (6x6t12 + aya:Z) (3.686)

s (64 3m) (3 - 1)
(G- s (- D) (G54 22)
+ (e +i18) (52)

+(m+108) (52) + (omm—312) (52)

k% 2( 0*ps | 9*@y 3¢, 644)2)
812 0x20y? ay* 0x30y  9xdy3

%
= (m3 - m4)a ozt Mt (3.687)

s (44 i) (- 02)

(G s (2-2) G+ )

+ (st + ) (52)

(85 53) (52) + (st 302) (52)
-ty (4 522 - - T

aZ
= (ms —my) 5 2+ m, 2 (3.688)

ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore
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dus h (5 (Ee+ %227’2‘) +( a‘fa"y)) +fp=mp 2 (3.689)
E (0%v  1-vd?v E 0%u 2%v

sv:h (= (6—yz + 200+ T (W)) +fy =mg o (3.690)
(st ) G 2 t 5
T CER G e )
+q — kyw + K, (‘Z%HZ%”) - (PxZZTVZV+ 2ny::—awy+ Py‘ZZT“:) = mo‘%f
—(my = 25 + 1) (5 + 5 er) = (my —my) (St + 22) (3,691

Soiih (5 (50— 1) + i (23 (G +

2m2 \ 9y? 4(1-v)m2 \9xdy

ow

23w
)+
0x0y?

2,52 2 2 3
+&(6 q01)-|- Eh (6 (p2)>: (mz —my) s +m

Eh? (62(p1)
2(1-v2)m2 \ 9x2

%9,

S0 (5 (55— 02) + i (3) (55

[l.hz (az(pz) Ehz (62(p1) _ 63W
+ 2m2 \ 0x2 + 4(1-v)m2 \9x0dy - (m3 m4) dyodt? tm

bicimlerinde ulasilir.

dxdt2 4 g¢2 (3.692)
3w ER? 820,
axZay) + 2(1-v2)m2 ( dy? )
62
. a;‘;z (3.693)

3.1.3. Fonksiyonel degisimli malzemelerden yapilmis mikro Kirisler

Fonksiyonel degisimli malzemeler (FDM), malzeme o0zellikleri bir yiizeyden
digerine siirekli bir bicimde degisim gosteren, birbirinden farkli 6zelliklere sahip
malzemelerden imal edilen yeni gelismis bir kompozit tiirii olarak tanimlanabilir.
Geleneksel tabakali kompozitlerde, malzeme 6zelliklerindeki ani degisimden dolay iki
katmanin ara yiizeyinde yiiksek gerilme yigilmalar1 meydana gelebilmektedir. Buna
karsin, fonksiyonel degisimli malzemelerde bu istenmeyen tehlikeli gerilme yigilmalart
Onlenebilir ve ayrica bu malzemeler {iistiin termomekanik 6zelliklere sahiptir.
Fonksiyonel degisimli malzemeler, homojen ve tabakali kompozit malzemelerden daha
avantajh olduklarindan dolay1 ucak, biyomedikal, niikleer, elektronik, optik ve mekanik
gibi pek ¢cok miihendislik dalinda genis bir uygulama alanina sahiptir.
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Burada fonksiyonel degisimli malzeme 6zelliklerinin kiris yliksekligi boyunca
siirekli degistigi dikkate alinmistir. Sekil 3.4’te malzeme 6zelligi kalinlik dogrultusunda
degisen eksenel basing yiikiine maruz fonksiyonel degisimli malzemeden imal edilmis
mikro kirise ait geometri ve yiikleme durumu goriilmektedir.

%100 metal

b

[ | h

%100 seramik X
L Z

Sekil 3.4. Fonksiyonel degisimli malzemeden yapilmis eksenel yiiklii kirisin sematik
gosterimi

Malzemelerin hacimsel oranlarin1 belirlemek igin asagidaki bagintidan
faydalanilmustir.

k
v=(05 +§) Vo=1-V, (3.694)

burada k negatif olmayan malzeme Ozelligi degisim indeksi olup alt indisler s ve m
sirasiyla seramik ve metal fazlar temsil etmektedir. Sekil 3.5’te metal bilesene ait
hacim fraksiyonunun mikrokiris yliksekligi boyunca degisimi c¢esitli k& degerleri icin
cizdirilmistir. k degeri arttikca metal bilegene ait hacim fraksiyonunun da giderek arttigi
sekilde goriilmektedir.

-0.5

_04 | /
-0.3¢

k=0.1

-0.2¢
-0.1¢

Sekil 3.5. Metal bilegene ait hacim fraksiyonun mikro kiris yiiksekligi boyunca degisimi
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Denklem (3.694) g6z 6niinde bulunduruldugunda, etkin elastisite modiilii (£(z)),
Poisson orani (v(z)) ve yogunluk (p(z))

E(z) = (B, — E,)V. + Epp (3.695)
v(z) = (v, — v,V + vy, (3.696)
p(2) = (ps = pmIVs + Pm (3.697)

biciminde ifade edilebilir. Yukaridaki denklemlerden ve Sekil 3.5°’ten de acik¢a
goriilebilecegi iizere fonksiyonel degisimli malzemeden imal edilmis mikro kirisin en
ist (z=—h/2) ve en alt (z = h/2) yiizeyleri sirasiyla saf metal ve saf seramik
olmaktadir.

Fonksiyonel degisimli malzemeden yapilmis mikro kirigse ait klasik ve klasik
olmayan gerilme bilesenleri agagida verilmistir:

011 = E(2)n (— — v e =+ R(2) [dxz z—ﬂ), 013 = U(2)5(2) [3_: - (p],

_ E(2)v(2) du d*w d’w  de
O22 = 033 = (1+v(2))(1- Zv(z))( 25z T R(2) [dx2 dx]) (3.698)
_ (1-v(2))
R(z) = —sm( ) S(z) = cos ( h) M= a2 (3.699)

d?u a3 d d?¢
b = 2@ (T - 255 + RO [ - 22]).

ps = —2u(@13 (2 - 52 [22 - 42)) (3.700)

dx?2 dx

(1) d?u 3w d%g n? dw
T = ‘”(Zﬂf[ (525 + R )[ﬁ—mﬁ#(z)[a“f’]]’

o _ @ __@ d'w _ do
T113 = T131 =031 = — & (Z)lz( —25(2) [olx2 dx )’
(1) (1) (1) 2 2 (d?u 3w d3w  d?¢
T2 = To12 = T2 = _E“(Z)ll (@_ d_+R( z) dx3  dx?

—eR@ [ —9])

® (€Y D d3w  d%¢
T133 = T313 = T331 = _‘H(Z)l1 (——Z—+R( )[@—@
+HRO [ - e])

€)) (€] ® d?w  de
T223 T T232 = T322 = _H(Z)lz ( —25(2) [@ ~ i ),
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i =2z )12( —25(z )[‘zxf ) (3.701)
mi, =mz, = _.U(Z)lz (__‘ (2) [«;xvzv _ED
mss = ms, = — 28T p(z) [ o] (3.702)

Yukaridaki gerilme ve sekil degistirme bilesenlerinin, Denklem (3.2)’de
yerlerine yazilmasiyla homojen olmayan (fonksiyonel degisimli malzemeden yapilmis)
mikro kirig i¢in toplam sekil degistirme enerjisinin birinci varyasyonu asagidaki gibi
ifade edilebilir:

L
U = fo fA (al]é‘el] + p;iby; + 11(11,2617182 + mfjc?)(fj) dA dx

8du 11 _ dSW
_f [( rldxz e k2 5+ (ki s

d4
+(k2 + T'Z) d_¢ - k%l E(Z) ou

d? da*
+ (e S = (= kD S — ey S (ky — 2ks + ko) S

dx5
dS
—(k10 = 2K + K T2 kg S (g — ke) T2+ (B — KD S2) bw
d* d d3 ds
(U +12) 5 — T S — ks o+ (ke — o) T — (K — K1) 55

d? d*
thap — ke T2+ ki3 TE) 6] dx

dx*

8du

+[(r13—';—k1d . kzd Y (ke

d*w de 11 43¢
DG = Uea + 1) kP T u

d d ds
+ ((kfd_u— (ky + 15— 7’4)d_v: + (ki — k7)) d—xf)

d%e du
+(k2 + T, — 7"4_) Q — k%l E) 0 (E)
(hp T (et — kD) S 4 kg S — (kg — 2k + k) S
ds d? d4
+(° = 232 + ki) TF — ks + (ke — ks) T2 — (k32 — K1) T2) 6w

d3
((kz Y 7’111)—— (k k?)d—;
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2 m? d? d*
+ (k4 = 2ks + ke — 5%0”121 - 7’131))d—;: — (k1 — 2k{* + k%3)d_3::
d d
- (k6 ks + 5h2 r131) ot (k1® —k1*) dx3) (d‘:)
d2 d
+ ((k —k7) de; hZ (7”121 T131) (ﬁ - <P)

a3 d?
FRI — 22+ K Y (e - k1) 22) 5 (1Y)

dx?
d3u 2 m? d*w
11
+ (—n}a thki o= (ks — ks + -5 (21 — 7’131)> EpE;

d*w de d3e
i — ki) e (k6 5 h2 r131) a @) op

d>u 272 d d® d? de\ 1"
+ (k= S (- 0) - 68 - D EE + R EE) 5 (32)] 6709

Buradaki katsayilar

veE

(r1!r21r3) = fA E(Z)Y](l, Z,ZZ)dA, (T'4, 7/-517/-6) = fA E(Z)WR(Z)(LZ'R(Z))dA,
(r7) = fA M(Z)(S(Z))sz, (781, Tou, T101) = fA u(@)17 (1,2 2%)dA,
(110120 T130) = fA 1(2)IFR(2)(1, 2, R(2))dA,

(r14il 7/-15i) = fA H(Z)ILZS(Z)(l,S(Z))dA (l = 011!2) (3704)

2 2

k{ =2 (rjo += r]l) (j=89,..,13)icin, k,=1,—1, — FCREEEE

4

T 8
ks =1+ h4( T131 + = 7’132) ky =13+ 2180 + 5781 1 T2,
277.’
ks =15 — Thz 21 + 27140 + 7”141 + 7 T42,
4-77.’
ke =15 — spzl Tt 21150 + 7”151 +2 2 1152 (3.705)

Diger taraftan dis kuvvetlerin yaptig1 isin birinci varyasyonu
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sw = [ (Fou+(q- P—) sw) dx
+ [015u + 0,8 (j—’;) + (Q3 +PE) Sw + Q48 (3—‘:)

+0Qs6 ( )+Q65<p+Q7 ( )]2 (3.706)

seklinde yazilabilir. Buradaki f(x) ve q(x) sirasiyla eksenel ve enine dogrultudaki
yayili yiikleri, P ise uygulanan eksenel basing kuvvetini simgelemektedir. Ek olarak,
Q; (i =1,2,...,7) mikro kiris ucundaki kuvvet ile kuvvetlerin momentidir. Minimum
toplam potansiyel enerji prensibinin uygulanmasiyla fonksiyonel degisimli malzemeden
yapilmis mikro kirige ait yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullar siniizoidal kirig
teorisine dayali olarak asagida sunulmustur (Akgoz ve Civalek 2014b):

SU-w)=0 (3.707)
d2 d4 ds
Su: = +k§ - k2 5+ (ki — kD) 5
d? d*
+(ky +1,) =2~ k' =L~ f =0 (3.708)
d3u 11
SW: kz @ - (kl ) 3 ax Y + (k4 - 2k5 + k6)

—(k10 = 2k + KDY 4 1y 82— (g — k) T2

FOP -k PTY =0 (3.709)
51 (e +75) T2 — I T8 je 2y (g — k) T2
~ — kD)LY ey — ke T+ 13 S = 0 (3.710)
Tld_ k? (;xg"‘kz — (k' — ?)%—(kz +13) 3—(p
+11 88 = 0, yadau =0 (3711
KESE — (ky + 1y — 1) St (1 = kDS 4 (k413 — 1)

—ki1 T2 o _ 0, yada 2=0 (3.712)
—k2 >+ (ki ) +k3d——(k4—2k5+k6)
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+ (k10 — 2k12 + k%3) —ksp + (kg — k5)

dx2

d* d

~(ki® — k) G- Py =Qsyadaw =0 (3-713)
ds
(kz Yy 7”111) — (ki ?)d_xlsi
2m? d?w
+ <k4 = 2ks +ke =213 (121 — 7"131))@
2 d

— (k1% — 2k{% + ) ( kst o r131) df

d3 d
+(ki® — ki) 5 = Quyada G5 =0 (3.714)

dz d ds
(k%l ) : 5h2 (7”121 7’131) (ﬁ—(p)+(k%°—2k%2+k%3)d—;:

d2
~kP - 1)L = Qg yada T2 =0 (3.715)

2 2 d2w 13 12+ d*w
Nt ki el (ks — ks + 5?0”121 - 7”131)>_dx2 + (k1° — k1 )_dx4

d d3
(k6 5h2r131) df k%3d—;§ =(Q¢yadap =0 (3.716)
d 2 2 d d3
-t G =i (o — ) — G - KD g
d? d
ki 355 = Q7 yadag =0 (3.717)

Ayrica, yukaridaki denklemlerde ilave malzeme boyut 6l¢ek parametrelerinden
ilk ikisi ( I, ve l;) ile tamamu sifir alindiginda siniizoidal mikro kiris modeline ait
yonetici denklemler ve sinir kosullar sirasiyla degistirilmis gerilme c¢ifti elastisite
teorisine ve klasik (Cauchy) elastisite teorisine gore elde edilir.
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4. EGILME, BURKULMA ve TITRESIM PROBLEMLERI
4.1. Bir Boyutlu Yapilar

Bu kisimda bir boyutlu yapilarin (KNT, mikrotiip¢iik ve mikro kiris) her iki
ucunun basit mesnetli olmasi durumu dikkate alinmistir. Bu tip sinir kosullarina sahip
makro boyutlu yapilarin statik ve dinamik analizlerinde basarili bir bi¢imde uygulanan
Navier ¢oziimii burada da kullanmilmistir. Genel deplasmanlarin bilinmeyen Fourier
katsayilart ve belirli trigonometrik fonksiyonlar1 seklinde acilimlar asagidaki gibi
verilebilir:

w(x,1)=Y W, sin axe'™" (4.1)

m=1

@(x,1)=> H, cos axe' ™ (4.2)

m=1

Burada, « = mn/L, W,, ve H,, bilinmeyen Fourier katsayilari, w,, frekans, i imajiner
say1 olup i2 = —1 ve t ise zamandur.

4.1.1. Egilme problemi

Enine dis yiik q Fourier serisine

g0 =0, sinax 4.3)

m=1

0, = %j: q(x)sin coxdx (4.4)

biciminde agcilabilir. Q,, Fourier katsayisi olup diizgiin yayili ve tekil yiikler i¢in
asagidaki gibi ifade edilebilir:

Q, = Lo m=1,3,5,.. icin (4.5a)

mm

mnm

. m=1,2,3,... icin (4.5b)

2 .
Qm = 2Qo'sin

Yukaridaki bagintilarin (zamana bagli terimler olmadan), Denklemler (3.93,
3.187, 3.188, 3.291 ve 3.292)’de eksenel ve zamana bagh tiirevli ifadeler yok sayilarak
kullanilmasiyla

K KL (W (0,
[Kz KEE]{Hm}_{O} (4.6)

bagintisi elde edilir. Burada i = BE, T, S olup sirasiyla Bernoulli-Euler, Timoshenko ve
siniizoidal kirisleri temsil etmektedir. Bu lineer cebrik denklem takimindaki katsayilar
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-Bernoulli-Euler kiris teorisi icin
KPF = q* (El + A (215 += B+ 13 )) +a® (2 (B +2 1)) + ky + ok,

K =K} =K3 =0 4.7)

-Timoshenko kiris teorisi icin
T _ 2 4 8 p2,1p 2
Ki, = a®kguA + a*uA = l1+4 3 )+ky +ak,
KT, = Kfy = —akgud + a*pd (-2 B +2 13 )
KL, = koud + a? (EI +uA(2B+2 5 438 )) +at(2uBB+22)) @8)
- Siniizoidal kiris teorisi icin

Kf = a?(a, + a®(a, — 2a3 + a*) + a*(as — 2ag + a;) + ky) + ky,

K = K5 = —a(a; + a®(ay — a3) + a*(a; — ag))
K3, = a; + a’a, + a*a, (4.9)
seklinde elde edilir.

4.1.2. Burkulma problemi

Denklemler (4.1 ve 4.2)’nin (zamana bagh terimler olmadan), Denklemler (3.93,
3.187, 3.188, 3.291 ve 3.292)’de enine dis yiilk ve zamana bagh tiirevli ifadeler yok
sayilarak kullanilmasiyla

K, Ki, {Wm} 0
: ; = 4.10
[Kzl1 Kzlz Hm {0} ( )

bagintis1 elde edilir. Burkulma problemi i¢in bu lineer cebrik denklem takimindaki
katsayilar

-Bernoulli-Euler kiris teorisi icin
KBE = g (El +uA (23 +2 B+ 13 )) + b (z;u (B+2e ))
+ky + a’k, — a?P
Ky =KX =Kz3 =0 (4.11)
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-Timoshenko kiris teorisi igcin
T _ 2 4 842,12 2], _ o2
Ki; = a®kguA + a*uA = I +3 I3 )+ky+a‘k,—a“P
KT, = Kfy = —akpd + a’ud (-2 B+ 3
KT, = koA + a? (EI +ud (28 +2 2 +213 )) +at (2B +2 12)) @.12)

- Siniizoidal kiris teorisi igin

K, = a?(a; + a®(a; — 2a3 + a*) + a*(as — 2a6 + a;) + k)

+k,, — a?P
KP) =K = —a(a1 + a?(ay — az) + a*(a; — (16))
K3, = a; + a’a, + a*a, (4.13)

seklinde elde edilir. Asikar olmayan ¢dziim i¢in katsayilar matrisinin determinantinin
sifir olmasi gerekir. Oz degerler, karakteristik denklemin ¢6ziimii ile edilir ve en kiiciik
deger kritik burkulma yiikii degerini verir.

4.1.3. Serbest titresim problemi

Denklemler (4.1 ve 4.2)’nin, Denklemler (3.93, 3.187, 3.188, 3.291 ve 3.292)’de
herhangi bir dis yiik olmadan kullanilmasiyla

K1i1 K1i2 {Wm} 0
1 - 4.14
[Kzu ko) Ui = o) @19

bagintisi elde edilir. Serbest titregim problemi i¢in bu lineer cebrik denklem takimindaki
katsayilar

-Bernoulli-Euler kiris teorisi icin
8 2
KBE = a* (EI +uA (23 +2 13+ 13 )) +a® (2u1(3 +2 12))
+ky + a’k, — w*(my + a®my)
K¥ =K)F =K} = (4.15)
-Timoshenko kiris teorisi icin

K{i = a?kspA + a*uA (% 12 +% 12 ) + ky + a2l — w2 (mg + a?my)
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Kl, = KI, = —akguA + a®uA (—1—: 12 +% 12 )
KL, = kouA + a? (EI +uA(2B+2 5 +383 ))

+at (2u1 (B+222 )) — w?m, (4.16)
- Siniizoidal kiris teorisi icin

K = a?(a; + a?(a; — 2a3 + a*) + a*(as — 2a + a;) + k) + kyy

—w?(my + a?(my — 2mz + my))

K1sz = Kzsl = —a(al + az(a4 —az) + 054(“7 - ae)) - a)za(m3 —my)

K3, = a; + a?a, + a*a; — w?m,
seklinde elde edilir. Asikar olmayan ¢oziim i¢in katsayilar matrisinin determinantinin
sifir olmasi gerekir. Oz degerler karakteristik denklemin ¢oziimii ile edilir ve en kii¢iik
deger temel frekans degerini verir.

4.2. iki Boyutlu Yapilar

Burada da grafen plaka ve mikro plak seklindeki iki boyutlu yapilarin biitiin
kenarlarinin basit mesnetli olmasi durumu dikkate alinmistir. Yine Navier ¢oziimii
kullanilarak egilme, burkulma ve serbest titresim icin analitik sonuglar elde edilmistir.
Iki boyutlu durum icin genel deplasmanlarin bilinmeyen Fourier katsayilar1 ve belirli
trigonometrik fonksiyonlari seklinde agilimlar1 agagidaki gibi verilebilir:

w(x,y,1)=Y > W, sinaxsin fye "’ (4.18)
m=1 n=1

(ol(x,y,t):ZZHlmn cos axsin Bye' " (4.19)
m=1 n=1

@, (x,y,1) = z Z H,  sinaxcos fye (4.20)

m=1 n=1
Burada @ = mm/a ve f = nn/b’dir.
4.2.1. Egilme problemi

Enine dis yiik q Fourier serisine

108



EGILME, BURKULMA ve TITRESIM PROBLEMLERI Bekir AKGOZ

q(x,y)= iian sin axsin Sy (4.21)

m=1 n=1

_ 4 b ra . . d d 422

an - d_bjo IO q, S Qxsin IBy xay ( . )

biciminde agilabilir. Q,,, Fourier katsayist olup diizgiin yayil yiik i¢in asagidaki gibi
ifade edilebilir:

16q0
mnm?

Qmn = m,n = 1,3,5, ... icin (4.23)

Yukanidaki bagintilarin (zamana bagh terimler olmadan), Denklemler (3.414,
3.528-3.530, 3.662-3.664)’te eksenel ve zamana bagl tirevli ifadeler yok sayilarak
kullanilmasiyla

K3y Kip Kiz|{Himap=1 0
Kb K Kl (Hepy 0

Klil K1i2 K1i3 Winn {an}
(4.24)

bagintisi elde edilir. Burada i = K, M, S olup sirasiyla Kirchhoff, Mindlin ve siniizoidal
plaklart temsil etmektedir. Egilme problemi i¢in bu lineer cebrik denklem takimindaki
katsayilar

-Kirchhoff plak teorisi icin

Eh3 8
Kfl = (a‘l' + 2(1232 + '84) <12(1—v2) + ,Llh (Zlg + = l% + l% )>

+(a® + 3a*p? + 3a?p* + ﬁﬁ)bll—;13 +ky + (@® + B2k,

KE =KK =KK =KEK =KkK =KK =KE =KK =0 (4.25)
-Mindlin plak teorisi i¢cin

KM = (a? + fDkeuh + (a* + 2262 + fY)uh (1% 2+ 13 )

+ky + (a® + Bk,

K = K} = —akguh + (@® + af?ph (-2 B+ 13)

16 1
Kt = K} = —Plesuh + (B + a?Buh (— 32 B+ B )
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Kzﬂgzksyh+a2< +uh(2l2+ 241 12)>+32uh( +2 12+12)

12(1-v

4”1 a2 2’1 2,42 152 4bsh®
ta B (210+311+412)+ﬁ 2

3
K23—K32—a[3(24(1 +uh(212 —lf—zl§)>

h3
+(@3f +ap) p (23 + 212 -212)

=k (232 0 3)) o o (201

R L opr ey (23 4 2 1) + ot B (4.26)
- Siniizoidal plak teorisi icin

K = h((a? + A1y + (a* + 2a2B% + B9,

+(a® + 3a*B? + 3a?B* + BO)ry),

K?, = K3, = h(—ary + (@ + apH)ry + (a® + af* + 2a3?)rs),

Kis = K3y = h(=fry + (B° + & By + (B° + a*f + 2a*f*)rs),

K3, = h(ry + a®rg + B?rio + a'ry, + a?B%r, + 1),

K33 = K3 = h(afrg + (& B + af*)ro),

K35 = h(ry + B%1g + a®ryg + By + a?B%ry + a'ryy) 4.27)
seklinde elde edilir.
4.2.2. Burkulma problemi

Yukanidaki bagintilarin (zamana bagh terimler olmadan), Denklemler (3.414,

3.528-3.530, 3.662-3.664)’te enine dis yilk ve zamana bagh tiirevli ifadeler yok
sayilarak kullanilmasiyla (P, = P, P, = Py, = 0)

Klil K1i2 K1i3 Wmn 0
Kb KL Kiz|{Himn ={0} (4.28)
Ky Kl Kigl ey 0
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bagintis1 elde edilir. Burkulma problemi i¢in bu lineer cebrik denklem takimindaki
katsayilar

-Kirchhoff plak teorisi icin

KK = (a* + 2a2B2 + B <12(1 +uh (21 + = 1B+ 13 )>

3
+(a® = 3a*p? = 3a?B* + f) 2= + ky, + (a® + Dk, — a®P
KE =KK =KEK =KK =KK =KK =KE =KK =0 (4.29)
-Mindlin plak teorisi icin
M 2 2 4 22 4 8 2,12
KM = (a? + fDkuh + (@* + 2262 + B )uh(E G+ 12)
+ky, + (a® + B2k, — a®P

Kl = K} = —akouh + (@ + af?uh (=22 2+ 12)

16 1
K% = Kl = —Bkouh + (8% + a?Buh (- = 2+ 13

Kz"%=ksuh+a2(12(1 s+ ph (203 + 2 2 45 12))+ﬁ uh (422 4 13)

4b1 a? zh 2,402,102 4 bsh®
+a BPp (21 +5 B +213) + B2

3
KM = KM = [3(24(1 -+ uh (213 + —l%—Zlg))

h3
+(@®f +ap) p (23 + 213 -212)

1
KM = kouh + B2 (12(1 + b (213 + 2 12 + 213 ))
ta uh( +212+13)

4 b3h®

4 bih® 2p21° 2 452,102
A+ a2 (20 42 0B + ot (4.30)
- Siniizoidal plak teorisi icin

K? = h((a® + By + (a* + 2a2B% + Y1y
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+(a® + 3a*p? + 3a?p* + BO)r;) — a?P

K, = K3, = h(—ar; + (a3 + af?)r, + (a® + af* + 2a3)rs),

Kis = K31 = h(=Bry + (B° + a*B)ry + (B° + a*B + 2a> %)),

K3, = h(ry + a®rg + 2119 + a'ryy + a?B%r, + Biryy),

K33 = K3, = h(afrg + (@3B + af®)r),

K3 = h(ry + B%1g + a1y + By + a?B%ry + a'ryy) (4.31)
seklinde elde edilir.
4.2.3. Serbest titresim problemi

Yukaridaki bagintilarin, Denklemler (3.414, 3.528-3.530, 3.662-3.664)te
herhangi bir dis yiik olmadan kullanilmasiyla

(4.32)

K1i1 K1i2 K1i3 Wmn 0
K3 Kip Kis|{Hima ={0}
Ki, K&, Ki Hamn 0

bagintis1 elde edilir. Burkulma problemi i¢in bu lineer cebrik denklem takimindaki
katsayilar

-Kirchhoff plak teorisi icin

KK — 4 2 2n2 4 ER3 h 212 £l2 lZ
11 = (@* + 2a°p* + p*) 12(1_v2)+ﬂ ot Tk

+(a® —3a*p? — 3a?p* + ,86)bi—:3 + ky + (@® + B2k, — w*m,

KK = KK =KX =KX = KK =KK =KK =KK =0 4.33)
-Mindlin plak teorisi icin

K = (a? + f2kgith + (a* + 20262 + f)uh (= 13+ 13 )

+ky + (@® + Dk, — w?m,

K = K} = —akguh + (@® + ap?ph (-3 B+ 13)

16 1
K = K3 = —Blouh + (8% + a?Buh (=12 2+ 13)
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= e (S (242 428 ) g (54204 )

3
+at B 22 (23 + 2 12 +12) + gL — 2,

3
K23 —_ K32 = CZB <24(1 + #h (Zlo - l% _Zl% ))

h3
+(@f +ap) p (23 + 213 -212)

K%:ksuh+ﬁ2(lzfl +yh(2l0+—l2+ 12))+aﬂh( v 4 33)

b;h3 h3
s+ a2 (23 B4+ 2) + (4.34)

- Siniizoidal plak teorisi icin

K = h((a? + By + (a* + 2a2B2% + B,

+(a® + 3a*B? + 3a2B* + BO)r3) — w?(mg + (@ + A (M, — 2m3 + my)),

K}, = K3, = h(—ar; + (a® + afD)ry + (a® + af* + 2a3?)rs)

—w?a(ms; —my)

K3 = K31 = h(=Bry + (B% + a?B)ry + (B° + a*B + 2a%B%)r5)

—w?B(mz —my),

K3, = h(ry + a’rg + B2ryo + a'ry, + a?B2r; + BAryy) — w?Pmy,

K33 = K3, = h(aBrg + (a®B + ap?)ry),

K33 = h(ry + B%1rg + a’riy + By, + a?B%r, + atryy) — w?m, (4.35)
seklinde elde edilir.

4.3. Homojen Olmayan Mikro Kirislerin Analizi

Bu kisimda ise fonksiyonel degisimli malzemeden imal edilmis homojen
olmayan mikro Kkirislerin statik analizleri gergeklestirilmistir. Iki ucu basit mesnetli
homojen olmayan mikro kiriglerin analizi i¢in genel deplasmanlarin bilinmeyen Fourier
katsayilar1 ve belirli trigonometrik fonksiyonlar1 seklinde acilimlari homojen
kirislerdekine benzer bicimde asagidaki gibi verilebilir:
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u(x) = iUn cos fx

n=1

w(x) = ZWH sin Sx
n=1

o(x) = iHn cos fx
n=1

Burada, f = nrt/L olup U,, W,, ve H,, bilinmeyen Fourier katsayilaridir.

4.3.1. Egilme davransi

Enine dis yiik g Fourier serisine

g(x)=3 0, sin fx

n=1

2 (L .

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

biciminde agilabilir. @, Fourier katsayis1 olup diizgiin yayil1 yiik i¢cin asagidaki gibi

ifade edilebilir:

Qp=2L  5=135,.. icin

nm

4.41)

Denklemler (4.36-4.38)’in eksenel dis yiikk olmadan Denklemler (3.708—

3.710)’da kullanilmasiyla

Kin Kz Ki3](Un 0
Kz1 Kz Kpz|{Wap =40,
K31 Ks; Ks3l\Hy 0

bagintisi elde edilir. Bu lineer cebrik denklem takimindaki katsayilar
Ky = B*(ry + B?kT ), K1z = Kpy = B3(ky + B2 (ki — k7)),
Ki3 = K31 = —B%(r, + ky + B2k{"),
Ky = B*(ks + B?(ky — 2ks + ke) + B* (ki — 2k{* + ki°) ),
Kys = K3y = =B (k3 + B?(ke — ks) + B*(ki® — ki?) ),
Kss = ks + B2(ke + B2k1?)

seklindedir.
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4.3.2. Burkulma davramsi

Denklemler (4.36-4.38)’in eksenel basin kuvvetini de hesaba katarak
Denklemler (3.708-3.710)’da kullanilmasiyla

K1 Kiz K3 (U, 0
K21 K;z K23 WTl == 0 444)
K31 Kz Kzl Hy 0

bagintis1 elde edilir. Bu katsayilar matrisinin elemanlar1 Denklem (4.43)’tekilerle ayni
olup sadece K5, degeri

K3; = B?(ks + B2 (ks — 2ks + k¢) + * (ki — 2ki* + k1) — P) (4.45)
seklindedir. Asikar olmayan ¢6ziim i¢in katsayilar matrisinin determinantinin sifir

olmasi gerekir. Oz degerler, karakteristik denklemin ¢oziimii ile edilir ve en kiigiik
deger kritik burkulma yiikii degerini verir.
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S. BULGULAR ve TARTISMA

Bu kisimda bir onceki bolimde elde edilen analitik ¢oziimler mikro kiris ve
mikro plaklarin egilme, burkulma ve titresim problemlerine uygulanmistir. Aksi
belirtilmedik¢e kullanilan malzeme ve geometrik 6zellikler su sekildedir: Mikro kirig
(Ma vd 2008, Kahrobaiyan vd 2013): E = 1,44 GPa, v = 0,38, p = 1220 kg/m3,
ks =5/6, b (genislik) = 2h; mikro plak (Ma vd 2011): E = 1,44 GPa, v = 0,38,
p = 1220 kg/m3, ks = 0,8, a(uzunluk) = b(genislik). KNT (Reddy ve Pang 2008):
E=1TPa, v=0,19, p =2300kg/m3, ks = 0,877, D (¢cap) = 1 nm; Mikrotiipgiik
(Heireche vd 2010): E =1 GPa, v = 0.3, p = 1470 kg/m3, Dy(dis cap) = 25 nm,
D;(i¢ cap) = 15 nm; Grafen plaka (Pradhan ve Murmu 2009):E = 1 TPa, v = 0,25,
p =2250kg/m3, k,=0,8 h=0,34nm, fonksiyonel degisimli malzemeden
yapilmis mikro kiris (Salamat-talab vd 2012): E, =70GPa, v, =0,23, E_ =380 GPa,
v. =023, b=h, 1, =1 =1=15um ve n=1. Sekiller ve cizelgelerde kullanilan EBT,
TBT, TBT*, SBT, KPT, MPT, MPT* ve SPT sirasiyla Bernoulli-Euler, Timoshenko,
Timoshenko (yeni kayma diizeltme faktorlii), siniizoidal kirig teorileri ile Kirchhoff,
Mindlin, Mindlin (yeni kayma diizeltme faktorlii), siniizoidal plak teorilerini temsil
ederken KT, DGC ve DSDD ise klasik, degistirilmis gerilme cifti ve degistirilmis sekil
degistirme degisimi teorilerini belirtmektedir. Ayrica, Kw ve Kp boyutsuz Winkler ve

4
Pasternak zemin parametrelerini temsil etmektedir. bir boyutlu yapilar icin Kw = k“beL
2 4 2
ve Kp = k:f iken iki boyutlu yapilarda Kw = kWTa ve Kp = kaa seklindedir. Burada
3
= 12?1’1—1;2) klasik plak egilme rijitligidir. DSDD teorisinde ilave malzeme boyut

Olcek parametreleri birbirine esit alinmistir (I, = l; = [, = [). Mikro kiris ve mikro
plak icin ilave malzeme boyut 6l¢ek parametreleri DGC icin [y = 1; = 0,1, = 17,6 um
ve DSDD icin ise [ = 11,01 ym alinmigtir (Kahrobaiyan vd 2013).

Burada oncelikle yapilan analizlerin dogrulugunu ve gegerliligini gostermek i¢in
literatiirde mevcut ¢aligmalarla karsilastirma yapilmistir. Cizelge 5.1°de iki ucu basit
mesnetli epoksiden imal edilmis mikro kirise ait boyutsuz kritik burkulma yiikii
degerleri, Simsek ve Reddy (2013b) tarafindan elde edilen degerlerle karsilagtirmali
olarak sunulmustur. Buradaki PBT, parabolik kayma deformasyonlu Kkiris teorisini
simgelemektedir. L = 20h segildiginden kayma deformasyonu etkileri belirgin bir
bicimde goriilmemektedir. Bu cizelgeden karsilastirma i¢in alinan ve yeni elde edilen
sonuclarin birbiri ile mitkemmel bir uyum iginde olduklar1 sdylenebilir.

Diger taraftan Cizelge 5.2’de biitiin kenarlar1 basit mesnetli epoksiden yapilmis
bir mikro plaga ait ilk li¢ dogal frekans degerleri, Ke vd (2012) tarafindan Mindlin plak
teorisi i¢in verilen sonuglarla karsilastirilmistir. Buradan, sonuglarm birbiri ile uyum
icinde oldugu belirtilebilir. Fakat 6zellikle a/h degerinin kii¢iik ve mod sayisinin
biiyiilk oldugu durumlarda sonuglar arasinda azda olsa bir fark goriilmektedir. Bunun
nedeninin ilgili caligmada yaklagik ¢6ziim yontemi olan Ritz metodunun kullanilmasi
oldugu ifade edilebilir.
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Cizelge 5.1. Iki ucu basit mesnetli epoksi mikro kirige ait boyutsuz kritik burkulma
yiikii (., = P.,L?/EI) degerlerinin karsilastirilmasi (L = 20h)

Kiris h(um)

Teorisi 17,6 52.8 88.0 1232 1584 176,0
EBT (KT) 9,8696 9.8696 9,8696 9.8696 9.8696 9.8696
EBT (KT) 9,8696 9,8696 9,8696 9,8696 9,8696 9,8696

EBT'(DGC) 52,7809 14,6375 11,5860 10,7453 10,3993 10,2987
EBT (DGC) 52,7809 14,6375 11,5861 10,7453 10,3994 10,2987
TBT' (KT) 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028
TBT (KT) 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028
TBT* (KT) 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028
TBT' (DGC) 52,1133 14,5347 11,5072 10,6725 10,3289 10,2290
TBT (DGC) 52,1133 14,5347 11,5072 10,6725 10,3290 10,2290
TBT*DGC) 52,6123 14,5651 11,5117 10,6729 10,3290 10,2290
PBT' (KT) 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028 9,8028
PBT' (DGC) 52,629 14,5620 11,5162 10,6770 10,3316 10,2312
SBT (KT) 9,8029 9,8029 9,8029 9,8029 9,8029 9,8029
SBT (DGQ) 52,6310 14,5623 11,5164 10,6772 10,3318 10,2313

" Simsek ve Reddy (2013b)’den karsilastirma icin alinan degerler

Cizelge 5.2. Basit mesnetli epoksi mikro plaga ait ilk ii¢ dogal frekans (MHz)
degerlerinin karsilastirilmasi (a = b, h = 21)

a’h
5 10 20 30
MPT MPT’ MPT MPT’ MPT MPT’ MPT MPT?

Mod
Sayisi

1 1,4644 1,4701 0,4036 0,4042 0,1040 0,1040 0,04649 0,04650
2 3,2017 3,2093 0,9573 0,9603 0,2560 0,2568 0,1154  0,1157
3 4,6671 4,6857 1,4644 11,4720 0,4036 0,4058 0,1844  0,1844

* Ke vd (2012)’ den karsilastirma icin alinan degerler

Sekil 5.1 ve Sekil 5.2’de sirasiyla L = 6h ve L = 20h i¢in kalinliga baglh olarak
diizgiin yayih yiik altindaki iki ucu basit mesnetli mikro kirisin orta noktasindaki
(x =L/2) deplasman degerlerinin degisimi goriilmektedir. Klasik teoriye dayali
deplasman degerleri sabit iken klasik olmayan elastisite teorilerine dayali ¢okme
degerleri kalinligin artmasma bagli olarak artmaktadir. Kalinlik arttikga klasik ve
yiilksek mertebeden elastisite teorileri ile elde edilen deplasman degerleri giderek
birbirine yaklagmaktir. Buradan kirisin karakteristik boyutlarinin artmasiyla boyut
etkisinin Onemini yitirdigi rahatlikla sOylenebilir. Ayrica, kayma deformasyonsuz
(EBT) ile kayma deformasyonlu (TBT ve SBT) kiris teorilerine ait sonuglar arasindaki
fark L = 6h i¢in gozle goriilebilir halde iken L = 20h i¢in neredeyse sifir olmaktadir.
Burada su da vurgulanmalidir ki TBT ve SBT ile elde edilen deplasman degerleri klasik
teoriye gore neredeyse birbirine esit olmaktayken yiiksek mertebeden elastisite
teorilerine dayali olarak ulasilan ¢okme degerleri arasinda hissedilebilir derecede bir
fark meydana gelmektedir. Bu nedenle ilave malzeme boyut 6lcek parametreleri iceren
yeni kayma diizeltme faktorleri (k;) Timoshenko kiris modeli (TBT*) icin
gelistirilmigtir.

1 P6¢
ki = kg {kDaSCDD} (5.1)

ac
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ve
Lo+l +lp \& 0.08
DSDD B /ha (h/l°+ll+lz>
KPSPP = 15 a= 3 — 0,45 (5.2)
0,08
KPGE — 4" ha g = o("1) T 045 (5.3)
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= g I R EBT (DGC)
034 T -+~ TBT (DGC) | |
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h (um)
b)
0.8 ( ‘ ‘ (
0.7 ‘ ‘ Gt
_0° AT [ —EBT(KT)
Sos— FoA | ATBT(KT)
© | O TBT* (KT)
O SBT (KT) |
= 3 --------- EBT (DSDD) | |
03777 3 3 -=- TBT (DSDD)
oo . ..___| o TBT*(DSDD) |
0.%}/ | |
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Sekil 5.1. Mikro kiriste olusan en biiyiik deplasman degerinin kalinliga bagli degisimi

(L = 6h) a) DGC b) DSDD
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_ o [—EBTMm
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100 ; ; ‘ ‘
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Sekil 5.2. Mikro kiriste olusan en biiyiik deplasman degerinin kalinliga baglh degisimi
(L =20h) a) DGC b) DSDD

Sekiller incelendiginde SBT ile TBT* dayali elde edilen sonuclarin birbiri ile
cok uyumlu olduklar1 kolayca goriilebilir.
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b)
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5 o TBT* (DGC)

5/ o TBT*(DSDD)
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| —a—TBT (KT)

O TBT* (KT)
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| ----- EBT (DGC)

-~ TBT (DGC)

I

SBT (DGC)
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-- TBT (DSDD)

SB

Sekil 5.3. Mikro kirise ait kritik burkulma yiikii degerinin kalinliga bagh degisimi

(L = 6h) a) DGC b) DSDD
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x105
I f
—EBT (KT) 3
o5/ A=TBT (KT) |-~ ;
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ol SBT (KT) |- H g

I

----- EBT (DGQ)
- TBT (DGG) |- -- P
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P, (uN)
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b)
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no
o
T
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Sekil 5.4. Mikro kirise ait kritik burkulma yiikii degerinin kalinliga bagh degisimi
(L = 20h) a) DGC b) DSDD

Iki ucu basit mesnetli mikro kirigin kritik burkulma yiikii degerlerinin degisimi
Sekil 5.3 ve Sekil 5.4°te swrasiyla L = 6h ve L = 20h icin kalinliga bagl olarak
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cizdirilmistir. Kiris kalinliginin artmasiyla birlikte kritik burkulma yiikii degerleri de
giderek artmaktadir. Bunun yaninda, bu sekillerden faydalanarak klasik burkulma yiikii
degerlerinin boyut etkili degerlerden daha az oldugu belirtilebilir. Ayrica, kayma
deformasyonsuz ile kayma deformasyonlu Kkiris teorilerine ait kritik burkulma yiikii
degerleri arasindaki fark kisa mikro kiris (L = 6h) i¢in nispeten daha belirgin halde iken
uzun mikro kirig (L = 20h) i¢in ise neredeyse ortadan kalkmaktadir.

Sekil 5.5 ve Sekil 5.6°da sirasiyla L = 6h ve L = 20h i¢in kalinliga bagli mikro
kirisin serbest titresim durumuna ait temel frekans degerlerinin degisimi sunulmustur.
Mikro kiris kalinliginin artmasina bagh olarak karakteristik boyutlarinda meydana gelen
artisa bagl olarak hem klasik hem de klasik olamayan (yiiksek mertebeden elastisite
teorileri ile elde edilen) temel frekans degerlerinde bir azalma s6z konusu olmakta ve
sonuclar giderek birbirine yaklagsmaktir. Daha Onceden de belirtildigi lizere, kirisin
karakteristik boyutlarinda meydana gelen artigla birlikte boyut etkisinin Onemini
kaybettigi vurgulanabilir. Ayrica, kritik burkulma yiikii degerlerinde oldugu gibi kayma
deformasyonsuz ile kayma deformasyonlu kirig teorilerine ait sonuglar arasindaki fark
L = 6h icin onemli iken L = 20h i¢in neredeyse belirsiz hale gelmektedir.

f f f
| | —EBT (KT)
S [ L ——TBT (KT)

O TBT* (KT)
\ SBT (KT)
] e EBT (DGC) |
-=- TBT (DGC)
o TBT* (DGC)

SBT (DGC)

I

Sekil 5.5. Mikro kirige ait temel frekans degerinin kalinliga bagl degisimi (L = 6h)
a) DGC b) DSDD (Devami arkada)
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b)
6
12X1O 1 1 r r
| . |—EBT (KT)
104 T o =A=TBT (KT)
< ; ; O TBT* (KT)
= 8\ P | ——SBT(KT) |
& | |- EBT (DSDD)
g 6N r-|-%-TBT (DSDD) | |
s % | © TBT*(DSDD)
I v SBT (DSDD) |
Y

Sekil 5.5. Mikro kirige ait temel frekans degerinin kalinliga bagl degisimi (L = 6h)
a) DGC b) DSDD

a)

T T
| |

——EBT (KT)
——TBT (KT) |
O TBT* (KT)

SBT (KT)
----- EBT (DGC) |
-~ TBT (DGC)
o TBT* (DGG) '

SBT (DGG)

)‘I 40 180 220

Sekil 5.6. Mikro kirige ait temel frekans degerinin kalinliga bagl degisimi (L = 20h)
a) DGC b) DSDD (Devami arkada)
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f f f f
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100 140 18 220
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Sekil 5.6. Mikro kirige ait temel frekans degerinin kalinliga bagl degisimi (L = 20h)
a) DGC b) DSDD

Sekiller 5.7-5.12’de biitiin kenarlar1 basit mesnetli kare bir mikro plaga ait
maksimum deplasman, kritik burkulma yiikii ve temel frekans degerleri farkli uzunluk
(genislik)/kalinlik oranlar1 i¢in cesitli plak teorilerine dayali olarak verilmistir. Mikro
kiris i¢in yapilan genel yorumlarin mikro plak icin de gegerli oldugu soylenebilir. Plak
kalinlig1 20 ym olmas1 durumunda klasik ve klasik olmayan plak teorilerine ait sonuglar
arasinda gozle goriiliir bir fark bulunurken kalinligm 220 ym olmasi durumunda
aradaki bu fark neredeyse ortadan kalkmaktadir. MPT’de de bir kayma diizeltme
faktoriine gereksinim duyulmakta olup TBT’'nin iki boyutlu hali olarak
diisiiniilebilmektedir. Dolayisiyla, Denklemler (5.1-5.3)’te TBT icin Onerilen yeni
kayma diizeltme faktorleri, MPT icin de kullanilmistir (MPT*). Sekillere bakildiginda
ozellikle uzunluk (genislik)/kalinlik oranimmin 6 oldugu mikro plaklarda yiiksek
mertebeden elastisite teorilerine (DGC ve DSDD) dayali MPT ile SPT’ye ait sonuglar
arasinda plak kalinhiginin kiiciik oldugu durumlarda goézle goriiliir bir farkin oldugu
goriilebilir. Buna karsin, yeni kayma diizeltme faktorlerinin kullamildigt MPT* ile SPT
sonuclarinin uyum i¢inde olduklan belirtilebilir.
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Sekil 5.7. Mikro plakta olusan en biiyiik deplasman degerinin kalinliga bagli degisimi
(a = b = 6h) a) DGC b) DSDD
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Sekil 5.8. Mikro plakta olusan en biiyiik deplasman degerinin kalinliga bagli degisimi
(a=b =20h) a) DGC b) DSDD
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Sekil 5.9. Mikro plaga ait kritik burkulma yiikii degerinin kalinliga bagh degisimi

(a = b = 6h) 2) DGC b) DSDD
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Sekil 5.10. Mikro plaga ait kritik burkulma yiikii degerinin kalinliga bagh degisimi
(a =b = 20h) a) DGC b) DSDD
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Sekil 5.11. Mikro plaga ait temel frekans degerinin kalinliga bagli degisimi

(a = b = 6h) a) DGC b) DSDD
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Sekil 5.12. Mikro plaga ait temel frekans degerinin kalinliga bagh degisimi

BULGULAR ve TARTISMA
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(a = b = 20h) a) DGC b) DSDD
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Elastik zemin parametrelerinin karbon nanotiipte meydana gelen maksimum
deplasman, kritik burkulma yiikii ve temel frekans degerleri iizerindeki etkisi Sekiller
5.13-5.15’te sunulmustur. Kw ve Kp degerlerinin her ikisinin de hesaba katildigi
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durumlar Pasternak elastik zemin modeline, Kp degerinin sifir oldugu durumlar Winkler
elastik zemin modeline ve her iki parametrenin sifir oldugu durumlar ise elastik zemin
etkisinin olmadigi mikro plak modeline ait sonuclar1 vermektedir. Bu sekillere
bakildiginda elastik zemin parametrelerinin hesaba katilmasiyla maksimum deplasman
degerlerinde azalma; buna karsin kritik burkulma yiikii ve temel frekans degerlerinde
artisin meydana geldigi rahatlikla sOylenebilir. Ayrica, burada Pasternak zemin
parametresinin etkisinin Winkler zemin parametresinin etkisinden daha fazla oldugu da
yorumlanabilir. Ek olarak, boy/cap degerinin kii¢iik olmasindan dolay1 6zellikle boyut
etkisinin dikkate alindig1 durumlarda kayma deformasyonunun etkileri acik bir bicimde
goriilmektedir. Kayma deformasyonu etkilerine bagl olarak EBT ye gore elde edilen
sonuclarin digerlerinden farkli ve SBT ile TBT* ye gore elde edilen degerlerin hemen
hemen ayni oldugu belirtilebilir. Dahas1 klasik kayma diizeltme faktorlerinin
kullanmldigr TBT ye dayali maksimum deplasman degerlerinin SBT ve TBT*’ye ait
deplasman degerlerinden belirgin bir bi¢cimde farkli oldugu da vurgulanabilir.

a)
12 ! ! %
¥ | | B EBT (Kp=0)
0% 1| TBT (Kp=0)
N | | -e-TBT* (Kp=0)
I N S I o |- SBT (Kp=0)
c 3 | —EBT (Kp=20)
S o el || ——TBT (Kp=20)
£ : “7*:&*@ O TBT* (Kp=20)
2 L, R R - SBT (Kp=20)
| | | I [l
%\g- | | Tl
S o vy
. o [ TN R e
0 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
Kw

Sekil 5.13. Elastik zemin parametrelerinin diizgiin yayih yiik etkisi altindaki karbon
nanotiipte meydana gelen deplasman degerleri tizerindeki etkisi (L=8D,
q=10 nN/nm) a) KT b) DSDD (Devami arkada)
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b)
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Sekil 5.13. Elastik zemin parametrelerinin diizgiin yayil yiik etkisi altindaki karbon

nanotiipte meydana gelen deplasman degerleri tizerindeki etkisi (L=8D,
q=10 nN/nm) a) KT b) DSDD

0.35
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0 50 100 150 200 250 300
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Sekil 5.14. Elastik zemin parametrelerinin karbon nanotiipe ait burkulma yiikii degeri
izerindeki etkisi (L=8D) a) KT b) DSDD (Devami arkada)
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Sekil 5.14. Elastik zemin parametrelerinin karbon nanotiipe ait burkulma yiikii degeri
tizerindeki etkisi (L=8D) a) KT b) DSDD
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Sekil 5.15. Elastik zemin parametrelerinin karbon nanotiipe ait dogal frekans degeri
tizerindeki etkisi (L=8D) a) KT b) DSDD (Devami arkada)
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Sekil 5.15. Elastik zemin parametrelerinin karbon nanotiipe ait dogal frekans degeri
tizerindeki etkisi (L=8D) a) KT b) DSDD

Sekiller 5.16-5.18°de elastik zemin parametrelerinin grafen plakaya ait en biiyiik
deplasman, burkulma yiikii ve dogal frekans degerleri lizerindeki etkisi irdelenmistir.
Burada, elastik zemin parametrelerinin hesaba katilmasiyla grafen plakanin orta
noktasinda meydana gelen deplasman degerlerinde azalma gozlemlenirken burkulma
yiikii ve dogal frekans degerlerinde artisin meydana geldigi goriilmektedir. Bu
degisimlerin Ozellikle klasik sonuglarda daha belirgin oldugu soylenebilir. Ayrica,
uzunluk (genislik)/kalinlik degerinin kii¢iik olmasindan dolay1 6zellikle boyut etkisinin
dikkate alindigi durumlarda kayma deformasyonunun etkileri agik bir bicimde
goriilmektedir. Kayma deformasyonu etkilerine bagl olarak KPT ye gore elde edilen
sonuclarin digerlerinden daha biiyiik ve SPT ile MPT*’ye gore elde edilen degerlerin
ise neredeyse ayni oldugu vurgulanabilir. Bunlara ek olarak, klasik kayma diizeltme
faktorlerinin kullanildigit MPT’ ye dayali olarak ulasilan sonuglarin SPT ve MPT*’ye ait
sonuclardan gozle goriiliir bir bicimde farkli oldugu da belirtilebilir.

134



BULGULAR ve TARTISMA Bekir AKGOZ

a)
07 i i
s KPT (Kp=0)
W | ~%-MPT (Kp=0)
06~ ¥ 1 |-e-MPT*(Kp=0)
SRS SPT (Kp=0)
E 05 I —KPT(Kp=20)
=, 1 "~ ——MPT (Kp=20)
S o4l _— || O MPT* (Kp=20)
z U i | SPT (Kp=20) g.._.
| | ¥
b)
0.08 ; ;
| T KPT (Kp=0)
V"'V““:‘V‘--—vi--g --v- MPT (Kp=0)
0.07p-==- A T o= MPT* (Kp=0) e,
YV —v—v— SPT (Kp=0)
€ 006 e -~ T KPT (Kp=20) ¥y
= 3 | == MPT (Kp=20)
é : | O MPT* (Kp=20)
ENOORF------ -———— = - T e m
z 005 | | SPT (Kp=20)
0.04k-~~=-~k= - o e
= v
00% 50 100 150 200 250 300

Kw

Sekil 5.16. Elastik zemin parametrelerinin grafen plakanin orta noktasindaki deplasman
degeri tizerindeki etkisi (a = b = 8h) a) KT b) DSDD
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Sekil 5.17. Elastik zemin parametrelerinin grafen plakaya ait burkulma yiikii degeri
tizerindeki etkisi (a = b = 8h,m =n = 1) a) KT b) DSDD
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Sekil 5.18. Elastik zemin parametrelerinin grafen plakaya ait dogal frekans degeri

tizerindeki etkisi (a = b = 8h,m =n = 1) a) KT b) DSDD

Cizelgeler 5.3-5.8’de izole edilmis veya elastik zemin {izerinde bulunan
mikrotiipciige ait en biiylik deplasman, kritik burkulma yiikii ve temel frekans degerleri

L=50D, ve L=500D, i¢in sunulmustur. Mikrotiip¢iigiin izotrop ve anizotrop

ozelliklere sahip olmasi durumlar1 dikkate alimmistir. Bu sonuglardan daha biiyiik
deplasman degerlerinin KT ve SBT icin, daha biiyiik kritik burkulma yiikii ve temel
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frekans degerlerinin ise DSDD ve EBT icin elde edildigi goriilmektedir. Ayrica
mikrotiip¢iigiin  anizotropik yapisinin egilme, burkulma ve titresim davramiglar
tizerindeki etkisi kayma deformasyonlu SBT’de EBT’ye nazaran ¢ok daha onemli
oldugu vurgulanabilir. Bunlara ek olarak, elastik zemin etkisinin hesaba katilmasi
sonucunda maksimum deplasman degerleri azalirken kritik burkulma yiikii ve temel
frekans degerlerinin yiikseldigi acikca belirtilebilir.

Cizelge 5.3. Tekil yiik etkisi altindaki mikrotiip¢iigiin en biiyiik deplasman degerleri
(m) (Q() :0,0]nN,l :Dd,KWZKPZO)

/B Kiris L=50D, L=500D,
r= Teorisi KT _ DGC _ DSDD KT DGC _ DSDD
zotropik EBT 00244 00044 00014 243803 44128 14351

SBT 00244 00044 00015 243805 44120 14353

. EBT 00244 00244 00243 243803 243516 242794
10 SBT 01196 01192 0.1186 254688 254385 253656
. EBT 00244 00244 00244 243803 243774 243702
10 SBT 06570 06562 06546 349382 349332 349241
. EBT 00244 00244 00244 243803 243800 24.3793
10 SBT  1.6259 1.6254 16245 1195624 119.5585 1195521

Cizelge 5.4. Tekil yiikke maruz kalan elastik zemin lizerindeki mikrotiip¢iigiin en biiyiik
deplasman degerleri (um) (Q, =0,0InN,I=D,, Kw=100,Kp =10)

_G/E Kiris L=50D, L=500D,
"= Teorisi KT  DGC DSDD KT DGC  DSDD
izotropik EBT  0,0082 0,0032 0,0013 82221 32389 1,834

SBT  0,0082 0,0032 0,0013 82222 32389 12835

B EBT  0,0082 0,0082 0,0082 82221 82187 82102
10 SBT  0,0136 0,0136 0,0135 84799 84762 84675
s EBT  0,0082 0,0082 0,0082 82221 82218 82209
10 SBT  0,0150 0,0150 0,0150 10,0643 10,0635 10,0621
B EBT  0,0082 0,0082 0,0082 8,2221 82221  8,2220
10 SBT  0,0152 00152 0,0152 13,6041 13,6039 13,6035

Cizelge 5.5. Mikrotiipgiik i¢in burkulma yiikii (nN) degerleri (/=D,, Kw=Kp =0,

m=1)

_GIE Kiris L=50D, L=500D,
= Teorisi KT DGC DSDD KT DGC DSDD
izotropik EBT 0,1054 0,5824 1,7913 0,0011 0,0058 0,0179
SBT 0,1053 0,5815 11,7709 0,0011 0,0058 0,0179
4 EBT 0,1054 0,1055 0,1059 0,0011 0,0011  0,0011
10 SBT 0,0231 0,0232  0,0233 0,0010 0,0010 0,0010
s EBT 0,1054 0,1054 0,1055 0,0011 0,0011  0,0011
10 SBT 0,0040 0,0040 0,0040 0,0008 0,0008 0,0008
6 EBT 0,1054 0,1054 0,1054 0,0011 0,0011  0,0011
10 SBT 0,0016 0,0016  0,0016 0,0002 0,0002  0,0002
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Cizelge 5.6. Elastik zemin tizerindeki mikrotiip¢iik icin burkulma yiikii (nIN)) degerleri
(I=D,, Kw=100,Kp =10, m = 1)

_G/E Kiris L=50D, L=500D,
= Teorisi KT _ DGC _ DSDD KT DGC DSDD
izotropik EBT 03205 07975 20064  0,0032 0,0080 0,0201
SBT 03204 0,7966 19858  0,0032 0,0080 0,0201
B EBT 03205 03206 03209 00032 00032 0,0032
10 SBT 02382 02382 02383 00032 0,0032 0,0032
s EBT 03205 03205 03205 00032 00032 0,0032
10 SBT 02190 02190 02191 0,029 0,0029 0,0029
6 EBT 03205 03205 03205 00032 00032 0,0032
10 SBT 02166 02166 02166 00024 0,0024  0,0024

Cizelge 5.7. Mikrotiipciige ait dogal frekans (M Hz) degerleri (I=D,,m = 1)

CGIE Kiris L=50D, L=500D,
r= Teorisi KT _ DGC _ DSDD KT _ DGC DSDD
zotropik EBT  6.0425 142030 249082  0.0604 0.1421 02491
SBT 60406 14,1939 247694 00604 0,1421 02491
. EBT 60425 60461 60551 00604 0,605 0,0606
10 SBT  2,8305 2,8338 28385  0,0593 0,0594 0,0595
. EBT 60425 60429 60438 00604 00604 0,0604
10 SBT 1,1768 1.1775 1,788 00516 00516 0.0516
. EBT 60425 60426 60426 00604 00604 0,0604
10 SBT 07409 07410 07412 00283 00283 0,0283

Cizelge 5.8. Elastik zemin tizerindeki mikrotiip¢iige ait dogal frekans (M Hz) degerleri
(I=D,,Kw=100,Kp =10, m = 1)

CG/E Kiris L=50D, 1=500D,
r= Teorisi KT _ DGC _ DSDD KT  DGC DSDD
totropik EBT 10,5352 16,6193 26,3609  0,1054 0.1662  0,2636
SBT 10,5352 16,6123 262303  0,1054 0,1662 0,2636
. EBT 10,5352 105372 10,5424  0.1054 0,1054 0,1054
10 SBT  9,0824 09,0835 90849  0,1047 0,1048 0,1048
. EBT 10,5352 10,5354 10,5359  0,1054 0,1054 0,1054
10 SBT 87094 87095 87097  0,1006 0,1006 0,1006
. EBT 10,5352 10,5352 10,5352  0,1054 0,1054 0,1054
10 SBT 86612 86612 86613 0,098 0,098 00908

Diizgiin yayili yiik altindaki FDM’den yapilmis mikro kirisin DSDD teorisine
dayali boyutsuz deplasman degerlerinin L/h ve I/h bagh olarak degisimi Sekil 5.19’da
cizdirilmistir. A¢ik¢a goriilmektedir ki //h degeri arttik¢a boyutsuz deplasman degerleri
de ozellikle w,,, /w,,, 'de olmak iizere giderek artmaktadir. L/h arttik¢a ise deplasman

oram bire yaklagmaktadir. Ayrica, wy./Wes Ve Wg /Wee ‘nin birbirlerine benzer
oldugu vurgulanabilir.
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a)

l/h

1) a) Wrpr/Wesr

deplasman degerleri lizerinde L/h ve I/h etkileri (k

Sekil 5.19. Diizgiin yayil yiik altindaki FDM’den yapilmis mikro kirisin boyutsuz
b) Wigrs/Wepr ¢) Wspr/Wegr (Devami arkada)
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Sekil 5.19. Diizgiin yayil yiik altindaki FDM’den yapilmis mikro kirigin boyutsuz
deplasman degerleri lizerinde L/h ve I/h etkileri (k =1) a) Wrg/Wegr
b) Wrer+/Wepr ¢) Wspr/Wesr

L/h degerinin FDM’den imal edilmis basit mesnetli mikro kirise ait boyutsuz
kritik burkulma yiikii degerleri iizerindeki etkileri £ =0,5 ve k =2 i¢in sirasiyla Sekil
5.20 ve Sekil 5.21°de verilmistir. L/h degerindeki artisin kayma deformasyonu etkisinde
azalmaya sebep oldugu ve EBT, TBT, TBT* ve SBT’ye dayali boyutsuz kritik
burkulma yiikii degerleri arasindaki farkin L/h > 60 i¢in neredeyse ortadan kalktigi
gozlemlenmistir. Ayrica, TBT, TBT* ve SBT’ye gore elde edilen KT’ ye dayal
boyutsuz kritik burkulma yiikii degerleri neredeyse birbirlerine esitken, TBT ve SBT ye
gore ulasilan DGC ve DSDD’ye dayali sonuglar arasindaki farkin 6zellikle diisiik L/A
degerlerinde dikkate deger oldugu soylenebilir. Bunlara ek olarak k£ =0,5’e ait
boyutsuz kritik burkulma yiikii degerlerinin k =2’ye bagh degerlerden daha biiyiik
oldugu belirtilebilir.

141



Bekir AKGOZ

BULGULAR ve TARTISMA

o
| ! ﬁ ” ©
| | .
| | ===
| | MmMoOmmmMm
i \\m\ \\\\\\ m \\\\\\\ w - ] RnUu
| | _ _ °
B 1 S A SR B Q
| | | | 4
| | | | £
| | | | 3
I D i ] o
| | | | ™
R o ] o
] | H | N
” V v : o
© < N 3 o
< < < © )
™ ™ ™ ™
nYNA ew|nyung znsinAoq

b)

QUUUUUUUUU D

nYNA ewnying znsinAoq

60

50

0,5)
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Sekil 5.20. Boyutsuz burkulma yiikii degerinin L/h’a bagli olarak degisimi ( k

a) KT b) DGC ¢) DSDD

nYNA ewnNyIng znsinAoq

=2)

Sekil 5.21. Boyutsuz burkulma yiikii degerinin L/A’a bagh olarak degisimi ( k
a) KT b) DGC ¢) DSDD (Devami arkada)
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6. SONUC

Bu tez kapsaminda, yiiksek mertebeden elastisite teorilerine dayali olarak
olusturulan mikro kiris ve mikro plak modellerine ait egilme, burkulma ve serbest
titresim hesaplar icin genel yonetici denklemler ve ilgili sinir kosullart varyasyonel ilke
yardimiyla elde edilmistir. Modellemede kiris ve plak icin ti¢ farkli teori kullanilmistir:
Bernoulli-Euler, Timoshenko ve siniizoidal Kkiris teorileri ile Kirchhoff, Mindlin ve
siniizoidal plak teorileri. Bunlarin yam sira nanoteknolojide genis uygulama alanina
sahip karbon nanotiipler ve Okaryot bir hiicre iskeletinin ii¢ temel bileseninden en
saglam ve karmagsik yapiya sahip olan protein mikrotiipgiikler kiris bi¢iminde; sadece
karbon atomlarindan olusan iki boyutlu hekzagonal yapidaki grafen plakalar ise plak
seklinde modellenmistir. Ayrica bu yapilarin elastik bir zemin iizerinde olmalan
durumu da Winkler (bir parametreli) ve Pasternak (iki parametreli) elastik zemin
modelleri ile dikkate alinmistir. Bunlarin yaninda, fonksiyonel degisimli malzemelerden
(FDM) yapilmis kalin mikro kiriglere ait siniizoidal kayma deformasyonlu kiris modeli
gelistirilmis olup bu tip homojen olmayan mikro kirislerin egilme ve burkulma
davranislari da incelenmistir.

Elde edilen sonuglara bakildiginda kayma deformasyonlarinin kolon/kiris veya
plak bicimindeki yapilarin mekanik davranislar iizerindeki etkisinin, uzunluk (ya da
genislik)/yiikseklik oraninin kiiciik olmas1 (L/h<10 (veya a/h<10) gibi) durumlarda ¢ok
daha belirgin oldugu goriilmektedir. Bu narinlik oraninin artmasina baglh olarak (ince,
narin yapilar) kayma deformasyonlarimin etkisi de giderek azalmaktadir. Bu etki,
sinilizoidal (trigonometrik) kayma deformasyonlu kiris ve plak teorileri ile herhangi bir
kayma diizeltme faktoriine ihtiyag duymadan basarili bir bi¢imde yorumlanmistir.
Ayrica, siniizoidal kiris ve plak teorileri ile kesit tipine gore cesitli kayma diizeltme
faktorii iceren Timoshenko (birinci dereceden kayma deformasyonlu) kiris ve Mindlin
plak teorilerine ait sonuglar incelendiginde klasik durumda sonuglarin birbiriyle ¢ok
uyumlu oldugu; ancak bu uyumun boyut etkisi dikkate alindiginda ortadan kayboldugu
gozlemlenmistir. Bu baglamda, yiikksek mertebeden elastisite teorilerine dayali
Timoshenko mikro kiris modeli ve Mindlin mikro plak modeli i¢in boyut etkisine bagl
yeni kayma diizeltme faktorleri de ilk kez Onerilmistir. Elastik zemin ve boyut
etkilerinin hesaba katilmasiyla birlikte deplasman degerleri azalirken kritik burkulma
yiikii ve temel frekans degerleri artmistir. G6z Oniine alinan yapilarin karakteristik
boyutlarinda meydana gelen artis sonucunda boyut etkisi giderek azalmakta oldugu ve
elde edilen sonuglarin klasik sonuclara yaklastigi goriilmiistiir. Fonksiyonel degisimli
malzemelerden imal edilmis mikro kirislerde ise malzeme Ozelligi degisim indeksi
degeri arttikca boyutsuz burkulma yiikii degerlerinin azaldig1 gozlemlenmistir.

Bu siirecte bir ve iki boyutlu mikro yapilarin egilme, burkulma ve titresim
analizleri yiiksek mertebeden elastisite teorilerine ve cesitli kiris ve plak teorilerine
dayal1 olarak gerceklestirilmis olup ulasilan sonuclar bilimsel dergilerde yayimlanmistir
(Akgoz ve Civalek 2012b, 2013a, 2013b, 2013c, 2014a, 2014b, 2014c, 2015a, 2015b,
2015c, 2016). Ayrica, inceleme asamasindaki makaleler ile literatiirdeki mevcut
boslugun biiyiik 6lciide kapatildig: diistiniilmektedir.

Bundan sonraki yapilacak ¢alismalarda, farkli kayma deformasyonlu kiris/plak
teorilerine dayali mikro yapilarin analizi i¢in modeller kurulabilir ve geometrik acidan
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dogrusal olmama durumu ile termal, piezoelektrik ve viskoelastik zemin gibi etkiler de
dikkate alinabilir. Ayrica bu yapilarin icinden sivi gecmesi durumlart da yiiksek
mertebeden elastisite ve ¢esitli kiris/plak teorilerine dayali olarak kurulacak modellerle
incelenebilir.
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