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Bu tezde, sonlu boyutlu Lorentz-Minkowski uzaylar¬nda fokal e¼griler ve fokal
yüzeyler ele al¬nm¬̧st¬r. Null olmayan bir regüler e¼grinin fokal e¼grisi ve fokal e¼grilik-
lerinin geometrik özellikleri incelenmi̧s ve spacelike ve timelike yüzey üzerindeki null
olmayan bir e¼grinin Darboux çat¬s¬vas¬tas¬yla yar¬-küresel evolütleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
Daha sonra bir parças¬spacelike bir parças¬timelike olan kar¬̧s¬k yüzeylerin fokal
yüzeyleri, tekillik teorisi vas¬tas¬yla uzakl¬k kare fonksiyon ailesinin çatallanma küme-
si olarak tan¬mlanarak geometrisi incelenmi̧stir. Bununla birlikte hiperbolik m-
uzayda hiperyüzeylerin evolütleri sunulmuş ve bu evolütler vas¬tas¬yla hiperyüzeyler
ile hiperküreler ya da eşuzakl¬k hiperdüzlemlerin de¼gmesi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Daha önce
yap¬lmam¬̧s olan normal do¼gru kongruanslar¬ile üretilen fokal yüzeyler Minkowski 3-
uzay¬nda belirlenerek geometrisi incelenmi̧stir. Dahas¬spacelike ve timelike yüzeyler
üzerinde bir tak¬m önemli e¼griler ayn¬uzayda tan¬t¬l¬p elde edilen fokal yüzeyler
yard¬m¬yla baz¬ yeni özellikleri sunulmuştur. Son olarak Minkowski 3-uzay¬nda
yap¬lan Backlund ve Tamamlanabilme teoremleri 2n-1 boyutlu Minkowski uzaya
geni̧sletilerek baz¬yeni ilginç sonuçlar elde edilmi̧stir.
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ABSTRACT

FOCAL CURVES AND FOCAL SURFACES IN FINITE
DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACES

Hakan Ş·IMŞEK

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ÖZDEM·IR

March 2016, 108 pages

In this thesis, focal curves and focal surfaces in the �nite dimensional Minkowski
spaces are handled. The geometric properties of focal curves and focal curvatures
of a non-null regular curve are examined and by means of the Darboux frame of a
non-null curve on the spacelike and timelike surface, its pseudo-spherical evolutes
are investigated. Then, in terms of the singularity theory, the focal surfaces of mixed
surfaces whose one part is spacelike and the other part is timelike are analyzed by
de�ning as the bifurcation set of the family of distance squared function. Besides,
the evolutes of hypersurfaces in hiperbolic m-space are presented and the contact
of hypersurfaces with hyperspheres or equidistant hyperplanes are studied via these
evolutes. The focal surfaces generated by normal line congruences, which has not
been done before, are described in the Minkowski 3-space and their geometry is
studied. Moreover, by de�ning some important curves on spacelike and timelike
surface in the same space, their some new properties are presented by the aid of
the focal surfaces obtained. Lastly, by generalizing the Backlund and integrability
theorems done in the Minkowski 3-space, new interesting results are gotten.
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ÖNSÖZ

Fokal e¼grilerin ve fokal yüzeylerin Minkowski uzaylar¬nda geni̧s kapsamda an-
lat¬ld¬¼g¬bu tez çal¬̧smas¬bu konuda daha önce yap¬lm¬̧s olan çal¬̧smalar¬n bir der-
lemesi ve yap¬lmam¬̧s olan normal do¼gru kongruanslar¬vas¬tas¬yla elde edilen fokal
yüzeylerin geometrisi ve Backlund ve tamamlanabilme teoremlerinin yüksek boyutlu
Minkowski uzaylara genelleştirilmesi üzerine olmuştur. Bu konu üzerine bir çok
araşt¬rmac¬n¬n ilgilendi¼gi ve araşt¬rmaya aç¬k bir konu oldu¼gu için bu konuda çal¬̧s-
mak isteyen ki̧silere yararl¬bir kaynak olaca¼g¬ve başka çal¬̧smalara da ¬̧s¬k tutaca¼g¬
kan¬s¬nday¬m.

Bana bu konuda çal¬̧sma olana¼g¬veren, en s¬k¬nt¬l¬zamanlar¬mda yard¬mlar¬n¬
esirgemeyen ve beni sürekli motive eden ayr¬ca kendimi geli̧stirmemde önemli katk¬lar
yapan dan¬̧sman¬m Say¬n Doç. Dr. Mustafa Özdemir�e sonsuz teşekkürlerimi sunar¬m.

Ayr¬ca birlikte Tübitak projesinde çal¬̧st¬¼g¬m Say¬n Yrd. Doç. Dr. Semail Ül-
gen�e maddi ve manevi katk¬lar¬ndan dolay¬teşekkürü bir borç bilirim.

Bu çal¬̧smam¬benim her türlü s¬k¬nt¬ma katlanan ve büyük fedakarl¬klar eden
aileme ithaf ederim.
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ŞEK·ILLER D·IZ·IN·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . viii
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GİRİŞ Hakan ŞİMŞEK

1. GİRİŞ

Sonlu boyutlu bir Öklid uzayında regüler bir eğrinin fokal eğrisi ya da evolütü
oskülator hiperkürelerinin, ki bu hiperküreler eğriyle teğettir, merkezlerinin veya
diğer bir deyişle eğrinin eğrilik merkezlerinin oluşturduğu geometrik yer olarak tanım-
lanır. Örneğin bir çemberin fokal eğrisi tek bir nokta olan kendi merkezidir. Buna
denk olarak regüler eğrinin normallerinin zarfı olarak da verilebilir. Fokal eğri ya
da evolüt fikrinin Huygens tarafından 1673 yılında ışık üzerine yaptığı çalışmaları
vasıtasıyla ortaya çıktığı düşünülmüştür (Yales 1952). Ancak bu kavram Apollonius
(yaklaşık M.Ö. 200) tarafından koniklerinin 5. kitabında da tanımlandığı bilinmek-
tedir. Fokal eğriler akışkanlar mekaniği içindeki bazı geometrik sonuçları ifade eden
belli optik olayların (örneğin gökkuşağı) çalışılmasında kullanışlıdır (Adam 2002).
Ayrıca orjinal eğrinin bir takım özelliklerinin ortaya çıkarılmasında önemli bir yere
sahiptir. Örneğin bir eğrinin bir noktasının köşe (vertex) noktası olup olmadığı fokal
eğrisi yardımıyla kolayca anlaşılabilir veya singüler noktaların sınıflandırılmasında
fokal eğriler önemli yer tutar.

Öklid 3-uzayında bir düzgün M yüzeyi üzerindeki bir noktada dik kesit
eğrilerinin eğrilik merkezleri, normal vektörün belli bir parçasına karşılık gelir. Bu
parçaların maksimum ve minimum değerleri iki eğrilik çizgisinin eğrilik merkez-
leridir. Bu iki noktaya bu noktadaki normalin fokal noktaları denir. Bu nokta-
lara yüzeyin (asal) eğrilik merkezleri olarak da isimlendirilir. Fokal yüzey ya da
M yüzeyinin evolütü fokal noktaların veya asal eğrilik merkezlerinin geometrik yeri
olarak tanımlanır. Bu yüzeye merkezlerin yüzeyi ya da M yüzeyinin merkezcil-
yüzeyi de denir. Genellikle iki parçadan (maks. ve min. noktalara bağlı olarak)
oluşur. Y , M yüzeyinin lokal bir parametrizasyonu, k ve k∗ yüzeyin asal eğrilikleri
ve n yüzeyin birim normali olmak üzere yüzeyinin umbilik noktaları dışında fokal
yüzeylerin parametrik denklemleri

B1 (u, v) = Y (u, v) +
1

k
n (u, v)

B2 (u, v) = Y (u, v) +
1

k∗
n (u, v)

şeklindedir. Umbilik noktalarda bu asal eğrilik merkezleri çakışır; umbilik olmayan
eliptik noktalarda asal eğrilik merkezleri yüzeyin teğet düzleminin aynı tarafına
uzanır (Şekil 1.1 sağda); hiperbolik noktalarda yüzeyin teğet düzleminin farklı tarafla-
rına doğru uzanır (Şekil 1.1 solda ); düzlemsel olmayan parabolik noktalarda sadece
bir tanesi tanımlıdır diğeri sonsuza gider ve düzlemsel noktalarda tanımlı değildir
(Goetz 1968). Örneğin küre, fokal yüzeyleri tek bir noktaya yani merkezine dejenere
olan tek yüzeydir; Dupin yüzeylerinin (Dupin cyclide) fokal yüzeyleri ise eğrilere
dejenere olur (Hagen vd 1995).

Fokal yüzeyler herhangi bir yüzeyin vasfı, mahiyeti, niteliği ile ilgili bilgi
elde etmek için bir sorgu aracı olarak kullanılır. Örneğin, bir yüzey üzerindeki alt-
parabolik çizgiler (sub-parabolic lines) ve sırt çizgileri (ridge lines), ki bu eğriler
medikal alanda ve jeolojide çeşitli uygulamalara sahip olan önemli eğrilerdir, fokal
yüzeyler üzerinde sırasıyla parabolik eğri ve sivri uçlu kenar çizgilerine (cuspidal

1



GİRİŞ Hakan ŞİMŞEK

edge) karşılık gelir. Yani alt-parabolik ve sırt çizgileri fokal yüzeyler üzerinde bu
eğrilerin ters görüntüsü olarak da ifade edilebilir. Ayrıca bu eğriler bir yüzeyin
iskeletinin oluşturulmasında kullanılabilir ki Gordon (1991) ve Thirion ve Gourdon
(1993) bu şekildeki iskeletleri, yüzlerin kıyaslanmasında kullanmışlardır.

Şekil 1.1. Yüzey ve fokal yüzeyleri

Fokal yüzeylerin bir başka tanımlama aracı da doğru veya rektilineer konguans-
ları vasıtasıyladır. Bir doğru kongruansı 3 boyutlu uzayda (afin, projektif, Öklid ya
da Lorentz) iki parametreye bağlı doğruların bir kümesidir. Doğru kongruansları
ışığın yansıma ve kırılmasıyla ilgili çalışmalarda ortaya çıkmıştır. Örneğin, bir
yüzeyin tüm normal doğruları özel bir doğru kongruansı oluşturur ki buna yüzeyin
normal kongruansı denir. ξ (u, v) yüzeyin her noktasında bir birim vektör ve λ ∈ R
olmak üzere, rektilineer kongruans ya da doğru kongruansı

R (u, v, λ) = ϕ (u, v) + λξ (u, v) (1.1)

olarak parametrize edilir. (u, v) noktası sabitlenip λ katsayısı değiştirildiği zaman, R
düz bir doğru oluşturacaktır. ϕ (u, v) ile parametrelendirilmiş M yüzeyine referans
yüzey denir. u = u (t) ve v = v (t) ile yüzey üzerinde bir eğri alınırsa (1.1)’den λ ve
t’ye bağlı bir regle yüzey elde edilir. Yani

X (t, λ) = ϕ (u (t) , v (t)) + λξ (u (t) , v (t))

regle yüzeyinin parametrik denklemidir. Bu yüzeyin açılabilir olması için

det (ξ (t) , ξ′ (t) ,ϕ′ (t)) = 0

eşitliği sağlanmalıdır. Bu u′ (t) ve v′ (t) için λ’ya bağlı ikinci dereceden bir denk-
lemdir. Bu denklemin farklı iki reel kökü varsa, bu çözümler (1.1) denkleminde
yerine konularak açılabilir yüzeyin iki farklı ailesini belirler. Bu nedenle kongruans-
taki her doğru bu iki yüzeye teğet olacaktır. Bu değme noktalarına fokal noktalar
denir (Şekil 1.1). Tüm fokal noktaların kümesine de fokal yüzey denir. Gerçekten
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GİRİŞ Hakan ŞİMŞEK

bir regüler yüzeyin normal kongruansları, yani ξ (u, v) = n (u, v) , için bu ifade
edilen yol takip edildiği zaman λ’ya bağlı çözümler asal eğriliklerin çarpmaya göre
tersleridir. Bu çözümler (1.1) denklemine yazılırsa B1 ve B2 fokal yüzeylerinin
yukarıda tanımlanan parametrizasyonları elde edilir (Eisenhart 1969).

Fokal yüzeyler, tekillik teorisi (singularity theory) alanında da farklı bir şekil-
de tanımlanmıştır. Tekillik teorisinde bir Lagrangian dönüşümün kritik değerlerinin
kümesine Kostik (Caustic) denir. Öklid 3-uzayında bir regüler yüzeyin normal
dönüşümünün kostiği eğrilik merkezlerinin kümesi yani fokal noktalarının kümesidir
(Arnold vd 1986). Bu Kostik aynı zamanda yüzeyin normallerinin zarfı olarak da
elde edilebilir. Yani, bir regüler yüzeyin fokal yüzeyi, normal doğrularıyla üretilen
kostikle çakışır ve aynı zamanda yüzey üzerindeki uzaklık kare fonksiyonlarının
çatallanma (bifurcation) kümesine eşittir. Bir düzgün yüzeyin kostiği Lagrangian
tekilliklere sahiptir ve genelde umbilik noktalar dışında sivri uçlu kenar yüzeye
(ϕC (u, v) = (u2, u3, v)) veya swallowtail yüzeye (ϕS (u, v)=(3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v))
diffeomorfiktir. Kostiğin genel modelleri daha ayrıntılı bir şekilde Arnold vd (1986)
tarafından Öklid uzayında verilmiştir.

A. V. Bäcklund tarafından 1883’de ifade edilen Öklid 3-uzayındaki klasik
Bäcklund Teoremi, yarı-küresel (pseudo-spherical) doğru kongruanslarının fokal yü-
zeylerinin sabit negatif Gauss eğriliğe sahip olduğunu ve biribirine eşit olduğunu
söyler. E3 Öklid uzayında Gauss eğriliği -1 olan yüzeyler ile

φuu − φvv = sinφ

şeklinde verilen Sine-Gordon denkleminin φ çözümleri arasında bir ilişki vardır.
Bu nedenle Bäcklund Teoremi, verilen bir yüzeyden Sine-Gordon denkleminin yeni
çözümlerini üretmek için alternatif bir yol sunar. Ayrıca, Backlund dönüşümü soli-
ton teorisinde önemli uygulamalara sahiptir (Rogers ve Schief 2002). Tamamla-
nabilme Teoremi (Integrability Theorem) ise sabit negatif Gauss eğrilikli bir yüzeyden
aynı negatif Gauss eğriliğine sahip bir başka yüzey inşa edilebileceğini ve bu iki
yüzeye teğet olan bir yarı-küresel doğru kongruansının varlığını ifade eder. Bu teo-
rem bir bakıma Backlund teoreminin tersidir denilebilir.

Bruce ve Giblin (1992) eğrilerin evolütlerini tekillik teorisi vasıtasıyla ele
almıştır. Vargas 2005, Em+1 Öklid uzayında fokal eğrilerin genel parametrizas-
yonlarını tanımlayarak bir eğrinin fokal eğrilikleriyle Öklid eğrilikleri arasında bir
bağıntı sunmuştur. Ayrıca bir eğrinin köşe (vertex) noktası olması için gerekli ve
yeterli koşulun fokal eğriye karşılık gelen noktanın tekil nokta olduğunu keşfetmiş ve
eğrinin Öklid eğrilikleri ve Frenet-Serret çatısıyla fokal eğrisinin Öklid eğrilikleri ve
Frenet-Serret çatısı arasındaki bağıntıları göstermiştir. Özdemir (2004) ise Vargas’ın
(2005) yaptığı çalışmaları Em+1

1 Minkowski uzayına taşıyarak fokal eğriyle ilgili elde
edilen özellikleri bu uzayda incelemiştir. Izumiya vd (2004a)H2

+ (−1) hiperbolik uza-
ydaki bir eğrinin evolütünü yani fokal eğrisini hiperbolik yükseklik fonksiyonlarından
faydalanarak tanımlamış ve bu fonksiyonlar sayesinde evolütün tekil noktalarını in-
celemiş ve orjinal eğrinin H2

+ (−1) uzayındaki değişmezleri ile bu tekillikler arasında
bağıntı kurmuştur. Sato (2012), Izumiya vd’nin (2004a) yaptıklarını Minkowski
3-uzayındaki bir regüler spacelike yüzeyi üzerine genişletmiş ve yarı-küresel evolüt
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olarak isimlendirerek geometrik özelliklerini ve tekil noktalarını incelemiştir. Izu-
miya vd (2015) ise Sato’nun (2012) spacelike yüzey üzerinde yaptıklarını timelike
yüzey üzerinde çalışmış ve evolüt yerine yarı-küresel normal Darboux görüntüsü
ismini kullanmıştır.

Porteous (1971) uzaklık kare fonksiyonlarının tekillikleri vasıtasıyla normal
fokal kümeleri ele almış ve sırt eğrilerini ilk kez sunmuştur. Bruce ve Wilkinson
(1991) düzgün ve regüler bir yüzeyin alt-parabolik çizgilerini tanıtmış ve uzaklık
kare fonksiyonlarının çatallanma kümesi ve folding dönüşümlerin çatalllanma kümesi
arasındaki dualite sonucunu kullanarak yüzey üzerindeki alt-parabolik çizginin fokal
yüzey üzerinde parabolik çizgiye karşılık geldiğini göstermiştir. Bruce ve Tari (1996),
sırt ve alt-parabolik çizgileri yüzeyin folding dönüşümlerini ele alarak çalışmışlardır.
Morris (1996) fokal yüzeylerin Gauss eğriliklerini genel olarak bulmuş ve alt-parabolik
çizgilerin bir eğrilik çizgisi boyunca diğer eğrilik çizgisinin asal eğriliklerinin eks-
tremum noktalarının geometrik yeri olduğunu keşfetmiştir. Ayrıca bu eğriler vasıta-
sıyla fokal yüzey üzerinde tekil noktalarla ilgili bir takım sonuçlar elde etmiştir.
Bruce vd (1999) fokal yüzeyleri ve sırt ve alt-parabolik eğrileri tekillik teorisi içinde
ele almışlardır. Abdel-Baky (1999, 2003) regüler bir yüzey üzerindeki eğrilik çizgileri-
nin teğetleri tarafından üretilen kongruansların fokal yüzeylerini bulmuş ve bazı
özelliklerini incelemiştir. Zhong ve Li (2008) Minkowski 3-uzayında spacelike yüzey
üzerinde geodeziklerin teğetleriyle üretilen fokal yüzeyleri incelemiş ve Abdel-Baky’e
(1999) benzer sonuçlar elde etmiştir. Izumiya vd (2004b) hiperbolik m-uzayda hiper-
bolik yüzeylerin evolütlerini tekillik teorisinin bir uygulaması olarak değme bakış
açısıyla incelemiştir. Tari (2012); Minkowski 3-uzayında fokal yüzeyleri uzaklık kare
fonksiyonlarının çatallanma kümesi olarak ele almış ve geometrisini incelemiştir. Ek
olarak fokal yüzeyleri metriğin dejenere olduğu noktaların kümesine genişletilmesini
sağlamıştır. Şimşek ve Özdemir (2015) ise Minkowski 3-uzayında doğru kongru-
ansları vasıtasıyla fokal yüzeyleri tanımlamış ve geometrisini incelemiştir. Ayrıca
spacelike ve timelike yüzey üzerinde alt-parabolik ve sırt eğrilerini tanımlayarak
fokal yüzey üzerine karşılık gelen eğrilerle ilgili sonuçlar elde etmişlerdir.

Chern ve Terng (1980) 3-boyutlu afin uzayda Bäcklund teoremini kanıtlamış-
tır. Bäcklund ve Tamamlanabilme teoremlerinin R2n−1 uzayının n-boyutlu altmani-
folduna genelleştirilmesi Tenenblat ve Terng (1980) tarafından verilmiştir. Onlar
yarı-küresel doğru kongruansları ile üretilen n-boyutlu M ve M∗ altmanifoldlarının
kesitsel eğriliklerinin sabit − sin2 θ/r2 olduğunu göstermişlerdir. Gu vd (2005) bu
teoremleri Minkowski 3-uzayına genişletmiş ve farklı her durum için ispatlamıştır.
Şimşek ve Özdemir (2016), Gu’nun vd (2005) ve Tenenblat ve Terng’in (1980) elde
ettiği sonuçları E2n−1

1 Minkowski uzayının n boyutlu altmanifolduna genelleştirerek
Backlund ve tamamlanabilme teoremlerini oluşabilecek dört farklı durum için de
kanıtlamışlardır.

Bu tez sekiz bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde fokal eğriler tanımlan-
mış ve fokal yüzeylerin çeşitli yollarla nasıl belirlendiği ayrıntılı bir şekilde okuyu-
cuya sunulmuştur. Ayrıca fokal eğri ve yüzeylerle ilgili yapılan bir kısım çalışmalar
hakkında bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde Minkowski uzayı ve tekillik teorisi ile
ilgili temel tanım ve özellikler verilmiştir.
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Üçüncü kısımda null olmayan eğrilerin fokal eğrileri m+1 boyutlu Minkowski
uzayında tanımı yapılmış ve eğrinin köşe noktasında fokal eğrinin singüler noktaya
sahip olduğu ve fokal eğrilikleriyle Öklid eğrilikleri arasındaki bağıntılar gösteril-
miştir. Ayrıca fokal eğrilikler kullanılarak null olmayan bir eğri üzerindeki bir
noktanın köşe noktası olması için gerekli ve yeterli koşul verilmiştir. H2

+ (−1)
hiperbolik uzayında hiperbolik düzlem eğrilerinin hiperbolik fokal eğrisi hiperbo-
lik yükseklik fonksiyonları vasıtasıyla tanıtılmıştır ve hiperbolik fokal eğrinin tekil
noktalarıyla orjinal eğrinin geodezik eğriliği arasında bağıntılar gösterilmiştir. Daha
sonra, Minkowski 3-uzayındaki bir spacelike yüzey üzerindeki eğrilerin yarı-küresel
evolütlerinin parametrizasyonları verilip, geometrik özellikleri ve tekil noktaları tekil-
lik teorisi vasıtasıyla çalışılmıştır. Son olarak timelike yüzey üzerinde de spacelike
yüzey üzerinde olana benzer şekilde yarı-küresel evolütler incelenmiştir.

Dördüncü bölümde, Minkowski 3-uzayında fokal yüzeyler regüler bir yüzeyin
kostiği olarak ele alınmış ve kostik de uzaklık kare fonksiyonunun çatallanma kümesi
olarak verilmiştir. Bu tanımlama lightlike noktalara da genişletilerek; ligthlike nok-
taların bir eğri olduğu ve bu eğrinin spacelike ve timelike olarak ikiye ayırdığı karışık
yüzeyler üzerinde fokal yüzeylerin geometrisi incelenmiştir. Daha sonra Hm

+ (−1)
hiperbolik uzayında hiperyüzeylerin diferensiyel geometrisi çalışılmış ve tekil nok-
taları hiperkürelerle (eşuzaklık hiperdüzlemleriyle) hiperyüzeylerin değmesini be-
lirleyen hiperyüzeylerin hiperbolik (de Sitter) evolüt kavramı tanımlanmıştır. Ayrı-
ca hiperbolik (de Sitter) evolütün, üreteç ailesi hiperbolik timelike (ya da spacelike)
yükseklik fonksiyonu olan hiperbolik m-uzayının kotanjant demetindeki belli bir La-
grangian altmanifoldun kostiği olduğu gösterilmiştir.

Beşinci bölümde, Minkowski 3-uzayında fokal yüzeylerinden biri kendisi olan
bir spacelike yüzey üzerindeki geodezik eğrilerin teğetleriyle üretilen rektilineer kon-
gruansların ikinci fokal yüzeylerinin geometrisi incelenmiştir. Daha sonra bir regüler
yüzeyin normal kongruansları tarafından üretilen fokal yüzeylerin parametrizasyon-
ları tanıtılmış ve Gauss eğrilikleri bulunmuştur. Ayrıca sırt ve alt-parabolik çizgiler
asal eğriliklerin ekstremum değerleri vasıtasıyla tanımı yapılmış ve özellikleri fokal
yüzeyler yardımıyla çalışılmıştır.

Altıncı bölümde, ilk önce sabit Gauss eğrilikli spacelike ve timelike yüzeyler
için Chebyshev koordinatları verilmiştir. Daha sonra yarı-küresel doğru kongru-
ansları ile üretilen fokal yüzeylerin sabit Gauss eğriliklerine sahip olduğu, dört
farklı durumda ispatlanmış ve bu teoremlerin tersleri olan tamamlanabilme teo-
remleri Chebyshev koordinatları vasıtasıyla kanıtlanmıştır. Son olarak Minkowski
3-uzayında ispatlanmış bu teoremlerin E2n−1

1 Minkowski uzayına genelleştirilmesi
yapılmış ve her bir durum için ayrı ayrı incelenmiştir. Bu genelleştirmeyle bazı du-
rumlar için Minkowski 3-uzayında elde edilen sonuçların üçten daha fazla boyutlu
Minkowski uzayında aynı olmadığı yani farklı sonuçlar doğurduğu tespit edilmiştir.
Yedinci bölümde ise tezden elde edilen sonuçlar ifade edilmiştir. Son bölümde de
çalışmada yararlanılan kaynaklar gösterilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde Lorentz-Minkowski uzayı ve tekillik (singularity) teorisi ile ilgili
bazı temel tanım ve kavramlar verilecektir. Daha ayrıntılı bilgiler Minkowski uzayı
için O’neill’in (1983) kitabına ve tekillik teorisi için de Arnold (1986), Bruce ve
Giblin (1992) ve Porteous ’un (2001) kitaplarına bakılabilir.

Tanım 2.1 (O’neill 1983) Em+1 = {(x0, x1, . . . , xm) : xi ∈ R (i = 0, 1, . . . ,m)} ,
m+1 boyutlu bir Öklid vektör uzayı olsun. Bu vektör uzayında, herhangi x =
(x0, x1, . . . , xm) ve y = (y0, y1, . . . , ym) vektörleri için Lorentz iç çarpım

〈x,y〉 = −x0y0 +
m∑
i=1

xiyi

olarak tanımlanır. (Em+1, 〈., .〉) iç çarpım uzayına (m+1) boyutlu Lorentz ya da
Minkowski uzayı denir ve Em+1

1 ile gösterilir.

Tanım 2.2 (O’neill 1983) Herhangi bir x ∈ Em+1
1 \ {0} vektörü için 〈x,x〉 > 0,

= 0 ya da < 0 ise; bu vektöre sırasıyla spacelike, lightlike (null ya da isotropik) ya
da timelike vektör denir. x ∈ Em+1

1 vektörünün normu ‖x‖ =
√
|〈x,x〉| şeklinde

tanımlanır.

Tanım 2.3 (O’neill 1983, Izumiya vd 2004b) Herhangi v ∈ Em+1
1 vektörü ve c reel

sayısı için

HP (v, c) =
{
x ∈ Em+1

1 : 〈x,v〉 = c
}

ile v normalli bir hiperdüzlem tanımlanır. v timelike, spacelike ya da lightlike
vektör ise HP (v, c)’ye sırasıyla bir spacelike hiperdüzlem, timelike hiperdüzlem ya
da lightlike hiperdüzlem denir.

Hm
+ (−1) =

{
x ∈ Em+1

1 : 〈x,x〉 = −1, x0 > 0
}

ve

Hm
− (−1) =

{
x ∈ Em+1

1 : 〈x,x〉 = −1, x0 < 0
}
,

olmak üzere, hiperbolik m-uzayı

Hm (−1) = Hm
+ (−1) ∪Hm

− (−1) ,

ve de Sitter m-uzayı

Sm1 =
{
x ∈ Em+1

1 : 〈x,x〉 = 1
}

ile tanımlanır.
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Tanım 2.4 (O’neill 1983) vi = (vi0, v
i
1, . . . , v

i
m) olmak üzere, herhangi v1, v2,. . . ,

vm ∈ Em+1
1 için v1 × v2 × . . .× vm vektörel çarpımı

v1 × v2 × . . .× vm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−e1 e2 · · · em+1

v1
0 v1

1 · · · v1
m

v2
0 v2

1 · · · v2
m

...
... · · · ...

vm0 vm1 · · · vmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
şeklinde tanımlanır. e1, e2,. . . , em+1 vektörleri Em+1

1 uzayının standart taban vektör-
leridir. Bu tanımdan kolayca

〈a,v1 × v2 × . . .× vm〉 = det (a,v1, . . . ,vm)

eşitliği bulunabileceğinden herhangi vi vektörü v1× v2× . . .× vm vektörüne diktir.

Tanım 2.5 (O’neill 1983, Hacısalihoğlu 1983) I, R’nin bir açık aralığı olmak üzere
γ : I → Em+1

1 biçiminde tanımlanan Cr sınıfından fonksiyona bir (düzgün) eğri ya
da Cr sınıfından parametrelendirilmiş eğri denir. Bir s ∈ I noktasında γ’nın hız
vektörü veya teğet vektörü γ′ (s) = dγ/ds ile tanımlanır. Eğer her noktada eğrinin
teğet vektörü sıfır vektörüne eşit değilse bu eğriye regüler bir eğri denir. Her s ∈ I
için ‖γ′ (s)‖ = 1 ise eğri yay-uzunluğu ile parametrelendirilmiştir denir. Her s ∈ I
için 〈γ′ (s) , γ′ (s)〉 > 0, = 0 ya da < 0 ise eğriye sırasıyla spacelike, lightlike (null)
ya da timelike eğri denir. Eğer her s ∈ I için γ′ (s) , γ′′ (s) , . . . , γ(m) (s) vektörleri
lineer bağımsız ise Gram-Schmidt metodu kullanılarak t (s) , n1 (s) , . . . ,nm−1 (s)
ortonormal sistemi elde edilir. nm (s) bir null olmayan vektör olsun öyle ki t (s) ,
n1 (s) , . . . ,nm (s) çatısı, ortonormal ve pozitif yönlüdür. Bu çatıya γ eğrisinin γ (s)
noktasında Frenet-Serret çatısı denir. Em+1

1 uzayında null olmayan birim hızlı Frenet
γ eğrisinin Frenet-Serret denklemleri

t′ (s) = εn1κ1 (s) n1 (s)

n′1 (s) = −εtκ1 (s) t (s) + εn2κ2 (s) n2 (s)

n′i (s) = −εni−1
κi (s) ni−1 (s) + εni+1

κi+1 (s) ni+1 (s) , 2 ≤ i ≤ m− 1 (2.1)

n′m (s) = −εnm−1κm (s) nm−1 (s)

ile verilir, burada

εx =

{
−1; x timelike vektör ise

1; x spacelike vektör ise

olarak verilir. κ1, . . . , κm fonksiyonlarına γ eğrisinin Öklid eğrilikleri denir. κ1, . . . ,
κm−1 eğrilikleri pozitiftir ancak son eğrilik κm herhangi reel değer alabilir.

Tanım 2.6 (O’neill 1983) U ⊂ R2 açık bir küme olmak üzere ϕ : U ⊂ R2 → E3
1,

gömme (embedding) fonksiyonu ele alınsın ve ϕ (U) = M ile gösterilsin. Bu-
rada, herhangi p = ϕ (u, v) noktasında TpM teğet uzayı bir spacelike düzlemden
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oluşuyorsa ϕ’ye bir spacelike gömme ya da bir timelike düzlemden oluşuyorsa time-
like gömme ve M yüzeyine sırasıyla bir spacelike yüzey ya da timelike yüzey denir.
M yüzeyinin birinci temel form katsayıları

E = 〈ϕu,ϕu〉 , F = 〈ϕu,ϕv〉 , G = 〈ϕv,ϕv〉

ve N = (ϕu ×ϕv) / ‖ϕu ×ϕv‖ yüzeyin birim normal vektörü olmak üzere ikinci
temel form katsayıları

l = −〈Nu,ϕu〉 = 〈N,ϕuu〉 , m = −〈Nu,ϕv〉 = 〈N,ϕuv〉 ,
n = −〈Nv,ϕv〉 = 〈N,ϕvv〉

şeklinde sunulabilir.

2.1. Lagrangian Singülerliği ve Fonksiyonların Açılımı

Bu bölümde Arnold vd (1986) ve Bruce ve Giblin (1992) tarafından verilen
tekillik teorisinden bahsedilecektir.

Tanım 2.7 (Arnold vd 1986) Rr üzerinde π : T ∗Rr → Rr bir kotanjant demet
ve (u, p) = (u1, . . . , ur, p1, . . . , pr), T

∗Rr üzerinde kanonik koordinat olsun. T ∗Rr

üzerinde kanonik simplektik yapı ω =
∑r

i=1 dpi ∧ dui kanonik 2-formu vasıtasıyla
verilir. i : L → T ∗Rr bir immersiyon olsun. dimL = r ve i∗ω = 0 ise i’ye bir La-
grangian immersiyon denir. Bu durumda π◦i’nin kritik değer kümesine i’nin kostiği
(caustic) denir ve C (L) ile gösterilir. Lagrangian tekillik teorisinde temel hedef
fonksiyon germ ailesini kullanarak; Lagrangian immersiyon germleri belirlemektir.
F : (Rm × Rr, (x, u))→ R, özel bir (x, u) noktası etrafında tanımlanmış bir düzgün
(smooth) fonksiyon olsun. Böyle bir fonksiyona (x, u) noktasında bir fonksiyon germ
denir. f (x) = Fu (x, u) ise F fonksiyonuna f ’nin bir r-parametreli açılımı (unfold-
ing) denir. F : (Rm × Rr, (0,0))→ (Rr, 0) fonksiyon germlerin r-parametreli açılımı
olmak üzere

Ca (F ) =

{
(x, u) ∈ (Rm × Rr, (0,0)) :

∂F

∂x1

(x, u) = · · · = ∂F

∂xm
(x, u) = 0

}
kümesine F fonksiyonunun katasrof kümesi ve

Bif (F ) =

{
u ∈ (Rr, 0) : (x, u) ∈ Ca (F ) vardır öyle ki rank

(
∂2F

∂xi∂xj
(x, u)

)
< m

}
kümesine F fonksiyonunun çatallanma (bifurcation) kümesi denir.

Tanım 2.8 (Arnold vd 1986) πr : (Rm × Rr, 0) → (Rr, 0) kanonik izdüşüm olsun.
O halde F fonksiyonunun çatallanma kümesi πr

∣∣
C(F ) ’nin kritik değer kümesidir.

(x, u) = (x1, . . . , xm, u1, . . . , ur) ∈ (Rm × Rr, 0) olmak üzere, eğer

∆F =

(
∂F

∂u1

, . . . ,
∂F

∂ur

)
: (Rm × Rr, 0)→ (Rr, 0)

dönüşüm germi singüler değilse F fonksiyonuna bir Morse ailesi denir.
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Tanım 2.8 durumunda Ca (F ) ⊂ (Rm × Rr, 0) düzgün altmanifold germ ve

L (F ) (x, u) =

(
u,
∂F

∂u1

, . . . ,
∂F

∂ur

)
ile tanımlanan L (F ) : (Ca (F ) , 0) → T ∗Rr dönüşüm germi vardır. L (F )’nin
bir Lagrangian immersiyon olduğu gösterilebilir. O halde aşağıdaki temel teorem
söylenebilir.

Önerme 2.9 (Arnold vd 1986) T ∗Rr’de tüm Lagrangian altmanifold germler yukarı-
daki metodla inşa edilir.

Tanım 2.10 (Arnold vd 1986) Yukarıdaki notasyonla, F ’ye L (F )’nin üreteç ailesi
(generating family) denir. i : (L, x) → (T ∗Rr, p) ve i′ : (L′, x′) → (T ∗Rr, p′)
Lagrangian immersiyon germleri olsun. Eğer σ : (L, x) → (L′, x′) diffeomorfizm
germ, τ : (T ∗Rr, p)→ (T ∗Rr, p′) simplektik diffeomorfizm germ ve τ̄ : (Rr, π (p))→
(Rr, π (p′)) diffeomorfizm germ vardır öyle ki π : (T ∗Rr, p)→ (Rr, π (p)) bir kanonik
izdüşüm ve simplektik diffeomorfizm germ T ∗Rr üzerindeki simplektik yapıyı ko-
ruyan bir diffeomorfizm germ olmak üzere τ ◦ i = i′ ◦ σ ve π ◦ τ = τ̄ ◦ π ise i ve
i′ immersiyon germlerine Lagrangian denktir denir. Bu durumda C (L) kostiği τ̄
diffeomorfizm germ vasıtasıyla C (L′) kostiğine diffeomorfiktir.

Tanım 2.11 (Bruce ve Giblin 1992) F : (R× Rr, (s0, u0)) → R fonksiyon germi
ve f (s) = Fu0 (s, u0)’nin r-parametreli açılımı olsun. Eğer tüm 1 ≤ p ≤ k için
f (p) (s0) = 0 ve f (k+1) (s0) 6= 0 ise s0 değerinde f fonksiyonu bir Ak-tekilliğe sahiptir
denir. Sadece tüm 1 ≤ p ≤ k için f (p) (s0) = 0 koşulu sağlanırsa f , bir A≥k-tekilliğe
sahiptir denir. F, f ’nin bir açılımı ve f (s) , s0 değerinde bir Ak-tekilliğe sahip olmak
üzere, (k − 1). mertebeye göre s0 noktasında ∂F

∂ui
kısmi türevinin Taylor serileri

j(k−1)

(
∂F

∂ui
(s, u0)

)
(s0) =

k−1∑
j=0

αji (s− s0)j , i = 1, . . . , r

ile gösterilsin. Eğer (αji) (j = 1, . . . , k − 1) katsayılarının (k − 1)× r matrisi k − 1
(k − 1 5 r) ranka sahipse F ’ye (p)versal açılımı ((p)versal unfolding) denir. α0i =
∂F
∂ui

(s0, u0) olmak üzere, eğer (αji) (j = 0, . . . , k − 1) katsayılarının k × r matrisi k

(k 5 r) ranka sahipse F ’ye (p)+versal açılımı denir.

Tanım 2.10’daki F fonksiyonunun çatallanma kümesi

Bif (F ) =

{
u ∈ Rr : (s,u) ’de

∂F

∂s
=
∂2F

∂s2
= 0 ile s vardır

}
ile ifade edilebilir.

Teorem 2.12 (Bruce ve Giblin 1992) F : (R× Rr, (s0, u0))→ R, s0 noktasında Ak-
tekilliğe sahip olan f (s)’nin r-parametreli açılımı olsun. Eğer F bir (p)versal açılımı
ve k = 3 ise Rr uzayındaki koordinatların düzgün değişimine göre Bif (F ) , lokal
anlamda C × Rr−2’dir, burada C = {(x1, x2) : x2

1 = x3
2} sıradan zirvedir (ordinary

cusp).

9



FOKAL EĞRİLER Hakan ŞİMŞEK

3. FOKAL EĞRİLER

3.1. m+1 Boyutlu Lorentz Uzayında Null Olmayan Eğrilerin Fokal Eğri-
leri

Tanım 3.1 (Bruce ve Giblin 1992, Vargas 2005)

γ : t→ γ (s) ∈ Em+1
1

regüler parametrize edilmiş null olmayan düzgün bir eğri olsun. s = s0 noktasında
g ◦ γ fonksiyonu;

(g ◦ γ) (s0) = (g ◦ γ)′ (γ (s0)) = · · · = (g ◦ γ)(k−1) (γ (s0)) = 0,

g(k) (γ (s0)) 6= 0

ifadelerini sağlarsa γ eğrisi, g−1 (0) fonksiyonu ile k. mertebeden değme noktasına
sahiptir denir. Eğer sadece

(g ◦ γ) (s0) = (g ◦ γ)′ (γ (s0)) = · · · = (g ◦ γ)(k−1) (γ (s0)) = 0

koşulu sağlanırsa; γ eğrisi, g−1 (0) fonksiyonu ile en az k. mertebeden değme nok-
tasına sahiptir denir.

Tanım 3.2 (Vargas 2005) k = 1, · · · ,m olmak üzere null olmayan bir eğrinin bir
noktasındaki k-oskülator küre, bu noktada eğriyle en az (k+2). mertebeden değme
noktasına sahip olan k boyutlu bir küredir. k = m için bu küreye oskülator hiperküre
denilecektir.

Tanım 3.3 (Özdemir 2004, Vargas 2005) Em+1
1 ’de null olmayan bir eğrinin köşe

(vertex) noktası eğrinin oskülator hiperküresiyle en az (m+3). mertebeden değmeye
sahip olduğu noktadır. Ayrıca, Em+1

1 Lorentz uzayında null olmayan bir eğrinin düz-
leşme (flattening) noktası eğrinin (m+1). dereceden türevinin oskülator düzlemde
olduğu noktadır.

Eğrinin düzleşme noktasında, son eğrilik κm sıfır değerini alır ve eğri oskülator
hiperdüzlemiyle en az (m+2). dereceden değme noktasına sahiptir. Genel bir eğrinin
düzleşme noktasında oskülator hiperküre tektir ve oskülator hiperdüzlemle çakışır.
Bu durumda oskülator hiperkürenin merkezi tanımlı olmaz.

Tanım 3.4 (Özdemir 2004, Vargas 2005) Null olmayan bir düzgün (düzleşme nok-
tasız) γ eğrisinin oskülator hiperküresinin merkezlerinin geometrik yerinden oluşan
Cγ : I → Em+1

1 eğrisine γ eğrisinin fokal eğrisi denir.

Bir noktada γ eğrisinin teğetine dik hiperdüzlem γ eğrisine teğet tüm hiperkü-
relerin merkezlerinin kümesinden oluşur. Bu nedenle oskülator hiperkürenin merkezi
böyle normal bir hiperdüzlemde uzanır. Sonuç olarak fokal eğri, f1, · · · , fm düzgün
fonksiyonlar olmak üzere

Cγ (t) = (γ + f1n1 + ...+ fmnm) (s) (3.1)

10
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şeklinde verilebilir.

Tanım 3.5 (Özdemir 2004, Vargas 2005) fi, i = 1, · · · ,m, katsayısına γ eğrisinin i.
fokal eğriliği denir.

Lemma 3.6 (Özdemir 2004) γ : I → Em+1
1 null olmayan bir Frenet eğrisi olsun. γ

eğrisinin fokal eğrisinin teğet vektörü γ’nın nm normal vektörüyle orantılıdır.

İspat: d2 : R × Em+1
1 → R olmak üzere d2

Cγ
(s) = 1

2
‖Cγ − γ (s)‖2, uzaklık kare

fonksiyonlar ailesidir. Buradan

− d2
Cγ = 〈γ, Cγ〉 −

〈γ, γ〉
2
−
C2
γ

2

eşitliği vardır. ξ = 〈γ, γ〉 /2 denilirse, fokal eğrinin tanımından

〈γ′, Cγ (s)〉 − ξ′ = 0,

〈γ′′, Cγ (s)〉 − ξ′′ = 0,

... (3.2)〈
γ(m+1), Cγ (s)

〉
− ξ(m+1) = 0

eşitlikleri elde edilir. Bu denklemlerin s’ye göre tekrar türevi alınırsa;〈
γ′, C ′γ (s)

〉
+ 〈γ′′, Cγ (s)〉 − ξ′′ = 0,〈

γ′′, C ′γ (s)
〉

+ 〈γ′′′, Cγ (s)〉 − ξ′′′ = 0,

... (3.3)〈
γ(m+1), C ′γ (s)

〉
+
〈
γ(m+2), Cγ (s)

〉
− ξ(m+2) = 0

denklem sistemi bulunur. (3.2) ve (3.3) denklem sistemlerinin birleşimiyle〈
γ′, C ′γ (s)

〉
= 0,〈

γ′′, C ′γ (s)
〉

= 0,

... (3.4)〈
γ(m), C ′γ (s)

〉
= 0

olur. Bu son denklem sistemi fokal eğrinin C ′γ (s) teğet vektörünün γ eğrisinin
oskülator hiperdüzlemine dik olduğu yani nm normal vektörüyle orantılıdır. �

Önerme 3.7 (Özdemir 2004) Em+1
1 uzayında null olmayan bir Frenet eğrisinin düz-

leşme olmayan noktasının bir köşe noktası olması için gerek ve yeterli koşul fokal
eğrinin hız vektörünün bu noktada sıfır olmasıdır.

İspat: Eğer γ (t) bir köşe noktası ise, (3.2) denklem sistemine ek olarak;〈
γ(m+2), Cγ (s)

〉
− ξ(m+2) = 0

11
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denklemi sağlanır. Bu denklemle (3.3) sisteminin son denkleminden〈
γ(m+1), C ′γ (s)

〉
= 0

bulunur ki bu denklem ve (3.4) sistemi, fokal eğrinin C ′γ hız vektörünün sıfır olduğunu
kanıtlar.

Tersine; bir γ (s0) noktası köşe noktası değilse fokal eğriye karşılık gelen nokta〈
γ(m+2) (s0) , Cγ (s0)

〉
− ξ(m+2) (s0) 6= 0

ifadesini sağlar ki; (3.3) sisteminin son denklemiyle birlikte C ′γ (s) 6= 0 olduğunu ima
eder ki bu bir çelişkidir. �

Aşağıdaki teorem null olmayan bir eğrinin fokal eğrilikleriyle Öklid eğrilikleri
arasındaki bağıntıyı gösterir.

Teorem 3.8 (Özdemir 2004) Null olmayan s yay uzunluğu ile parametrize edilmiş
γ : I → Em+1

1 eğrisinin fokal eğrilikleri fm 6= 0 için aşağıdaki ”skalar Frenet denk-
lemlerini” sağlar:

εt

εn1f
′
1

εn2f
′
2

εn3f
′
3

...
εnm−2f

′
m−2

εnm−1f
′
m−1

εnmf
′
m ∓

(r2m)
′

2fm


=



0 κ1 0 · · · 0 0 0
−κ1 0 κ2 · · · 0 0 0

0 −κ2 0 · · · 0 0 0
0 0 −κ3 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 κm−1 0
0 0 0 · · · −κm−1 0 κm
0 0 0 · · · 0 −κm 0





0
f1

f2

f3
...

fm−2

fm−1

fm


(3.5)

İspat: Yay uzunluğu parametresine göre; (3.1) ile tanımlı fokal eğrinin türevi
alınırsa ve (2.1) Frenet denklemleri kullanılarak;

C ′γ = (1− εtκ1f1) t + (f ′1 − εn1κ2f2) n1 + (f ′2 + εn2f1κ2 − εn2f3κ3) n2

+ · · ·+ (f ′i + εnifi−1κi − εnifi+1κi+1) ni + · · ·+ (f ′m + εnmfm−1κm) nm

elde edilir. C ′γ, nm vektörüyle orantılı olduğundan

1 = εtκ1f1,

f ′1 = εn1κ2f2,

f ′2 = −εn2f1κ2 + εn2f3κ3,

...

f ′m−1 = −εnm−1fm−2κm−1 + εnm−1fmκm

eşitlikleri bulunur. Buradan C ′γ = (f ′m + εnmfm−1κm) nm olur. Oskülatör Lorentz
kürelerin denklemleri ±r2

m = 〈Cγ − γ, Cγ − γ〉 olduğundan fm 6= 0 için

±
(
r2
m

)′
= 2 〈(f ′m + εnmfm−1κm) nm, f1n1 + ...+ fmnm〉 ,

fm−1κm = −εnmf
′
m ±

(r2
m)
′

2fm
bulunur. �

12
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Not 3.9 Pseudo-küresel bir eğrinin oskülator Lorentz küresinin yarıçapı sabit ol-
masından (3.5)’in son eşitliği, fm−1κm + εnmf

′
m = 0 eşitliğiyle ifade edilebilir.

Sonuç 3.10 (Özdemir 2004) i) Em+1
1 uzayında null olmayan bir eğrinin düzleşmeyen

bir noktasının köşe noktası olması için gerekli ve yeterli koşul bu noktada f ′m +
εnmfm−1κm = 0 olmasıdır.

ii) Em+1
1 uzayında null olmayan bir eğri bir Lorentz küresi üzerinde uzanır ancak

ve ancak f ′m + εnmfm−1κm = 0 eşitliği sağlanır.

İspat: i) C ′γ = (f ′m + εnmfm−1κm) nm olduğundan Önerme 3.7’den istenen açıktır.

ii) fm−1κm = −εnmf
′
m ±

(r2m)
′

2fm
olduğundan f ′m + εnmfm−1κm = 0 eşitliğinin

sağlanması için gerek ve yeter koşul rm’nin sabit olmasıdır ki bu null olmayan bir
eğrinin Lorentz küresi üzerinde uzandığını gösterir. �

Teorem 3.11 (Özdemir 2004) Em+1
1 uzayında null olmayan bir γ eğrisinin κi, i =

1, . . . ,m, Öklid eğrilikleri

κ1 =
εt

f1

, κi =
εn1f1f

′
1 + εn2f2f

′
2 + . . .+ εni−1

fi−1f
′
i−1

fi−1fi
, i ≥ 2 (3.6)

formülü ile fokal eğrilikleri vasıtasıyla ifade edilebilir.

İspat: Teorem 3.8’in skalar Frenet denklemleri kullanılarak;

κ1 =
εt

f1

, κ2 =
εn1f1f

′
1

f1f2

ve

κ3 =
εn2f

′
2 + κ2f1

f3

=
εn1f1f

′
1 + εn2f2f

′
2

f2f3

bulunur.

κi =
εn1f1f

′
1 + εn2f2f

′
2 + . . .+ εni−1

fi−1f
′
i−1

fi−1fi

olsun. Bu denklemle εnif
′
i = −fi−1κi + fi+1κi+1 denklemi birleştirilerek

κi+1 =
εnif

′
i + fi−1

εn1f1f
′
1+εn2f2f

′
2+...+εni−1fi−1f

′
i−1

fi−1fi

fi+1

=
εn1f1f

′
1 + εn2f2f

′
2 + . . .+ εnifif

′
i

fifi+1

bulunur ki bu da tümevarım hipotezinden (3.6) eşitlikleri elde edilir . �

Tanım 3.12 (Vargas 2005) Em+1
1 uzayında null olmayan bir Frenet eğrisinin bir

noktasında oskülator Lorentz küresinin merkezi oskülator hiperdüzleminde uzanırsa
(yani fm = 0 ise) bu noktaya eğrinin pseudo-köşe noktası denir.
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Aşağıdaki teorem herhangi k-oskülator Lorentz küresinin yarıçapının kritik
olması için gerekli ve yeterli koşulu sunar.

Teorem 3.13 (Özdemir 2004) Em+1
1 uzayında yay uzunluğu parametresiyle verilmiş

null olmayan bir Frenet eğrisinin k-oskülator Lorentz küresinin rk yarıçapının kritik
olması için gerek ve yeter koşul

f2 = 0, k = 1 için

fk = 0 ya da fk+1 = 0, 1 < k < m için

fm = 0 ya da f ′m + εnmfm−1κm = 0, k = m için

olmasıdır.

İspat: ±r2
k = εn1f

2
1 + εn2f

2
2 + · · · + εnkf

2
k k-oskülator kürenin yarıçapını veren

denklemdir. Buradan parametreye göre türev alınırsa;

± rkr′k = εn1f1f
′
1 + εn2f2f

′
2 + · · ·+ εnkfkf

′
k

ve buradan (3.6) formülünü kullanılırsa 1 ≤ k < m için

± rkr′k = κk+1fkfk+1

bulunur. r′k = 0 olması için fk = 0 ya da fk+1 = 0 eşitliğinin sağlanması gerek ve
yeterdir. k = 1 için f1 = εt/κ1 sıfır olamayacağından f2 = 0 bulunur. k = m için
± (r2

m)
′

= 2εnmfm (f ′m + εnmfm−1κm) olduğundan (r2
m)
′

= 0 olması için fm = 0 ya
da f ′m + εnmfm−1κm = 0 sağlanması gerek ve yeterdir. �

Sonuç 3.14 Em+1
1 uzayında null olmayan bir Frenet eğrisinin bir noktasında oskülator

Lorentz küresinin yarıçapı kritiktir ancak ve ancak bu nokta ya köşe noktasıdır ya
da pseudo köşe noktasıdır.

3.2. Hiperbolik Düzlem Eğrilerinin Fokal Eğrileri

Bu bölümde; hiperbolik yükseklik fonksiyonlarının tekillik teorisi vasıtasıyla
hiperbolik düzlem eğrilerinin fokal eğrilerinin tekil noktaları çalışılacak ve bu tekil
noktalar ile hiperbolik düzlem eğrilerinin hiperbolik değişmezleri arasında bağıntı
kurulacaktır.

I ⊂ R açık bir aralık ve s yay uzunluğu parametresi olmak üzere

γ : I → H2
+ (−1) ⊂ E3

1

düzgün regüler eğrisinin birim spacelike teğet vektörü t (s) = γ′ (s) vektörüdür.
e (s) = γ (s)× t (s) denirse

〈e (s) , e (s)〉 = −〈γ (s) , γ (s)〉 〈t (s) , t (s)〉 = 1

bulunur. Ayrıca

t (s)× e (s) = −〈t (s) , t (s)〉 γ (s) + 〈t (s) , γ (s)〉 t (s) = −γ (s)

14
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ve γ (s) × e (s) = −t (s) olduğundan γ boyunca {γ (s) , t (s) , e (s)} ortonormal
çatısı elde edilir. Aşağıdaki teorem düzlem eğrilerinin hiperbolik Frenet-Serret tipi
formülü gösterir (Izumiya vd 2004a).

Teorem 3.15 (Izumiya vd 2004a) Yukarıdaki notasyonlar altında γ eğrisinin hiper-
bolik Frenet-Serret tipi formül

γ′ (s) = t (s) ,

t′ (s) = γ (s) + κg (s) e (s) ,

e′ (s) = −κg (s) t (s)

şeklindedir. κg (s) fonksiyonu κg (s) = det (γ (s) t (s) t′ (s)) ile verilen γ eğrisinin
geodezik eğriliğidir.

İspat: 〈t (s) , t (s)〉 = 1 ve buradan 〈t′ (s) , t (s)〉 = 0 olduğundan

t′ (s) = λγ (s) + µe (s)

olacak şekilde λ, µ ∈ R vardır. Diğer yandan 〈t (s) , γ (s)〉 = 0 ve buradan

〈t′ (s) , γ (s)〉 = −1

olduğundan λ = 1 bulunur. Ayrıca

µ = 〈t′ (s) , e (s)〉 = 〈t′ (s) , γ (s)× t (s)〉 = det (γ (s) t (s) t′ (s)) = κg (s)

ve

e′ (s) = γ (s)× t′ (s) = γ (s)× (κg (s) e (s)) = −κg (s) t (s)

bulunur. �

Şimdi, κg (s) 6= ±1 varsayımı altında; E3
1 uzayında

HEγ (s) =
1√∣∣κ2

g (s)− 1
∣∣ (κg (s) γ (s) + e (s))

eğrisi tanımlansın. HEγ (s) eğrisi H2
+ (−1) ∪H2

− (−1) üzerinde olması için gerek ve
yeter koşul κ2

g (s) > 1 eşitsizliğinin sağlanmasıdır; aksi durumda S2
1 üzerinde uzanır.

Eğer HEγ (s) , H2
− (−1) üzerinde ise HEγ (s) yerine −HEγ (s) düşünülebilir. Bu

nedenle sadece HEγ (s)’nin H2
+ (−1) üzerinde olduğu durum düşünülecektir. HEγ

eğrisine γ’nın hiperbolik fokal eğrisi (hiperbolik evolütü) denir. Hiperbolik fokal
eğrisinin geometrik özelliklerini incelemek için ilk önce hiperbolik yükseklik fonksiy-
onları tanımlanacaktır.

3.2.1. Hiperbolik 2-uzayında eğrilerin hiperbolik yükseklik fonksiyonları

Bu bölümde; γ : I → H2
+ (−1) regüler eğrisi üzerinde iki farklı fonksiyonlar

ailesi tanımlanacaktır. Bu fonksiyonlardan

HT : I ×H2
+ (−1)→ R, HT (s,u) = 〈γ (s) ,u〉
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ile tanımlıHT fonksiyonuna γ eğrisi üzerinde hiperbolik timelike yükseklik fonksiyonu

HS : I × S2
1 → R, HS (s,u) = 〈γ (s) ,u〉

ile tanımlı HS fonksiyonuna γ eğrisi üzerinde hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyo-
nu denir. HT (s,u) fonksiyonu hTu (s) ile ve HS (s,u) fonksiyonu hSu (s) ile gösterile-
cektir.

Önerme 3.16 (Izumiya vd 2004a) γ : I → H2
+ birim hızlı bir eğri olsun.

(A) Herhangi (s,u) ∈ I ×H2
+ (−1) için;

(a)
(
hTu
)′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul u ∈ span {γ (s) , e (s)} olmasıdır.

(b)
(
hTu
)′

(s) =
(
hTu
)′′

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

u = ± 1√
κ2
g (s)− 1

(κg (s) γ (s) + e (s)) , ve κ2
g (s) > 1

ifadelerinin sağlanmasıdır.

(c)
(
hTu
)′

(s) =
(
hTu
)′′

(s) =
(
hTu
)(3)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

u = ± 1√
κ2
g (s)− 1

(κg (s) γ (s) + e (s)) , κ2
g (s) > 1 ve κ′g (s) = 0

ifadelerinin sağlanmasıdır.

(d)
(
hTu
)′

(s) =
(
hTu
)′′

(s) =
(
hTu
)(3)

(s) =
(
hTu
)(4)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

u = ± 1√
κ2
g (s)− 1

(κg (s) γ (s) + e (s)) , κ2
g (s) > 1 ve κ′g (s) = κ′′g (s) = 0

olmasıdır.

(B) Herhangi (s,u) ∈ I × S2
1 için;

(a)
(
hSu
)′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul u ∈ span {γ (s) , e (s)} olmasıdır.

(b)
(
hSu
)′

(s) =
(
hSu
)′′

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

u = ± 1√
1− κ2

g (s)
(κg (s) γ (s) + e (s)) ve κ2

g (s) < 1

16
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ifadelerinin sağlanmasıdır.

(c)
(
hSu
)′

(s) =
(
hSu
)′′

(s) =
(
hSu
)(3)

(s) = 0

ancak ve ancak

u = ± 1√
1− κ2

g (s)
(κg (s) γ (s) + e (s)) , κ2

g (s) < 1 ve κ′g (s) = 0

ifadelerinin sağlanmasıdır.

(d)
(
hSu
)′

(s) =
(
hSu
)′′

(s) =
(
hSu
)(3)

(s) =
(
hSu
)(4)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

u = ± 1√
1− κ2

g (s)
(κg (s) γ (s) + e (s)) , κ2

g (s) < 1 ve κ′g (s) = κ′′g (s) = 0

olmasıdır.

İspat: Hiperbolik Serret-Frenet tipi formül kullanılarak

(1)
(
hTu
)′

(s) = 〈t (s) ,u〉 ,

(2)
(
hTu
)′′

(s) = 〈γ (s) + κg (s) e (s) ,u〉 ,

(3)
(
hTu
)(3)

(s) =
〈(

1− κ2
g (s)

)
t (s) + κ′g (s) e (s) ,u

〉
,

(4) (
(
hTu
)(4)

(s) = 〈
(
1− κ2

g (s)
)
γ (s)− 3κg (s)κ′g (s) t (s)

+
(
κg (s)− κ3

g (s) + κ′′g (s)
)
e (s) ,u〉

eşitlikleri hesaplanır. (a) hipotezi (1) formülünden takip edilir. (a)’dan

u = λγ (s) + µe (s)

olacak şekilde λ, µ ∈ R vardır. O halde (2) formülünden

0 = −λ+ µκg (s)

bulunur. Buradan u = µ (κg (s) γ (s) + e (s)) yazılabilir; ayrıca 〈u,u〉 = −1 olduğun-

dan µ = ±1/
√
κ2
g (s)− 1 olur.

Diğer tüm hipotezler benzer hesaplamalar yapılarak kolayca ispatlanabilir. �

3.2.2. Eğrilerin hiperbolik değişmezleri

Bu bölümde; H2
+ (−1) hiperbolik uzayındaki bir eğrinin hiperbolik fokal eğrisi-

nin geometrik özellikleri ele alınacaktır. Herhangi r ∈ R ve u0 ∈ H2
+ (−1) ya da

u0 ∈ S2
1 için

PS1 (u0, r) =
{
u ∈ H2

+ (−1) : 〈u,u0〉 = r
}
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ile tanımlanan PS1 (u0, r) kümesine H2
+ (−1) uzayında u0 merkezli bir pseudo-

çember olarak ifade edilir.

Önerme 3.17 (Izumiya vd 2004a) γ : I → H2
+ (−1), κ2

g (s) 6= 1 olacak şekilde birim
hızlı bir eğri olsun. κ′g (s) ≡ 0 olması için gerek ve yeter koşul

u0 = ± 1√
κ2
g (s)− 1

(κg (s) γ (s) + e (s))

vektörünün sabit olmasıdır. Bu koşul altında γ, H2
+ (−1) uzayında u0 merkezli bir

pseudo-çemberin parçasıdır.

İspat: P± (s) = ± u0 = ± 1√
κ2g(s)−1

(κg (s) γ (s) + e (s)) olsun. O halde;

P ′± (s) =
∓κ′g (s)(∣∣κ2
g (s)− 1

∣∣)3/2
γ (s)∓

κg (s)κ′g (s)(∣∣κ2
g (s)− 1

∣∣)3/2
e (s)

olur. Buradan P ′± (s) ≡ 0 ancak ve ancak κ′g (s) ≡ 0 sağlanır.

Bu koşul altında

r = ∓ κg (s)√∣∣κ2
g (s)− 1

∣∣ ve u0 = ± 1√∣∣κ2
g (s)− 1

∣∣ (κg (s) γ (s) + e (s))

denilirse tanımdan γ (s) eğrisi PS1 (u0, r) pseudo-çemberinin bir parçası olduğu
görülür. �

Önerme 3.18 (Izumiya vd 2004a) γ : I → H2
+ (−1), κ2

g (s) 6= 1 olacak şekil-
de birim hızlı bir eğri ve herhangi s0 ∈ I için, PS1 (u0, r0) , u0 = HEγ (s0) ve

r0 = − κg(s0)√
|κ2g(s0)−1|

olacak şekilde bir pseudo-çember olsun. γ ve PS1 (u0, r0) , γ (s0)

noktasında en az 3. mertebeden değme noktasına sahiptir.

İspat: PS1 (u0, r0) ⊂ H2
+ (−1) olsun. Bu durumdaHT hiperbolik timelike yükseklik

fonksiyonu ele alınsın. Tanımdan PS1 (u0, r0) =
(
hTu0

)−1
(r0) eşitliği vardır. Önerme

3.16 (A)-(b) ifadesi γ ve PS1 (u0, r0)’ın γ (s0) noktasında en az 3. mertebeden
değmeye sahip olduğu anlamına gelir. PS1 (u0, r0) ⊂ S2

1 olması durumunda da HS

hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonu kullanılarak aynı yolla ispatlanabilir. �

Önerme 3.18’deki PS1 (u0, r0) kümesine oskülator pseudo-çember ( ya da geo-
dezik eğriliğin pseudo-çemberi) ve u0’a geodezik eğriliğin merkezi denir. Sonuç
olarak, hiperbolik fokal eğri geodezik eğrilik merkezinin geometrik yeri olarak ifade
edilebilir. Üstelik, Önerme 3.16 ve 3.18’in aşağıdaki sonucu söylenebilir.

Sonuç 3.19 Oskülator pseudo-çember ve γ, γ (s0) noktasında 4. mertebeden değme
noktasına sahip olması için gerek ve yeter koşul κ′g (s) = 0 ve κ′′g (s) 6= 0 ifadelerinin
sağlanmasıdır.
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3.2.3. Bir değişkenli fonksiyonların açılımları

HT (s,u) (sırasıyla HS (s,u)) hTu0
(s)’nin bir açılımı (sırasıyla hSu0

(s)) olarak
düşünülürse aşağıdaki önerme elde edilir.

Önerme 3.20 γ : I → H2
+ (−1), κg (s) 6= 0 ve κ2

g (s0) 6= 1 olacak şekilde birim hızlı
bir eğri olsun.

(1) hTu0
(s) , s0 noktasında A3-tekilliğe sahip ise HT , hTu0

’nin (p)versal açılımıdır.

(2) hSu0
(s) , s0 noktasında A3-tekilliğe sahip ise HS, hSu0

’nin (p)versal açılımıdır.

İspat: γ (s) = (X (s) , Y (s) , Z (s)) ve u =
(
x1, x2,

√
−1 + x2

1 − x2
2

)
∈ H2

+ (−1)

olsun. Bu nedenle

HT (s,u) = −x1X (s) + x2Y (s) +
√
−1 + x2

1 − x2
2Z (s)

ve

j2

(
∂HT

∂x1

(s, u0)

)
(s0) =

(
−X ′ (s0) +

x1√
−1 + x2

1 − x2
2

Z ′ (s0)

)
s

+
1

2

(
−X ′′ (s0) +

x1√
−1 + x2

1 − x2
2

Z ′′ (s0)

)
s2,

j2

(
∂HT

∂x2

(s, u0)

)
(s0) =

(
Y ′ (s0)− x2√

−1 + x2
1 − x2

2

Z ′ (s0)

)
s

+
1

2

(
Y ′′ (s0)− x2√

−1 + x2
1 − x2

2

Z ′′ (s0)

)
s2,

Önerme 3.16’dan hTu0
(s) , s0 noktasında A3-tekilliğe sahip olması için gerek ve yeter

koşul

u0 = ± 1√
κ2
g (s0)− 1

(κg (s0) γ (s0) + e (s0)) ,

κ2
g (s) > 1, κ′g (s) = 0 ve κ′′g (s) 6= 0 olmasıdır. Bu amaç için

B =

−X ′ + x1√
−1+x21−x22

Z ′ Y ′ − x2√
−1+x21−x22

Z ′

−X ′′ + x1√
−1+x21−x22

Z ′′ Y ′′ − x2√
−1+x21−x22

Z ′′
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matrisinin singüler olmaması gerekir. s0 noktasında bu matrisin determinantı

detB = (− (Y ′Z ′′ − Z ′Y ′′) , Z ′X ′′ −X ′Z ′′, X ′Y ′′ − Y ′X ′′)


x1√

−1+x21−x22
− x2√

−1+x21−x22
−1



= {X ′, Y ′, Z ′} × {X ′′, Y ′′, Z ′′}


x1√

−1+x21−x22
− x2√

−1+x21−x22
−1


= − 1√

−1 + x2
1 − x2

2

(t× (γ + κge))

 −x1

x2√
−1 + x2

1 − x2
2


=

(
− 1√
−1 + x2

1 − x2
2

)
〈−κgγ − e,u0〉

=

(
− 1√
−1 + x2

1 − x2
2

)(
± 1√

κ2
g − 1

〈−κgγ − e, κgγ + e〉

)

= ∓
√
κ2
g − 1√

−1 + x2
1 − x2

2

6= 0

olduğundan B matrisi singüler değildir.

(2) HS için de benzer yolla ispatlanır. �

Teorem 3.21 γ : I → H2
+ (−1) regüler bir eğri olsun.

(1) κ′g (s0) 6= 0 ise HEγ (s0) noktasında hiperbolik fokal eğri regülerdir.

(2) κ′g (s0) = 0 ve κ′′g (s0) 6= 0 ise HEγ (s0) noktasında hiperbolik fokal eğri
H2

+ (−1) ya da S2
1 uzayındaki koordinatların düzgün değişimine göre lokal olarak

sıradan zirvedir.

İspat:

HE ′γ (s) = −κ′g (s)
(
κ2
g − 1

)−3/2
(γ (s) + κg (s) e (s))

olduğundan (1) hipotezi doğrudur. (2) için HT ’nin çatallanma kümesi

Bif
(
HT
)

=

± 1√
κ2
g (s)− 1

(κg (s) γ (s) + e (s)) : κ2
g (s) > 1


olarak bulunur. H2

+ (−1) hiperbolik uzayında γ’nın hiperbolik fokal eğrisi bu kümenin

bir parçasıdır. Teorem 2.12 ve Önerme 3.20’den, κ′g (s0) = 0 ve κ′′g (s0) 6= 0 ise

u0 = ± 1√
κ2g(s0)−1

(κg (s0) γ (s0) + e (s0)) noktasında Bif
(
HT
)
, H2

+ (−1)’de koordi-

natların düzgün değişimine göre lokal olarak zirvedir. �
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FOKAL EĞRİLER Hakan ŞİMŞEK

Sonuç 3.19 ve Teorem 3.21, hiperbolik fokal eğrinin zirve noktasının γ ve
oskülator pseudo-çemberin 4. mertebeden değme noktasına sahip olduğu γ (s0) nok-
tasına karşılık geldiğini söyler. Bu nedenle böyle bir noktaya γ eğrisinin sıradan köşe
(ordinary vertex) noktası denir. κ′g (s0) = 0 ve κ′′g (s0) = 0 olan γ (s0) noktasına γ
eğrisinin yüksekçe köşe (heigher vertex) noktası denir.

3.3. Lorentz 3-Uzayında Spacelike Yüzey Üzerindeki Eğrilerin Evolütleri

Bir önceki bölümde hiperbolikH2
+ (−1) uzayında hiperbolik düzlem eğrilerinin

fokal eğrileri tanıtılmış ve geometrik özellikleri incelenmiştir. Bu bölümde E3
1 Lorentz

uzayındaki herhangi spacelike M yüzeyi üzerindeki eğrilerle elde edilen fokal eğriler
yani evolütler incelenerek bu kavram genişletilecektir.

γ̃ : I → U bir regüler eğri ise γ (s) = ϕ (γ̃ (s)) ile tanımlı γ : I → M ⊂ E3
1

eğrisi vardır. s yay uzunluğu parametresi olmak üzere t (s) = γ′ (s) ve M spacelike
yüzeyi boyunca p = ϕ (u, v) için birim timelike normal vektör alanı

n (p) =
(ϕu ×ϕv) (u, v)

‖(ϕu ×ϕv) (u, v)‖

olarak ifade edilsin. Eğer 〈n, (1, 0, 0)〉 < 0 ise n vektörüne gelecek yönlü (fu-
ture directed) denir. M spacelike yüzeyinin oryantasyonu n gelecek yönlü olacak
şekilde seçilsin. nγ (s) = n ◦ γ (s) ile tanımlı γ boyunca bir birim timelike nor-
mal vektör alanı vardır. Bu nedenle b (s) = t (s) × nγ (s) birim spacelike binor-
mal vektör alanı tanımlanabilir. O halde γ boyunca Lorentz Darboux çatısı denen
{t (s) , nγ (s) , b (s)} pseudo-ortonormal çatısı elde edilir.

κn (s) = −〈t′ (s) ,nγ (s)〉 , κg (s) = 〈t′ (s) ,b (s)〉
τg (s) = −〈b′ (s) ,nγ (s)〉

olmak üzere, bir önceki bölüme benzer argümanlarla

t′ (s) = κn (s) nγ (s) + κg (s) b (s) ,

n′γ (s) = κn (s) t (s) + τg (s) b (s) ,

b′ (s) = −κg (s) t (s) + τg (s) nγ (s) ,

eşitlikleriyle ifade edilen Frenet-Serret tipi formül vardır. Spacelike γ eğrisi

γ eğrisi


bir geodezik eğridir eğer κg ≡ 0 ise,
bir asimptotik eğridir eğer κn ≡ 0 ise,
bir asal eğridir eğer τg ≡ 0 ise

şeklinde karakterize edilebilir:

3.3.1. Spacelike yüzey üzerinde yükseklik fonksiyonları

Bir önceki bölümde H2
+ (−1) uzayındaki bir eğri üzerinde tanımlanan HT ve

HS yükseklik fonksiyonları spacelike M yüzeyi üzerindeki bir γ : I →M ⊂ E3
1 regüler
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eğrisi üzerine genişletilebilir. HT ve HS fonksiyonları sırasıyla γ eğrisinin time-
like yükseklik fonksiyonu ve spacelike yükseklik fonksiyonu olarak isimlendirilebilir.
HT (s,v) fonksiyonu hTv (s) ile ve HS (s,v) fonksiyonu hSv (s) ile gösterilecektir.

Aşağıdaki Önerme, Bölüm 3.2.1’deki Önerme 3.16’nın spacelike M yüzeyi
üzerine genelleştirilmesidir.

Önerme 3.22 (Sato 2012) γ : I →M birim hızlı bir spacelike eğri olsun.

(A) Herhangi (s,v) ∈ I ×H2
+ (−1) için;

(1)
(
hTv
)′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul v = λnγ (s) +µb (s) olacak şekilde
λ, µ ∈ R vardır.

(2)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
(κg (s) nγ (s) + κn (s) b (s))

ve κ2
g (s) > κ2

n (s)

olmasıdır.

(3)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) =
(
hTv
)(3)

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
(κg (s) nγ (s) + κn (s) b (s)) ,

κ2
g (s) > κ2

n (s) ve σH (s) =

(
κn
κg

)′
+ τg

(
1−

(
κn
κg

)2
)

= 0

ifadelerinin sağlanmasıdır.

(4)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) =
(
hTv
)(3)

(s) =
(
hTv
)(4)

(s) = 0

olması için

v = ± 1√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
(κg (s) nγ (s) + κn (s) b (s))

κ2
g (s) > κ2

n (s) , σH (s) = 0 ve σ′H (s) = 0

ifadelerinin sağlanması gerek ve yeterdir.

(B) Herhangi (s,v) ∈ I × S2
1 için;

(1)
(
hSv
)′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul v = λnγ (s) +µb (s) olacak şekilde
λ, µ ∈ R vardır.
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(2)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κg (s) nγ (s)− κn (s) b (s))

ve κ2
n (s) > κ2

g (s)

olmasıdır.

(3)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) =
(
hSv
)(3)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κg (s) nγ (s)− κn (s) b (s)) ,

κ2
n (s) > κ2

g (s) ve σD (s) =

(
κg
κn

)′
+ τg

(
1−

(
κg
κn

)2
)

= 0

ifadelerinin sağlanmasıdır.

(4)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) =
(
hSv
)(3)

(s) =
(
hSv
)(4)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κg (s) nγ (s)− κn (s) b (s)) ,

κ2
n (s) > κ2

g (s) , σD (s) = 0 ve σ′D (s) = 0

olmasıdır.

İspat: ∂HT

∂s
= 〈t,v〉 = 0 ise v = λnγ (s) + µb (s) olacak şekilde λ, µ ∈ R vardır

öyle ki v ∈ H2
+ (−1) olduğundan −λ2 + µ2 = −1 sağlanır. Frenet-Serret tipi formül

kullanılırsa

∂2HT

∂s2
= 〈t′,v〉 = −λκn + µκg

olur. Buradan ∂HT

∂s
= ∂2HT

∂s2
= 0 eşitlikleri sağlanır ancak ve ancak

v = λnγ (s) + µb (s) ve λκn = µκg

eşitlikleri vardır. Bu ifade

λ2
(
κ2
g − κ2

n

)
= κ2

g
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koşuluna denktir. κ2
g (s) > κ2

n (s) koşulu altında

v = ± 1√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
(κg (s) nγ (s) + κn (s) b (s))

bulunur. Ayrıca ∂HT

∂s
= ∂2HT

∂s2
= ∂3HT

∂s3
= 0 eşitlikleri için

κgκ
′
n + κ2

gτg − κ2
nτg − κnκ′g = 0

olması gerek ve yeterdir. κ2
g (s) > κ2

n (s) koşulu altında son eşitlik κ2
g ile bölünürse

σH =

(
κn
κg

)′
+ τg

(
1−

(
κn
κg

)2
)

= 0

eşitliği bulunur. HT fonksiyonun 4. dereceden türevi alınırsa yukarıdaki koşullara
ek olarak;

− κgκ′′n − 2κgκ
′
gτg − κ2

gτ
′
g + 2κnκ

′
nτg + κ2

nτ
2
g + κnκ

′′
g = 0

vardır ki bu koşul σH (s) = 0 ve σ′H (s) = 0 koşullarına denktir. (B) için de benzer
hesaplamalar yapılabilir. �

Şimdi, hγ : I → H2
+ (−1) ve dγ : I → S2

1

hγ (s) =
κg (s)√

κ2
g (s)− κ2

n (s)
nγ (s) +

κn (s)√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
b (s)

dγ (s) =
κg (s)√

κ2
n (s)− κ2

g (s)
nγ (s)− κn (s)√

κ2
n (s)− κ2

g (s)
b (s)

eğrileri tanımlansın. hγ eğrisine M spacelike yüzeyine göre γ eğrisinin hiperbolik
fokal eğrisi ve dγ eğrisine M spacelike yüzeyine göre γ eğrisinin de Sitter fokal eğrisi
denir. Ayrıca, hγ ve dγ eğrilerinden birine M spacelike yüzeyine göre γ eğrisinin
pseudo-küresel fokal eğrisi denir. Direk hesaplamayla;

h′γ (s) = 0 ancak ve ancak σH (s) = 0,

d′γ (s) = 0 ancak ve ancak σD (s) = 0,

ifadeleri bulunur. Bu nedenle hγ (s) = v0 sabittir ancak ve ancak σH (s) ≡ 0 denkliği
vardır. Bu durumda, P (v, r) = {x ∈ E3

1 : 〈x,v〉 = r, r ∈ R} olmak üzere, Önerme
3.22’den hTv0

(s) sabittir; yani hTv0
(s) = 〈γ (s) ,v0〉 = r olacak şekilde r ∈ R vardır ki

bu Im γ = P (v0, r) ∩M eşitliğini gerçekler. Bu formdaki eğrilere M’nin hiperbolik-
dilimi (H-dilim (H-slice)) denir. Aynı yolla v ∈ S2

1 için Im γ = P (v, r) ∩ M ile
de Sitter dilim (D-dilim) tanımlanır. Eğer κn = 0 ise, hγ (s) = nγ (s) olur. Bu
ise p = ϕ (u, v) noktasında v ∈ H2

+ (−1) için P (v, r) kümesinin bir teğet düzlem
olduğu ve P (v, r)∩M’nin singüler noktaya sahip olduğu anlamına gelir. Bu nedenle
κn 6= 0 olması durumu için H-dilim eğrisi ele alınabilir (Sato 2012).
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Şimdi σH ve σD fonksiyonlarının geometrik anlamları araştırılacaktır.

HT : E3
1 ×H2

+ → R; (x,v)→ 〈x,v〉

fonksiyon ailesi tanımlansın. Herhangi v0 ∈ H2
+ (−1) için hTv0

(x) = HT (x,v0) ile
gösterilirse

hTv0
(s) = 〈γ (s) ,v0〉 = HT (γ (s) ,v0) = hTv0

(γ (s))

bulunur. Dahası, herhangi s0 ∈ R ve v0 = hγ (s0) için
(
hTv0
|M
)−1

(r) M’nin bir H-

dilimidir. Önerme 3.22’den r0 = hTv0
(s0) olmak üzere

(
hTv0

)−1
(r0) = P (v0, r0) ,

γ (s0) noktasında γ eğrisine teğettir ki böylece
(
hTv0
|M
)−1

(r0) , γ eğrisine teğet
olan M yüzeyinin bir H-dilimidir. TP S

v0,γ(s0) = P (v0, r0) düzlemine v0 = hγ (s0)

vektörüne göre γ (s0) noktasında γ eğrisinin spacelike teğet düzlemi denir. Da-

hası, κn (s0) 6= 0 ise
(
hTv0
|M
)−1

(r0) H-dilimi γ (s0) noktasında singüler değildir.
Buna γ (s0) noktasında M spacelike yüzeyine ilişkin γ eğrisinin teğet H-dilimi denir.
THM,γ(s0) ile gösterilir. O halde yukarıdaki işlemlerden ve Önerme 3.22’den, γ ve

TP S
v0,γ(s0), γ (s0) noktasında 4. mertebeden değmeye sahip olması için σH (s0) = 0

ve σ′H (s0) 6= 0 ifadelerinin sağlanması gerek ve yeterdir. κn (s0) 6= 0 olmak üzere bu
koşullar γ ve THM,γ(s0) γ (s0) noktasında 4. mertebeden değmeye sahiptir koşuluna
denktir. O halde aşağıdaki önerme söylenebilir.

Önerme 3.23 (Sato 2012) γ : I → M, regüler bir eğri olsun. Aşağıdaki koşullar
denktir:

(1) γ ve TP S
v0,γ(s0) spacelike teğet düzlemi 4. mertebeden değmeye sahiptir,

(2) σH (s0) = 0 ve σ′H (s0) 6= 0. Eğer κn (s0) 6= 0 ise THM,γ(s0) teğet H-dilimi γ (s0)
noktasında singüler değildir ve bu iki koşul aşağıdaki koşula denktir:

(3) γ ve THM,γ(s0), γ (s0) noktasında 4. mertebeden değmeye sahiptir. Dahası,

κn (s0) = 0 ise TP S
v0,γ(s0) spacelike teğet düzlemi M yüzeyinin Tγ(s0)M teğet düz-

lemidir ve t (s0) , γ (s0) noktasında M’nin asimptotik vektörüdür.

Diğer yandan v ∈ S2
1 için P (v, r) bir timelike düzlemdir. Bu nedenle D-dilim

her zaman regüler bir eğridir. Ayrıca

HS : E3
1 × S2

1 → R; (x,v)→ 〈x,v〉

tanımlansın. Yukarıda HT için takip edilen benzer yolla, v0 = dγ (s0)’a göre γ (s0)
noktasında γ eğrisinin timelike teğet düzlemi ve M yüzeyinde γ eğrisinin teğet D-
dilimi tanımlamaları yapılabilir. Sırasıyla bu kavramlar TP T

v0,γ(s0) ve T .DM,γ(s0) ile

gösterilir. Ayrıca Önerme 3.22’den, γ ve T .DM,γ(s0), γ (s0) noktasında 4. mertebeden

değmeye sahip olması için gerek ve yeter koşul σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0 olmasıdır.

Önerme 3.24 (Sato 2012) γ : I → M, regüler bir eğri olsun. Aşağıdaki koşullar
denktir:
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(1) γ ve timelike teğet düzlem TP T
v0,γ(s0) 4. mertebeden değmeye sahiptir.

(2) σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0 ifadeleri vardır.

(3) γ ve teğet D-dilim TDM,γ(s0) üçüncü mertebeden değmeye sahiptir.

Sonuç olarak, pseudo-küresel fokal eğriler sabitse, yani h′γ ≡ 0 ya da d′γ ≡ 0,
M yüzeyi üzerinde model eğriler vardır.

3.3.2. Spacelike yüzey üzerindeki eğri için fonksiyon açılımları

Bu bölümde; pseudo-küresel fokal eğrilerin tekil noktaları çalışılacaktır. Tekil-
lik teorisinde temel kavramlar göz önüne alınarak aşağıdaki önerme söylenebilir.

Önerme 3.25 (Sato 2012) γ : I → H2
+ (−1), κg (s) 6= 0 ve κn (s0) 6= 0 olacak şekilde

birim hızlı bir eğri olsun.

(1) hTv0
(s) , s0 noktasındaA3-tekilliğe sahip iseHT , hTv0

(s)’nin (p)versal açılımıdır.

(2) hSv0
(s) , s0 noktasındaA3-tekilliğe sahip iseHS, hSv0

(s)’nin (p)versal açılımıdır.

İspat: γ (s) = (x0, x1, x2) ve v =
(√

v2
1 + v2

2 + 1, v1, v2

)
∈ H2

+ (−1) olmak üzere

HT (s,v) = −x0 (s)
√
v2

1 + v2
2 + 1 + x1 (s) v1 + x2 (s) v2

ve

∂HT

∂v1

=
−v1√

v2
1 + v2

2 + 1
x0 (s) + x1 (s) ,

∂HT

∂v2

=
−v2√

v2
1 + v2

2 + 1
x0 (s) + x2 (s)

∂2HT

∂s∂v1

=
−v1√

v2
1 + v2

2 + 1
x′0 (s) + x′1 (s) ,

∂2HT

∂s∂v2

=
−v2√

v2
1 + v2

2 + 1
x′0 (s) + x′2 (s)

∂3HT

∂s2∂v1

=
−v1√

v2
1 + v2

2 + 1
x′′0 (s) + x′′1 (s) ,

∂3HT

∂s2∂v2

=
−v2√

v2
1 + v2

2 + 1
x′′0 (s) + x′′2 (s)

olur. Önerme 3.22’den hTu0
(s) , s0 noktasında A3-tekilliğe sahiptir ancak ve ancak

v = ± 1√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
(κg (s) nγ (s) + κn (s) b (s)) , κ2

g (s) > κ2
n (s) ,

σH (s) = 0 ve σ′H (s) 6= 0

koşulları vardır. Şimdi

A =

 −v1√
v21+v22+1

x′0 (s) + x′1 (s) −v2√
v21+v22+1

x′0 (s) + x′2 (s)

−v1√
v21+v22+1

x′′0 (s) + x′′1 (s) −v2√
v21+v22+1

x′′0 (s) + x′′2 (s)
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matrisinin tekil olmaması gerekir. O halde bu matrisin determinantı

detA = (− (x′1x
′′
2 − x′2x′′1) , x′2x

′′
0 − x′0x′′2, x′0x′′1 − x′1x′′0)

 −1
v1√

v21+v22+1
v2√

v21+v22+1


= {x′0, x′1, x′2} × {x′′0, x′′1, x′′2}

 −1
v1√

v21+v22+1
v2√

v21+v22+1


= 1√

v21+v22+1
(t× (κnnγ + κgb))

 −1
v1√

v21+v22+1
v2√

v21+v22+1



=
±1√(

κ2
g (s) -κ2

n (s)
)

(v2
1+v2

2+1)
((κnb+κgnγ)) · (κg (s) nγ (s) +κn (s) b (s))

=

√
κ2
g (s)− κ2

n (s)√
v2

1 + v2
2 + 1

6= 0

olarak bulunur.

Spacelike yükseklik fonksiyonu HS için de aynı düşünceler uygulanırsa (2)
hipotezi elde edilir. �

Teorem 3.26 (Sato 2012) γ : I →M regüler bir eğri olsun.

(A1) σH (s0) 6= 0 ise hγ (s0)’da hiperbolik fokal eğri regülerdir.

(A2) Aşağıdaki koşullar denktir:

(i) hγ (s0) noktasında hiperbolik fokal eğrinin germi sıradan zirveye diffeomor-
fiktir.

(ii) σH (s0) = 0 ve σ′H (s0) 6= 0 ifadeleri sağlanır.

(iii) v0 = hγ (s0) olmak üzere, γ ve spacelike teğet düzlem TP S
v0,γ(s0) dördüncü

mertebeden değmeye sahiptir.

(iv) κn (s0) 6= 0 ise γ (s0) noktasında teğet H-dilim THM,γ(s0) singüler değildir ve γ
eğrisi ile dördüncü mertebeden değmeye sahiptir.

(B1) σD (s0) 6= 0 ise dγ (s0) noktasında de Sitter fokal eğri regülerdir.v

(B2) Aşağıdaki koşullar denktir:

(i) dγ (s0) noktasında de Sitter fokal eğrinin germi sıradan zirveye diffeomorfiktir.
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(ii) σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0 ifadeleri sağlanır.

(iii) γ ve timelike teğet düzlem TP T
v0,γ(s0) dördüncü mertebeden değmeye sahip-

tir.

(iv) γ eğrisi ile teğet D-dilim TDM,γ(s0) dördüncü mertebeden değmeye sahiptir.

İspat: Önerme 3.22’den σH (s) = 0 ise h′γ (s) = 0 olduğundan (A1) kolaylıkla
görülür. Aynı önermeden HT ’nin çatallanma kümesi

Bif
(
HT
)

=

hγ (s) =
κg (s)√

κ2
g (s)− κ2

n (s)
nγ (s) +

κn (s)√
κ2
g (s)− κ2

n (s)
b (s) : κ2

g > κn


olduğundan σH = 0 ve σ′H 6= 0 ise Teorem 2.12 ve Önerme 3.25’den Bif

(
HT
)

kümesinin germi sıradan zirveye diffeomorfiktir. Diğer denklikler Önerme 3.23’den
takip edilir. Bu (A1) ve (A2)’nin kanıtını tamamlar. Benzer şekilde HS fonksiyonu
düşünülerek de kalan iddialar kanıtlanabilir. �

3.4. Lorentz 3-Uzayında Timelike Yüzey Üzerindeki Eğrilerin Evolütleri

Bir önceki bölümde; E3
1 Lorentz uzayındaki herhangi spacelike yüzey üze-

rindeki eğrilerin Darboux çatısı vasıtasıyla evolütleri incelenmiştir. Bu bölümde ise
timelike yüzey üzerindeki eğrilerin evolütleri Bölüm 3.3’deki notasyonlar kullanılarak
Darboux çatısı yardımıyla ele alınacaktır.

U ⊂ R2 açık bir küme olmak üzere ϕ : U → E3
1 bir timelike gömme (embed-

ding) fonksiyonu ve ϕ (U) = M olsun. γ̃ : I → U bir regüler eğri ise γ (s) = ϕ (γ̃ (s))
ile tanımlı bir γ : I → M ⊂ E3

1 eğrisi vardır. Bu eğri spacelike veya timelike eğri
olabilir ya da eğri lightlike noktalara sahip olabilir. Eğri spacelike ya da timelike
olması durumunda s yay uzunluğu ile parametrize edilebilir. O halde t (s) = γ′ (s)
birim teğet vektörü olmak üzere {t (s) , nγ (s) , b (s)} eğrinin Lorentz darboux çatısı
olsun. Spacelike yüzey üzerindeki eğrilere benzer notasyonlarla

κn (s) = 〈t′ (s) ,nγ (s)〉 , κg (s) = 〈t′ (s) ,b (s)〉 ve τg (s) = 〈b′ (s) ,nγ (s)〉

olmak üzere timelike yüzey üzerindeki null olmayan bir eğri için Izumiya vd (2015)

t′ (s) = κn (s) nγ (s)− εtκg (s) b (s) ,

n′γ (s) = −εtκn (s) t (s) + εtτg (s) b (s) ,

b′ (s) = −εtκg (s) t (s) + τg (s) nγ (s) ,

Frenet-Serret tipi formülü kullanmıştır.

3.4.1. Timelike yüzey üzerinde yükseklik fonksiyonları

Bu bölümde; Bölüm 3.3.1’de tanımlanan timelike ve spacelike yükseklik fonksi-
yonları timelike yüzey üzerindeki eğriler için de incelenecek ve fokal eğrileri bu
fonksiyonlar vasıtasıyla verilecektir.
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Önerme 3.27 (Izumiya vd 2015) (A) γ : I → M birim hızlı spacelike regüler bir
eğri ve κ2

n (s) > κ2
g (s) olsun. Herhangi (s,v) ∈ I ×H2 (−1) için;

(1)
(
hTv
)′

(s) = 0 olması için gerek ve yeter koşul v = λnγ (s) +µb (s) olacak şekilde
λ, µ ∈ R vardır öyle ki −µ2 + λ2 = −1 eşitliği sağlanır.

(2)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s))

olmasıdır.

(3)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) =
(
hTv
)(3)

(s) = 0

eşitliklerinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s))

ve σH (s) =
(
κgκ

′
n + κ2

nτg − κ′gκn − κ2
gτg
)

(s) = 0

olmasıdır.

(4)
(
hTv
)′

(s) =
(
hTv
)′′

(s) =
(
hTv
)(3)

(s) =
(
hTv
)(4)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s))

σH (s) = 0 ve σ′H (s) = 0

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

(B) γ : I →M birim hızlı spacelike ya da timelike regüler bir eğri ve εtκ
2
n (s) < κ2

g (s)
olsun. Herhangi (s,v) ∈ I × S2

1 için;

(1)
(
hSv
)′

(s) = 0 eşitliği sağlanır ancak ve ancak v = λnγ (s) +µb (s) olacak şekilde
λ, µ ∈ R vardır öyle ki −εtµ

2 + λ2 = 1 olur.

(2)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
g (s)− εtκ2

n (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s))
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olmasıdır.

(3)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) =
(
hSv
)(3)

(s) = 0

eşitliklerinin sağlanması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
g (s)− εtκ2

n (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s))

ve σD (s) =
(
κ′gκn + εtκ

2
gτg − κgκ′n − κ2

nτg
)

(s) = 0

olmasıdır.

(4)
(
hSv
)′

(s) =
(
hSv
)′′

(s) =
(
hSv
)(3)

(s) =
(
hSv
)(4)

(s) = 0

olması için gerek ve yeter koşul

v = ± 1√
κ2
g (s)− εtκ2

n (s)
(κn (s) b (s)− κg (s) nγ (s)) ,

σD (s) = 0 ve σ′D (s) = 0

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

İspat: Önerme 3.22’deki yönteme benzer şekilde ve timelike yüzey üzerindeki Frenet-
Serret tipi formül kullanılarak ispatı yapılabilir. �

HT ve HS fonksiyonlar ailesi E3
1 üzerinde sırasıyla timelike ve spacelike düz-

lemler arasındaki değme derecesini ölçer.

Not 3.28 (Izumiya vd 2015) (a) γ eğrisinin timelike eğri olması durumunda bir
s ∈ I için

(
hTv
)′

(s) = 0 olacak şekilde v ∈ H2 (−1) yoktur. Bu nedenle timelike eğri

için HT ’nin çatallanma kümesi boştur (Önerme 3.34 (1)). O halde HT için timelike
M yüzeyi üzerinde sadece spacelike eğri düşünülür.

(b) Yukarıdaki Önerme 3.27 (A)-2’den κ2
n (s) ≤ κ2

g (s) eşitliğinin sağladığı eğrinin
noktaları için hTv yükseklik fonksiyonu s değerinde A≥2 tekilliğe sahip değildir. Diğer
bir deyişle, eğer herhangi s ∈ I için κ2

n (s) ≤ κ2
g (s) eşitliğini sağlayan bir spacelike

eğri ise HT ’nin çatallanma kümesi tanımlı değildir (Önerme 3.34 (2)).

(c) Yukarıdaki Önerme 3.27 (B)-2’den εtκ
2
n (s) > κ2

g (s) eşitliğinin sağladığı
eğrinin noktaları için hSv yükseklik fonksiyonu s değerindeA≥2 tekilliğe sahip değildir.
Diğer bir deyişle, eğer herhangi s ∈ I için εtκ

2
n (s) > κ2

g (s) eşitliğini sağlayan null

olmayan bir eğri ise HS’nin çatallanma kümesi tanımlı değildir (Önerme 3.34 (1)).

κ2
n (s) > κ2

g (s) ve κ2
g (s) > εtκ

2
n (s) olmak üzere, yukarıdaki hesaplamalar göz
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önüne alınarak; hγ : I → H2 (−1) ve dγ : I → S2
1 olmak üzere

hγ (s) = − κg (s)√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
nγ (s) +

κn (s)√
κ2
n (s)− κ2

g (s)
b (s)

dγ (s) =
κg (s)√

κ2
g (s)− εtκ2

n (s)
nγ (s)− κn (s)√

κ2
g (s)− εtκ2

n (s)
b (s)

şeklinde tanımlı hγ eğrisine timelike bir M yüzeyi üzerindeki γ eğrisinin hiperbolik
fokal eğrisi ve dγ eğrisine γ eğrisinin de Sitter fokal eğrisi denir. Ayrıca, hγ ve dγ
eğrilerine timelike M yüzeyine göre γ eğrisinin pseudo-küresel fokal eğrileri olarak
da isimlendirilir. Izumiya vd (2015) evolüt veya fokal eğri yerine Darboux görüntüsü
olarak isimlendirmiştir.

hγ hiperbolik fokal eğrisiH2
+ (−1) veyaH2

− (−1) parçalarında bulunabilir. hγ,
H2
− (−1) içinde yer alıyorsa hγ yerine −hγ düşünülebilir. Bu nedenle hγ, H

2
+ (−1)

uzayında düşünülecektir.

Lemma 3.29 (Izumiya vd 2015) (1) Önerme 3.27’deki varsayımlar altında h′γ (s)=0
olması için gerek ve yeter koşul σH (s) = 0 olmasıdır. Yani hγ (s) = v0 sabittir ancak
ve ancak σH (s) = 0 eşitliği vardır.

(2) Önerme 3.27’deki varsayımlar altında d′γ (s) = 0 olması için gerek ve yeter
koşul σD (s) = 0 olmasıdır. Yani dγ (s) = v0 sabittir ancak ve ancak σD (s) = 0
eşitliği vardır.

İspat: Pseudo-küresel fokal eğrilerin parametrizasyonlarının türevleri alınarak ko-
layca görülür. �

Lemma 3.29 ve Önerme 3.27 (B)-2’den hSv0
sabittir yani

hSv0
(s) = 〈γ (s) ,v0〉 = r

olacak şekilde r ∈ R vardır ki bu P (v0, r) bir timelike düzlem olmak üzere, Im γ ⊂
P (v0, r)∩M eşitliğini söyler. P (v, r)∩M formundaki eğrilere M yüzeyinin de Sitter
dilimi (D-dilim (D-slice)) denir. P (v, r) ∩M formundaki eğrilerin regüler olması
için κn 6= 0 durumunda D-dilim düşünülebilir. Gerçekten, κn = 0 ise v = nγ (s0) ya
da v = −nγ (s0) olmak üzere dγ (s0) = v olur. Bu nedenle r0 = hSv (s0) olmak üzere
P (v, r0) , M yüzeyinin Tγ(s0)M teğet düzlemidir ve P (v, r0) ∩M singüler noktaya
sahiptir çünkü iki çaprazlanmayan yüzeyin kesişimidir. Aynı yolla v ∈ H2

+ (−1) için
P (v, r)∩M ile hiperbolik-dilim (H-dilim (H-slice)) tanımlanır. P (v, r) bir spacelike
düzlem ve M bir timelike düzlem olduğu için H-dilim her zaman regüler bir eğridir.
Bu nedenle aşağıdaki önerme söylenebilir.

Önerme 3.30 (Izumiya vd 2015) (1) κ2
g (s) > εtκ

2
n (s) ve t′ (s) 6= 0 olmak üzere

yay uzunluğu ile parametrize edilmiş γ : I → M spacelike ya da timelike eğrinin de
Sitter fokal kümesi v0 ∈ S2

1 sabiti olması için gerek ve yeter koşul herhangi s ∈ I
için σD (s) = 0 olmasıdır ya da γ, P (v0, r) ∩ M ile verilen M timelike yüzeyinin
D-dilim eğrisinin bir parçası olmasıdır.
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(2) κ2
n (s) > κ2

g (s) ve t′ (s) 6= 0 olmak üzere yay uzunluğu ile parametrize edilmiş
γ : I →M spacelike eğrinin hiperbolik fokal kümesi v0 ∈ H2

+ (−1) sabiti olması için
gerek ve yeter koşul herhangi s ∈ I için σH (s) = 0 olmasıdır ya da γ, P (v0, r) ∩M
ile verilen M yüzeyinin H-dilim eğrisinin bir parçası olmasıdır.

Şimdi σH ve σD fonksiyonlarının geometrik anlamları araştırılacaktır. Bu
amaç için Bölüm 3.3.1’de tanımlanan hTv0

ve hSv0
fonksiyonları düşünülecektir. Her-

hangi sabitlenmiş v ∈ S2
1 için hSv (γ (s)) = hSv (s) ve herhangi s0 ∈ R ve v0=dγ (s0)

için
(
hSv0
|M
)−1

(r0) kümesi, M yüzeyinin bir D-dilimidir. Önerme 3.27’den, r0=hTv0
(s0)

olmak üzere
(
hSv0

)−1
(r0) = P (v0, r0) düzlemi, γ (s0) noktasında γ eğrisine teğettir.

TP T
v0,γ(s0) = P (v0, r0) düzlemine v0 = hγ (s0) vektörüne göre γ (s0) noktasında γ

eğrisinin timelike teğet düzlemi denir. Benzer düşüncelerle v0 = hγ (s0)’a göre γ (s0)
noktasında TP S

v0,γ(s0) ile gösterilen spacelike teğet düzlemi tanımlanır.

Önerme 3.31 (Izumiya vd 2015) (1) κ2
g (s) > εtκ

2
n (s), t′ (s) 6= 0, r0 = hSv0

(s0) ve
v0 = dγ (s0) olmak üzere yay uzunluğu ile parametrize edilmiş γ : I → M space-

like ya da timelike eğri olsun. κn (s0) 6= 0 ise, yani
(
hSv0
|M
)−1

(r0) D-dilimi γ (s0)
noktasında singüler değilse ve σD 6= 0 ise D-dilim M yüzeyinin γ (s0) noktasında γ
eğrisine teğet bir eğrisidir.

(2) κ2
n (s) > κ2

g (s), t′ (s) 6= 0, r0 = hTv0
(s0) ve v0 = hγ (s0) olmak üzere yay

uzunluğu ile parametrize edilmiş γ : I → M spacelike ya da timelike eğri olsun.

σH 6= 0 ise H-dilim
(
hTv0
|M
)−1

(r0) M yüzeyinin γ (s0) noktasında γ eğrisine teğet
bir eğrisidir.

İspat: (1) γ (s0) noktasında D-dilim ve γ eğrisinin çapraz bir şekilde kesiştiği
farzedilsin. P (v0, r0) γ (s0) noktasında γ’ya teğet ve D-dilim P (v0, r0) içinde olduğun-
dan γ′ (s0) ve γ (s0) noktasında D-dilimin teğet vektörü bu noktada M yüzeyine teğet
düzlem üretir. Bu nedenle P (v0, r0) tam olarak bu düzlem olduğu sonucuna varılır,
yani D-dilim singülerdir ki bu çelişkiyi verir.

(2) Kanıt (1)’e benzer şekilde verilir. �(
hTv0
|M
)−1

(r0) D-dilimine γ (s0) noktasında γ eğrisinin teğet D-dilimi denir

ve TDM,γ(s0) ile gösterilir. Önerme 3.27’den γ ve TP T
v0,γ(s0), γ (s0) noktasında 4. mer-

tebeden değmeye sahip olması için gerek ve yeter koşul σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0
olmasıdır. κn (s0) 6= 0 koşulu altında bu koşullar γ ve TDM,γ(s0), γ (s0) noktasında
4. mertebeden değmeye sahiptir koşuluna denktir. O halde aşağıdaki önerme
söylenebilir.

Önerme 3.32 (Izumiya vd 2015) κ2
g (s) > εtκ

2
n (s) ve γ : I → M yay uzunluğu

ile parametrize edilmiş bir spacelike ya da timelike regüler eğri olsun. Aşağıdaki
koşullar denktir:

(1) v0 = dγ (s0) olmak üzere γ ve TP T
v0,γ(s0) timelike teğet düzlemi 4. mertebeden

değmeye sahiptir.
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(2) σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0 ifadeleri sağlanır.

(3) Eğer κn (s0) 6= 0 ise TDM,γ(s0) teğet D-dilimi γ (s0) noktasında singüler değildir,

γ ve TDM,γ(s0), γ (s0) noktasında 4. mertebeden değmeye sahiptir.

Benzer düşüncelerle v0 = hγ (s0) noktasına göre THM,γ(s0) ile gösterilen γ

eğrisinin teğet H-dilimi kavramı söylenebilir. Bu durumda teğet H-dilim γ (s0) nok-
tasında her zaman singüler değildir. Önerme 3.32’ye benzer şekilde aşağıdaki önerme
söylenebilir.

Önerme 3.33 (Izumiya vd 2015) κ2
n (s) > κ2

g (s) ve γ : I → M yay uzunluğu ile
parametrize edilmiş bir spacelike regüler eğri olsun. Aşağıdaki koşullar denktir:

(1) v0 = hγ (s0) olmak üzere, γ ve spacelike teğet düzlem TP S
v0,γ(s0) 4. mertebe-

den değmeye sahiptir.

(2) σH (s0) = 0 ve σ′H (s0) 6= 0 ifadeleri sağlanır.

(3) γ ve THM,γ(s0) teğet H-dilimi 4. mertebeden değmeye sahiptir.

3.4.2. Timelike yüzey üzerindeki eğri için fonksiyon açılımları

Bu bölümde; Bölüm 3.3.2’ye benzer olarak timelike yüzey üzerindeki bir
eğrinin fokal kümelerinin tekil noktaları incelenecektir. Önerme 3.27’den aşağıdaki
sonuç vardır.

Önerme 3.34 (Izumiya vd 2015) γ : I → M yay uzunluğu ile parametrize edilmiş
regüler bir eğri olsun.

(1) Timelike γ eğrisi için Bif
(
HS
)

= {dγ (s) : s ∈ I} ve Bif
(
HT
)

boş kümedir.

(2) Spacelike eğri için; (a) κ2
n (s)− κ2

g (s) < 0 ise Bif
(
HS
)

= {dγ (s) : s ∈ I} ve

Bif
(
HT
)

boş kümedir.

(b) κ2
n (s) − κ2

g (s) > 0 ise Bif
(
HS
)

boş küme ve Bif
(
HT
)

= {hγ (s) : s ∈ I}
olur.

Önerme 3.35 (Izumiya vd 2015) γ : I →M, yay uzunluğu ile parametrize edilmiş
bir regüler eğri olsun.

(1) Spacelike ya da timelike bir γ eğrisi için; hSv (s) , s0 noktasında A3-tekilliğe
sahip ise HS, hSv (s)’nin (p)versal açılımıdır.

(2) Spacelike bir γ eğrisi için; hTv (s) , s0 noktasında A3-tekilliğe sahip ise HT ,
hTv (s)’nin (p)versal açılımıdır.

İspat: Önerme 3.25’e benzer şekilde yapılır. �

Önceki sonuçların bir sonucu olarak aşağıdaki teoremler ifade edilebilir.
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Teorem 3.36 (Izumiya vd 2015) Önerme 3.33’deki koşullar altında γ : I → M
spacelike ya da timelike regüler bir eğri olsun.

(A1) σD (s0) 6= 0 ise s0 değerinde de Sitter fokal eğri regülerdir.

(A2) Aşağıdaki koşullar denktir:

(i) s0 civarında de Sitter fokal eğrinin germi sıradan zirveye diffeomorfiktir,

(ii) σD (s0) = 0 ve σ′D (s0) 6= 0,

(iii) γ ve timelike teğet düzlem TP T
v0,γ(s0) dördüncü mertebeden değmeye sahip-

tir,

(iv) κn (s0) 6= 0 ise γ (s0) noktasında γ eğrisinin teğet D-dilimi TDM,γ(s0) singüler
değildir ve γ eğrisi ile dördüncü mertebeden değmeye sahiptir.

İspat: Teorem 3.26’ya benzer şekilde ispatlanır. �

Teorem 3.37 (A1) σH (s0) 6= 0 ise s0 değerinde hiperbolik fokal eğri regülerdir.

(A2) Aşağıdaki koşullar denktir:

(i) s0 civarında hiperbolik fokal eğrinin germi sıradan zirveye diffeomorfiktir;

(ii) σH (s0) = 0 ve σ′H (s0) 6= 0;

(iii) γ ve spacelike teğet düzlem TP S
v0,γ(s0) dördüncü mertebeden değmeye sahip-

tir;

(iv) γ eğrisi ile teğet H-dilim THM,γ(s0) dördüncü mertebeden değmeye sahiptir.

İspat: Teorem 3.26’ya benzer şekilde ispatlanır. �

Örnek 3.38 M = S2
1 ve γ : I → S2

1 yay uzunluğu ile parametrize edilmiş bir regüler
eğri olsun. Bu durumda nγ (s) = γ (s) , t (s) = γ′ (s) ve b (s) = nγ (s) × t (s) ve
buradan τg (s) = 0 ve κn (s) = −εt bulunur. Frenet-Serret tipi formül

t′ (s) = −εtγ (s)− εtκg (s) b (s)

γ′ (s) = t (s)

b′ (s) = −εtκg (s) t (s)

şeklindedir. İnvaryantlar σD (s) = −εtκ
′
g (s) ve σH (s) = κ′g (s) olarak hesaplanır.

Eğer κ2
g (s) > εt ise γ eğrisinin de Sitter fokal eğrisi

dγ (s) =
κg (s)√
κ2
g (s)− εt

nγ (s) +
εt√

κ2
g (s)− εt

b (s)
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ile verilir. Eğer γ spacelike ve κ2
g (s) < 1 ise hiperbolik fokal eğri

hγ (s) = − κg (s)√
1− κ2

g (s)
nγ (s)− 1√

1− κ2
g (s)

b (s)

ile verilir. Teorem 3.36 ve Teorem 3.37’ye göre κ′g (s0) 6= 0 ise s0’da pseudo-küresel
fokal eğriler regülerdir. Bu nedenle bu fokal eğrilerin sıradan zirveleri κ′g (s0) = 0 ve
κ′′g (s0) 6= 0 olan noktalara karşılık gelir.
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4. TEKİLLİK TEORİSİNDE FOKAL YÜZEYLER

4.1. Lorentz 3-Uzayında Kostik ve Fokal Yüzeyler

M, E3
1 Lorentz uzayında düzgün ve yönlendirilmiş bir yüzey olsun. M üzerin-

deki herhangi bir p noktasına indirgenmiş metrik (induced metric) bu yüzey üze-
rindeki bazı noktalarda dejenere olabilir (aslında bu E3

1 uzayında herhangi kapalı
yüzey üzerindeki bir durumdur). Böyle noktaların geometrik yerine dejenere nokta-
ların geometrik yeri (Locus of Degeneracy) olarak sınıflandırılır ve LD ile gösterilir.
Bir p ∈ LD noktasında, TpM teğet düzlemi lightlike düzlemdir ve bu nedenle p nok-
tasında M yüzeyinin normali TpM düzleminde tek lightlike vektördür. LD dışında
yüzeyin birim normal vektörü tanımlanabilir ki bu vektör eğer p Lorentz nokta ise
spacelike vektör p Riemann nokta ise timelike vektördür.

M üzerindeki lightlike vektörlerin integral eğrileri

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 = 0 (4.1)

ikili kuadratik diferensiyel denkleminin (BDE) çözüm eğrileridir. LD kümesi ϕ’nin
ters görüntüsü olarak U açık kümesinde ele alınırsa F 2 − EG = 0 denklemiyle
verilebilir ki bu BDE (4.1) denkleminin diskriminant eğrisidir, burada BDE’nin
diskriminant eğrisi teğet vektörlerin çakıştığı noktaların kümesidir. Bu bölümde
LD kümesi ya boş küme ya da yüzeyi lokal olarak spacelike ve timelike kısımlara
ayıran düzgün bir eğri olarak düşünülecektir. Aşağıdaki teoremde belirtilen lokal
parametrizasyon hesaplamaları daha basitleştirir ve geometrik olarak daha iyi yorum
yapılabilecek cebirsel koşullar sağlar.

Teorem 4.1 (Tari 2012) (1) M yüzeyinin Lorentz parçasındaki bir p noktasında, p
noktasının bir V komşuluğunun ϕ : U → V ⊂M lokal parametrizasyonu vardır öyle
ki herhangi p̃ ∈ V için p̃’den geçen koordinat eğrileri lightlike vektörlere teğettir.
Yani, U üzerinde E ≡ 0 ve G ≡ 0 olacak şekilde bir lokal parametrizasyon vardır.

(2) p ∈ LD ⊂M olmak üzere p noktasının bir V komşuluğunun ϕ : U → V ⊂M
lokal parametrizasyonu vardır öyle ki herhangi p̃ = ϕ (q̃) ∈ V ∩ LD için Tp̃M’deki
lightlike vektörler ϕu (q̃) vektörüne paraleldir, yani LD üzerinde E = F = 0’dır.

Pei (1999) M üzerinde RP 2-değerli Gauss dönüşümünü tanımladı. Bu dönü-
şüm basitce bir p = ϕ (u) noktasını ϕu × ϕv vektörünün izdüşümselleştirilmesine
(projectivisation) götüren PN : ϕ (U) → RP 2 dönüşümüdür. LD dışında, RP 2-
değerli Gauss dönüşümü yüzeyin timelike parçasında ϕ (U) → S2

1 de Sitter Gauss
dönüşümü ve yüzeyin spacelike parçasında ϕ (U) → H2

+ (−1) hiperbolik Gauss
dönüşümü ile tanımlanabilir. Her iki dönüşüm N = ϕu ×ϕv/ ‖ϕu ×ϕv‖ ile verilir.
Ayrıca Ap (v) = −dNp (v) dönüşümü ϕ (U) \LD üzerinde self-adjointtir.

l = 〈−Nu,ϕu〉 = 〈N,ϕuu〉
m = −〈Nu,ϕv〉 = 〈N,ϕuv〉
n = −〈Nv,ϕv〉 = 〈N,ϕvv〉
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fonksiyonları ϕ (U) \LD üzerinde ikinci temel formun katsayılarıdır. Ap reel karak-
teristik değerlere sahipse bunlara p ∈ M noktasında asal (eğrilik) eğrilikler (prin-
ciple curvatures) ve bunlara karşılık gelen karakteristik vektörlere de asal (eğrilik)
vektörleri (principle vectors) denir. M yüzeyinin spacelike parçasında her zaman iki
asal eğrilik mevcuttur ancak Lorentz kısımda bu geçerli değildir. Eğrilik vektörlerinin
integral eğrisi olan eğrilik çizgileri

(Gm− Fn) dv2 + (Gl − En) dudv + (Fl − Em) du2 = 0 (4.2)

şeklinde verilen BDE’nin çözümleridir. Bu denklemin diskriminantı

δ (u, v) =
(
(Gl − En)2 − 4 (Gm− Fn) (Fl − Em)

)
(u, v) (4.3)

fonksiyonudur. δ (u, v) = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik yerine lightlike
asal yer (lightlike principal locus) denir ve LPL ile gösterilir (Izumiya vd 2010).

Genel bir yüzeyin spacelike kısmında LPL spacelike umbilik (umbilic) nok-
talar olarak sınıflandırılan izole noktalardan oluşur, burada umbilik noktalarda Ap
özdeşlik dönüşümünün bir katıdır. Spacelike umbilik noktalar dışında her zaman iki
dik asal eğrilik vardır. Diğer yandan yüzeyin timelike kısmında LPL ya boş kümedir
ya da düğüm (node) tipindeki Morse tekil noktaları dışında düzgün bir eğridir. Böyle
noktalar timelike umbilik noktalar diye sınıflandırılır. LPL eğrilik vektörlerinin
çakıştığı ve lightlike olduğu noktalardan oluşur. LPL kümesinin bir tarafında
iki eğrilik vektörü varken diğer tarafında yoktur. İki tane olduğunda onlar dik-
tir ve biri spacelike diğeri timelike vektördür. LPL noktalarında eğrilik çizgilerinin
davranışları ile ilgili daha fazla bilgi Izumiya ve Tari’nin (2010) çalışmasında bulun-
abilir.

Asal eğrilik çizgileri LD kümesine şu şekilde genişletilebilir. (4.2) denklemi
l, m, n için homojen olduğundan bu katsayılar ‖ϕu ×ϕv‖ ile çarpılırsa ve bunlar
yerine

l̄ = 〈ϕu ×ϕv,ϕuu〉
m̄ = 〈ϕu ×ϕv,ϕuv〉
n̄ = 〈ϕu ×ϕv,ϕvv〉

ifadeleri yazılırsa, genişletilmiş eğrilik çizgileri

(Gm̄− Fn̄) dv2 +
(
Gl̄ − En̄

)
dudv +

(
F l̄ − Em̄

)
du2 = 0 (4.4)

ile verilen BDE’nin çözüm eğrileri olur. Bu yerine koyma ϕ (U) \LD durumunu
değiştirmez. LD üzerindeki asal vektörlerden biri tek lightlike vektör diğeri ise
spacelike vektördür. LD ve LPL izole noktalarda teğet olabilir (Izumiya ve Tari
2010).

Şimdi Lorentz 3-uzayında uzaklık kare fonksiyonlar ailesinin çatallanma küme-
si belirlenecektir. M üzerindeki

d2 : M× E3
1 → R
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uzaklık kare fonksiyonlar ailesi

d2 (p,v) = 〈p− v, p− v〉

ile tanımlanır. M üzerinde fonksiyon d2
v (p) = d2 (p,v) ile gösterilsin. p = ϕ (q)

noktasında M yüzeyinin ϕ : U → E3
1 lokal parametrizasyonu ve ϕ (U) = M olsun.

Ca
(
d2
)

=
{
ξ = ((u, v) ,v) ∈ U × E3

1 : d2
u (ξ) = d2

v (ξ) = 0
}

olmak üzere

Bif
(
d2
)

=
{
v ∈ E3

1 : ∃ ((u, v) ,v) ∈ Ca
(
d2
)

öyle ki (u, v) ’de rank
(
Hess

(
d2

v

)
< 2
)}

kümesi d2 fonksiyon ailesinin çatallanma (bifurcation) kümesidir, yani (u, v) ∈ U
vardır öyle ki d2

v bu noktada dejenere lokal tekilliğe sahiptir koşulunu sağlayan
v ∈ E3

1 noktalarının kümesidir. ∆d2 = (d2
u, d

2
v) dönüşümü U × E3

1 kümesindeki
bir noktada dejenere değildir. Gerçekten, bu dönüşümün(

〈ϕuu,ϕ− v〉+ 〈ϕu,ϕu〉 〈ϕuv,ϕ− v〉+ 〈ϕu,ϕv〉 ϕ0
u −ϕ1

u ϕ2
u

〈ϕuv,ϕ− v〉+ 〈ϕu,ϕv〉 〈ϕvv,ϕ− v〉+ 〈ϕv,ϕv〉 ϕ0
v −ϕ1

v ϕ2
v

)
şeklindeki Jacobian matrisi herhangi U × E3

1’deki bir noktada rankı 2’dir çünkü
ϕu = (ϕ0

u, ϕ
1
u, ϕ

2
u) ve ϕv = (ϕ0

v, ϕ
1
v, ϕ

2
v) vektörleri lineer bağımsızdır. Bu nedenle,

d2 fonksiyonu bir Morse ailesidir. Dolayısıyla bu fonksiyon bir üreteç ailesidir ve
Ca (d2) , U ×E3

1 kümesinin 3 boyutlu düzgün bir alt manifoldudur (Öklid uzayı için
Arnold vd (1986)). v = (v0, v1, v2) olsun ve kanonik simplektik yapıyla (canonical
symplectic structure) donatılmış E3

1 Lorentz uzayının kotanjant demeti (cotangent
bundle) T ∗E3

1 ile gösterilsin. O halde L (d2) : Ca (d2)→ T ∗E3
1,

L
(
d2
)

((u, v) ,v) =

(
v,

(
∂d2

∂v0

((u, v) ,v) ,
∂d2

∂v1

((u, v) ,v) ,
∂d2

∂v2

((u, v) ,v)

))
dönüşümü bir Lagrangian immersiyondur ki bu nedenle ((u, v) ,v) → v ile ve-
rilen π ◦ L (d2) : Ca (d2) → E3

1 dönüşümü bir Lagrangian dönüşümdür. π ◦ L (d2)
dönüşümünün kritik değerler kümesi olarak tanımlanan M yüzeyinin Kostik kümesi
ya da fokal yüzeyi Bif (d2) kümesine eşittir (Arnold vd 1986).

Genel bir M yüzeyi için, d2
v(

A±1
)

: u2± v2, (A2) : u2 + v3,
(
A±3
)

: u2± v4, (A4) : u2 + v5,
(
D±4
)

: u2v± v3

fonksiyonlarıyla modellenen A±1 , A2, A±3 , A4, D±4 tipindeki tekilliklere sahiptir. d2
v

fonksiyonunun A±1 -tekilliğinde Kostik boş kümedir. Diğer genel tekil noktalarda ise
Kostik genellikle Şekil 4.1’de gösterilen yüzeylere diffeomorfiktir; yani, fokal yüzey
A2-tekilliğinde düzleme, A3-tekilliğinde sivri uçlu kenar (cuspidal edge) yüzeye, A4-
tekilliğinde swallowtail yüzeye, D−4 -tekilliğinde piramid yüzeye ve D+

4 -tekilliğinde
cüzdan (purse) yüzeye diffeomorfiktir (Arnold vd 1986, Tari 2012).

M üzerindeki bir sırt (ridge) eğrisi d2
v fonksiyon ailesinin A3-tekilliğe sahip

olduğu M üzerindeki noktaların kümesinin kapanışı olarak tanımlanır. Bu küme
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Kostik üzerindeki tekil noktalara karşılık gelen noktaların geometrik yeridir. Kostik
üzerinde sırt eğrisinin görüntüsü Porteous (2001)’de rib eğri olarak sınıflandırılır.

A2 A3 A4 D−4 D+
4

Şekil 4.1. Genel anlamda fokal yüzeylerin diffeomorfik olduğu yüzeyler

Şimdi Kostik kümesi açık şekilde belirlenecektir.

d2
v (u, v) = 〈ϕ (u, v)− v,ϕ (u, v)− v〉

olduğundan d2
v singüler olması için gerek ve yeter koşul q noktasında

〈ϕ− v,ϕu〉 = 〈ϕ− v,ϕv〉 = 0

olmasıdır veya ϕ − v vektörü q noktasında ϕu × ϕv vektörüne paralel olmasıdır;
yani bir µ skaleri için ϕ − v = µϕu × ϕv. Bu koşulun ϕu × ϕv vektörünün tek
lightlike vektöre paralel olduğu LD üzerindeki bir p noktasında da geçerli olduğu
gözlemlenebilir.

q noktasında d2
v tekilliği dejenere olması için bir µ skaleri için

ϕ (q)− v = µϕu ×ϕv (q) ve
((
d2

v

)2

uv
−
(
d2

v

)
uu

(
d2

v

)
vv

)
(q) = 0

eşitliklerinin sağlanması gerek ve yeterdir. Buradan

1

2

(
d2

v

)
uu

= E + 〈ϕ− v,ϕuu〉 = E + µl̄,

1

2

(
d2

v

)
uv

= F + 〈ϕ− v,ϕuv〉 = F + µm̄,

1

2

(
d2

v

)
vv

= G+ 〈ϕ− v,ϕvv〉 = G+ µn̄

olduğundan d2
v tekilliği dejeneredir ancak ve ancak ϕ (q)− v = µϕu ×ϕv (q) ve(

F 2 − EG
)
− µ

(
n̄E − 2m̄F + l̄G

)
+ µ2

(
m̄2 − l̄n̄

)
= 0 (4.5)

eşitlikleri sağlanır. O halde Kostik

C (M) = {ϕ (u, v)− µϕu ×ϕv (u, v) : (u, v) ∈ U ve µ (4.5) denkleminin çözümüdür}

şeklinde ifade edilir. λ = µ ‖ϕu ×ϕv‖ ve N = ϕu × ϕv/ ‖ϕu ×ϕv‖ birim normal
vektör olmak üzere LD noktaları dışında ϕ − v = λN olur. O halde d2

v tekilliği
dejeneredir ancak ve ancak ϕ− v = λN(

F 2 − EG
)
− λ (nE − 2mF + lG) + λ2

(
m2 − ln

)
= 0 (4.6)
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eşitlikleri sağlanır. λ’ya göre (4.6) denkleminin çözümleri eğrilik yarıçaplarının eksil-
isine eşittir. Bu nedenle Kostik C (M/LD) Öklid anlamda M/LD’nin fokal kümesine
eşit olur (Tari 2012).

ϕ (U) = M bir timelike yüzey parçası olarak düşünülsün ki N normal vektörü
her bir U noktası için spacelike vektör olması demektir. p = ϕ (q) noktası LPL
üzerinde olmasın. O halde p noktası C (M) üzerinde ya iki farklı noktaya karşılık
gelir ya da karşılık gelen bir nokta yoktur ve bu p noktasında iki asal vektör olup
olmamasıyla alakalıdır. İki asal vektör olduğu zaman biri spacelike ve diğeri timelike
olacaktır; ki bu nedenle C (M) kümesinin bir parçası timelike diğer parçası spacelike
olacaktır. φ : U × R→ R,

φ (u, v, λ) =
(
F 2 − EG

)
(u, v)− λ (nE − 2mF + lG) (u, v) + λ2

(
m2 − ln

)
(u, v)

dönüşümü tanımlansın. Bu bölümde bundan sonraki kısımda p noktasının parabolik
nokta olmadığı, yani (m2 − ln) (q) 6= 0 olduğu düşünülecektir.

Önerme 4.2 (Tari 2012) Bir düzgün v noktasında C (M) kostiğinin normali bu
noktanın belirlediği asal eğriliğe karşılık gelen asal vektöre paraleldir.

İspat: Genelliği kaybetmeksizin φv 6= 0 olsun ve (u, v (u, λ) , λ) ile S = φ−1 (0)
yüzeyi parametrize edilsin. O halde Kostik

ψ (u, λ) = ϕ (u, v (u, λ))− λN (u, v (u, λ))

ile parametrize edilir. Buradan

ψu = ϕu + vuϕv − λ (Nu + vuNv)

ψλ = vλϕv −N− λvλNv

ve Nu ve Nv TpM üzerinde olduğundan Kostik singülerdir ancak ve ancak ψu = 0
eşitliği sağlanır. {ϕu,ϕv} tabanına göre −dNp şekil operatörü matrisi

− 1

F 2 − EG

(
G −F
−F E

)(
l m
m n

)
şeklindedir ve

Nu = −Fm−Gl
F 2 − EG

ϕu −
Fl − Em
F 2 − EG

ϕv

Nv = −Fn−Gm
F 2 − EG

ϕu −
Fm− En
F 2 − EG

ϕv

olur. Bu nedenle

ψu =

(
1 + λ

Fm−Gl
F 2 − EG

+ λvu
Fn−Gm
F 2 − EG

)
ϕu+

(
λ
F l − Em
F 2 − EG

+ vu

(
1 + λ

Fm− En
F 2 − EG

))
ϕv

ve

ψλ = λvλ
Fn−Gm
F 2 − EG

ϕu + vλ

(
1 + λ

Fm− En
F 2 − EG

)
ϕv −N
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bulunur. ψu = aϕu + bϕv ve ψλ = cϕu + dϕv olarak yazılırsa

ψu × ψλ = (ad− bc)ϕu ×ϕv − aϕu ×N− bϕv ×N

burada

ad− bc =
vλ

F 2 − EG
((
F 2 − EG

)
− λ (nE − 2mF + lG) + λ2

(
m2 − ln

))
şeklindedir ki λ, (4.6) denkleminin çözümü olduğundan bu son eşitlik sıfırdır. Diğer
yandan

ϕu ×N =
1

‖ϕu ×ϕv‖
ϕu × (ϕu ×ϕv)

=
1

‖ϕu ×ϕv‖
(〈ϕu,ϕu〉ϕv − 〈ϕv,ϕu〉ϕu)

=
1

‖ϕu ×ϕv‖
(Eϕv − Fϕu)

ve benzer şekilde

ϕv ×N =
1

‖ϕu ×ϕv‖
(Fϕv −Gϕu)

bulunur. Buradan

ψu × ψλ =
1

‖ϕu ×ϕv‖
((aF + bG)ϕu − (aE + bF )ϕv)

olur ve du = aF+bG ve dv = −aE+bF fonksiyonları (4.2) denklemini sağlar. �

Teorem 4.3 (Tari 2012) M, E3
1 uzayında bir timelike yüzey ve p ∈ LPL olmak

üzere timelike umbilik nokta olmasın.

(1) p noktası asal eğrilik çizgilerinin folded tekil noktası olmasın. p noktasına
karşılık gelen noktada düzgün bir yüzey olan C (M) kostiğinin lokal olarak bir parçası
vardır. C (M) üzerindeki indirgenmiş metrik M üzerindeki LPL kümesine karşılık
gelen noktalarda dejeneredir ki ve bu noktaların kümesi LDC ile gösterilecektir
(kostiğin dejenere noktaların geometrik yeridir). LDC, C (M) kümesini timelike ve
spacelike olarak ikiye ayıran düzgün bir eğridir (Şekil 4.2 solda).

(2) p noktası asal eğrilik çizgilerinin folded tekil noktası olsun. LPL ve sırt eğri
p noktasında teğettir. Kostik bir sivri uçlu-kenar yüzeydir ve düzgün parçalarının
her biri LDC kümesinin bir parçasını içerir (Şekil 4.2 sağda).

İspat: (1) ifadesi Önerme 4.2’den görülebilir. S = φ−1 (0) yüzeyi, iki asal eğrilik
vektörlerinin olduğu M üzerindeki noktaların kümesinin çift yüzlüsüdür. C (M)
kostiğinin normali asal eğriliğe paralel olduğundan S yüzeyinin spacelike asal vektö-
re karşılık gelen yüzü C (M) kümesinin timelike parçasına; timelike asal vektöre gelen
yüzü spacelike parçasına dönüşür. LPL üzerinde asal vektör lightlike olduğundan
C (M) üzerinde indirgenmiş metrik LDC kümesinin noktalarında dejeneredir.
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(2) Genelliği kaybetmeksizin φv 6= 0 olsun ve (u, v (u, λ) , λ) ile S = φ−1 (0) yüzey
parametrize edilsin. Önerme 4.2’deki notasyon kullanılarak, kostiğin singüler olması
için gerek ve yeter koşul {ϕu,ϕv} tabanına göre ψu vektörünün koordinatlarının sıfır
olmasıdır. λ, (4.6) denklemini sağladığından her iki koordinat sıfırdır ancak ve ancak
bu iki koordinattan biri sıfırdır. Bu nedenle sırt eğrisi;

(F 2 − EG)− λ (nE − 2mF + lG) + λ2 (m2 − ln) = 0,
F 2 − EG+ λ (Fm−Gl) + λvu (Fn−Gm) = 0,

(4.7)

denklem sisteminden λ yok edilerek verilir. M için Teorem 4.1 (2)’deki parametrizas-
yon (yani E = G = 0) alınsın. Şimdi, S yüzeyi üzerinde sırt ve LPL eğrilerinin
liftleri analiz edilecektir. S yüzeyi (u, v (u, λ) , λ) ile parametrize edilir ve bir w
düzgün fonksiyon germi için, ki eğrilik çizgilerinin folded tekilliğinde (yani LPL
ve ridge üzerindeki bir noktada) w′ (u) = 0 denklemini sağlar, LPL eğrisinin lifti(
u,w (u) , −F (u,w(u))

m(u,w(u))

)
tarafından parametrize edilir. O halde, böyle noktalarda LPL

liftine teğet vektör (1, 0,− (Fum− Fmu) /m
2) vektörüne paraleldir.

Sistem (4.7)’deki ikinci denklemin sol tarafı B olsun. İlk denklemin sol
tarafı φ olmak üzere sırt eğrisine teğet vektör 5φ ve 5B gradient vektörlerine
diktir. LPL üzerindeki ilgili noktada, φ = φλ = φu = 0 olur. Bu nedenle,
sırt eğrisinin liftine teğet vektör, (φvBλ, 0,−φvBu) vektörüne paraleldir. Sonuç,
(1, 0,− (Fum− Fmu) /m

2) ve (φvBλ, 0,−φvBu) vektörlerinin genel yüzey için çapraz
olmaları (transverse) ve bu vektörlerin (u, v)-parametreli uzaya izdüşümlerinin pa-
ralel vektörler olmalarından takip edilir. �

Şekil 4.2. LPL eğrisinin genel noktalarında (soldaki) ve eğrilik çizgilerinin folded
. tekil noktalarında (sağdaki) kostik üzerindeki metrik yapı

Lemma 4.4 (Tari 2012) p, M timelike yüzeyinin bir timelike umbilik noktası olsun.
Kostik üzerinde LPL kümesinin görüntüsü timelike umbilik noktaya karşılık gelen
noktada birbirine teğet olan iki düzgün eğrinin birleşimidir.

İspat: Teorem 4.1 (2)’deki parametrizasyon (yani E = G = 0) alınsın. Buna göre
LPL kümesi ln = 0 denklemiyle ifade edilir ve bu küme üzerindeki (4.6) denkleminin
çift katlı kökü λ = −F/m olur. l = 0 (sırasıyla n = 0) eğrisinin lokal parametrizas-
yonunu α1 (t) = (u1 (t) , v1 (t)) (sırasıyla α2 (t) = (u2 (t) , v2 (t))) ile verilsin. LPL
kümesinin Kostik üzerindeki görüntüsü

βi (t) =

(
ϕ+

F

m
N

)
(αi (t)) , i = 1, 2

42
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ile parametrize edilir.

β′i = −v
′
in

m
ϕu −

u′il

m
ϕv +

(
F

m

)′
N

olduğundan β′1 = β′2 =
(
F
m

)′
N vektörü timelike umbilik noktada genellikle sıfır

olmayan bir vektördür. �

Şimdi LD üzerindeki bir noktada Kostik üzerindeki metrik yapısıyla ilgili bir
teorem verilecektir.

Teorem 4.5 (Tari 2012) p noktasında M üzerindeki indirgenmiş metriğin dejenere
noktalarının kümesinde bir nokta olsun ancak lightlike eğrilerin folded singüler nok-
tası olmasın. O halde Kostik lokal olarak C1 (M) ve C2 (M) gibi iki parçaya sahiptir.

(1) C1 (M) parçası LD eğrisi boyunca M yüzeyine teğet düzgün bir yüzeydir. M
üzerindeki LD eğrisi ayrıca C1 (M) üzerindeki indirgenmiş metriğin dejenere nokta-
larının geometrik yeridir ve bu eğri C1 (M) parçasını timelike ve spacelike olarak iki
parçaya böler.

(2) C2 (M) parçası ya düzgün bir yüzeydir ya da sivri uçlu yüzeydir; ve regüler
noktalarında timelike yüzeydir. C2 (M) üzerindeki LD kümesinin görüntüsü bir
lightlike eğridir.

İspat: (1) ϕ, p = ϕ (0, 0) ∈ LD ile M yüzeyinin bir parametrizasyonu olsun. Orijin
d2

v fonksiyonun dejenere tekilliği olması için gerek ve yeter koşul (4.5) denklemi
sağlanır. p noktasında F 2 − EG = 0 olduğundan (4.5) denkleminin

µ1 = 0, µ2 =
n̄E − 2m̄F + l̄G

m̄2 − l̄n̄

şeklinde iki çözümü vardır. C1 (M), µ1 = 0 değerine karşılık gelen Kostik olarak
gösterilsin. (4.5) denkleminin iki farklı kökü olduğundan diskriminant fonksiyonu
pozitiftir. Bu nedenle, p komşuluğunda, LD üzerinde µ (u, v) = 0 olacak şekilde bu
denklemi çözen bir µ (u, v) düzgün fonksiyonu vardır.

C1 (M) parçasının bir parametrizasyonu

v (u, v) = ϕ (u, v)− µ (u, v) (ϕu ×ϕv) (u, v) (4.8)

ile verilir. Buradan LD kümesinin de C1 (M) üzerinde bir eğri olduğu takip edilir.
Ayrıca

vu = ϕu − µuϕu ×ϕv − µ (ϕu ×ϕv)u
vv = ϕv − µvϕu ×ϕv − µ (ϕu ×ϕv)v

yazılabilir. p = ϕ (u, v) ∈ LD noktasında ϕu × ϕv ∈ TpM olur ki bu vu ve vv
vektörlerinin de TpM teğet düzleminde olduğu anlamına gelir. Bu, C1 (M) ve M
yüzeyinin LD boyunca teğet olduğu ve LD eğrisinin de C1 (M) üzerinde dejenere
noktaların geometrik yeri olduğu anlamına gelir.

43
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LD boyunca E = F = 0 olan M yüzeyinin lokal parametrizasyonu göz önüne
alınsın. LD eğrisinin düzgün bir eğri olması için genel varsayım LD üzerinde Eu 6= 0
ya da Ev 6= 0 olması anlamına gelir. Genelliği kaybetmeksizin Eu 6= 0 varsayılabilir.

C1 (M) parçasının Ẽ, F̃ , G̃ birinci temel form katsayıları LD üzerinde M
yüzeyinin birinci temel form katsayılarına eşittir. δ̃ = F̃ 2 − ẼG̃ olsun. C1 (M) üze-
rindeki LD eğrisinin spacelike ve timelike olarak bu yüzeyi iki parçaya böldüğünü is-
patlamak için δ̃ fonksiyonunun LD üzerinde işaret değiştirdiği gösterilecektir. Bunun
için, δ̃u 6= 0 olduğunu göstermek yeterlidir. LD üzerinde δ̃u = −ẼuG olduğundan
Ẽu 6= 0 olması gerekir.

p ∈ LD üzerinde ϕu vektörü TpM teğet düzleminde tek lightlike vektördür.
Bu nedenle α (t) düzgün fonksiyonu vardır öyle ki

ϕu ×ϕv = αϕu

eşitliği sağlanır. Buradan,

l̄ = 〈ϕu ×ϕv,ϕuu〉 =
1

2
αEu

olduğundan

α =
2l̄

Eu

olur. LD üzerinde (4.5) denkleminin diferensiyeli

µu = −Eu
l̄

denklemini verir. 〈ϕu,ϕu ×ϕv〉 ≡ 0 denkliğinden;

〈ϕu, (ϕu ×ϕv)u〉 = −〈ϕuu,ϕu ×ϕv〉 = −α 〈ϕuu,ϕu〉

olur. Şimdi LD üzerindeki noktalar için

vu = (1− µuα)ϕu = 3ϕu

ve

vuu = ϕuu − 2µu (ϕu ×ϕv)u − µuuϕu ×ϕv
= ϕuu − 2µu (ϕu ×ϕv)u − µuuαϕu

yazılabilir. Bu nedenle LD üzerinde,

1

2
Ẽu = 〈vuu,vu〉

= 3 (〈ϕuu,ϕu〉 − 2µu 〈(ϕu ×ϕv)u ,ϕu〉)
= 3 (1 + 2µuα) 〈ϕuu,ϕu〉

= −9

2
Eu 6= 0
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bulunur.

(2) kostiğin C2 (M) parçası (4.5) denkleminin sıfır olmayan çözüme karşılık
gelen parçadır. C2 (M) kostiğinin düzgün noktalarında bu yüzeyin normali

− m̄ϕu + l̄ϕv

asal vektörüne paralel olduğu gösterilebilir ki bu nedenle C2 (M) timelike yüzeydir.
Hesaplamaları basitleştirmek için Teorem 4.1 (2)’deki parametrizasyon göz önüne
alınsın. l̄ 6= 0 olsun ki böylece

µ2 =
l̄G

m̄2 − l̄n̄

çözümü p noktasında sıfır değildir. Kostik C2 (M) de LD üzerinde µ = µ2 olacak
şekilde bir µ fonksiyonu için (4.8) parametrizasyonu ile verilebilir. (u (t) , v (t)) ,
LD eğrisinin U kümesinde lokal parametrizasyonu olmak üzere bu eğrinin C2 (M)
üzerindeki görüntüsü

γ (t) = (ϕ− µϕu ×ϕv) (u (t) , v (t))

ile parametrize edilebilir. (u′, v′) sıfır olmayan LD eğrisine teğet vektör olduğundan
(u′, v′) = (−Ev, Eu) farzedilebilir. 〈γ′, γ′〉 = 0 olduğunu kanıtlamak için bazı ön
sonuçlar bulunacaktır, burada diferensiyel t parametresine göre LD boyunca uygu-
lanacaktır.

LD üzerinde E = 〈ϕu,ϕu〉 = 0 olduğundan bu eğri üzerinde

〈ϕu,−Evϕuu + Euϕuv〉 = 0 (4.9)

yazılır. Teorem 4.5 (1)’in kanıtından α (t) düzgün fonksiyonu vardır öyle ki LD
üzerinde ϕu ×ϕv = αϕu olur. Bu nedenle,

l̄ = α 〈ϕu,ϕuu〉 , m̄ = α 〈ϕu,ϕuv〉 , n̄ = α 〈ϕu,ϕvv〉 .

ϕu ×ϕv = αϕu denkleminin her iki tarafı diferensiyellenirse

(−Evϕuu + Euϕuv)×ϕv+ϕu×(−Evϕuv + Euϕvv) = α′ϕu+α (−Evϕuu + Euϕuv)

bulunur. Bu denklemi ϕu ile Lorentz iç çarpımı alınırsa ve (4.9) eşitliği kullanılırsa

〈(−Evϕuu + Euϕuv)×ϕv,ϕu〉 = α 〈−Evϕuu + Euϕuv,ϕu〉
= 0

eşitliği bulunur. Buradan LD kümesi üzerinde

− Ev 〈ϕuu ×ϕv,ϕu〉+ Eu 〈ϕuv ×ϕv,ϕu〉 = 0

olur, yani

− Ev l̄ + Eum̄ = 0 (4.10)
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yazılabilir. Benzer şekilde F = 〈ϕu,ϕv〉 = 0 olduğundan bu eğri boyunca diferen-
siyellenirse

〈−Evϕuu + Euϕuv,ϕv〉 = −〈ϕu,−Evϕuv + Euϕvv〉 = − 1

α
(−Evm̄+ Eun̄) (4.11)

bulunur.

(4.9)’dan ve ϕu, TpM teğet düzlemine normal lightlike vektör olduğundan
−Evϕuu + Euϕuv ∈ TpM olur. Buna göre a, b herhangi skaleri için

− Evϕuu + Euϕuv = aϕu + bϕv

yazılabilir. (4.11)’den

〈−Evϕuu + Euϕuv,ϕv〉 = − 1

α
(−Evm̄+ Eun̄) = bG

eşitliği bulunur ve bu denklemi kullanarak

b = −(−Evm̄+ Eun̄)

αG

ve

〈−Evϕuu + Euϕuv,−Evϕuu + Euϕuv〉 = b2G =
(−Evm̄+ Eun̄)2

α2G
(4.12)

bulunur.

Şimdi γ = ϕ− (µα)ϕu eşitliği diferensiyellenirse,

γ′ = −
(
Ev + (µα)′

)
ϕu + Euϕv − (µα) (Evϕuu + Euϕuv) .

Bu nedenle (4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12)’den

〈γ′, γ′〉 = E2
uG+ 2µEu (−Evm̄+ Eun̄) +

µ2

G
(−Evm̄+ Eun̄)2

= E2
uG− 2µEu (Evm̄− Eun̄) +

µ2

G
(Evm̄− Eun̄)2

=
1

G
(EuG− µ (Evm̄− Eun̄))2

=
E2
u

G

(
G− µ

(
Ev
Eu

m̄− n̄
))2

=
E2
u

G

(
G− µ

(
m̄2

l̄
− n̄

))2

=

(
m̄2 − l̄n̄

)2
E2
u

l̄G

(
l̄G

m̄2 − l̄n̄
− µ

)2

= 0

olur. �
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Not 4.6 LD üzerindeki bir noktaya yakınsayan M\LD üzerindeki noktaların bir
dizisi boyunca κi, (i = 1, 2) asal eğriliği sonsuza ve ‖ϕu ×ϕv‖ sıfıra gitme eğili-
mindedir. Teorem 4.5, 1/κi ‖ϕu ×ϕv‖ fonksiyonunun µi sonlu limiti olduğunu ve
M\LD yüzeyinin fokal kümesinin M yüzeyine genişletilebileceğini ifade eder.

4.2. Hiperbolik m-Uzayda Fokal Yüzeyler

Bu bölümde Em+1
1 Minkowski uzayındaHm

+ (−1) hiperbolik uzayı içine gömül-
müş hiperyüzeylerin geometrisi incelenecek ve bu hiperyüzeylerin evolütleri (fokal
yüzeyleri) tanımlanarak tekillik teorisi vasıtasıyla özellikleri çalışılacaktır.

Tanım 4.7 LCc =
{
x ∈ Em+1

1 : 〈x− c,x− c〉 = 0
}

kümesine c köşeli bir kapalı
lightkoni denir.

LC∗+ = {x = (x0, x1, . . . , xm) ∈ LC0 : x0 > 0}

kümesine ise orijindeki gelecek (future) lightkoni denir. Eğer x = (x0, x1, . . . , xm)
bir sıfır olmayan lightlike vektör ise x0 6= 0 olur. Bu nedenle

x̂ =

(
1,
x1

x0

, . . . ,
xm
x0

)
∈ Sm−1

+ = {x = (x0, x1, . . . , xm) : 〈x,x〉 = 0, x0 = 1}

yazılabilir. Sm−1
+ kümesine lightcone ( m-1)-küre denir.

U ⊂ Rm−1 bir açık alt küme olmak üzere ϕ : U → Hm
+ (−1) bir gömme

(embedding) ve M = ϕ (U) olsun. Herhangi p = ϕ (u) ∈ M ⊂ Hm
+ (−1) için

u = (u1, u2, . . . , um−1) ve ϕui (u) = ∂ϕ/∂ui (u) = (ϕ0ui (u) , ϕ1ui (u) , . . . , ϕmui (u))
olmak üzere 〈ϕ (u) ,ϕ (u)〉 = −1 olduğundan〈

ϕui (u) ,ϕ (u)
〉

= 0 (i = 1, 2, . . . ,m− 1)

eşitliği vardır. Bu nedenle, M yüzeyinin teğet uzayı

TpM = span
{
ϕu1 (u) , . . . ,ϕum−1

(u)
}

şeklinde verilir. NpM, p = ϕ (u) noktasında M yüzeyinin normal uzayı olsun ki bu
uzay bir timelike düzlemdir.

e (u) =

(
ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

)
(u)∥∥(ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

)
(u)
∥∥ ∈ S1

(
NpM ∩ TpHm

+ (−1)
)

spacelike vektörü tanımlansın. O halde NpM = span {ϕ (u) , e (u)} ifadesi doğrudur.

Tanım 4.8 G (u) = e (u) şeklinde tanımlanan G : U → Sm1 dönüşümüne M
yüzeyinin de Sitter Gauss göstergesi (de Sitter Gauss indicatrix) denir. Öklid uzayın-
da e vektörünü hiperyüzeyin birim normali olarak kullanarak ϕ üzerinde bir dışsal
diferensiyel geometri inşa edilebilir. Bu durumda, bir hiperyüzeyin de Sitter Gauss
göstergesi Öklid uzayındaki bir hiperyüzey için Gauss dönüşümüne benzer bir rol oy-
nar. Dv, v vektörüne göre kovaryant türevi göstermek üzere herhangi p = ϕ (u0) ∈
M ve v ∈ TpM için Dve ∈ TpM olduğu açıktır (Izumiya vd 2004b).

47
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Tanım 4.9 Ap = −dG : TpM → TpM lineer dönüşümüne p = ϕ (u0) noktasında
M yüzeyinin (de Sitter) şekil operatorü (shape operator) denir. Ap dönüşümünün
κp karakteristik değerine (de Sitter) asal eğrilik denir. Ap dönüşümünün karak-
teristik vektörüne (de Sitter) asal vektör denir. Tanımdan κp bir (de Sitter) asal
eğriliktir ancak ve ancak det (Ap − κpI) = 0 eşitliği sağlanır. p = ϕ (u0) nok-
tasında M hiperyüzeyinin (de Sitter) Gauss-Kronecker eğriliği Kd (u0) = detAp
olarak tanımlanır (Izumiya vd 2004b).

Tanım 4.10 Eğer Ap = κpidTpM ise p = ϕ (u0) noktasına umbilik nokta denir. M
yüzeyinin tüm noktaları umbilik ise M hiperyüzeyine total umbilik denir. Hm

+ (−1)
ve bir spacelike, timelike ya da lightlike hiperdüzlemin kesişimiyle verilen hiperyü-
zeye sırasıyla hiperküre, eşuzaklık (equidistant) hiperdüzlemi ya da hiperhoroküre
(hyperhorosphere) denir. Hiperyüzey Hm

+ (−1) ve Em+1
1 uzayının orijininden geçen

bir timelike hiperdüzlemin kesişimiyle veriliyorsa, eşuzaklık hiperdüzlemine basitçe
hiperdüzlem denecektir.

Önerme 4.11 (Izumiya vd 2004b) M = ϕ (U) bir total umbilik olsun, o halde
κ (p) = κ sabittir. Bu koşul altında aşağıdaki sınıflandırma vardır.

(1) κ2 6= 1 olsun.

(a) κ 6= 0 ve κ2 < 1 ise M eşuzaklık hiperdüzleminin bir parçasıdır.

(b) κ 6= 0 ve κ2 > 1 ise M hiperkürenin bir parçasıdır.

(c) κ = 0 ise M hiperdüzlemin bir parçasıdır.

(2) κ2 = 1 ise M hiperhorokürenin bir parçasıdır.

Tanım 4.12 ϕui (i = 1, . . . , n− 1) vektörleri spacelike olduğundan M = ϕ (U)

üzerinde ds2 =
∑n−1

i=1 gijduiduj Riemann metriği (birinci temel form) tanımlanabilir,
burada

gij (u) =
〈
ϕui (u) ,ϕuj (u)

〉
, u ∈ U

şeklindedir. Ayrıca,

hij =
〈
−Gui (u) ,ϕuj (u)

〉
fonksiyonları ikinci temel form katsayılarını tanımlar. Öklid uzayındaki hiperyüzeyler
üzerindeki diferensiyel geometriye benzer argümanlarla de Sitter Gauss-Kronecker
eğriliği

Kd =
det (hij)

det (gab)

ile verilir. Bir ϕ : U → Hm
+ (−1) hiperyüzeyi için her i, j için hij (u0) = 0 ise

u0 ∈ U veya p = ϕ (u0) noktasına (de Sitter) düzlemsel nokta (flat nokta) denir. Bu
nedenle p = ϕ (u0) bir (de Sitter) düzlemsel nokta olması için gerek ve yeter koşul
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p noktasının sıfır (de Sitter) asal eğriliği ile bir umbilik nokta olmasıdır (Izumiya vd
2004b).

Tanım 4.13 ϕ : U → Hm
+ (−1) olmak üzere, ϕ (U) = M hiperyüzeyi için de Sitter

asal eğriliklerinden biri κ2 (u0) = 1 koşulunu sağlarsa p = ϕ (u0) ∈M noktasına bir
horoparabolik nokta denir. ϕ (U) = M hiperyüzeyinin total evolütü

TE±M = {± κ(u)√
|κ2(u)−1|

(
ϕ (u) + 1

κ(u)
e (u)

)
: κ (u) , p = ϕ (u) ’da bir

de Sitter asal eğriliktir, u ∈ U}

olarak tanımlanır.

HE±M = {± κ(u)√
|κ2(u)−1|

(
ϕ (u) + 1

κ(u)
e (u)

)
: κ (u) , p = ϕ (u) ’da κ2 (u) > 1

ile bir de Sitter asal eğriliktir, u ∈ U}

ve

SE±M = {± κ(u)√
|κ2(u)−1|

(
ϕ (u) + 1

κ(u)
e (u)

)
: κ (u) , p = ϕ (u) ’da κ2 (u) < 1

ile bir de Sitter asal eğriliktir, u ∈ U}

olmak üzere, yukarıdaki hiperyüzey için total evolütün

TE±M (u) = HE±M (u) ∪ SE±M (u)

şeklinde ayrışımı vardır. HE±M ⊂ Hm
+ (−1) ∪ Hm

− (−1) ve SE±M ⊂ Sm1 olduğu
gösterilebilir. v ∈ Hm

− (−1) ise −v ∈ Hm
+ (−1). Buradan HE±M ⊂ Hm

+ (−1) ya
da HE±M ⊂ Hm

− (−1) yazılabilir. HE±M’nin Hm
+ (−1) hiperbolik uzayında olduğu

farzedilsin. O halde HE±M (ya da SE±M) kümesine M hiperyüzeyinin hiperbolik
evolütü (ya da de Sitter evolütü) denir.

U üzerinde κ2 > 1 ifadesini sağlayan κ de Sitter asal eğriliği sabit olacak
şekilde HE±κ : U → Hm

+ (−1) düzgün dönüşümü

HE±κ (u) = ± κ√
|κ2 − 1|

(
ϕ (u) +

1

κ
e (u)

)
şeklinde tanımlansın. Benzer şekilde SE±κ : U → Sm1 dönüşümü κ2 < 1 olacak
şekilde tanımlanabilir.

Önerme 4.14 (Izumiya vd 2004b) ϕ (U) = M, Hm
+ (−1) uzayında horoparabolik

ya da de Sitter düzlemsel noktası olmayan bir hiperyüzey olsun.

(A) Aşağıdakiler denktir:

(1) M κ2 > 1 olacak şekilde bir total umbiliktir.

(2) HE±M, H
m
+ (−1) uzayında bir noktadır.

(3) M hiperkürenin bir parçasıdır.
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(B) Aşağıdakiler denktir:

(1) M, 0 < κ2 < 1 olacak şekilde bir total umbiliktir.

(2) SE±M, S
m
1 uzayında bir noktadır.

(3) M eşuzaklık hiperdüzleminin bir parçasıdır.

İspat: (A) (1) koşulununun sağlandığı düşünülsün. O halde de Sitter asal eğrilik
κ (u) = κ sabittir ve κ2 > 1 eşitsizliği vardır. Bu nedenle herhangi u ∈ U için

∂HE±κ
∂ui

(u) = ± κ√
|κ2 − 1|

(
ϕui (u) +

1

κ
eui (u)

)
yazılabilir. De Sitter asal eğriliğin tanımından ve i = 1, . . . ,m− 1 için −eui = κϕui
olduğundan ∂HE±κ /∂ui = 0 bulunur. Buradan HE±κ (u) bir nokta olur.

Tersine, herhangi u ∈ U ve de Sitter asal eğrilik κ (u) için

HE±κ (u) = ± κ (u)√∣∣κ (u)2 − 1
∣∣
(
ϕ (u) +

1

κ (u)
e (u)

)

dönüşümünün bir nokta olduğu farzedilirse

∂HE±κ
∂ui

(u) =
∓κui (u)

(κ2 (u)− 1)3/2

(
ϕ (u) +

1

κ (u)
e (u)

)
± κ (u)√

|κ2 (u)− 1|

(
ϕui (u)− κui (u)

κ2 (u)
e (u) +

1

κ
eui (u)

)
bulunmuş olur. eui ∈ TpM ve

{
ϕ,ϕu1 , . . .ϕum−1

, e
}

lineer bağımsız olduğundan
∂HE±κ /∂ui = 0 olması için gerek ve yeter koşul i = 1, . . . ,m − 1 için κui = 0
olmasıdır. Bu nedenle κ (u) = κ sabit ve κ2 > 1 söylenebilir. Dahası, başka bir κ̄
de Sitter asal eğrilik olduğu düşünülsün. HE±κ (u) = HE±κ̄ (u) bir nokta olduğu için
κ = κ̄ olur ki bu M yüzeyinin total umbilik olduğu anlamına gelir.

Bir hiperküre total umbilik olduğu için (1) ve (3) koşulları Önerme 4.11’den
birbirine denktir. Bu (A)’nın kanıtını tamamlar. (B)’nin kanıtı da (A)’nın kanıtına
benzer argümanlarla verilebilir. �

4.2.1. Hiperyüzey üzerinde yükseklik fonksiyonları

Bu bölümde bir hiperyüzeyin hiperbolik ve de Sitter fokal yüzeyini belir-
lemek için hiperbolik uzayda bir hiperyüzeyde iki tür yükseklik fonksiyon ailesi
düşünülecektir. ϕ (U) = M hiperyüzeyi üzerinde HT (u,v) = 〈ϕ (u) ,v〉 ile

HT : U ×
(
Hm

+ (−1) \M
)
→ R

hiperbolik timelike yükseklik fonksiyonu ve HS (u,v) = 〈ϕ (u) ,v〉 ile

HS : U × Sm1 → R
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hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonu tanımlansın. Ayrıca hTv (u) = HT (u,v) ve
hSv (u) = HS (u,v) olsun. Aşağıdaki önerme standart bir sonuçtur.

Önerme 4.15 (Izumiya vd 2004b) ϕ : U → Hm
+ (−1) bir hiperyüzey olsun.

(1)
(
∂hTv/∂ui

)
(u) = 0 (i = 1, . . . ,m− 1) olması için gerek ve yeter koşul

v = λϕ (u) + µe (u)

ve λ2 − µ2 = 1 olacak şekilde λ, µ reel sayıları vardır.

(2)
(
∂hSv/∂ui

)
(u) = 0 (i = 1, . . . ,m− 1) olması için gerek ve yeter koşul

v = λϕ (u) + µe (u)

ve λ2 − µ2 = −1 olacak şekilde λ, µ reel sayıları vardır.

(1) durumunda v /∈ M olduğundan µ 6= 0’dır. Önerme 4.15’den HT ve HS

fonksiyonlarının katastrof (catastrophe) kümeleri

Ca
(
HT

)
=
{

(u,v) ∈ U ×
(
Hm

+ (−1) \M
)

: v = λϕ (u) + µe (u)
}

Ca
(
HS
)

= {(u,v) ∈ U × Sm1 : v = λϕ (u) + µe (u)}

şeklinde belirlenir. Ayrıca, Ca
(
HT

)
üzerinde

∂2HT

∂ui∂uj
(u,v) =

〈
ϕuiuj (u) ,v

〉
= −λgij + µhij

ve Ca
(
HS
)

üzerinde

∂2HS

∂ui∂uj
(u,v) =

〈
ϕuiuj (u) ,v

〉
= −λgij + µhij

olduğundan

det
(
Hess(hTv

)
(u)) = det

(
∂2HT

∂ui∂uj
(u,v)

)
= 0

(ya da det
(
Hess(hTv

)
(u)) = 0) eşitliğinin sağlanması için κ2 (u) > 1 olacak şekilde

bir κ (u) = λ/µ de Sitter asal eğrilik olması gerek ve yeterdir. v ∈ Hm
+ (−1) (ya da

v ∈ Sm1 ) ve κ2 (u) > 1 (ya da κ2 (u) < 1) olacak şekilde κ (u) = λ/µ bir de Sitter
asal eğrilik olduğundan

Bif
(
HT

)
= HE+

M ∪HE
−
M (ya da Bif

(
HT

)
= SE+

M ∪ SE
−
M)

bulunur (Izumiya vd 2004b).

Önerme 4.16 (Izumiya vd 2004b) p = ϕ (u0) noktası ϕ (U) = M yüzeyinin bir de
Sitter düzlemsel noktası olmasın.
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(1) p, κ2 (p) > 1 ile bir umbilik nokta olması için gerek ve yeter koşul u0 nok-
tasının hTv0

fonksiyonun bir singüler noktası ve rank
(
Hess(hTv0

)
(u0)) = 0 olacak

şekilde bir v0 ∈ Hm
+ (−1) \M var olmasıdır.

(2) p, 0 < κ2 (p) < 1 ile bir umbilik nokta olması için gerek ve yeter koşul u0

noktasının hSv0
fonksiyonun bir singüler noktası ve rank

(
Hess(hSv0

)
(u0)) = 0 olacak

şekilde bir v0 ∈ Sm1 var olmasıdır.

İspat: (1) p bir umbilik nokta ise Ap = κpidTpM olur. Qt
(

(h)ji

)
Q = κpI olacak

şekilde ortogonal bir Q matrisi vardır. Bu nedenle (h)ji = κpI durumu düşünülebilir
ki böylece (hij) = κp (gij) eşitliği söylenebilir.

λ = ± κp (u0)√∣∣κ2
p (u0)− 1

∣∣ ve µ = ± 1√∣∣κ2
p (u0)− 1

∣∣
olacak şekilde v0 = λϕ (u0) + µe (u0) ∈ Hm

+ (−1) \M olsun. Bu durumda Hessian
matris

Hess(hTv0
)(u0) = (−λgij + µhij) = (−λ+ µκp (u0)) (gij) = 0

olur.

Diğer yandan, her i, j için −λgij + µhij = 0 ise (hij) = κp (gij) (κp = λ/µ)
bulunur ki bu (h)ji = κpI koşuluna denktir. (2)’nin kanıtı (1)’e benzer şekilde
verilebilir. �

Tanım 4.17 v ∈ Bif
(
HT

)
(ya da v ∈ Bif

(
HS
)
) olmak üzere hTv (ya da hSv) u0

noktasında Ak≥3-tip singüler noktaya sahipse u0 noktasına bir timelike sırt noktası
(ya da spacelike sırt noktası) denir. İki fi : (Rm−1, ũi) → R (i = 1, 2) fonksiyon
germleri için f2 ◦ φ (u) = f2 (u) + c olacak şekilde bir φ : (Rm−1, ũ1) → (Rm−1, ũ2)
diffeomorfizm germ ve bir c reel sayısı vardır koşulu sağlanırsa bu iki fonksiyon
germine R+-denktir denir. f : (Rm−1, ũ0) → R fonksiyon germi için eğer f, uk+1

1 ±
u2

2 ± · · · ± u2
m−1 germine R+-denk ise f, ũ0 noktasında Ak-tip singüler noktasına

sahiptir.

Tanım 4.18 F : Hm
+ (−1)→ R bir submersiyon ve ϕ : U → Hm

+ (−1) bir hiperyüzey
olsun. Eğer g (u) = F ◦ϕ (u) fonksiyonun Hessian matrisi u0 noktasında r koranka
sahipse ϕ ve F−1 (0) , p0 = ϕ (u0) noktasında korank-r değmeye sahiptir denir. Eğer
g (u) = F ◦ ϕ (u) fonksiyonu u0 noktasında Ak-tip singüler noktaya sahipse ϕ ve
F−1 (0) , p0 = ϕ (u0) noktasında Ak-tip değmeye sahiptir denir. Tanımdan eğer ϕ ve
F−1 (0) , p0 = ϕ (u0) noktasında Ak-tip değmeye sahipse bunlar korank-1 değmeye
sahiptir. Herhangi r ∈ R ve a0 ∈ Hm

+ (−1) (ya da a0 ∈ Sm1 ) için F (u) = 〈u, a0〉 − r
ile tanımlanan F : Hm

+ (−1)→ R fonksiyonu ele alınsın. Ayrıca

PSm−1 (a0, r) = F−1 (0) =
{
u ∈ Hm

+ (−1) : 〈u, a0〉 = r
}

kümesi tanımlansın. Eğer a0 H
m
+ (−1)’de (ya da Sm1 ) ise PSm−1 (a0, r) a0 merkezli

bir hiperküredir (ya da eşuzaklık hiperdüzlemi).
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Önerme 4.19 (Izumiya vd 2004b) u0 noktasında U üzerindeki κ (u) de Sitter eğriliği
sabit olmak üzere a0 = HE±κ (u0) (ya da a0 = SE±κ (u0)) ve

r0 = ± κ (u0)√
|κ2 (u0)− 1|

olsun. 1 ≤ ` ≤ m − 1 olacak şekilde bir ` tamsayısı vardır öyle ki ϕ (U) = M ve
PSm−1 (a0, r0), u0 noktasında korank-` değmeye sahiptir.

Tanım 4.20 Yukarıdaki önermede, eğer a0 ∈ Hm
+ (−1) (ya da a0 ∈ Sm1 ) ise

PSm−1 (a0, r0)

kümesine M hiperyüzeyinin bir oskülatör hiperküresi (ya da oskülatör equidistant
hiperdüzlemi) denir. a0 noktasına κ (u0) de Sitter asal eğrilik merkezi denir. Önerme
4.16’dan bir umbilik noktada ϕ (U) = M ve oskülatör hiperküre (ya da oskülatör
eşuzaklık hiperdüzlemi) korank-(m-1) değmeye sahiptir. Bu nedenle, hiperbolik (ya
da de Sitter) sırt noktası bir umbilik nokta değildir.

Fonksiyon germlerin genel açılım teorisinden Bif (F ) orijinde singüler olma-
ması için gerek ve yeter koşul f = F |Rm ×{0} fonksiyonu A2-tip singülerliğe sahip
olmasıdır. Bu nedenle aşağıdaki önerme söylenebilir.

Önerme 4.21 (Izumiya vd 2004b) Bir önceki önermedeki notasyonla TE±M total
evolüt a0 = TE±κ (u0) noktasında singüler değildir ancak ve ancak ϕ (U) = M ve
PSm−1 (a0, r0) , u0 noktasında A2-tip değmeye sahiptir. Burada a0 ∈ Hm

+ (−1) ise
TE±κ (u0) = HE±κ (u0) ve a0 ∈ Sm1 ise TE±κ (u0) = SE±κ (u0) olur.

4.2.2. Hiperbolik uzayda kostik olarak fokal yüzeyler

Bu bölümde hiperbolik uzayda bir hiperyüzeyin hiperbolik (de Sitter) fokal
yüzeyleri (evolütlerini) simplektik (symplectic) geometride kostik olarak yorum-
lanacak ve tekil noktalarının geometrik anlamları irdelenecektir.

Önerme 4.22 (Izumiya vd 2004b) ϕ (U) = M üzerinde HT hiperbolik timelike ve
HS hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonları Morse ailesidir.

İspat: İlk olarak hiperbolik timelike fonksiyonu düşünülsün. Hm
+ (−1) hiperbolik

uzayında herhangi bir v = (v0, v1, . . . , vm) vektörü için v0 =
√
v2

1 + · · ·+ v2
m + 1

olduğundan ϕ (u) = (ϕ0 (u) , . . . , ϕm (u)) olmak üzere

HT (u,v) = −ϕ0 (u)
√
v2

1 + · · ·+ v2
m + 1 + ϕ1 (u) v1 + · · ·+ ϕm (u) vm

yazılabilir. Herhangi noktada

∆HT =

(
∂HT

∂u1

, . . . ,
∂HT

∂um−1

)
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dönüşümünün singüler olmadığı gösterilmelidir. ϕuiuj = ∂2ϕ/∂ui∂uj (u) olmak

üzere ∆HT fonksiyonunun Jacobian matrisi
〈
ϕu1u1 ,v

〉
· · ·

〈
ϕu1um−1

,v
〉

-ϕ0u1
v1
v0

+ϕ1u1 · · · -ϕ0u1
vm
v0

+ϕmu1
...

...
...

...
...

...〈
ϕum−1u1 ,v

〉
· · ·

〈
ϕum−1um−1

,v
〉

-ϕ0um−1

v1
v0

+ϕ1um−1 · · · -ϕ0um−1

vm
v0

+ϕmum−1


olarak verilir. Morse ailesinin tanımı gereği

X =

 -ϕ0u1
v1
v0

+ϕ1u1 · · · -ϕ0u1
vm
v0

+ϕmu1
...

...
...

-ϕ0um−1

v1
v0

+ϕ1um−1 · · · -ϕ0um−1

vm
v0

+ϕmum−1


matrisinin rankının (u,v) ∈ Ca

(
HT

)
’de m− 1 olduğu gösterilecektir. Bunun için

A =


-ϕ0

v1
v0

+ϕ1 · · · -ϕ0
vm
v0

+ϕm
-ϕ0u1

v1
v0

+ϕ1u1 · · · -ϕ0u1
vm
v0

+ϕmu1
...

...
...

-ϕ0um−1

v1
v0

+ϕ1um−1 · · · -ϕ0um−1

vm
v0

+ϕmum−1


matrisinin rankının (u,v) ∈ Ca

(
HT

)
kümesinde m olduğunu göstermek yeterlidir.

i = 0, . . . ,m için

ai =


ϕi
ϕiu1

...
ϕium−1


tanımlansın. O halde

A =

(
−a0

v1

v0

+ a1, . . . ,−a0
vm
v0

+ am

)
ve

detA =
v0

v0

det (a1, . . . , am)− v1

v0

det (a0, a2, . . . , am)−. . .− vm
v0

det (a1, . . . , am−1, a0)

yazılabilir. Diğer yandan

ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

= (- det (a1, . . . , am) , - det (a0, a2, . . . , am) , . . . , (-1)m det (a1, . . . , am−1))

bulunur. Bu nedenle (u,v) ∈ Ca
(
HT

)
için

detA =

〈(
v0

v0

, . . . ,
vn
v0

)
,ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

〉
=

1

v0

〈
λϕ+ µe,

∥∥ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

∥∥ e
〉

=
1

v0

∥∥ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

∥∥µ 6= 0
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olur.

Şimdi, hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonu için düşünülsün. Bir önceki
durumdaki aynı notasyonu kullanılacaktır. Herhangi v ∈ Sm1 için −v2

0 + v2
1 + . . . +

v2
m = 1 olur. Genelliği kaybetmeksizin vm 6= 0 farzedilebilir.

vm = ±
√

1 + v2
0 − v2

1 − · · · − v2
m−1

olduğundan

HS (u,v) = -ϕ0 (u) v0+ϕ1 (u) v1+ · · ·+ϕm−1 (u) vm−1±ϕm (u)
√

1+v2
0-v2

1- · · · -v2
m−1

elde edilir. Ayrıca

∆HS =

(
∂HS

∂u1

, . . . ,
∂HS

∂um−1

)
fonksiyonun herhangi noktada singüler olmadığı gösterilebilir. ∆HS fonksiyonunun
Jacobian matrisi
〈
ϕu1u1 ,v

〉
· · ·

〈
ϕu1um-1

,v
〉

-ϕ0u1+ϕmu1
v0
vm

· · · ϕm-1u1-ϕmu1
vm-1

vm
...

...
...

...
...

...〈
ϕum-1u1 ,v

〉
· · ·

〈
ϕum-1um-1

,v
〉

-ϕ0um-1+ϕmum-1

v0
vm
· · · ϕm-1um-1-ϕmum-1

vm-1

vm


şeklindedir. Ek olarak aşağıdaki

X̃ =

 -ϕ0u1+ϕmu1
v0
vm

ϕ1u1-ϕmu1
v1
vm

· · · ϕm−1u1-ϕmu1
vm−1

vm
...

...
...

...
-ϕ0um−1

v1
v0

+ϕmum−1

v0
vm

ϕ1um−1

v1
v0

-ϕmum−1

v1
vm
· · · ϕm−1um−1-ϕmum−1

vm−1

vm


şeklindeki matrisin rankının (u,v) ∈ Ca

(
HS
)
’de m− 1 olduğu gösterilecektir.

Ã =

(
−a0 + am

v0

vm
, a1 − am

v1

vm
, . . . , am−1 − am

vm−1

vm

)
matrisinin rankının (u,v) ∈ Ca

(
HS
)
’dem olduğu gösterilebilir. Bu nedenle (u,v) ∈

Ca
(
HT

)
için

det Ã = (−1)m−1 { v0

vm
det (a1, . . . , am)− v1

vm
det (a0, a2, . . . , am)

+ . . .+ (−1)m
vm
vm

det (a0, . . . , am−1)}

= (−1)m−1

〈(
v0

vm
, . . . ,

vm
vm

)
,ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

〉
=

(−1)m−1

vm

〈
λϕ+ µe,

∥∥ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

∥∥ e
〉

=
(−1)m−1

vm

∥∥ϕ×ϕu1 × · · · ×ϕum−1

∥∥µ 6= 0

55
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bulunur. �

Morse ailesinden Lagrangian immersiyon germ inşası metodu kullanılarak
üreteç ailesi ϕ (U) = M hiperyüzeyinin hiperbolik timelike yükseklik fonksiyonu ya
da hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonu olan bir Lagrangian immersiyon germi
aşağıdaki şekilde tanımlanabilir.

ϕ : U → Hm
+ (−1), ϕ (u) = (ϕ0 (u) , . . . , ϕm (u)) ile parametrize edilen

hiperyüzey için v = (v0, . . . , vm) ∈ Hm
+ (−1) ve v0 =

√
v2

1 + · · ·+ v2
m + 1 olmak

üzere

L
(
HT

)
(u,v) =

(
v,−ϕ0 (u)

v1

v0

+ ϕ1 (u) , . . . ,−ϕ0 (u)
vm
v0

+ ϕm (u)

)
şeklinde bir

L
(
HT

)
: Ca

(
HT

)
→ T ∗Hm

+ (−1)

düzgün dönüşümü tanımlansın. Burada T ∗Hm
+ (−1) kotanjant demetin trivial özelliği

kullanılmıştır. Sm1 de Sitter uzayı için

Ui = {v = (v0, . . . , vm) ∈ Sm1 : vi 6= 0}

lokal koordinatı düşünülsün. T ∗Sm1 |Ui trivial demet olduğundan v = (v0, . . . , vm),
Sm1 uzayının bir elemanı olmak üzere

Li
(
HS
)

(u,v)

= (v,−ϕ0 (u) + ϕi (u)
v0

vi
, ϕ1 (u)− ϕi (u)

v1

vi
, . . . , ̂ϕi (u)− ϕi (u)

vi
vi
,

. . . , ϕm (u)− ϕi (u)
vm
vi

)

şeklinde

Li
(
HS
)

: Ca
(
HS
)
→ T ∗Sm1 |Ui (i = 0, 1, . . .m)

dönüşümü tanımlanabilir. Ayrıca m boyutlu uzayda i. bileşen ϕ̂i’nin olmadığı
(ϕ0, . . . , ϕ̂i, . . . , ϕm) noktası düşünülsün. Eğer i 6= j için Ui ∩ Uj 6= ∅ ise Li

(
HS
)

ve Lj
(
HS
)

Lagrangian denktir öyle ki karşılık gelen Lagrangian denklik Sm1 de
Sitter uzayının lokal koordinat değişimi ve onun Lagrangian lifti sayesinde verilir.
Gerçekten, i < j için Sm1 uzayının lokal koordinat değişimi ψij : Ui → Uj;

ψij (v0, . . . , v̂i, . . . , vm)

=

(
v0, . . . , vi =

√
1 + v2

0 − v2
1 − · · · v̂2

i − · · · − v2
m, . . . , v̂j, . . . , vm

)
şeklinde tanımlanır ve

ψ̃ij : T ∗Sm1 → T ∗Sm1 ; ψ̃ij (ξ) =
(
ψ−1
ij∗
)∗
ξ
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olarak tanımlanan ψij fonksiyonunun Lagrangian liftidir. O halde ψ̃ij simplek-
tik diffeomorfizm germlerdir (Arnol’d vd 1986). Dahası, σ̂ij (u,v) = (u, ψij (v))

olarak σ̂ij : U × Ui → U × Uj diffeomorfizm germleri ve σij = σ̂ij

∣∣∣Ca(HS) şeklinde

tanımlanabilir. Buradan ψ̃ij ◦ Li
(
HS
)

= Lj
(
HS
)
◦ σij ve ψij ◦ π = π ◦ ψ̃ij yazılır.

Bu nedenle, bir global Lagrangian immersiyon L
(
HS
)

: Ca
(
HS
)
→ T ∗Sm1 şeklinde

ifade edilebilir. Yukarıdaki önermenin aşağıdaki sonucu vardır.

Sonuç 4.23 (Izumiya vd 2004b) Yukarıdaki notasyonla, L
(
HT

)
(ya da L

(
HS
)
)

Lagrangian immersiyondur öyle ki HT : U × Hm
+ (−1) → R hiperbolik timelike

yükseklik fonksiyonu (ya da HS : U × Sm1 → R hiperbolik spacelike yükseklik
fonksiyonu) L

(
HT

)
(ya da L

(
HS
)
) dönüşümünün üreteç ailesidir.

Bu nedenle kostiği ϕ parametrizasyonunun hiperbolik fokal yüzeyi (ya da
de Sitter fokal yüzeyi) olan L

(
HT

)
(ya da L

(
HS
)
) Lagrangian immersiyon elde

edilmiş olur. L
(
HT

)
dönüşümüne M hiperyüzeyinin hiperbolik fokal yüzeyinin (ya

da de Sitter fokal yüzeyi) Lagrangian lifti denir.

4.2.3. Hiperbolik 3-uzayda yüzeyler

Bu bölümde n = 3 durumu özel olarak incelenecektir. ϕ : U → H3
+ (−1)

bir yüzey ve HT : U × H3
+ (−1) → R ve HS : U × S3

1 → R sırasıyla hiperbolik
timelike ve hiperbolik spacelike yükseklik fonksiyonları olsun. HE±M ve SE±:M hiper-
bolik ve de Sitter fokal kümeleri ve a0 = HE±M (u0, v0) (ya da a0 = SE±M (u0, v0))
olmak üzere p0 = ϕ (u0, v0) bir umbilik nokta değilse Önerme 4.16’dan hTa0 (ya da

hSa0) p0 noktasında Ak≥2-tip singülerliğe sahiptir. HE±M (ya da SE±M), HT (ya da

HS) fonksiyon ailesinin çatallanma kümesi olduğundan, HE±M (ya da SE±M) singüler
olmaması için gerek ve yeter koşul hTa0 (ya da hSa0) p0 noktasında A2-tip singülerliğe
sahip olmasıdır. Bu nedenle aşağıdaki önerme ifade edilebilir.

Önerme 4.24 (Izumiya vd 2004b) (1) p0 = ϕ (u0, v0) timelike sırt noktası olması
için p0 bir umbilik nokta olmaması ve karşılık gelen a0 = HE±M (u0, v0) , HE±M (u, v)
noktasının bir singüler nokta olması gerek ve yeterdir.

(2) p0 = ϕ (u0, v0) spacelike sırt noktası olması için p0 bir umbilik nokta olmaması
ve karşılık gelen a0 = SE±M (u0, v0) , SE±M (u, v) noktasının bir singüler nokta olması
gerek ve yeterdir.

M üzerinde de Sitter asal eğrilik çizgisi her yerde de Sitter asal vektörlere
teğet olan bir eğridir. ϕ (U) = M üzerinde β (t) = ϕ (u (t) , v (t)) bir eğri ve κ (u, v)
U üzerinde κ2 (u, v) > 1 (ya da κ2 (u, v) < 1) karşılık gelen de Sitter asal eğrilik ve
κ (t) = κ (u (t) , v (t)) olmak üzere HE±M (ya da SE±M) üzerinde

a (t) = ± κ (t)√
κ2 (t)− 1

(
β (t) +

1

κ (t)
e (u (t) , v (t))

)
eğrisi düşünülsün. Sırt noktasının aşağıdaki karakterizasyonu vardır.
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Sonuç 4.25 (Izumiya vd 2004b) p0 = ϕ (u0, v0) , M yüzeyinin bir umbilik noktası
olmasın.

(1) κ2 (t) > 1 olsun. p0 = ϕ (u0, v0) bir timelike sırt nokta olması için gerek ve
yeter koşul p0 = ϕ (u (t0) , v (t0)) ve κ′ (t0) = 0 olacak şekilde bir β (t) de Sitter asal
eğrilik çizgisi vardır.

(2) κ2 (t) < 1 olsun. p0 = ϕ (u0, v0) bir spacelike sırt nokta olması için gerek ve
yeter koşul p0 = ϕ (u (t0) , v (t0)) ve κ′ (t0) = 0 olacak şekilde bir β (t) de Sitter asal
eğrilik çizgisi vardır.

İspat: p0 = ϕ (u (t0) , v (t0)) noktasının bir timelike sırt noktası olduğu düşünülsün.
Önerme 4.24’den a′ (t0) = 0 olacak şekilde bir β (t) = ϕ (u (t) , v (t)) regüler eğrisi
vardır. O halde

a′ (t) = ± −κ′ (t)
(κ2 (t)− 1)3/2

(
β (t) +

1

κ (t)
e (u (t) , v (t))

)
± κ (t)√

κ2 (t) -1

(
dϕ

dt
(u (t) , v (t)) +

1

κ (t)

de

dt
(u (t) , v (t)) -

κ′ (t)

κ2 (t)
e (u (t) , v (t))

)
yazılabilir. dϕ/dt + (1/κ) de/dt bir teğet vektör ve ϕ ve e lineer bağımsız normal
vektörler olduğu için a′ (t) = 0 için κ′ (t) = 0 ve dϕ/dt + (1/κ) de/dt = 0 olması
gerek ve yeterdir. Bu nedenle κ′ (t0) = 0 ve dϕ/dt (t0) + (1/κ) de/dt (t0) = 0 olur.
Bu, p0 noktasında dϕ/dt (t0) teğet vektörü de Sitter asal vektör olduğu anlamına
gelir. ϕ (u (t) , v (t)) eğrisini p0 = ϕ (u0 (t0) , v0 (t0)) ile bir de Sitter asal eğrilik çizgisi
olarak seçilebilir. Ters iddia standart hesaplamalarla ispatlanır. Ayrıca (2)’nin ispatı
(1)’in ispatına benzer şekilde verilebilir. �
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5. DOĞRU KONGRUANSLARININ FOKAL YÜZEYLERİ

ϕ = ϕ(u, v) ile parametrelendirilmiş M yüzeyi, bir T rektilineer kongru-
ansının referans yüzeyi ve ξ = ξ(u, v), bu kongruansın düz doğrularının yönünü
veren bir birim vektör olmak üzere, giriş bölümünde de ifade edilen rektilineer kon-
gruansın parametrizasyonu

T : R(u, v) = ϕ(u, v) + λξ(u, v), λ ∈ R, (5.1)

şeklindedir. Eğer ξ = ξ(u, v), M yüzeyinin birim normal vektörü ise, T kongru-
ansına normal rektilineer kongruans denir. Eğer ξ = ξ(u, v) spacelike (ya da time-
like) ise (5.1) ile tanımlanan T rektilineer kongruansına spacelike (timelike) kongru-
ans denir (Zhond ve Li 2008).

5.1. Lorentz 3-Uzayında Spacelike Yüzeyin Teğet Vektörleriyle Tanımla-
nan Fokal Yüzeyler

Abdel-Baky (1999, 2003) Öklid 3-uzayında bir yüzeyin eğrilik çizgilerinin
teğet vektörleriyle üretilen fokal yüzeylerin parametrizasyonlarını bulup geometrisini
incelemiştir. Buradan hareketle spacelike yüzey üzerindeki geodeziklerin teğet vektör-
leriyle üretilen fokal yüzeyler bu bölümde araştırma konusu olacaktır.

Tanım 5.1 (Eisenhart 1969) (5.1) ile tanımlanan T rektilineer kongruansı için birinci
ve ikinci Kummer temel formları sırasıyla

〈dξ,dξ〉 = Adu2 + 2Bdudv + Cdv2 (5.2)

olmak üzere A = 〈ξu, ξu〉 , B = 〈ξu, ξv〉 , C = 〈ξv, ξv〉 şeklinde ve

〈dϕ,dξ〉 = adu2 +
(
b+ b̄

)
dudv + cdv2, (5.3)

olmak üzere a = 〈ϕu, ξu〉 , b = 〈ϕv, ξu〉 , b̄ = 〈ϕu, ξv〉 , c = 〈ϕv, ξv〉 şeklindedir.

Lemma 5.2 (Zhond ve Li 2008) E3
1 uzayında spacelike ya da timelike rektilineer

kongruansın normal kongruans olması için gerekli ve yeterli koşul b = b̄ olmasıdır.

M, E3
1 uzayında ϕ = ϕ(u, v) lokal parametrizasyonu ile verilen bir regüler

spacelike yüzey olsun. E, F, G ve l, m, n sırasıyla birinci ve ikinci temel formların
katsayıları olmak üzere u-eğrileri ve v-eğrileri eğrilik çizgileri olarak farzedilsin ve
u-eğrileri yay uzunluğu parametresi u olan geodezikler olsun. O halde

E = 1, F = 0, G = ω2 (ω > 0)

olur. e1 = e1 (u, v) ve e2 = e2 (u, v) , sırasıyla u-eğrilerinin ve v-eğrilerinin birim
teğet vektörleri ve e3 = e3 (u, v) birim vektörü, M yüzeyinin herhangi regüler nok-
tada normali olsun. O halde, {e1, e2, e3}

e1 = ϕu, e2 =
ϕv√
G
, e3 = e2 × e1
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şeklinde ifade edilen M üzerinde hareket eden çatıdır.

ds1 = du, ds2 = ωdv olsun, yani s1 ve s2, u-eğrilerinin ve v-eğrilerinin yay
uzunluğu parametreleridir. {e1, e2, e3} çatısının s1 değişkenine göre türevleri

∂

∂s1

e1

e2

e3

 =

0 0 k
0 0 p
k p 0

e1

e2

e3


ve s2 değişkenine göre türev formülü

∂

∂s2

e1

e2

e3

 =

 0 q p

−q 0 k̃

p k̃ 0

e1

e2

e3


ile verilir, burada

k = −l, p = −m
ω

(5.4)

k̃ = − n

ω2
, q =

ωu
ω

sırasıyla, u-eğrisinin normal eğriliği ve geodezik burulması ve v-eğrisinin normal ve
geodezik eğrilikleridir.

Herhangi Γ fonksiyonun s1 ve s2’ye göre türevleri sırasıyla
∂Γ

∂s1

= Γ1 ve

∂Γ

∂s2

= Γ2 ile gösterilecektir. K,M yüzeyinin Gauss eğriliği olmak üzere M yüzeyinin

Gauss-Codazzi denklemleri

K = kk̃ − p2 = q1 + q2, (5.5)

−k2 + p1 + 2pq = 0,

k̃1 − p2 + q
(
k̃ − k

)
= 0

(5.6)

olarak verilir.

M yüzeyi üzerinde u-eğrilerinin birim teğet vektörleri fokal yüzeylerinden
biri M olan bir spacelike R rektilineer kongruans oluşturur ki R kongruansının
parametrik denklemi

R : R (u, v, λ) = ϕ(u, v) + λe1(u, v), (u, v) ∈ U, λ ∈ (−∞,∞) (5.7)

ile ifade edilir. R kongruansının birinci ve ikinci Kummer temel form katsayıları

A = −k2, B = −kωp, C = ω2
(
q2 − p2

)
(5.8)

a = 0, b = 0, b̄ = 0, c = ω2q

olarak bulunur.
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p ≡ 0 olması parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olduğu, k ≡ 0 olması u-
eğrilerinin tümünün düz doğrular olduğu ve q ≡ 0 ise M yüzeyinin açılabilir ve
ikinci Kummer temel formun sıfır olduğu anlamına gelir. Bu nedenle bu bölümde
p 6= 0, k 6= 0 ve q 6= 0 varsayılacaktır.

Teorem 5.3 (Zhond ve Li 2008) R, E3
1 uzayında M spacelike yüzeyi üzerinde

geodeziklerin (düz doğru olmayan) bir parametreli ailesinin teğetleriyle üretilen
bir rektilineer kongruans olsun. Kongruansın aynı doğrusu üzerindeki fokal nok-
talar arasındaki uzaklık geodezikler ailesinin ortogonal eğrilerinin geodezik eğrilik
yarıçapına eşittir. R kongruansının ikinci fokal yüzeyi M∗, bir timelike yüzeydir ve
bu yüzeyin normal vektörleri geodeziklerin ortogonal eğrilerinin teğet vektörlerine
paraleldir.

İspat: Bir doğru kongruansıyla üretilen fokal yüzeylerin parametrik denklemi

Z = ϕ(u, v) + t (u, v) e1(u, v)

şeklindedir ve t (u, v) fonksiyonu

Yu = ϕu + t (e1)u , Yv = ϕv + t (e1)v , Yt = e1 (5.9)

olmak üzere

(Yu, Yv, Yt) = 0 (5.10)

ikinci derece denkleminin köküdür. (5.9) ve (5.10)’dan

t1(u, v) = 0 t2(u, v) = −1

q

bulunur. Buradan aynı doğru üzerindeki fokal noktalar arasındaki uzaklık

d = |t2(u, v)− t1(u, v)| = 1

q

ile bulunur. M∗ ikinci fokal yüzeyinin parametrik denklemi

Z = ϕ(u, v)− 1

q
e1(u, v)

olduğundan

Z1 = e1 +
q1

q2
e1 −

1

q
(ke3) =

q2 + q1

q2
e1 −

k

q
e3, (5.11)

Z2 = e2 +
q2

q2
e1 −

1

q
(qe2 + pe3) =

q2

q2
e1 −

p

q
e3 (5.12)

yazılabilir. M∗ yüzeyinin birim normal vektörü

n = ε
Z1 × Z2

‖Z1 × Z2‖
= εe2, (ε = ±1) (5.13)
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olarak bulunur ki bu ikinci fokal yüzeyin timelike ve ortogonal eğrilerin teğet vektörü-
ne paralel olduğunu gösterir. �

Teorem 5.4 (Zhond ve Li 2008) R, Teorem 5.3’de verilen rektilineer kongruans
olsun. İkinci fokal yüzey dejenere değilse, R’nin iki torsal (açılabilir) yüzeylerinin
ortogonal parametrik eğrilerinin bir ağı boyunca ikinci fokal yüzeye teğet olması
için gerek ve yeter koşul referans yüzey M yüzeyinin açılabilir yüzey olmasıdır. Bu
durumda ikinci fokal yüzey açılabilir değildir.

İspat: E∗, F ∗, G∗ ve l∗, m∗, n∗ sırasıyla M∗ fokal yüzeyinin birinci ve ikinci temel
form katsayıları olsun. (5.11)− (5.13) eşitliklerinden

E∗ =
(q2 + q1)

2

q4
−k

2

q2
, F ∗ = ω

((
q2 + q1

q4

)
q2 −

kp

q2

)
, G∗ = ω2

(
q2

2

q4
− p2

q2

)
(5.14)

ve

l∗ = −εkp
q
, m∗ = −εωp

2

q
, n∗ = εω2

(
q2 − k̃p

q

)
(5.15)

bulunur. du : dv ve δu : δv, R kongruansının iki torsal yüzeyinin yön vektörlerini
temsil etsin. Bu kongruansın torsal yüzeylerinin diferensiyel denklemi∣∣∣∣Adu+Bdv Bdu+ Cdv

adu+ bdv b̄du+ cdv

∣∣∣∣ = 0

olduğundan bu denklemin çözümleri

du : dv = −pω : k, δu : δv = 1 : 0 (5.16)

şeklindedir. R kongruansının torsal yüzeyleri ortogonal parametrik eğri ağı boyunca
M∗ ikinci fokal yüzeye teğetse (5.16) vektörleri

E∗duδu+ F ∗ (duδv + dvδu) +G∗dvδv = 0 (5.17)

denklemini sağlamalıdır. (5.14) , (5.16) ve (5.17)’den(
q1 + q2

) ((
q1 + q2

)
p− q2k

)
= 0

ve bu eşitlikten

q1 + q2 = 0 (5.18)

ya da (
q1 + q2

)
p− q2k = 0 (5.19)

yazılabilir. (5.11) ve (5.12)’den

Z1 × Z2 =
(q1 + q2) p− kq2

p3
e2
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olduğundan (5.19) eşitliği M∗ fokal yüzeyinin dejenere olması demektir ki bu varsayım-
la çelişir. Bu yüzden (5.18) eşitliği geçerlidir.

(5.5) ve (5.18) eşitlikleriK = 0 olduğunu gösterir. Bu da M referans yüzeyinin
açılabilir olması anlamına gelir. M∗ ikinci fokal yüzeyinin Gauss eğriliği (5.14) ve
(5.15) vasıtasıyla

K∗ =
q4
(
kk̄p2 − kpq2 − p4

)
((q1 + q2) p− q2k)2

şeklindedir. (5.5)’den

K∗ =
pq4

kq2 −Kp
(5.20)

elde edilir. (5.18) ve (5.20) eşitliklerinden ve p 6= 0 ve q 6= 0 olduğundan

K∗ =
pq4

kq2

6= 0

olur ki bu M∗ fokal yüzeyinin açılabilir olmadığı anlamına gelir. �

Kongruansın bir doğrusu üzerinde olan fokal noktalar vasıtasıyla M ve M∗
arasında birebir σ karşılığı kurulabilir. Bundan sonraki teorem bu karşılığın asimp-
totik eğrilerin ağını koruma koşulu için gerek ve yeter koşulu ifade eder.

Teorem 5.5 (Zhond ve Li 2008) R, Teorem 5.3’de verilen rektilineer kongruans
olsun. R kongruansının dejenere olmayan fokal yüzeyleri arasındaki σ dönüşümünün
asimptotik eğrilerin ağını koruması için gerek ve yeter koşul fokal yüzeylerin K ve
K∗ Gauss eğrilikleri

KK∗ = −q4

bağıntısını sağlar. Burada q, Teorem 5.3’de verilen geodezik ailesinin ortogonal
yörüngelerinin geodezik eğriliğidir.

İspat: Fokal yüzeyler arasındaki σ dönüşümünün asimptotik eğri ağını koruması
için

l

l∗
=

m

m∗
=

n

n∗

eşitliğinin sağlanması gerek ve yeterdir. (5.4) ve (5.15)’den bu son eşitlik q2 = 0
eşitliğine denktir. Bu da (5.20)’den KK∗ = −q4 eşitliğini verir.

Tersine KK∗ = −q4 olsun. (5.20)’den

pq4

kq2 −Kp
= −q

4

K
,

bulunur ki bu eşitlik

kq2 = 0
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ifadesine denktir. k 6= 0 olduğundan son eşitlik q2 = 0 eşitliğini verir. �

(5.18) ve q2 = 0 eşitliklerinin her ikisi de sağlanırsa Z1 × Z2 = 0 elde
edilir. Bu ise M∗ fokal yüzeyinin dejenere olması demektir. O halde aşağıdaki
sonuç söylenebilir:

Sonuç 5.6 M, E3
1’de bir spacelike yüzey olsun. R, bir parametreli geodezikler

ailesinin teğetleriyle üretilen rektilineer kongruans olsun. Eğer, R’nin torsal yüzeyleri
eğrilik çizgileri boyunca M∗ fokal yüzeyine teğet ve M ve M∗ arasındaki σ birebir
karşılığı asimptotik eğri ağını korursa, M∗ dejenere yüzeydir.

b = b̄ = 0 olduğundan R bir normal rektilineer kongruansdır. Şimdi R kon-
gruansının doğrularına dik olan yüzeyler araştırılacaktır. Bu yüzeylerin parametrik
denklemleri

M̃ : Z̃ (u, v) = ϕ(u, v) + t (u, v) e1(u, v), (5.21)

burada

t = −
∫
〈ϕu, e1〉 du+ 〈ϕv, e1〉 dv + c, c ∈ (−∞,∞)

eşitliği ile verilir. Bu bölümde tanımlanan M yüzeyine göre

〈ϕu, e1〉 = 1, 〈ϕv, e1〉 = 0

olduğundan t = c− u olur ve (5.21) eşitliği

Z̃ (u, v) = ϕ(u, v) + (c− u) e1(u, v) (5.22)

olur. Direkt hesaplamayla

Z̃u = (c− u) ke3, Z̃v = ω (1 + (c− u) q) e2 + ω (c− u) pe3 (5.23)

türevleri bulunabilir. Buradan bu yüzeylerin timelike yüzeyler olduğu görülür (Zhond
ve Li 2008).

M̃ yüzeyi u = c eğrisi boyunca regüler değildir. Bu yüzden u 6= c farzedilir.
Ẽ, F̃ , G̃ ve l̃, m̃, ñ sırasıyla bu yüzeyin birinci ve ikinci temel form katsayılarını
göstersin. O halde t = c− u olmak üzere

Ẽ = −t2k2, F̃ = −ωt2kp, G̃ = ω2 (1 + tq)2 − ω2t2p2,

l̃ = tk2, m̃ = ωtkp, ñ = ω2tp2 − ω2q (1 + tq)

olur. M̃ timelike yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla

K̃ = q

(
1

u− c
+

q

1 + (c− u) q

)
ve

H̃ =
q

2

(
1

u− c
− q

1 + (c− u) q

)
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şeklindedir. q 6= 0 olduğundan K̃ 6= 0, yani M̃ açılabilir değildir (Zhond ve Li 2008).

Teorem 5.7 (Zhond ve Li 2008) R rektilineer kongruansının ortogonal yüzeyleri
maksimal ise R’nin fokal yüzeyleri arasındaki karşılık asimptotik eğri ağını korur.

İspat: M̃ yüzeyinin E3
1 Lorentz uzayında maksimal bir yüzey olsun ki bu H̃ = 0

olması demektir. O halde,

q =
1

2 (u− c)

bulunur ve bu eşitlikden q2 = 0 bulunur. �

5.2. Lorentz 3-Uzayında Timelike Normal Kongruansın Fokal Yüzeyleri

Bir önceki bölüme benzer şeklide M : ϕ = ϕ(u, v), E3
1 Minkowski uzayında

bir regüler spacelike yüzeyi olmak üzere u-eğrileri ve v-eğrileri eğrilik çizgileri olarak
düşünülsün. e1 = e1 (u, v) ve e2 = e2 (u, v) , u-eğrilerinin ve v-eğrilerinin birim teğet
vektörleri ve e3 = e3 (u, v) birim vektörü, M yüzeyinin herhangi regüler noktada
normali olsun. O halde,

e1 =
ϕu√
E
, e2 =

ϕv√
G
, e3 = e1 × e2 (5.24)

yazılabilir.

u-eğrilerinin ve v-eğrilerinin yay-uzunluğu parametreleri sırasıyla s1 ve s2

olmak üzere ds1 =
√
Edu, ds2 =

√
Gdv eşitlikleri vardır. {e1, e2, e3} çatısının s1

değişkenine göre türevleri

∂

∂s1

e1

e2

e3

 =

 0 q k
−q 0 0
k 0 0

e1

e2

e3

 (5.25)

şeklindedir. Burada

k = − l

E
ve q = − Ev

2E
√
G

sırasıyla, u-eğrisinin normal ve geodezik eğrilikleridir. Benzer şekilde, {e1, e2, e3}
çatısının s2 değişkenine göre türev formülü

∂

∂s2

e1

e2

e3

 =

 0 q∗ 0
−q∗ 0 k∗

0 k∗ 0

e1

e2

e3

 (5.26)

ile verilir. Burada

k∗ = −h22

G
ve q∗ =

Gu

2G
√
E

sırasıyla, v-eğrisinin normal ve geodezik eğrilikleridir. Darboux çatısı ile ilgili daha
fazla bilgi için Özdemir ve Ergin’e (2007) bakılabilir.
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(4.3) denkleminden, M üzerinde δ (s1, s2) = (k∗ − k)2 (s1, s2) bulunur. Bu
nedenle, LPL kümesi spacelike umbilik noktalar olarak sınıflandırılan izole edilmiş
noktalardan oluşur (Tari 2013).

M spacelike yüzeyinin birim normalleriyle elde edilen normal rektilineer kon-
gruansın parametrik denklemi

T : R(u, v, λ) = ϕ(u, v) + λe3(u, v), λ ∈ (−∞,+∞) (5.27)

şeklindedir. Aşağıdaki teorem ile timelike normal rektilineer kongruans ile oluşturulan
fokal yüzeylerin parametrizasyonları elde edilir.

Teorem 5.8 (Şimşek ve Özdemir 2015) (5.27) ile belirli T timelike normal rektilineer
kongruansı için, fokal yüzeylerinin parametrik denklemleri

Z1 : Z1 (u, v) = ϕ (u, v)− 1

k
e3 (u, v) , (5.28)

Z2 : Z2 (u, v) = ϕ (u, v)− 1

k∗
e3 (u, v)

ile verilir. Z1,Z2 fokal yüzeyleri timelike yüzeylerdir ve e1, e2 sırasıyla Z1, Z2’nin
normalleridir.

İspat: Normal rektilineer kongruansla üretilen fokal yüzeyin parametrik denklemi

Z = ϕ(u, v) + t (u, v) e3(u, v) (5.29)

ile verilir. t (u, v) fonksiyonu

Pu = ϕu + t (e3)u , Pv = ϕv + t (e3)v , Pt = e3.

olmak üzere

(Pu, Pv, Pt) = 0 (5.30)

ikinci derece denkleminin köküdür. (5.25) ve (5.26) denklemleri kullanılırsa

Pu = (
√
g11 +

√
g11tk) e1, Pv =

(√
G+
√
Gtk∗

)
e2, Pt = e3 (5.31)

eşitlikleri bulunur.

(5.31)’den, (5.30) ikinci derece denklemin kökleri

t1(u, v) = −1

k
t2(u, v) = − 1

k∗

olarak bulunur. (5.29)’da t1 ve t2 yerine yazılırsa ilk iddia kanıtlanır. (5.28) fokal
yüzeylerinin s1 ve s2 parametrizasyonlarına göre türevleri

Z1
1 = e1 +

k1

k2
e3 −

1

k
(ke1) =

k1

k2
e3, (5.32)

Z1
2 = e2 +

k2

k2
e3 −

1

k
(k∗e2) =

(k − k∗)
k

e2 +
k2

k2
e3
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ve

Z2
1 = e1 +

k∗1
(k∗)2 e3 −

1

k∗
(ke1) =

(k∗ − k)

k∗
e1 +

k∗1
(k∗)2 e3, (5.33)

Z2
2 = e2 +

k∗2
(k∗)2 e3 −

1

k∗
(k∗e2) =

k∗2
(k∗)2 e3

şeklindedir. (5.32) ve (5.33)’den, e1, Z1 fokal yüzeyinin normalidir ve e2, Z2 fokal
yüzeyinin normalidir. e1 ve e2 spacelike vektörler olduğu için Z1,Z2 fokal yüzeyleri
timelike yüzeyler olduğu sonucuna varılır. �

Şimdi, (5.28) ile belirlenen fokal yüzeylerin Gauss eğrilikleri bulunacaktır.
E1, F 1 G1 ve l1, m1, n1 sırasıyla Z1 fokal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formların
katsayıları olmak üzere bu katsayılar

E1 = −g11
(k1)2

(k)4 (5.34)

F 1 = −√g11

√
G
k1k2

(k)4

G1 = G

(
−(k2)2

(k)4 +
(k − k∗)2

(k)2

)
ve

l1 = g11
k1

k
(5.35)

m1 = 0

n1 = −Gq
∗ (k − k∗)

k

olarak hesaplanır. (5.34) ve (5.35)’deki sonuçlar

KZ1 =
l1n1 − (m1)

2

E1G1 − (F 1)2 ,

Gauss eğriliği formülüne yazılırsa Z1 fokal yüzeyinin Gauss eğriliği

KZ1 =
q∗ (k)4

k1 (k − k∗)
(5.36)

olarak bulunur (Şimşek ve Özdemir 2015). Benzer sonuçlar Z2 fokal yüzeyi için de
bulunabilir. Bu nedenle, Z2 fokal yüzeyinin Gauss eğriliği

KZ2 = − q (k∗)4

k∗2 (k∗ − k)
(5.37)

şeklindedir.
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Spacelike yüzey üzerinde sırt ve alt-parabolik çizgilerinin tanımları aşağıdaki
tanımla verilebilir. Bu tanımlar Öklid uzayında Morris’in (1996) vermiş olduğu
tanımlara benzerdir.

Tanım 5.9 (Şimşek ve Özdemir 2015) (1) M spacelike yüzeyi üzerinde k1 = 0
eşitliğini sağlayan noktaların geometrik yerine 1-sırt (ridge) çizgi denir.

(2) M spacelike yüzeyi üzerinde k∗1 = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 1-alt-parabolik (sub-parabolic) çizgi denir.

(3) M spacelike yüzeyi üzerinde k∗2 = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 2-sırt (ridge) çizgi denir.

(4) M spacelike yüzeyi üzerinde k2 = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 2-alt-parabolik (sub-parabolic) çizgi denir.

Yukarıdaki tanımla şu yorumlar yapılabilir. Sırt çizgisi, bir eğrilik çizgisi
boyunca asal eğriliğin ekstremum değerlerinin oluşturduğu noktaların geometrik
yeridir ve alt-parabolik çizgi, bir eğrilik çizgisi boyunca diğer eğrilik çizgisinin asal
eğriliğinin ekstremum değerlerinin oluşturduğu noktalaların geometrik yeridir. Fokal
yüzeylerin sırt noktalarda singüler olduğu (5.32) ve (5.33)’den görülebilir. Genel bir
yüzey için umbilik noktalar dışında fokal yüzey bir sivri uçlu kenar (cuspidal edge)
yüzeye veya swallowtail yüzeye diffeomorfiktir. Swallowtail tekilliği sırt eğrisi üze-
rindeki izole edilmiş noktalara karşılık gelir. Alt-parabolik çizgiler için aşağıdaki
sonuç vardır.

Teorem 5.10 (Şimşek ve Özdemir 2015) Sırt, parabolik ve umbilik noktalar dışında
aşağıdaki ifadeler denktir.

(I) Z1 (u0, v0) noktasında Z1 timelike fokal yüzeyinin bir parabolik çizgisi vardır.

(II) ϕ (u0, v0) noktası 1-alt-parabolik noktadır.

(III) Spacelike v-eğrisinin geodezik eğriliği ϕ (u0, v0) noktasında sıfırdır.

İspat: (I) ve (II)’nin (III)’e denk olduğu gösterilirse teorem kanıtlanmış olur.

Z1 (u0, v0) noktasında bir parabolik çizgi varsa

l1n1 −
(
m1
)2

= 0

ve l1 ya da n1 bu noktada sıfırdır. Bu nedenle (5.35)’den q∗ = 0 elde edilir.

(II)’nin (III)’e denk olduğu şu şekilde gösterilebilir. e2 vektörü Z2 fokal yüzeyinin
normali olduğu için (5.25) ve (5.33) kullanılarak

IIZ2

(
Z2

1,Z
2
2

)
= −

〈
Z2

1,
∂e2

∂s2

〉
= −

〈
Z2

2,
∂e2

∂s1

〉
= −

〈
k∗2

(k∗)2 e3,
∂e2

∂s1

〉
= 0
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elde edilir. Ayrıca (5.33) ve (5.26) kullanılarak〈
Z2

1,
∂e2

∂s2

〉
=

(k∗ − k)

k∗

〈
e1,

∂e2

∂s2

〉
+

k∗1
(k∗)2

〈
e3,

∂e2

∂s2

〉
= 0

eşitliği bulunur. Hipotezden k∗−k 6= 0 ve

〈
e3,

∂e2

∂s2

〉
6= 0 olduğundan

〈
e1,

∂e2

∂s2

〉
=

0 eşitliği k∗1 = 0 olmasına denktir ki bu kanıtı bitirir. �

Teorem 5.11 (Şimşek ve Özdemir 2015) Sırt, parabolik ve umbilik noktalar dışında
aşağıdaki ifadeler denktir.

(I) Z2 (u0, v0) noktasında Z2 timelike fokal yüzeyinin bir parabolik çizgisi vardır.

(II) ϕ (u0, v0) noktası 2-alt-parabolik noktadır.

(III) Spacelike u-eğrisinin geodezik eğriliği ϕ (u0, v0) noktasında sıfırdır.

İspat: Bir önceki teoremin kanıtına benzer şekilde yapılabilir. �

Sonuç 5.12 Z1 ve Z2 fokal yüzeyleri üzerinde bir parabolik çizgi geçtiğinde Gauss
eğrilikleri genellikle sıfır boyunca işaretini değiştirir.

5.2.1. Spacelike yüzey üzerinde özel noktalar

Bir yüzey üzerinde bulunan sırt ve alt-parabolik çizgiler üzerinde bazı özel
noktalar aşağıda sınıflandırılmıştır:

a) Alt-parabolik çizgi bir eğrilik çizgisine teğettir.

b) Sırt çizgisi bir eğrilik çizgisine teğettir.

c) Sırt ve alt-parabolik çizgileri kesişir.

d) Sırt eğrilerinden biri diğerini keser.

e) Alt-parabolik eğrilerinden biri diğerini keser.

1-alt-parabolik çizgisi v-eğrisine teğet olduğunda Z1 timelike fokal yüzeyi
üzerinde bir Gauss zirve (a cusp of Gauss) noktası vardır. Bir Gauss zirve noktası
parabolik çizgi üzerinde sıfır asal eğriliği ile birlikte asal vektörün parabolik çizgiye
teğet olduğu noktadır. Bu aşağıdaki teorem ile görülür.

Teorem 5.13 (Şimşek ve Özdemir 2015) Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) 1-alt-parabolik çizgi spacelike v-eğrisine teğettir.

(2) Spacelike v-eğrisi bir yüksekçe geodezik büküm noktasına (higher geodesic
inflection) sahiptir.

(3) Z1 timelike fokal yüzeyi Gauss zirve noktasına sahiptir.
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İspat: (1)’in (2) ve (3)’e denk olduğu gösterilecektir. Teorem 5.10’dan 1-alt-
parabolik çizginin denklemi q∗ = 0’dır. 1-alt-parabolik çizgi spacelike v-eğrisine
teğet olduğunda q∗2 = 0 elde edilir. Bu nedenle v-eğrisi bir yüksekçe geodezik büküm
noktasına sahiptir.

1-alt-parabolik çizgisi spacelike v-eğrisine teğetse, Z1 timelike fokal yüzeyi
üzerindeki parabolik çizgi Z1

2 vektörüne teğettir. Z1
2 vektörünün asal vektör olduğu

gösterilirse kanıt tamamlanır. Z1 üzerinde {Z1
2, e1,Z

1
2 × e1} v-eğrisine karşılık gelen

eğrinin Darboux çatısıdır. Z1
2 vektörünün asal vektör olduğunu göstermek için bu

eğrinin τ geodezik burulmasının sıfır olduğu gösterilmelidir. 1-alt-parabolik çizgi
üzerinde q∗ = 0 olduğundan

τ =

〈
∂e1

∂s2

,Z1
2 × e1

〉
= q∗

〈
e2,Z

1
2 × e1

〉
= 0

elde edilir. �

1-alt-parabolik çizgi u-eğrisine teğetse, Z1 timelike fokal yüzeyi üzerindeki
parabolik çizgi Z1

1 vektörüne teğettir. (5.32)’den, Z1 üzerindeki bu parabolik çizgi
e3 vektörüne teğettir ki parabolik çizginin timelike eğri olduğunu gösterir.

1-sırt eğrisi 2-alt-parabolik çizgiyi kestiği noktada k1 = 0 ve k2 = 0 bulunur.
Bu nedenle (5.32)’den Z1 timelike fokal yüzey üzerindeki sivri uçlu kenar eğrisi e2

vektörüne teğet olacaktır. Bu durumda sivri uçlu kenar eğrisi bir spacelike eğridir.

Şimdi, Kokubu vd (2005) ve Saji vd (2009) tarafından bir noktanın swal-
lowtail nokta olması için ifade edilen bir kriter açıklanacaktır. M2 ve N3 sırasıyla
yönlendirilmiş 2-manifold ve yönlendirilmiş 3-manifold olmak üzere q ∈ M2 nok-
tası f : M2 → N3 frontunun non-dejenere singüler noktası olsun. Kapalı fonksiyon
teoreminden singüler noktaların kümesi q noktasının bir komşuluğunda

γ : (−ε, ε) ∈ s→ γ (s) ∈M2, γ (0) = q

düzgün (smooth) eğrisi tarafından parametrize edilir. Bu eğriye q noktasından geçen
singüler eğri (singular curve) ve γ

′
(0) vektörüne q noktasında singüler vektör (sin-

gular direction) denir. Her s ∈ (−ε, ε) için, tek bir η (s) ∈ Tγ(s)M2 vektörü vardır
öyle ki df (η (s)) = 0. Bu vektöre null vektör (null direction) denir.

Swallowtail noktaları için kriter: q = γ (s0) noktasının bir swallowtail
nokta olması için gerek ve yeter koşul

det
(
γ
′
(s0) , η (s0)

)
= 0 ve

d

dt

∣∣
s=s0

det
(
γ
′
(s) , η (s)

)
6= 0

ifadelerinin sağlanmasıdır. Burada det, 2× 2 matrislerin determinantını gösterir.

∂Z1

∂t
birim vektör olacak şekilde spacelike 1-sırt eğrisinin parametrizasyonu

α (t) olsun.

{
∂Z1

∂t
, e1,

∂Z1

∂t
× e1

}
sivri uçlu kenar eğrisinin Darboux çatısıdır. γ (s)
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singüler eğrisi U ⊂ R2 açık küme olmak üzere Z1 : U → E3
1 timelike fokal yüzeyi

üzerindeki sivri uçlu kenar eğrilerinin ters görüntüsünden oluşur. Eğer 1-sırt çizgisi

u-eğrisine q ∈ U noktasında teğetse,
∂α

∂t
= λe1 bulunur. Buna göre D kovaryant

türev operatörü ise

∂Z1

∂t
= D ∂α

∂t
Z1 = λDe1Z

1 = λZ1
1 = 0,

eşitliğinden singüler yön vektörü q noktasında null yön vektörüne paraleldir. Bu ne-
denle q = γ (s0) noktasında det

(
γ
′
(s0) , η (s0)

)
= 0 eşitliği bulunur. Diğer yandan,

sivri uçlu kenar eğrisi üzerinde

dZ1

(
∂

∂u

)
=
∂Z1

∂u
=
√
g11Z

1
1 = 0

eşitliği hesaplanabilir. O halde null yön vektörü η (s) ,
∂

∂u
vektörüne paraleldir.

γ (s) = (γ1 (s) , γ2 (s)) ve η (s) = (ξ (s) , 0) sırasıyla singüler eğri ve null yön vektörü
olsun. O halde

d

dt

∣∣
s=s0

det
(
γ
′
(s) , η (s)

)
=
(
−ξ′ (s) γ′2 (s)− ξ (s) γ

′′

2 (s)
) ∣∣

s=s0

= −ξ (s0) γ
′′

2 (s0) 6= 0

bulunur. Sonuç olarak Z1 timelike fokal yüzeyi üzerinde bir swallowtail noktası elde
edilir (Şimşek ve Özdemir 2015).

Sivri uçlu kenar eğrisi spacelike olsun. O halde,kn, kg, ve τg sırasıyla spacelike
sivri uçlu kenar eğrisinin normal eğriliği, geodezik eğriliği ve geodezik burulması ise

∂

∂t


∂Z1

∂t
e1

∂Z1

∂t
× e1

 =

 0 kn kg
−kn 0 τg
kg τg 0




∂Z1

∂t
e1

∂Z1

∂t
× e1


eşitlikleri vardır.

Lemma 5.14 (Şimşek ve Özdemir 2015) Swallowtail ve umbilik noktalar dışında,
spacelike sivri uçlu kenar eğrisinin kn normal eğriliğinin sıfır olması için gerek ve
yeter koşul q∗ fonksiyonunun sıfır olmasıdır.

İspat: e1 ve e2 asal vektörler olmak üzere α′ (t) = ae1 + be2 eşitliği yazılabilir.
Ayrıca

∂Z1

∂t
= Dα′(t)Z

1 = aZ1
1 + bZ1

2

eşitliği vardır. O halde

kn = −
〈
∂e1

∂t
,
∂Z1

∂t

〉
= IIZ1

(
∂Z1

∂t
,
∂Z1

∂t

)
=

= a2IIZ1

(
Z1

1,Z
1
1

)
+ 2abIIZ1

(
Z1

1,Z
1
2

)
+ b2IIZ1

(
Z1

2,Z
1
2

)
= −b2

〈
∂e1

∂s2

,Z1
2

〉
= −b2q∗

(k − k∗)
k
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olur. k = k∗ umbilik nokta olduğu ve b = 0 swallowtail noktası olduğu anlamına
geldiğinden q∗ sıfırdır. �

Eğer sivri uçlu kenar eğrisi timelike eğri ise,

∂

∂t


∂Z1

∂t
e1

∂Z1

∂t
× e1

 =

 0 kn kg
kn 0 τg
kg −τg 0




∂Z1

∂t
e1

∂Z1

∂t
× e1


türev formülü yazılabilir. Buna göre Lemma 5.14 timelike sivri uçlu kenar eğrisi için
de geçerlidir.

Eğer 1-sırt çizgisi 1-alt-parabolik çizgiden geçerse, timelike Z1 fokal yüzeyi
üzerinde parabolik çizgi sivri uçlu kenar eğrisinden geçecektir ve Teorem 5.10 ve
Lemma 5.14’den sivri uçlu kenar eğrisinin normal eğriliği sıfır olacaktır.

Benzer yorumlar 2-alt-parabolik çizgi ve 2-sırt çizgisi için de yapılabilir.

5.3. Lorentz 3-Uzayında Spacelike Normal Kongruansın Fokal Yüzeyleri

M̄ : ϕ̄ = ϕ̄ (u, v) , E3
1 regüler timelike yüzey olsun. M̄ üzerinde ū-eğrilerini

ve v̄-eğrilerini timelike ve spacelike eğriler olarak düşünelim. Buna göre ē1 timelike
vektör ve ē2, ē3 spacelike vektörler olmak üzere

ē1 =
ϕ̄u√∣∣Ē∣∣ , ē2 =

ϕ̄v√
Ḡ
, ē3 = ē1 × ē2 (5.38)

ve

ds̄1 =
√∣∣Ē∣∣du, ds̄2 =

√
Ḡdv

yazılabilir. s̄1, s̄2’ye göre {ē1, ē2, ē3} Darboux çatısının türev formülleri

∂

∂s̄1

ē1

ē2

ē3

 =

0 q̄ k̄
q̄ 0 0
k̄ 0 0

ē1

ē2

ē3

 (5.39)

burada

k̄ = − b̄11

Ē
, q̄ = − (Ē)v

2
∣∣Ē∣∣√Ḡ

sırasıyla ū-eğrisinin normal ve geodezik eğrilikleridir ve

∂

∂s̄2

ē1

ē2

ē3

 =

 0 k̄∗ 0
k̄∗ 0 q̄∗

0 −q̄∗ 0

ē1

ē2

ē3

 (5.40)
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burada

q̄∗ = − b̄22

Ḡ
, k̄∗ =

(Ḡ)u

2Ḡ
√∣∣Ē∣∣

sırasıyla v̄-eğrisinin geodezik ve normal eğrilikleridir (Özdemir ve Ergin 2007).

T̄ normal spacelike kongruansının parametrik denklemi (5.27) ile verilir. Aşağı-
daki teorem ile bu kongruansın fokal yüzeylerinin parametrizasyonları ifade edilebilir.

Teorem 5.15 (Şimşek ve Özdemir 2015) T̄ kongruansının fokal yüzeylerinin paramet-
rik denklemleri

Z̄1 : Z̄1 (u, v) = ϕ̄(u, v)− 1

k̄
ē3 (u, v) (5.41)

Z̄2 : Z̄2 (u, v) = ϕ̄(u, v) +
1

q̄∗
ē3 (u, v)

ile verilir. Z̄1 ve Z̄2 fokal yüzeyleri sırasıyla spacelike yüzey ve timelike yüzeydir ve
ē1, ē2 vektörleri sırasıyla Z̄1, Z̄2 fokal yüzeylerinin normalleridir.

İspat: Teorem 5.8’in kanıtına benzer şekilde yapılır. �

(5.41)’deki denklemlerin s̄1 ve s̄2 değişkenlerine göre türevleri alınırsa

Z̄1
1̄ =

k̄1(
k̄
)2 ē3, (5.42)

Z̄1
2̄ =

(
k̄ + q̄∗

)
k̄

ē2 +
k̄2̄(
k̄
)2 ē3

ve

Z̄2
1̄ =

(
k̄ + q̄∗

)
q̄∗

ē1 −
q̄∗1̄

(q̄∗)2 ē3, (5.43)

Z̄2
2̄ = −

q̄∗2̄
(q̄∗)2 ē3.

elde edilir.

Z̄1 fokal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları sırasıyla Ē1, F̄ 1, Ḡ1 ve l̄1,
m̄1, n̄1 ile gösterilirse,

Ē1 =
∣∣Ē∣∣ (k̄1̄

)2(
k̄
)4 ,

F̄ 1 =
√∣∣Ē∣∣√Ḡ

k̄1̄.k̄2̄(
k̄
)4 ,

Ḡ1 = Ḡ

((
k̄2̄

)2(
k̄
)4 +

(
k̄ + q̄∗

)2(
k̄
)2

)
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ve

l̄1 = −
∣∣Ē∣∣ k̄1̄

k̄
,

m̄1 = 0,

n̄1 = −Ḡ
k̄∗.
(
k̄ + q̄∗

)
k̄

bulunur. O halde Z̄1 spacelike fokal yüzeyinin Gauss eğriliği

KZ̄1 =
k̄∗.
(
k̄
)4

k̄1̄.
(
k̄ + q̄∗

) (5.44)

şeklindedir (Şimşek ve Özdemir 2015). Benzer şekilde Z̄2 fokal yüzeyinin Gauss
eğriliği

KZ̄2 =
q̄. (q̄∗)4

q̄∗2.
(
k̄ + q̄∗

) (5.45)

olarak bulunur.

M̄ timelike yüzeyi için, (4.3)’den LPL kümesi

δ (s1, s2) =
(
1.k̄ − (−1)q̄∗

)
(s1, s2) =

(
k̄ + q̄∗

)
(s1, s2) = 0

denklemiyle verilen eğridir. Ayrıca spacelike Z̄1 yüzeyi üzerinde LPLZ̄1[(
k̄1̄

)2
k̄∗
(
k̄ + q̄∗

)
− k̄1̄

(
k̄2̄

)2 −
(
k̄
)2
k̄1̄

(
k̄ + q̄∗

)2
]2

+ 4
(
k̄1̄

)3 (
k̄2̄

)2
k̄∗
(
k̄ + q̄∗

)
= 0

(5.46)

denklemi ile verilir (Şimşek ve Özdemir 2015).

Tanım 5.16 (Şimşek ve Özdemir 2015) (1) Timelike M̄ yüzeyi üzerinde k̄1̄ = 0
eşitliğini sağlayan noktaların geometrik yerine 1̄-sırt çizgi denir.

(2) Timelike M̄ yüzeyi üzerinde q̄∗1̄ = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 1̄-alt parabolik çizgi denir.

(3) Timelike M̄ yüzeyi üzerinde q̄∗2̄ = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 2̄-sırt çizgi denir.

(4) Timelike M̄ yüzeyi üzerinde k̄2̄ = 0 eşitliğini sağlayan noktaların geometrik
yerine 2̄-alt-parabolik çizgi denir.

Timelike yüzey üzerinde 1̄-sırt ve 2̄-alt-parabolik çizgileri spacelike yüzey
üzerindeki 1-sırt ve 1–alt-parabolik çizgileri gibi davranır. Diğer yandan 1̄-alt-
parabolik çizgisi bir eğrilik çizgisi boyunca diğer eğrilik çizgisinin geodezik eğriliğinin
ekstremum değerlere sahip noktaların geometrik yeridir ve 2̄-sırt çizgisi diğer eğrilik
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çizgisi boyunca aynı eğrilik çizgisinin geodezik eğriliğin ekstremum noktalara sahip
olduğu noktaların geometrik yeridir. (5.42) ve (5.43) eşitliklerinden fokal yüzey sırt
noktalarında singülerdir. Genelde yüzeyin sırt noktalarında fokal yüzey üzerinde
sivri uçlu kenar eğrisi oluşur. Alt-parabolik çizgiler için aşağıdaki sonuç spacelike
yüzeydeki sonuca benzerdir.

Teorem 5.17 (Şimşek ve Özdemir 2015) Sırt, parabolik ve LPL noktaları dışında
aşağıdaki ifadeler denktir.

(I) Z̄1 (u0, v0) noktasında Z̄1 spacelike fokal yüzeyin parabolik çizgisi vardır.

(II) ϕ̄ (u0, v0) noktası 1̄-alt-parabolik çizgi üzerindedir.

(III) Spacelike v̄-eğrisinin normal eğriliği ϕ̄ (u0, v0) noktasında sıfırdır.

İspat: Teorem 5.10’nun kanıtı takip edilerek yapılabilir. �

Teorem 5.18 (Şimşek ve Özdemir 2015) Sırt, parabolik ve LPL noktaları dışında
aşağıdaki ifadeler denktir:

(I) Z̄2 (u0, v0) noktasında Z̄2 timelike fokal yüzeyi üzerinde bir parabolik çizgi
vardır.

(II) ϕ̄ (u0, v0) noktası 2̄-alt-parabolik çizgi üzerindedir.

(III) Timelike ū-eğrisinin geodezik eğriliği ϕ̄ (u0, v0) noktasında sıfırdır.

Timelike yüzey üzerinde özel noktalar için spacelike yüzeye benzer yorumlar
yapılacaktır. 1̄-alt-parabolik çizginin spacelike v̄-eğrisine teğet olması durumunda
aşağıdaki teorem elde edilir.

Teorem 5.19 (Şimşek ve Özdemir 2015) Aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) 1̄-alt-parabolik çizgi spacelike v̄-eğrisine teğettir.

(2) v̄-eğrisi yüksekçe normal büküm noktasına (higher normal inflection) sahiptir.

(3) Z̄1 spacelike fokal yüzeyi Gauss zirve noktasına (cusp of Gauss) sahiptir.

İspat: Teorem 5.13’ün kanıtına benzerdir. �

Eğer 1̄-alt-parabolik çizgi timelike ū-eğrisine teğetse, Z̄1 spacelike fokal yüzeyi
üzerindeki parabolik çizgi Z̄1

1̄ vektörüne teğettir. (5.42) denkleminden, Z̄1 üzerindeki
parabolik çizgi ē3 vektörüne teğettir. O halde bu parabolik çizgi spacelike eğridir.

1̄-sırt eğrisi ϕ̄ (u0, v0) izole edilmiş noktada LPL eğrisine teğetse, k̄1 = 0
ve k̄ + q̄∗ = 0 eşitlikleri vardır. Buradan q̄∗1 = 0 olduğundan 1̄-alt-parabolik çizgi
ϕ̄ (u0, v0) noktasında 1̄-sırt eğrisine ve LPL eğrisine teğettir. Bu nedenle, sivri uçlu
kenar eğrisi ve parabolik çizgi Z̄1 (u0, v0) noktasında birbirine teğettir. Ayrıca (5.46)
denkleminden Z̄1 (u0, v0) noktası LPLZ̄1 eğrisinin bir elemanıdır. Sonuç olarak 1̄-sırt
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ve 1̄-alt-parabolik çizgileri LPL üzerinde aynı davranışı gösterirken sivri uçlu kenar
eğrisi ve parabolik çizgi LPLZ̄1 üzerinde aynı davranışı gösterir. Benzer şekilde 2̄-
sırt eğrisi (2̄-alt-parabolik çizgi) LPL eğrisine teğetse, 2̄-alt-parabolik çizgi (2̄-sırt
eğrisi) aynı noktada LPL eğrisine teğet olacaktır. Üstelik 2̄-alt-parabolik çizginin
LPL eğrisine teğet olduğu nokta (5.46) denkleminden LPLZ̄1 üzerindeki bir noktaya
karşılık gelir (Şimşek ve Özdemir 2015).

Eğer 1̄-sırt eğrisi 2̄-alt-parabolik çizgiden geçerse Z̄1 spacelike fokal yüzeyi
üzerinde sivri uçlu kenar eğrisi ē2 vektörüne teğet olacaktır. Bu nedenle sivri uçlu
kenar eğrisi spacelike eğridir.

∂Z̄1

∂t
birim vektör olacak şekilde 1̄-sırt eğrisinin parametrizasyonu ᾱ (t) olsun.

Bir önceki bölümde verilen spacelike yüzey üzerindeki durum gibi

{
∂Z̄1

∂t
, ē1,

∂Z̄1

∂t
× ē1

}
spacelike sivri uçlu kenar eğrisinin Darboux çatısıdır. 1̄-sırt eğrisi timelike ū-eğrisine
teğet olduğu zaman, Z̄1 spacelike fokal yüzeyi üzerindeki karşılık gelen nokta bir
swallowtail noktasıdır.

Spacelike sivri uçlu kenar eğrisinin Darboux çatısının türev formülü

∂

∂t


∂Z̄1

∂t
ē1

∂Z̄1

∂t
× ē1

 =

 0 k̄n k̄g
k̄n 0 τ̄g
−k̄g τ̄g 0




∂Z̄1

∂t
ē1

∂Z̄1

∂t
× ē1


ile verilir. Burada k̄n, k̄g, τ̄g fonksiyonları sırasıyla normal eğrilik, geodezik eğrilik
ve geodezik burulmadır.

Lemma 5.20 (Şimşek ve Özdemir 2015) Swallowtail ve LPL noktaları dışında,
spacelike sivri uçlu kenar eğrisinin normal eğriliği k̄n = 0 olması için gerek ve yeter
koşul k̄∗ = 0 olmasıdır.

İspat: Lemma 5.14’deki kanıta benzerdir. �
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6. SABİT KESİTSEL EĞRİLİKLİ FOKAL YÜZEYLER

P1 ve P2 E2n’de iki n-düzlem olsun. P1 ve P2 arasındaki esas açılar (principal

angles) θ1, ..., θn ∈
[
0,
π

2

]
olmak üzere

cos θi = max
u∈P1

max
v∈P2

〈u,v〉 = 〈ui,vi〉 , i = 1, ...n (6.1)

ile tanımlanır; burada u ve v birim vektörler ve 〈u,uj〉 = 0, 〈v,vj〉 = 0 (1 ≤ j ≤ i-1)
eşitlikleri vardır (Golub ve Van Loan 1996). E2n

1 Minkowski uzayı durumunda, ui
ya da vi timelike vektör ise θi açısı hiperbolik açı olacaktır.

E2n Öklid uzayında, e1, ..., en ve e∗1, ..., e
∗
n sırasıyla P1 ve P2 için taban olacak

şekilde iki ortonormal e1, ..., e2n ve e∗1, ..., e
∗
2n tabanları vardır ve (6.1) denkleminden

1 ≤ i ≤ n için

e∗i = cos θiei + sin θien+i−1, (6.2)

e∗n+i−1 = − sin θiei + cos θien+i−1,

yazılabilir. Özel durumda, tüm θ1, ..., θn açıları bir θ açısına eşitse, herhangi u ∈ P1

ve v ∈ P2 arasındaki açı da θ olacaktır.

M, E2n−1
1 Minkowski uzayında n-boyutlu bir Lorentz altmanifold ve ϕ,M alt-

manifoldunun lokal parametrizasyonu olsun. e1, ..., en vektörleri M altmanifoldunun
teğet düzleminin lokal ortonormal çatısı olduğu farzedilsin. w1, ..., wn sırasıyla e1,...,
en vektörlerinin dual koçatısı (dual coframe) ise

dϕ =
2n−1∑
A=1

wAeA, wA = εeA 〈dϕ, eA〉 , (6.3)

deA =
2n−1∑
B=1

wABeB, wAB = εeB 〈deA, eB〉

yazılabilir. Bu bölüm boyunca aşağıdaki

1 ≤ i, j, k ≤ n, 1 ≤ A,B,C ≤ 2n− 1, n+ 1 ≤ α, β, r ≤ 2n− 1 (6.4)

indis sistemi kullanılacaktır. δAB Kronecker delta olmak üzere eA · eB = δABεeB

denkleminden

〈deA, eB〉+ 〈eA, deB〉 = 0 (6.5)

eşitliği söylenebilir. (6.3) ve (6.5) denklemlerinden

wAB = −εeAεeBwBA, wAA = 0 (6.6)

yazılır. E2n−1
1 uzayının 1. ve 2. tür yapı (structure) denklemleri

dwA =
∑
B

εeAεeBwAB ∧ wB,

dwAB =
∑
C

wAC ∧ wCB.
(6.7)
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Bu formlar M altmanifolduna kısıtlanırsa, wα = 0 olur ve buradan

dwα =
∑
i

εeαεeiwαi ∧ wi = 0 (6.8)

elde edilir. Cartan Lemması ve (6.6) denklemi kullanılırsa

wiα =
∑
j

hαijwj, hαij = hαji. (6.9)

yazılabilir. (6.7)’nin ilk denkleminden

dwi =
∑
j

εeiεejwij ∧ wj (6.10)

elde edilir; burada wij bu denklemlerle tek olarak belirlenen M üzerinde Levi-Civita
konneksiyon formudur.

Ωij =
∑
α

wiα ∧ wαj (6.11)

eğrilik tensörü olmak üzere Gauss denklemleri

dwij =
∑
k

wik ∧ wkj + Ωij, (6.12)

ile verilir.

M altmanifoldunun kesitsel eğriliği Kij

Ωij = −εeiKijwi ∧ wj (6.13)

denklemi ile bulunur. Codazzi denklemleri

dwiα =
∑
A

wiA ∧ wAα (6.14)

ile verilir.

Ωαβ =
∑
k

wαk ∧ wkβ (6.15)

eşitliği M altmanifoldunun normal eğriliği olmak üzere (6.7) denkleminden

dwαβ =
∑
r

wαr ∧ wrβ + Ωαβ (6.16)

yazılabilir. Eğer normal eğrilik sıfır ya da normal konneksiyon düzlemsel ise, E2n−1
1

uzayında M altmanifoldunun normal demeti (bundle) de düzlemseldir.

M altmanifoldunun birinci ve ikinci temel formları sırasıyla

I =
∑
i

εei (wi)
2 , (6.17)
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II =
∑
i,α

εeαwiwiαeα =
∑
i,α,j

εeαh
α
ijwiwjeα (6.18)

ile verilir. Genelde ikinci temel form eşzamanlı olarak tüm vektörler için diago-
nalleşmez; yani, eğrilik vektörleri tanımlı olmayabilir. Bununla birlikte, aşağıdaki
önerme söylenebilir.

Önerme 6.1 (Chen 2005) Sabit negatif eğrilikli M Lorentz n-altmanifoldunun E2n−1
1

uzayında izometrik olarak gömülmüş (immersed) olduğu farzedilsin. O halde normal
konneksiyonu düzlemseldir.

Chen’de vd (2005) ikinci temel formu diagonalleşen M üzerinde global bir
e1, ..., en ortonormal çatı alanı seçilebileceği kanıtlandı. Bu nedenle seçilen bir
e1, ..., e2n−1 çatı alanının

hαij = bαi δij for any α, i, j (6.19)

sağladığı söylenebilir. Ayrıca Chen’den vd (2005) aşağıdaki teorem vardır.

Teorem 6.2 M sabit negatif eğrilikli E2n−1
1 Lorentz uzayının bir Lorentz n-altmanifol-

du olsun. en+1, ..., e2n−1, M altmanifoldunun normal demeti için lokal ortonormal
bir çatı alanı olsun öyle ki wαβ = 0 sağlansın. O halde M eğrilik çizgisiyle lokal
olarak parametrize edilebilir ve

I =
∑
i

ε ∂
∂ui

x2
i (dui)

2 , xi > 0 ve
∑
i

x2
i = 1, (6.20)

II =
∑
i

εeαb
α
i x

2
i (dui)

2 eα

şeklindedir.

Chen’den vd (2005)

i 6= j için
∑
α

bαi b
α
j = εeiεejK ve

∑
i

εeib
α
i x

2
i = 0 (6.21)

denklemleri vardır. K = −1 olduğu farzedilirse

i 6= j için
∑
α

bαi b
α
j = −εeiεej ve

∑
i

εeib
α
i x

2
i = 0 (6.22)

eşitlikleri yazılabilir.
∑
i

x2
i = 1 olduğundan

∑
α

(
bαj
)2

=
1− x2

j

x2
j

(6.23)

elde edilir.
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6.1. Lorentz 3-Uzayında Sabit Gauss Eğrilikli Yüzeyler

Öklid 3-uzayındaki yarı-küresel doğru kongruansı, Bäcklund ve tamamla-
nabilme teoremlerinin ifadeleri aşağıdaki gibidir.

Tanım 6.3 Bir l diffeomorfizmi M ve M∗ yüzeyleri arasındaki bir doğru kongruansı
olsun öyle ki x ∈ M ve l (x) = x∗ ∈ M∗ noktalarını içeren doğru bu iki yüzeyin
ortak teğet doğrusudur. Bu kongruansa yarı-küresel denir ancak ve ancak aşağıdaki
koşullar sağlanır.

(1) ‖−→xx∗‖ = r, x noktasından bağımsız bir sabittir.

(2) nx ve nx∗ ve normalleri arasındaki açı x noktasından bağımsız bir θ sabitine
eşittir.

Teorem 6.4 E3 Öklid uzayında l, M ve M∗ arasında sabit r uzaklığı ve θ açısıyla bir
yarı-küresel doğru kongruansı olsun. O halde M ve M∗ yüzeylerinin Gauss eğrilikleri
− sin2 θ/r2 sayısına eşittir.

Teorem 6.5 r > 0 ve 0 < θ < π sabit olmak üzere M sabit negatif K = − sin2 θ/r2

Gauss eğriliğine sahip E3 Öklid uzayında bir yüzey olsun. Asal vektör olmayan
bir v ∈ TxM herhangi birim vektörü için tek bir M∗ yüzeyi ve bir yarı-küresel
l : M → M∗ doğru kongruansı vardır öyle ki x∗ = l (x) ise −→xx∗ = rv ve θ, x ve x∗

noktalarındaki normaller arasındaki açıdır.

Bundan sonraki bölümlerde sonlu boyutlu Minkowski uzaylarında bu teorem-
ler ele alınacaktır.

6.1.1. Sabit Gauss eğrilikli yüzeyler için Chebyshev koordinatları

ϕ = ϕ (u, v) , spacelike ya da timelike M yüzeyinin lokal parametrizasyonu ve
e1, e2 eğrilik çizgilerinin birim teğet vektörleri olmak üzere {e1, e2, e3} M yüzeyinin
ortonormal çatısı olsun. Asal eğrilikler birbirinden farklı ve reel ve eğrilik çizgileri
koordinat eğrileri olarak ele alınsın. Bu bölümde Gu vd (2005) tarafından incelenmiş
olan E3

1 Lorentz uzayındaki sabit pozitif ya da negatif Gauss eğrilikli spacelike ve
timelike yüzeyler için Chebyshev koordinatları verilecektir.

(1) Sabit pozitif Gauss eğrilikli (K = +1) spacelike yüzey:

w1 = cos
α

2
du ve w2 = sin

α

2
dv (6.24)

olsun. O halde (6.10) eşitliği kullanılarak

w12 =
1

2
(αvdu+ αudv) (6.25)

elde edilir. Ayrıca

w13 = sin
α

2
du ve w23 = − cos

α

2
dv (6.26)
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alınırsa,

dw13 + w23 ∧ w12 = 0 ve dw23 + w13 ∧ w21 = 0

Codazzi denklemlerinin sağlandığı kolayca görülebilir, ve

h3
11 = tan

α

2
, h3

22 = − cot
α

2
, h3

12 = 0

olur. Bu nedenle K = −h3
11h

3
22 = 1 olarak sabit pozitif Gauss eğriliği elde edilir.

Sonuç olarak; birinci temel form

I = (w1)2 + (w2)2 = cos2 α

2
du2 + sin2 α

2
dv2,

ikinci temel form

II = cos
α

2
sin

α

2

(
du2 − dv2

)
ve Gauss denklemi

αuu − αvv = − sinα (6.27)

ile ifade edilen negatif sine-Gordon denklemi olarak bulunmuş olur. Bu şekilde
tanımlanan koordinatlara Chebyshev koordinatları ve çatıya Chebyshev çatısı denir
(Gu vd 2005).

(2) Sabit negatif Gauss eğrilikli (K = −1) spacelike yüzey: (1)’e benzer
şekilde

w1 = cosh
α

2
du ve w2 = sinh

α

2
dv

alınırsa

w12 =
1

2
(αvdu− αudv)

elde edilir. Ayrıca

w13 = sinh
α

2
du ve w23 = cosh

α

2
dv

alınırsa

h3
11 = tanh

α

2
, h3

22 = coth
α

2
, h3

12 = 0

olur. Bu nedenle K = −h3
11h

3
22 = −1 olarak sabit negatif Gauss eğriliği elde edilir.

Sonuç olarak; birinci temel form

I = (w1)2 + (w2)2 = cosh2 α

2
du2 + sinh2 α

2
dv2,

ikinci temel form

II = cosh
α

2
sinh

α

2

(
du2 + dv2

)
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ve Gauss denklemi

αuu + αvv = sinhα

şeklindedir.

(3) Sabit pozitif Gauss eğrilikli (K = +1) timelike yüzey: {e1, e2, e3} ortonor-
mal çatısında e1 spacelike ve e2 timelike birim vektör olsun.

w1 = cosh
α

2
du ve w2 = sinh

α

2
dv

alınırsa

w12 = w21 =
1

2
(αvdu+ αudv)

bulunur. Bağlantı formları

w13 = sinh
α

2
du ve w23 = cosh

α

2
dv

olarak seçilirse

h3
11 = tanh

α

2
, h3

22 = − coth
α

2
, h3

12 = 0

olur ve Gauss eğriliği K = −h3
11h

3
22 = +1 bulunur. Ayrıca Codazzi denklemleri

sağlanır. Sonuç olarak; birinci temel form

I = (w1)2 − (w2)2 = cosh2 α

2
du2 − sinh2 α

2
dv2,

ikinci temel form

II = cosh
α

2
sinh

α

2

(
du2 − dv2

)
ve Gauss denklemi

αuu − αvv = − sinhα (6.28)

olarak ifade edilir.

(4) Sabit negatif Gauss eğrilikli (K = −1) timelike yüzey: (3)’e benzer şe-
kilde e1 spacelike ve e2 timelike birim vektör olarak seçilsin.

w1 = cos
α

2
du ve w2 = sin

α

2
dv (6.29)

alınırsa

w12 = w21 =
1

2
(−αvdu+ αudv) (6.30)

bulunur. Bağlantı formları

w13 = sin
α

2
du ve w23 = cos

α

2
dv (6.31)
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olarak seçilirse

h3
11 = tan

α

2
, h3

22 = cot
α

2
, h3

12 = 0

ve Gauss eğriliği K = −h3
11h

3
22 = +1 bulunur. Birinci temel form

I = (w1)2 − (w2)2 = cosh2 α

2
du2 − sinh2 α

2
dv2,

ikinci temel form

II = cosh
α

2
sinh

α

2

(
du2 − dv2

)
ve Gauss denklemi

αuu + αvv = sinα

olur.

Özet olarak yukarıdaki hesaplamalarla aşağıdaki teorem söylenebilir.

Teorem 6.6 (Gu vd 2005) Asal eğrilikleri reel ve birbirinden farklı olan sabit
Gauss eğrilikli (K = ±1) spacelike ya da timelike yüzeyin Gauss-Codazzi denklem-
leri sine-Gordon ya da sinh-Gordon denklemidir. Bu yüzeylerin inşası bu denklem-
lerin çözümüne ve yüzeylerin temel denklemlerine tamamlanmasına indirgenir.

6.1.2. Backlund ve tamamlanabilme teoremleri

Bäcklund teoremi E3
1 Lorentz uzayında aşağıdaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 6.7 (Gu vd 2005) E3
1 uzayında yarı-küresel doğru kongruansının iki fokal

yüzeyi M ve M∗ aynı sabit K Gauss eğriliğine sahiptir. Bu dört farklı durumda
sınıflandırılabilir:

(a) Doğru kongruansı spacelike ve iki fokal yüzey spacelike;

(b) Doğru kongruansı spacelike, ve iki fokal yüzey timelike;

(c) Doğru kongruansı timelike, ve iki fokal yüzey de timelike;

(d) Doğru kongruansı spacelike, bir fokal yüzey spacelike diğeri timelike.

(a), (b) ve (c) durumlarında, K sırasıyla sinh2 θ/r2, sinh2 θ/r2 ve sin2 θ/r2

sayılarına eşittir. (d) durumunda , K − cosh2 θ/r2 sayısına eşittir.

İspat: (a): Tanım 6.3’den x ∈ M, x∗ ∈ M∗ ve l (x) = x∗ olmak üzere {e1, e2, e3}
ve {e∗1, e∗2, e∗3} çatıları sırasıyla e1 = −e∗1 vektörünün −→xx∗ vektörüne paralel birim
vektör olacak şekilde M ve M∗ fokal yüzeylerinin ortonormal çatısı olsun. O halde

e∗2 = (cosh τ) e2 + (sinh τ) e3,

e∗3 = (sinh τ) e2 + (cosh τ) e3
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yazılabilir, burada τ 6= 0 sabittir. Dahası ϕ ve ϕ∗ sırasıyla M ve M∗’ın lokal
parametrizasyonları olmak üzere

ϕ∗ = ϕ+ re1 (r = sabit 6= 0)

yazılabilir. Bu denklemin diferensiyeli alınırsa ve dϕ∗ = w∗1e
∗
1+w∗2e

∗
2 ile karşılaştırılırsa

w1 = −w∗1,
w2 + rw12 = (cosh τ)w∗2,

rw13 = (sinh τ)w∗2

bulunur. Buradan

(cosh τ)w13 − (sinh τ)w12 =
sinh τ

r
w2

elde edilir. Bununla birlikte

w∗13 = −〈de∗1, e∗3〉 = −w2

r
sinh τ,

w∗23 = −〈de∗2, e∗3〉 = w23,

olduğundan

− w∗13 ∧ w∗23 = w23 ∧
(
−w2

r
sinh τ

)
=

sinh τ

r
w13 ∧ w1

=
sinh2 τ

r2
w∗1 ∧ w∗2

bulunur ki bu da M ve M∗ fokal yüzeylerinin Gauss eğriliklerinin

K∗ = K =
sinh2 τ

r2

olması demektir.

(b): e2 ve e∗2 teğet vektörler timelike vektörler olarak alınarak bir önceki duruma
benzer şekilde kanıtlanır.

(c): Bu duruma göre e1 ve e∗1 timelike vektörler olsun. 〈e3, e
∗
3〉 = cos τ =sabit6= 0

olmak üzere bir önceki duruma benzer şekilde

e1 = −e∗1,

e∗2 = (cos τ) e2 + (sin τ) e3, (6.32)

e∗3 = − (sin τ) e2 + (cos τ) e3

yazılabilir. ϕ∗ = ϕ+ re1 eşitliğinin diferensiyelini alırsak

w1 = −w∗1,
w2 + rw12 = (cos τ)w∗2,

rw13 = (sin τ)w∗2
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elde edilir. (6.32)’den

w∗13 = −w2

r
sin τ,

w∗23 = w23,

olur ki bu da

− w∗13 ∧ w∗23 = w23 ∧
(
−w2

r
sin τ

)
=

sin τ

r
w13 ∧ w1

=
sin2 τ

r2
w∗1 ∧ w∗2

eşitliğini verir. Bu son eşitlik ve (6.13) eşitliği

K∗ = K =
sin2 τ

r2

olduğunu söyler. Bu nedenle M ve M∗ aynı sabit Gauss eğriliğine sahip fokal
yüzeylerdir.

(d): Bu sınıflandırmada e2 ve e∗3 timelike vektörler olarak alınırsa ve 〈e3, e
∗
3〉 =

sinh τ = sabit olmak üzere

e1 = −e∗1,

e∗2 = (sinh τ) e2 + (cosh τ) e3,

e∗3 = (cosh τ) e2 + (sinh τ) e3

eşitlikleri kullanılırsa önceki durumlara benzer şekilde

K∗ = K = −cosh2 τ

r2

bulunur. �

Yukarıdaki teorem bu dört durumun oluşabileceğini garanti etmez çünkü
böyle yüzeylerin varlığının kanıtı yoktur. Yeni teoremde yarı-küresel doğru kon-
gruanslarını kullanarak verilen sabit Gauss eğrilikli yüzeyden gene aynı sabit Gauss
eğriliğine sahip başka bir yüzey inşa edilebilecek bir metod verilecektir. Bu klasik
Backlund dönüşümünün Lorentz 3-uzayına genelleştirilmesidir. Her bir durum için
tamamlanabilme teoremi ya da varlık teoremi ayrı ayrı aşağıdaki gibidir.

(1) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir spacelike yüzey ve kongruans space-
like: {e1, e2, e3} ϕ parametrizasyonuna göre Chebyshev çatısı olsun. M yüzeyinden
M∗ yüzeyine

ϕ∗ = ϕ+ r (cos θe1 + sin θe2) , (r=sabit 6= 0) (6.33)

dönüşümü tanımlansın. ϕ ve ϕ∗ parametrizasyonlarıyla x ve x∗ sırasıyla M ve M∗
üzerinde herhangi iki nokta olsun. xx∗ doğrularının bir yarı-küresel doğru kongru-
ansı oluşturduğu gösterilecektir. Burada cos θe1 + sin θe2 ya da θ belirlenecektir.
M∗ yüzeyinin normal vektörü e3 timelike vektördür ve −→xx∗ vektörüne paraleldir.
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M yüzeyinin sine-Gordon denkleminin bir α çözümüne karşılık geldiği varsayıl-
sın. (6.33) dönüşümü diferensiyellenirse ve (6.24)-(6.26) eşitlikleri kullanılırsa

dϕ∗ =
([

cos
α

2
-r sin θ

(
θu+

αv
2

)]
e1+r cos θ

(
θu+

αv
2

)
e2+r cos θ sin

α

2
e3

)
du

+
(

-r sin θ
(
θv+

αu
2

)
e1+

[
sin

α

2
+r cos θ

(
θv+

αu
2

)]
e2-r sin θ cos

α

2
e3

)
dv

bulunur. x∗ noktasında M∗’ın e∗3 birim normali ile x noktasında M yüzeyinin e3

birim normali arasındaki açı τ sabit ve xx∗, x∗ noktasında M∗ fokal yüzeyine teğet
olduğu için

e∗3 = sinh τ (− sin θe1 + cos θe2) + cosh τe3 (6.34)

yazılabilir. Buradan 〈dϕ∗, e∗3〉 = 0 eşitliği θ için çözülürse xx∗ tam olarak bir yarı-
küresel doğru kongruansı üretir. Genelliği kaybetmeksizin θ = α1/2 olsun. Ayrıca
K = 1 olarak düşünülürse Teorem 6.7’den r = sinh τ yazılabilir. O halde (6.34)
eşitliği

1

2
sinh τ (α1u + αv) = sin

α1

2
cos

α

2
+ 2 cosh τ cos

α1

2
sin

α

2
(6.35)

1

2
sinh τ (α1v + αu) = −2 cos

α1

2
sin

α

2
− 2 cosh τ sin

α1

2
cos

α

2

denklemlerini verir. (6.35), α1 için bir kısmi diferensiyel denklem sistemidir. Bu
sistemin tamamlayıcı koşulu (6.27) negatif sine-Gordon denklemidir. Bu eşitlik
sağlandığından (6.35)’in α1 çözümü tek olarak vardır. (6.33) ile tanımlanan dönüşüme
sine-Gordon denkleminin iki çözümü arasındaki Backlund dönüşümü denir. O halde
aşağıdaki teorem söylenebilir.

Teorem 6.8 (Gu vd 2005) Verilen sabit pozitif Gauss eğrilikli bir M spacelike yüzeyi
için, fokal yüzeyleri M ve M ile aynı sabit Gauss eğriliğine sahip başka bir spacelike
M∗ yüzeyi olan bir yarı-küresel spacelike doğru kongruansı vardır.

(2) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir timelike yüzey ve kongruans space-
like: M∗ yüzeyinin parametrizasyonu r 6= 0 sabit olmak üzere

ϕ∗ = ϕ+ r (cosh θe1 + sinh θe2) (6.36)

ve normal vektörü

e∗3 = sinh τ (sinh θe1 + cosh θe2) + cosh τe3 (6.37)

şeklindedir. K = 1 olarak farzedilirse r = sinh τ bulunur. Ayrıca

dϕ∗ =
([

cosh
α

2
+r sinh θ

(
θu+

αv
2

)]
e1+r cosh θ

(
θu+

αv
2

)
e2+r cosh θ sinh

α

2
e3

)
du

+
(
r sinh θ

(
θv+

αu
2

)
e1+

[
sinh

α

2
+r cosh θ

(
θv+

αu
2

)]
e2-r sinh θ cosh

α

2
e3

)
dv

olduğundan, 〈dϕ∗, e∗3〉 = 0 koşulundan

sinh τ
(
θu +

αv
2

)
= sinh θ cosh

α

2
+ cosh τ cosh θ sinh

α

2
(6.38)

sinh τ
(
θv +

αu
2

)
= − cosh θ sinh

α

2
− cosh τ sinh θ cosh

α

2
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elde edilir. θ = α1/2 için kısmi diferensiyel denklem sisteminin tamamlayıcı koşulu
(6.28) Gauss denklemidir ki bu denklemin çözülebilirliğini gösterir. (6.37)’den M∗
yüzeyinin timelike yüzey olduğu görülebilir. Bu yarı-küresel doğru kongruansın
varlığını kanıtlar. Ayrıca, Teorem 6.7’den M∗ yüzeyinin Gauss eğriliği +1’dir. Bu
nedenle aşağıdaki teorem söylenebilir.

Teorem 6.9 (Gu vd 2005) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir spacelike yüzey olsun.
O halde, fokal yüzeyleri M ve M ile aynı sabit Gauss eğriliğine sahip bir başka
timelike M∗ yüzeyi olan bir yarı-küresel spacelike doğru kongruansı vardır.

(3) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir timelike yüzey ve kongruans time-
like: Bir önceki duruma benzer şekilde aynı M için

ϕ∗ = ϕ+ r
(

sinh
α1

2
e1 + cosh

α1

2
e2

)
,

e∗3 = sin τ
(

cosh
α1

2
e1 + sinh

α1

2
e2

)
+ cos τe3,

burada sin τ = r 6= 0 sabittir. dϕ∗ hesaplanarak ve 〈dϕ∗, e∗3〉 = 0 koşulundan
faydalanarak (6.38)’a benzer şekilde

1

2
sin τ (α1u + αv) = − cosh

α1

2
cosh

α

2
+ cos τ sinh

α1

2
sinh

α

2
(6.39)

1

2
sin τ (α1v + αu) = sinh

α1

2
sinh

α

2
+ cos τ cosh

α1

2
cosh

α

2

elde edilir. Dönüşümün tamamlayıcı koşulu (6.28) ile çözülebilen bir denklemdir.
Bu durum için de varlık teoremi ispatlanmış olur. O halde, (2) ve (3) durumları
için aşağıdaki teorem söylenebilir.

Teorem 6.10 (Gu vd 2005) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir spacelike yüzey olsun.
O halde, fokal yüzeyleri M ve M ile aynı sabit Gauss eğriliğine sahip bir başka
timelike M∗ yüzeyi olan bir yarı-küresel spacelike ve timelike doğru kongruansları
vardır.

(4) M sabit pozitif Gauss eğrilikli bir timelike yüzey ve kongruans space-
like: M, −1 Gauss eğriliğine sahip bir timelike yüzey olsun öyle ki e2 timelike birim
vektör olsun. Bölüm 6.1.1 (4)’deki Chebyshev koordinatları ve karşılık gelen çatı
seçilsin; yani (6.29)-(6.31) eşitlikleri ele alınsın. Buna göre

ϕ∗ = ϕ+ r (cosh θe1 + sinh θe2) , (r = cosh τ)

e∗3 = cosh τ (sinh θe1 + cosh θe2) + sinh τe3

olur. M yüzeyinin temel denklemlerinden, tamamlayıcı koşuldan ve (6.29)-(6.31)
eşitliklerinden

dϕ∗ =
([

cos
α

2
+r sinh θ

(
θu-

αv
2

)]
e1+r cosh θ

(
θu-

αv
2

)
e2+r cosh θ sin

α

2
e3

)
du

+
(
r sinh θ

(
θv+

αu
2

)
e1+

[
sin

α

2
+r cosh θ

(
θv+

αu
2

)]
e2+r sinh θ cos

α

2
e3

)
dv
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elde edilir. 〈dϕ∗, e∗3〉 = 0 koşulundan

sinh θ
(

cos
α

2
+r sinh θ

(
θu-

αv
2

))
-r cosh2 θ

(
θu-

αv
2

)
+ sinh τ cosh θ sin

α

2
= 0,

(6.40)

r sinh2 θ
(
θv+

αu
2

)
- cosh θ

(
sin

α

2
+r cosh θ

(
θv+

αu
2

))
+ sinh τ sinh θ cos

α

2
= 0,

yani

cosh τ
(
θu +

αv
2

)
= sinh θ cos

α

2
+ sinh τ cosh θ sin

α

2
,

cosh τ
(
θv +

αu
2

)
= − cosh θ sin

α

2
+ sinh τ sinh θ cos

α

2

eşitlikleri bulunur. θ için tamamlayıcı koşul

αuu + αvv = sinα

denklemidir ve bu denklemin çözümü vardır. Bu nedenle bir (u0, v0) noktasında
herhangi verilen θ = θ0 başlangıç koşulu için (6.40) denkleminin θ çözümü vardır ve
α1 = θ/2 olmak üzere

α1uu + α1vv = sinα1

olur. Bu yarı-küresel doğru kongruansının varlığı anlamına gelir ve ϕ∗ sabit negatif
Gauss eğrilikli bir spacelike fokal yüzeydir. O halde aşağıdaki teorem doğrudur.

Teorem 6.11 (Gu vd 2005) M sabit negatif Gauss eğrilikli bir timelike yüzey olsun.
O halde, fokal yüzeyleri M ve M ile aynı sabit Gauss eğriliğine sahip bir başka
spacelike M∗ yüzeyi olan bir yarı-küresel spacelike doğru kongruansı vardır.

6.2. 2n-1 Boyutlu Lorentz Uzayında Sabit Kesitsel Eğrilikli Yüzeyler

6.2.1. Bäcklund teoremi

Bäcklund teoremini yüksek boyutlara genelleştirmek için ilk olarak Lorentz
n-altmanifoldlar arasındaki doğru kongruansı genelleştirilmelidir.

Tanım 6.12 (Tenenblat ve Terng 1980, Şimşek ve Özdemir 2016) E2n−1
1 uzayında

herhangi iki n-boyutlu Lorentz altmanifoldlar M ve M∗ arasındaki bir l : M → M∗
diffeomorfizmi olsun. Eğer x ∈ M için x ve x∗ = l (x) noktalarını içeren bir doğru
M ve M∗ altmanifoldlarının ortak teğet doğrusu ise bu dönüşüme doğru kongruansı
denir.

l : M → M∗ doğru kongruansı için, x ve x∗ noktalarına karşılık gelen NxM
ve N∗x∗M normal düzlemleri n− 1 boyutludur. Bu normal düzlemler −→xx∗ vektörüne
dik olduğu için NxM ve Nx∗M∗, 2n − 2 boyutlu Lorentz iç çarpım uzayı içindedir.
(6.1) denkleminden, NxM ve Nx∗M∗ arasında n− 1 tane açı vardır.

Tanım 6.13 (Tenenblat ve Terng 1980, Şimşek ve Özdemir 2016) E2n−1
1 uzayında iki

Lorentz n-altmanifold arasındaki bir l : M → M∗ doğru kongruansına yarı-küresel
denir öyle ki aşağıdaki koşullar sağlanır:
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(1) x ve x∗ arasındaki uzaklık x’den bağımsız bir r sabitidir.

(2) NxM ve Nx∗M∗ arasındaki n− 1 açı x’den bağımsız aynı sabit bir θ açısına
eşittir.

(3) NM ve NM∗ normal demetler (bundle) düzlemseldir.

(4) Ortogonal izdüşüm ile verilen Φ : NM → NM∗ demet dönüşümü (bundle
map) normal konneksiyonları birbirine dönüştürür.

Şimdi Bäcklund teoremini E2n−1
1 uzayında ifade edilecektir. Dört farklı durum

söz konusudur.

Durum 1: M ve M∗’ın teğet demetleri timelike ve spacelike vektörlerden oluşur
ve yarı-küresel doğru kongruansının yönü timelikedır.

Durum 2: M ve M∗’ın teğet demetleri timelike ve spacelike vektörlerden oluşur
ve yarı-küresel doğru kongruansının yönü spacelikedır.

Durum 3: M ve M∗’ın teğet demetleri spacelike vektörlerden oluşur ve yarı-
küresel doğru kongruansının yönü spacelikedır.

Durum 4: M’nin teğet demeti timelike ve spacelike vektörlerden, M∗’ın teğet
demeti spacelike vektörlerden oluşur ve yarı-küresel doğru kongruansının yönü space-
likedır.

Teorem 6.14 (Şimşek ve Özdemir 2016) l : M → M∗ fonksiyonu E2n−1
1 uzayında

Lorentz n-altmanifoldlar arasında yarı-küresel doğru kongruansı olsun öyle ki r uzak-
lığı ve normaller arasındaki açı θ 6= 0 sabittir. Durum 1 geçerli olsun. O halde, M
ve M∗ Lorentz altmanifoldlarının kesitsel eğrilikleri sin2 θ/r2 sayısına eşittir.

İspat: Normal demetNM∗ düzlemsel olduğu için, NM∗ üzerinde ortonormal e∗n+1,...,
e∗2n−1 çatı seçilebilir öyle ki normal konneksiyon

w∗n+i−1,n+j−1 = 0 (6.41)

şeklindedir. Burada

2 ≤ i, j, k ≤ n

indis sistemi kullanılacaktır. Tanım 6.13’ün 2. koşulu ve (6.2) denkleminden, e1

vektörü timelike birim vektör olarak seçilmek üzere M için ortonormal e1, ...e2n−1

çatı alanı vardır öyle ki

e∗n+i−1 = − sin θei + cos θen+i−1, (6.42)

e1 = −→xx∗ yönündeki vektör

olur ve e1, ...en, TM teğet demeti için ortonormal çatı oluşturur.

e∗1 = −e1, (6.43)

e∗i = cos θei + sin θen+i−1,
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alınabilir ki böylece e∗1, ....e
∗
n, TM∗ teğet demeti için bir ortonormal çatı oluşturur.

Φ : NM→ NM∗ dönüşümü

Φ (en+i−1) = e∗n+i−1, w∗n+i−1,n+j−1 = 0,

eşitliklerini sağladığı için

wn+i−1,n+j−1 = 0 (6.44)

eşitliği vardır. U , Rn’nin açık alt kümesi olmak üzere ϕ : U → E2n−1
1 , M altma-

nifoldunun lokal bir parametrizasyonu olsun. O halde M∗ altmanifoldunun para-
metrizasyonu

ϕ∗ = ϕ+ re1 (6.45)

ile verilir. (6.45) eşitliğinin diferensiyali alınırsa

dϕ∗ = dϕ+ rde1 (6.46)

= w1e1 +
∑
i

wiei + r
∑
i

w1iei + r
∑
i

w1,n+i−1en+i−1

= w1e1 +
∑
i

(wi + rw1i) ei + r
∑
i

w1,n+i−1en+i−1

elde edilir. Diğer yandan w∗1, ..., w
∗
n, e∗1, ....e

∗
n çatısı alanının dual koçatısı ise (6.43)

eşitlikleri kullanılarak

dϕ∗ = w∗1e
∗
1 +

∑
i

w∗i e
∗
i (6.47)

= −w∗1e1 +
∑
i

w∗i (cos θei + sin θen+i−1)

bulunur. (6.46) ve (6.47)’den

w∗1 = −w1, (6.48)

cos θw∗i = wi + rw1i,

sin θw∗i = rw1,n+i−1

yazılabilir. Buradan

wi + rw1i = r cot θw1,n+i−1 (6.49)

olur. (6.41) , (6.42) ve (6.44) kullanılarak,

0 = w∗n+i−1,n+j−1

= εe∗n+j−1

〈
de∗n+i−1, e

∗
n+j−1

〉
= 〈d (− sin θei + cos θen+i−1) ,− sin θej + cos θen+j−1〉
= εej sin2 θwij- sin θ cos θ

(
εen+j−1

wi,n+j−1+εejwn+i−1,j

)
(6.50)

+ cos2 θδ (en+j−1)wn+i−1,n+j−1

= sin2 θwij − sin θ cos θ
(
wi,n+j−1 − εen+i−1

εejwj,n+i−1

)
= sin2 θwij − sin θ cos θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1)

90
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eşitliği bulunur. Buradan

wij = cot θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1) (6.51)

yazılır. Şimdi kesitsel eğrilik için; (6.42) , (6.43), (6.49) ve (6.51) kullanılarak

w∗1,n+k−1 = εe∗n+k−1

〈
de∗1, e

∗
n+k−1

〉
(6.52)

= −〈de1,− sin θek + cos θen+k−1〉
= εek sin θw1k − εen+k−1

cos θw1,n+k−1

= −sin θ

r
wk,

w∗i,n+k−1 = εe∗n+k−1

〈
de∗i , e

∗
n+k−1

〉
(6.53)

= −εek sin θ cos θwik + cos2 θεen+k−1
wi,n+k−1+

εen+i−1
sin2 θwk,n+i−1

= wk,n+i−1

yazılır. (6.6), (6.11), (6.52) ve (6.53) denklemleri vasıtasıyla,

Ω∗1i =
∑
k

w∗1,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,i (6.54)

= −
∑
k

εe∗i
εe∗n+k−1

w∗1,n+k−1 ∧ w∗i,n+k−1

=
sin θ

r

∑
k

wk ∧ wk,n+i−1.

bulunur. (6.8) eşitliği kullanılarak,

w1 ∧ w1,n+i−1 = −
∑
k

wk ∧ wk,n+i−1 (6.55)

bulunur. O halde, (6.48) (6.54) ve (6.55) eşitliklerinden,

Ω∗1i = −sin θ

r
w1 ∧ w1,n+i−1 =

sin2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗i (6.56)

elde edilir. Buradan M∗, K∗1i = sin2 θ/r2 sabit kesitsel eğriliğine sahiptir. Ayrıca

Ω∗ij =
∑
k

w∗i,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,j = −
∑
k

wk,n+i−1 ∧ wk,n+j−1

olur. NM düzlemsel ve wn+i−1,n+j−1 = 0 olduğundan, (6.16) denklemi kullanılırsa

0 = dwn+i−1,n+j−1 (6.57)

= wn+i−1,1 ∧ w1,n+j−1 +
∑
k

wn+i−1,k ∧ wk,n+j−1
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elde edilir. Buradan ve (6.48)’i kullanarak

Ω∗ij = −w1,n+i−1 ∧ w1,n+j−1 = −sin2 θ

r2
w∗i ∧ w∗j

bulunur. O halde, M∗ K∗ij = sin2 θ/r2 kesitsel eğriliğine sahiptir. Aynı işlemler
M için de yapılabileceğinden M Lorentz n-altmanifoldu da aynı kesitsel eğriliğe
sahiptir. �

n = 2 için Teorem 6.14, Teorem 6.7 ile aynıdır. Yani bu teorem Bäcklund
Teoreminin n boyuta genelleştirilmesidir.

Teorem 6.15 (Şimşek ve Özdemir 2016) l : M → M∗ fonksiyonu E2n−1
1 uzayında

Lorentz n-altmanifoldlar arasında yarı-küresel doğru kongruansı olsun öyle ki r uzak-
lığı ve normaller arasındaki açı θ 6= 0 sabittir. Durum 2 geçerli olsun. (6.14) ile
verilen dw2α Codazzi denklemleri birinci tür Cartan yapı denklemi dw2 ile orantılı
ve e2 bir timelike vektör ise M ve M∗ Lorentz n-altmanifoldları − sin2 θ/r2 sabit
negatif kesitsel eğriliğe sahiptir.

İspat: Durum 2 boyunca

3 ≤ i, j, k ≤ n

indisi kullanılacaktır. (6.42) ve (6.43) denklemleri hariç (6.41)− (6.46) denklemleri
bu durum için de geçerlidir ve e2 vektörünün timelike olması koşulu altında (6.42)
ve (6.43) denklemleri yerine sırasıyla

e∗n+1 = sinh θe2 + cosh θen+1, (6.58)

e∗n+i−1 = − sin θei + cos θen+i−1,

e1 = −→xx∗ yönündeki vektör

ve

e∗1 = −e1, (6.59)

e∗2 = cosh θe2 + sinh θen+1,

e∗i = cos θei + sin θen+i−1

denklemleri geçerlidir. Diğer yandan, w∗1, ..., w
∗
n, e∗1, ..., e

∗
n çatısının dual koçatısı

olduğundan, (6.59) denklemleri kullanılarak

dϕ∗ = w∗1e
∗
1 + w∗2e

∗
2 +

∑
i

w∗i e
∗
i (6.60)

= −w∗1e1 + w∗2 (cosh θe2 + sinh θen+1) +
∑
i

w∗i (cos θei + sin θen+i−1)

eşitliği bulunur. (6.46) ve (6.60)’daki e1, ...e2n−1 vektörlerinin katsayıları kıyaslanırsa,

w∗1 = −w1, (6.61)

w∗2 cosh θ = w2 + rw12, cos θw∗i = wi + rw1i,

w∗2 sinh θ = rw1,n+1, sin θw∗i = rw1,n+i−1
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ve

w2 + rw12 = r coth θw1,n+1, wi + rw1i = r cot θw1,n+i−1 (6.62)

elde edilir. (6.41) , (6.44) ve (6.58) denklemleri kullanılarak

0 = w∗n+1,n+j−1

= εe∗n+j−1

〈
de∗n+1, e

∗
n+j−1

〉
(6.63)

= 〈d (sinh θe2 + cosh θen+1) ,− sin θej + cos θen+j−1〉
= − sin θ sinh θw2j + sinh θ cos θw2,n+j−1 − sin θ cosh θwn+1,j

yazılabilir yani 3 ≤ i, j ≤ n için

w2j = cot θw2,n+j−1 − coth θwn+1,j (6.64)

ve (6.51) denklemi geçerlidir. Kesitsel eğrilik için (6.58), (6.59), (6.62) ve (6.64)
kullanılarak

w∗1,n+1 = εe∗n+1

〈
de∗1, e

∗
n+1

〉
(6.65)

= −〈de1, (sinh θe2 + cosh θen+1)〉
= sinh θw12 − cosh θw1,n+1

= −sinh θ

r
w2,

w∗2,n+1 = εe∗n+1

〈
de∗2, e

∗
n+1

〉
(6.66)

= 〈d (cosh θe2 + sinh θen+1) , sinh θe2 + cosh θen+1〉
= w2,n+1,

w∗i,n+1 = εe∗n+1

〈
de∗i , e

∗
n+1

〉
(6.67)

= 〈d (cos θei + sin θen+i−1) , sinh θe2 + cosh θen+1〉

= −sinh θ

sin θ
w2,n+i−1,

w∗2,n+k−1 = εe∗n+k−1

〈
de∗2, e

∗
n+k−1

〉
(6.68)

= 〈d (cosh θe2 + sinh θen+1) ,− sin θek + cos θen+k−1〉

= − sin θ

sinh θ
wk,n+1

eşitlikleri elde edilir. (6.52) ve (6.53)’den

w∗1,n+k−1 = −sin θ

r
wk, w∗i,n+k−1 = wk,n+i−1 (6.69)
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eşitliği vardır. O halde (6.6) , (6.11) , (6.65) , (6.66) , (6.68) ve (6.69) denklemleri
kullanılarak

Ω∗12 = w∗1,n+1 ∧ w∗n+1,2 +
∑
k

w∗1,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,2 (6.70)

= −sinh θ

r
w2 ∧ w2,n+1 −

sin θ

r

∑
k

wk ∧ w∗2,n+k−1

= −sinh θ

r
w2 ∧ w2,n+1 +

sin2 θ

r sinh θ

∑
k

wk ∧ wk,n+1

elde edilir. (6.8)’den,

w1 ∧ w1,n+1 + w2 ∧ w2,n+1 = −
∑
k

wk ∧ wk,n+1 (6.71)

yazılabilir. Bu nedenle (6.61) , (6.70) ve (6.71)’den

Ω∗12 =
sin2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗2 −

(
sin2 θ + sinh2 θ

r sinh θ

)
w2 ∧ w2,n+1

bulunur. Benzer şekilde

Ω∗1i = w∗1,n+1 ∧ w∗n+1,i +
∑
k

w∗1,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,i

=
sin2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗i −

(
sin2 θ + sinh2 θ

r sin θ

)
w2 ∧ w2,n+i−1,

Ω∗2j = w∗2,n+1 ∧ w∗n+1,j +
∑
k

w∗2,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,j

= −sin2 θ

r2
w∗2 ∧ w∗j +

(
sin2 θ + sinh2 θ

sinh θ sin θ

)
w2,n+1 ∧ w2,n+j−1

ve

Ω∗ij = w∗i,n+1 ∧ w∗n+1,j +
∑
k

w∗i,n+k−1 ∧ w∗n+k−1,j

=
sin2 θ

r2
w∗i ∧ w∗j −

(
sin2 θ + sinh2 θ

sin2 θ

)
w2,n+i−1 ∧ w2,n+j−1

eşitlikleri bulunabilir. (6.14) ile verilen dw2α Codazzi denklemleri dw2 birinci Cartan
yapı denklemiyle orantılı ise, M∗ için K∗12 = K∗2j = K∗1i = K∗ij = − sin2 θ/r2 kesitsel
eğrilikleri elde edilir. M için de benzer adımlar takip edilebildiği için bu fokal yüzey
de aynı sabit negatif kesitsel eğriliklerine sahiptir. �

Teorem 6.16 (Şimşek ve Özdemir 2016) l : M → M∗ fonksiyonu E2n−1
1 uzayında

Lorentz n-altmanifoldlar arasında yarı-küresel doğru kongruansı olsun öyle ki r uzak-
lığı ve normaller arasındaki açı θ 6= 0 sabittir. Durum 3 geçerli olsun. (6.14) ile
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verilen dw2α Codazzi denklemleri birinci tür Cartan yapı denklemi dw2 ile orantılı
ve en+1 bir timelike vektör ise M ve M∗ Lorentz n-altmanifoldları − sin2 θ/r2 sabit
negatif kesitsel eğriliğe sahiptir.

İspat: Durum 3 boyunca

3 ≤ i, j, k ≤ n

indisi kullanılacaktır. en+1 timelike vektör olsun. (6.51) , (6.58) , (6.59) , (6.60) ,
(6.61) , (6.62) , (6.64) , (6.65) , (6.66) ve (6.69) denklemlerinin tümü geçerlidir. Ayrıca,
(6.67) ve (6.68) yerine

w∗i,n+1 =
sinh θ

sin θ
w2,n+i−1 ve w∗2,n+k−1 =

sin θ

sinh θ
wk,n+1

denklemleri vardır. Bu denklemlerin tümü kullanılarak

Ω∗12 =
sin2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗2 −

(
sin2 θ + sinh2 θ

r sinh θ

)
w2 ∧ w2,n+1,

Ω∗1i =
sin2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗i −

(
sin2 θ + sinh2 θ

r sin θ

)
w2 ∧ w2,n+i−1,

Ω∗2j =
sin2 θ

r2
w∗2 ∧ w∗j +

(
sin2 θ + sinh2 θ

sinh θ sin θ

)
w2,n+1 ∧ w2,n+j−1,

Ω∗ij =
sin2 θ

r2
w∗i ∧ w∗j +

(
sin2 θ + sinh2 θ

sin2 θ

)
w2,n+i−1 ∧ w2,n+j−1

elde edilir. �

en+1 yerine en+i−1 (3 ≤ i ≤ n) seçilerek de yukarıdaki teoreme benzer bir
teorem elde edilir.

Teorem 6.17 (Şimşek ve Özdemir 2016) l : M → M∗ fonksiyonu E2n−1
1 uzayında

Lorentz n-altmanifoldlar arasında yarı-küresel doğru kongruansı olsun öyle ki r uzak-
lığı ve normaller arasındaki açı θ 6= 0 sabittir. Durum 4 geçerli olsun. (6.14) ile
verilen dw2α Codazzi denklemleri birinci tür Cartan yapı denklemi dw2 ile orantılı
ve e2 ve e∗n+1 timelike vektörler ise M ve M∗ Lorentz n-altmanifoldları − cos2 θ/r2

sabit negatif kesitsel eğriliğe sahiptir.

İspat: Durum 4 boyunca

3 ≤ i, j, k ≤ n

indisi kullanılacaktır. (6.42) ve (6.43) denklemleri hariç (6.41)− (6.46) denklemleri
Durum4 için de geçerlidir ve e2 ve e∗n+1 vektörlerinin timelike vektörler olması
koşulu altında (6.42) ve (6.43) denklemleri yerine sırasıyla

e∗n+1 = cosh θe2 + sinh θen+1, (6.72)

e∗n+i−1 = cos θei + sin θen+i−1,

e1 =
−→
xx∗ yönündeki vektör
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ve

e∗1 = −e1, (6.73)

e∗2 = sinh θe2 + cosh θen+1,

e∗i = − sin θei + cos θen+i−1

Diğer yandan w∗1, ..., w
∗
n, e∗1, ....e

∗
n çatısının dual koçatısı olduğundan (6.59) kul-

lanılarak

dϕ∗ = w∗1e
∗
1 + w∗2e

∗
2 +

∑
i

w∗i e
∗
i (6.74)

= −w∗1e1 + w∗2 (sinh θe2 + cosh θen+1) +
∑
i

w∗i (− sin θei + cos θen+i−1)

bulunur. (6.46) ve (6.74)’deki e1, .., e2n−1 vektörlerinin katsayıları kıyaslanırsa

w∗1 = −w1, (6.75)

w∗2 sinh θ = w2 + rw12, − sin θw∗i = wi + rw1i,

w∗2 cosh θ = rw1,n+1, cos θw∗i = rw1,n+i−1

elde edilir. Buradan

w2 + rw12 = r tanh θw1,n+1, wi + rw1i = −r tan θw1,n+i−1. (6.76)

yazılır. (6.41) , (6.44) ve (6.72) kullanılarak 3 ≤ i, j ≤ n için

0 = w∗n+1,n+j−1

= cos θ cosh θw2j + cosh θ sin θw2,n+j−1 + sinh θ cos θwn+1,j

ya da

w2j = − (tan θw2,n+j−1 + tanh θwn+1,j) (6.77)

ve

0 = w∗n+i−1,n+j−1

= cos2 θwij + sin θ cos θwn+i−1,j + cos θ sin θwi,n+j−1

ya da

wij = − tan θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1) (6.78)

söylenebilir. Önceki durumlarda olduğu gibi aşağıdaki denklemler hesaplanabilir.

w∗1,n+1 =
cosh θ

r
w2, w∗2,n+1 = w2,n+1,

w∗i,n+1 =
cosh θ

cos θ
w2,n+i−1, w∗2,n+k−1 = − cos θ

cosh θ
wk,n+1,

w∗1,n+k−1 =
cos θ

r
wk, w∗i,n+k−1 = −wk,n+i−1.
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Bu denklemler kullanılarak

Ω∗12 =
cos2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗2 +

(
cosh2 θ − cos2 θ

r cosh θ

)
w2 ∧ w2,n+1,

Ω∗1i =
cos2 θ

r2
w∗1 ∧ w∗i +

(
cosh2 θ − cos2 θ

r cos θ

)
w2 ∧ w2,n+i−1,

Ω∗2j =
cos2 θ

r2
w∗2 ∧ w∗j +

(
cosh2 θ − cos2 θ

cosh θ cos θ

)
w2,n+1 ∧ w2,n+j−1,

Ω∗ij =
cos2 θ

r2
w∗i ∧ w∗j +

(
cosh2 θ − cos2 θ

cos2 θ

)
w2,n+i−1 ∧ w2,n+j−1

eşitlikleri bulunur. �

Durum 2, Durum 3 ve Durum 4 n > 2 için geçerlidir çünkü bu durumlar-
daki sonuçlar n = 2 için Teorem 6.7’deki sonuçlardan farklıdır. Bunun sebebi E2n−1

1

Minkowski uzayının Lorentz n-altmanifoldları üzerindeki teğet vektörler arasındaki
hiperbolik açıdan dolayıdır.

6.2.2. Tamamlanabilme teoremi

İlk olarak sabit negatif eğrilikli Lorentz altmanifoldları için tamamlanabilme
teoremi ispatlanacaktır.

Teorem 6.18 (Şimşek ve Özdemir 2016) M, normal doğrultuları spacelike vektörler
olan, r > 0 ve θ sabit olmak üzere K = − sin2 θ/r2 sabit negatif eğriliğe sahip E2n−1

1

uzayında bir Lorentz n-altmanifold ve 2 ≤ t ≤ n için dwt,n+1 Codazzi denklemi,
dw1,n+1 Codazzi denklemiyle λt 6= 0 orantısına sahip olsun. Ayrıca, v0

1,v
0
2, ...,v

0
n

eğrilik vektörlerinden oluşan p0 noktasında bir ortonormal taban ve v0 =
n∑
i=1

civ
0
i ,

1 ≤ i ≤ n için ci 6= 0 ile bir birim vektör olsun. O halde normal doğrultuları
spacelike bir M∗ Lorentz n-altmanifold ve doğrultusu spacelike olan bir l : M→M∗

yarı-küresel doğru kongruansı vardır öyle ki p∗0 = l (p0) ise
−−→
p0p
∗
0 = rv0 ve θ, p0 ve p∗0

noktalarındaki normal düzlemler arasındaki açıdır.

İspat: 3 ≤ i, j ≤ n olmak üzere %, aşağıdaki

α2 = w2 + rw12 − r coth θw1,n+1,

αi = wi + rw1i − r cot θw1,n+i−1,

β2j = w2j − cot θw2,n+j−1 + coth θwn+1,j, (6.79)

βij = wij − cot θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1 ) ,

γij = wn+i−1,n+j−1,

1-formlarla oluşturulan bir ideal olsun. % idealinin kapalı diferensiyel ideal yani
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d% ⊆ % olduğu gösterilecektir. w1,n+1 = λ1w2,n+1 eşitliği kullanılarak

dα2 = dw2 + rdw12 − r coth θdw1,n+1

= w1 ∧ w12+
n∑
k=2

wk ∧ wk2+r

(
n∑
k=2

w1k ∧ wk2

)

+r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,2

)
− r coth θ

n∑
k=2

w1k ∧ wk,n+1

− r coth θ
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,n+1

≡ −1

r
w1 ∧ w2 + coth θw1 ∧ w1,n+1 + coth θ

n∑
k=2

wk ∧ wk,n+1

+ cot θ
n∑
k=2

wk ∧ w2,n+k−1

+ r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ w2,n+k−1 − r coth θ
n∑
k=2

w1k ∧ wn+1,k

+ r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,2

)
− r coth θ

n∑
k=2

w1k ∧ wk,n+1

dα2 ≡ −
1

r
w1 ∧ w2 + cot θ

n∑
k=2

wk ∧ w2,n+k−1 + r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ w2,n+k−1

+ r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,2

)
≡ −1

r
w1 ∧ w2 + r cot2 θΩ12 + rΩ12 (mod %)

elde edilir. M altmanifoldunun kesitsel eğriliği − sin2 θ/r2 olduğundan

Ω12 = sin2 θ/r2w1 ∧ w2

olur ki böylece dα2 ≡ 0 (mod %) ; yani, dα2 ∈ % bulunur. Benzer şekilde

λiw1,n+1 = wi,n+1

eşitliği kullanılarak dαi ≡ 0 (mod %) ; yani, dαi ∈ % bulunabilir. dβ2j diferensiyel
formu da

dβ2j = w21 ∧ w1j +
n∑
k=2

w2k ∧ wkj + Ω2j − cot θ (w21 ∧ w1,n+j−1)

≡ Ω2j +
1

r2
w2 ∧ wj + cot2 θΩ2j (mod %)
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olarak hesaplanır. Ω2j = − sin2 θ/r2w2 ∧ wj olduğundan dβ2j ≡ 0 (mod %) ; yani,
dβ2j ∈ % olur. Benzer şekilde, 3 ≤ i, j ≤ n için λjwi,n+1 = λiwj,n+1 eşitliği kul-
lanılarak dβij ≡ 0 (mod %) ; yani, dβij ∈ % bulunabilir.

(6.16)’dan

dγij = Ωn+i−1,n+j−1

yazılabilir. Sabit negatif kesitsel eğrilikli Lorentz n-altmanifoldun normal demeti
düzlemsel olduğu için Ωn+i−1,n+j−1 = 0, yani, dγij ∈ % olur.

Frobenious teoremi kullanılarak, e1 (p0) = v0 olacak şekilde p0 komşuluğunda
M üzerinde e1, ..., e2n−1 ortonormal çatı alanı vardır ve

w2 + rw12 = r coth θw1,n+1, (6.80)

wi + rw1i = r cot θw1,n+i−1, (6.81)

w2j = cot θw2,n+j−1 − coth θwn+1,j, (6.82)

wij = cot θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1 ) , (6.83)

wn+i−1,n+j−1 = 0 (6.84)

eşitlikleri söylenebilir. U, Rn’nin açık alt kümesi olmak üzere M, p0 komşuluğunda
ϕ : U → E2n−1

1 ile verilsin. ϕ∗ = ϕ + re1 tanımlansın. ϕ∗ dönüşümü E2n−1
1

Minkowski uzayının bir M∗ Lorentz n-altmanifoldunun parametrizasyonu olduğu ve
l (p0) = p∗0 ile l : M→M∗ yarı-küresel doğru kongruansı olduğu gösterilmelidir.

ϕ∗ dönüşümünün diferensiyeli alınırsa

dϕ∗ = dϕ+ rde1

= w1e1 +
n∑
k=2

(w1 + rw1k) ek +
n∑
k=2

rw1,n+k−1en+k−1 (6.85)

bulunur ve (6.80) ve (6.81)’den,

dϕ∗ = w1e1 +
r

sinh θ
w1,n+1 (cosh θe2 + sinh θen+1)

+
n∑
k=3

r

sin θ
w1,n+k−1 (cos θek + sin θen+k−1)

olur. Şimdi, w1, w1,n+1, ..., w1,2n−1 lineer bağımsız olduğu gösterilmelidir ki böylece
ϕ∗ bir Lorentz n-altmanifold M∗ tanımlar.

Teorem 6.2 kullanılarak M için p komşuluğunda en+1, ..., e2n−1 normal çatı
alanına göre u = (u1, ..., un) eğrilik çizgisi koordinatları seçilebilir ki böylece v0

i =
1

ai

∂

∂ui

∣∣∣∣
p0

olur, burada ai’ler birinci temel formun katsayılarıdır. vi =
1

ai

∂

∂ui
olsun

ve ϑi bu vektörün dual koçatısı olsun. vn+j−1 = en+j−1 ve 1 ≤ A,B ≤ 2n − 1 için
ϑA,B = δ (vB) 〈dvA,vB〉 olduğu düşünülsün. O halde, (6.20) eşitliğinden

ϑi,n+j−1 = δ (ei) b
n+j−1
i ϑi (6.86)
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elde edilir. e1 =
n∑
k=1

δ (ek) fkvk farzedilirse fk (p0) = δ (ek) ck yazılabilir. Bu nedenle,

w1 =
n∑
k=1

δ (ek) fkϑk, (6.87)

w1,n+i−1 = δ (en+i−1) 〈de1, en+i−1〉 =
n∑
k=1

δ (ek) fkb
n+i−1
k ϑk

elde edilir.

k = 1, ..., n olmak üzere Bk = δ (ek) e1 +
n∑
i=2

bn+i−1
k en+i−1 olsun. (6.22)’nin

ilk denklemi Bi vektörlerinin karşılıklı ortogonal, yani, lineer bağımsız olduğunu
gösterdiğinden w1, w1,n+1, ..., w1,2n−1 lineer bağımsızlığı buradan söylenebilir.

e1, cosh θe2 + sinh θen+1, ve cos θek + sin θen+k−1 vektörleri M∗ altmani-
foldunun teğet vektörleri olduğu (6.85)’den takip edilir. Bu nedenle, sinh θe2 +
cosh θen+1, ve − sin θek + cos θen+k−1 vektörleri M∗ altmanifoldunun normalleridir;
yani, M ve M∗ altmanifoldlarının normal düzlemleri arasındaki açı aynı ve θ’ya
eşittir. Ayrıca e1, M ve M∗ altmanifoldlarının ortak teğet vektörleridir ve M∗ nor-
malleri spacelike olan bir Lorentz n-altmanifold olur.

Son olarak, ortogonal projeksiyonun normal konneksiyonları değiştirdiği; yani,
w∗n+1,n+j−1 = 0 ve w∗n+i−1,n+j−1 = 0, 3 ≤ i, j ≤ n olduğu gösterilecektir. (6.50)’de
hesaplandığı gibi,

w∗n+1,n+j−1 = − sin θ sinh θw2j + sinh θ cos θw2,n+j−1 − sin θ cosh θwn+1,j

+ cosh θ cos θwn+1,n+j−1,

w∗n+i−1,n+j−1 = δ (ej) sin2 θwij − sin θ cos θ(δ (en+j−1)wi,n+j−1

+ δ (ej)wn+i−1,j) + cos2 θδ (en+j−1)wn+i−1,n+j−1

olur. (6.82) , (6.83) ve (6.84) eşitliklerinden w∗n+1,n+j−1 = 0 ve w∗n+i−1,n+j−1 = 0,
3 ≤ i, j ≤ n, bulunur. �

Benzer şekilde Teorem 6.18’in kanıtı takip edilerek Durum 3 ve Durum 4
için de tamamlanabilme teoremi verilebilir. Durum 3 için tamamlanabilme sistemi
(6.44) , (6.51) , (6.62) ve (6.64) tarafından oluşturulur.

Teorem 6.19 (Şimşek ve Özdemir 2016) M, teğet doğrultuları spacelike vektörler
olan, r > 0 ve θ sabit olmak üzere K = − sin2 θ/r2 sabit negatif eğriliğe sahip E2n−1

1

uzayında bir Lorentz n-altmanifold ve 2 ≤ t ≤ n için dwt,n+1 Codazzi denklemi,
dw1,n+1 Codazzi denklemiyle λt 6= 0 orantısına sahip olsun. Ayrıca, v0

1,v
0
2, ...,v

0
n

eğrilik vektörlerinden oluşan p0 noktasında bir ortonormal taban ve v0 =
n∑
i=1

civ
0
i ,

1 ≤ i ≤ n için ci 6= 0 ile bir birim vektör olsun. O halde teğet doğrultuları spacelike
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bir M∗ Lorentz n-altmanifold ve doğrultusu spacelike olan bir l : M → M∗ yarı-

küresel doğru kongruansı vardır öyle ki p∗0 = l (p0) ise
−−→
p0p
∗
0 = rv0 ve θ, p0 ve p∗0

noktalarındaki normal düzlemler arasındaki açıdır.

Durum 4 için de tamamlanabilme sistemi (6.44) , (6.76) , (6.77) ve (6.78)
tarafından oluşturulur.

Teorem 6.20 (Şimşek ve Özdemir 2016) M, normal doğrultuları spacelike vektörler
olan, r > 0 ve θ sabit olmak üzere K = − cos2 θ/r2 sabit negatif eğriliğe sahip E2n−1

1

uzayında bir Lorentz n-altmanifold ve 2 ≤ t ≤ n için dwt,n+1 Codazzi denklemi,
dw1,n+1 Codazzi denklemiyle λt 6= 0 orantısına sahip olsun. Ayrıca, v0

1,v
0
2, ...,v

0
n

eğrilik vektörlerinden oluşan p0 noktasında bir ortonormal taban ve v0 =
n∑
i=1

civ
0
i ,

1 ≤ i ≤ n için ci 6= 0 ile bir birim vektör olsun. O halde teğet doğrultuları spacelike
bir M∗ Lorentz n-altmanifold ve doğrultusu spacelike olan bir l : M → M∗ yarı-

küresel doğru kongruansı vardır öyle ki p∗0 = l (p0) ise
−−→
p0p
∗
0 = rv0 ve θ, p0 ve p∗0

noktalarındaki normal düzlemler arasındaki açıdır.

Durum 1 durumunda sabit pozitif kesitsel eğrilikli bir Lorentz n-altmanifold
olduğu için, genellikle normal demeti düzlemsel olması koşulu ve ikinci temel formu
diagonalleşen bir ortonormal çatı alanı seçebilme koşulları sağlanmaz. Bu nedenle
tamamlanabilme teoremini ispatlamak için bu hipotezler kabul edilmek zorundadır.
O halde bu varsayımlar altında Durum 1 için aşağıdaki tamamlanabilme teoremi
verilebilir.

Teorem 6.21 (Şimşek ve Özdemir 2016) M, normal doğrultuları spacelike vektörler
olan, r > 0 ve θ sabit olmak üzere K = sin2 θ/r2 sabit pozitif eğriliğe sahip E2n−1

1

uzayında bir Lorentz n-altmanifold olsun. Ayrıca, v0
1,v

0
2, ...,v

0
n eğrilik vektörlerinden

oluşan p0 noktasında bir ortonormal taban ve v0 =
n∑
i=1

civ
0
i , 1 ≤ i ≤ n için ci 6= 0

ile bir birim vektör olsun. O halde normal doğrultuları spacelike bir M∗ Lorentz
n-altmanifold ve doğrultusu spacelike olan bir l : M → M∗ yarı-küresel doğru kon-

gruansı vardır öyle ki p∗0 = l (p0) ise
−−→
p0p
∗
0 = rv0 ve θ, p0 ve p∗0 noktalarındaki normal

düzlemler arasındaki açıdır.

İspat: % ifadesi 2 ≤ i, j ≤ n olmak üzere

αi = wi + rw1i − r cot θw1,n+i−1,

βij = wij − cot θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1 ) , (6.88)

γij = wn+i−1,n+j−1

1-formlarıyla üretilen bir ideal olsun. d% ⊆ % olduğu yani % idealinin kapalı diferen-
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siyel ideal olduğu gösterilecektir. Buna göre

dαi = dwi + rdw1i − r coth θdw1,n+i−1

= w1 ∧ w1i +
n∑
k=2

wk ∧ wki + r

(
n∑
k=2

w1k ∧ wki

)
+ r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,i

)

− r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ wk,n+i−1 − r coth θ
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,n+i−1

≡ −1

r
w1 ∧ wi + cot θw1 ∧ w1,n+i−1 + cot θ

n∑
k=2

wk ∧ wk,n+i−1

− cot θ
n∑
k=2

wk ∧ wi,n+k−1 + r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ wk,n+i−1 − r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ wi,n+k−1

+ r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,2

)
− r cot θ

n∑
k=2

w1k ∧ wk,n+i−1

≡ −1

r
w1 ∧ wi − cot θ

n∑
k=2

wk ∧ wi,n+k−1 − r cot θ
n∑
k=2

w1k ∧ wi,n+k−1

+ r

(
n∑
k=2

w1,n+k−1 ∧ wn+k−1,2

)
≡ −1

r
w1 ∧ wi + r cot2 θΩ1i + rΩ1i (mod %)

bulunur. Ayrıca, M fokal yüzeyi sin2 θ/r2 pozitif kesitsel eğriliğe sahip olduğundan
Ω1i = sin2 θ/r2w1 ∧ wi olur. Buradan dαi ≡ 0 (mod %) ; yani dαi ∈ % elde edilir.
Şimdi dβij

dβij = wi1 ∧ w1j +
n∑
k=2

wik ∧ wkj + Ωij − cot θ (wi1 ∧ w1,n+j−1)− cot θ (wj1 ∧ w1,n+i−1)

− cot θ

(
n∑
k=2

wik ∧ wk,n+j−1

)
+ cot θ

(
n∑
k=2

wjk ∧ wk,n+i−1

)

≡ Ωij +
1

r2
wi ∧ wj + cot2 θ

n∑
k=2

wi,n+k−1 ∧ wn+k−1,j

≡ 1

sin2 θ
Ωij +

1

r2
w2 ∧ wj (mod %)

şeklinde hesaplanır. Buradan Ωij = − sin2 θ
r2

wi ∧ wj olduğundan dβij ≡ 0 (mod %) ;
yani dβij ∈ % sonucuna varılır.

(6.16)’dan

dγij = Ωn+i−1,n+j−1
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yazılabilir. Hipotezden E2n−1
1 uzayında sabit pozitif kesitsel eğrilikli Lorentz n-

altmanifoldun normal demeti düzlemseldir; bu nedenle Ωn+i−1,n+j−1 = 0, yani,
dγij ∈ % elde edilir.

Frobenious teoremi kullanılırsa, M üzerinde e1, ..., e2n−1 yarı-ortonormal çatı
alanı bulunmuş olur, burada e1 p0 komşuluğunda e1 (p0) = v0 olacak şekilde timelike
vektör ve

wi + rw1i = r cot θw1,n+i−1, (6.89)

wij = cot θ (wi,n+j−1 − wj,n+i−1 ) , (6.90)

wn+i−1,n+j−1 = 0 (6.91)

eşitlikleri vardır. U ⊂ Rn açık bir altküme olmak üzere M altmanifoldunun p0

komşuluğunda ϕ : U → E2n−1
1 immersiyonu ile verilsin. ϕ∗ = ϕ + re1 tanımlansın

öyle ki ϕ∗’ın E2n−1
1 uzayının bir M∗ Lorentz altmanifoldu tanımladığını ve l (p0) = p∗0

ile verilen l : M→M∗ fonksiyonunun bir yarı-küresel doğru kongruansı oluşturduğu
görülmelidir.

ϕ∗ fonksiyonunun diferensiyeli alınırsa

dϕ∗ = dϕ+ rde1

= w1e1 +
n∑
k=2

(w1 + rw1k) ek +
n∑
k=2

rw1,n+k−1en+k−1 (6.92)

ve (6.89)’dan

dϕ∗ = w1e1 +
n∑
k=2

r

sin θ
w1,n+k−1 (cos θek + sin θen+k−1)

elde edilir.

Şimdi w1, w1,n+1, ..., w1,2n−1 1-formlarının lineer bağımsız olduğu gösterilecektir
ki böylece ϕ∗’ın E2n−1

1 uzayında M∗ Lorentz n-altmanifoldu tanımladığı bulunmuş
olacaktır. Kabulden, en+1, ..., e2n−1 çatı alanına göre p noktasının komşuluğunda M

için u = (u1, ..., un) eğrilik çizgisi koordinatları seçilebilir ki böylece v0
i =

1

ai

∂

∂ui

∣∣∣∣
p0

yazılır, burada ai sayıları birinci temel formun katsayılarıdır. vi =
1

ai

∂

∂ui
ve ϑi dual

koçatısı, vn+j−1 = en+j−1 ve 1 ≤ A,B ≤ 2n− 1 için ϑA,B = δ (vB) 〈dvA,vB〉 olsun.
O halde (6.20)’den

ϑi,n+j−1 = δ (ei) b
n+j−1
i ϑi (6.93)

elde edilir. e1 =
n∑
k=1

δ (ek)
√
Kfkvk farzedilirse fk (p0) = 1√

K
δ (ek) ck yazılabilir. Bu
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nedenle

w1 =
n∑
k=1

δ (ek)
√
Kfkϑk, (6.94)

w1,n+i−1 = δ (en+i−1) de1 · en+i−1 =
n∑
k=1

δ (ek)
√
Kfkb

n+i−1
k ϑk (6.95)

eşitlikleri bulunur.

k = 1, ..., n için Bk = δ (ek)
√
Ke1+

n∑
i=2

bn+i−1
k en+i−1 olsun. (6.21)’in ilk denk-

lemi vasıtasıyla Bi vektörlerinin karşılıklı ortogonal ve bu nedenle lineer bağımsız
olduğunu gösterdiğinden w1, w1,n+1, ..., w1,2n−1 1-formlarının lineer bağımsız olduğu
sonucuna varılır.

(6.92) denklemi kullanılarak, e1, cos θek + sin θen+k−1 vektörlerinin M∗ alt-
manifolduna teğet vektörler olduğu sonucu bulunur. Bu nedenle, -sin θek+cos θen+k-1

vektörleri M∗’ın normalleridir; yani, ϕ immersiyona göre M’nin ve ϕ∗ immersiyonuna
göre M∗’ın normal düzlemleri arasındaki açılar aynı ve θ’ya eşittir. Dahası, e1 M
ve M∗ Lorentz altmanifoldlarının ortak teğet vektörüdür ve M∗ normal vektörleri
spacelike olan bir Lorentz n-altmanifolddur.

Son olarak, ortogonal izdüşümün normal konneksiyonları birbirine dönüştür-
düğü yani 2 ≤ i, j ≤ n için w∗n+i−1,n+j−1 = 0 olduğu görülecektir. (6.50)’de hesap-
landığı gibi

w∗n+i−1,n+j−1 = δ (ej) sin2 θwij − sin θ cos θ (δ (en+j−1)wi,n+j−1 + δ (ej)wn+i−1,j)

+ cos2 θδ (en+j−1)wn+i−1,n+j−1

elde edilir. (6.90) ve (6.91) eşitliklerinden 2 ≤ i, j ≤ n için w∗n+i−1,n+j−1 = 0
bulunur. �
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7. SONUÇ

Lorentz-Minkowski geometri, matematiksel fizikle birlikte diferensiyel geo-
metrinin bir parçası olarak görülen matematik biliminin canlı bir alanıdır. Ayrıca
fiziğin en güzel ve en başarılı teorilerinden biri olan genel görecelik ve sicim teorisinin
matematiksel buluşlarını bize sunar. Görecelik teorisinde bu uzaydaki altmanifold-
ların diferensiyel geometrisinin çalışılması da özel bir ilgiye sahiptir. Bu tezde,
Lorentz-Minkowski uzayında fokal eğri ve fokal yüzeyler üzerine kapsamlı bir çalışma
yapılmış, özellikle fokal yüzeyler ile ilgili yeni ve ilginç sonuçlar elde edilmiştir. İlk
olarak Minkowski (m+1)-uzayında fokal eğri ve geometrik özellikleri verilmiştir.
Özellikle Minkowski 3-uzayındaki lightlike olmayan bir regüler yüzey üzerindeki
bir spacelike ya da timelike eğrinin fokal eğrisi (evolütü) tekillik teorisi vasıtasıyla
tanıtılmış ve diferensiyel geometrisi yapılan çalışmalar çerçevesinde derlenerek araştır-
macılara sunulmuştur. Daha sonra yine tekillik teorisi kullanılarak, Minkowski 3-
uzayında üzerinde lightlike noktalar ile oluşturulan bir eğrinin bulunduğu karışık
yüzeylerin fokal yüzeyleri uzaklık kare fonksiyonlar ailesinin çatallanma kümesi olarak
(yani Kostik) verilmiş sağladığı önemli hipotez ve teoremler açıklanmıştır. Bununla
birlikte, Minkowski 3–uzayında daha önce düşünülmemiş olan doğru kongruansları
açısından fokal yüzeylere yaklaşılmış; parametrizasyonları açık şekilde ifade edi-
lerek Gauss eğrilikleri hem spacelike ve hem timelike yüzey olması durumunda
bulunmuştur. Ayrıca sırt ve alt-parabolik gibi önemli eğriler null olmayan yüzey
üzerinde tanımlanmış ve fokal yüzeyler vasıtasıyla geometrisi incelenerek önemli
yeni teoremler ifade edilmiştir. Son olarak Minkowski 3-uzayında yapılan Backlund
teoremi ve tamamlanabilme teoremlerinin 2n-1 boyutlu Lorentz uzayın n boyutlu
Lorentz altmanifoldlarına genişletilmesi suretiyle bu teoremlerin yüksek boyutlu
Lorentz uzaylarda farklı ve ilginç sonuçlar doğurduğu tespit edilmiştir.
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Submanifold of R2n−1, Annals of Mathematics, Second Series, 111 (3): 477-
490.

THIRION, J.P. and GOURDON, A. 1993. The Marching Lines Algorithm, New
results and proofs. Rapports de Recherche, 1881: INRIA, Sophia Antipolis,
France.

VARGAS, R.U. 2005. On Vertices, focal curvatures and differential geometry of
space curves. Bull Braz Math Soc, New Series, 36 (3): 285-307.

YATES, R. C. 1952. A Handbook on Curves and Their Properties, J. W. Edwards,
Ann Arbor.

ZHONG, H.H. and LI, L. 2008. A kind of rectilinear congruences in the Minkowski
3-Space. J. Math. Res. Expos., 28 (4), 911–918.

108



ÖZGEÇMİŞ 
 

Hakan ŞİMŞEK 1987 yılında Ankara'da doğdu. İlk ve orta 
öğrenimini Ankara'da, lise öğrenimini Antalya'da tamamladı. 2004 
yılında girdiği Akdeniz Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakültesi 
Matematik Bölümü'nden 2008 yılında Matematikçi olarak mezun 
oldu. 2008 yılı Eylül ayında Akdeniz Üniversitesi Fen Bilimleri 
Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı'nda Yüksek Lisans öğrenimine 
başladı. 2010 yılı Haziran ayında da yüksek lisansını tamamladı. 
2011 yılı Eylül ayında Akdeniz Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, 
Matematik Anabilim Dalı'nda doktora eğitimine başladı. Halen 
Akdeniz Üniversitesi'nde doktora eğitimi yapmaktadır. 

 




