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Bu tez iki temel kisimdan olusmaktadir. Ilk boliim, Morita tarafindan
kurulan p-adik Hurwitz-Lerch  L-fonksiyonunun Washingtonun yontemiyle
kurulmasini  ve bu sirada tamimlanan genellestirilmis  Apostol-Bernoulli
polinomlarimin béliinebilme 6zelliklerini ve bu polinomlarin sagladigit Kummer
tipli kongriianslar icerir.

Ikinci boliimde ise kath Barnes Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu tanimlanmis ve
Rezidii Teoremi ve kontur integral teknikleri yardimiyla bu fonksiyonun negatif tam
sayilardaki degerleri ile iligkili olan N. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlarinin
tanim1 ve Ozellikleri verilmistir.  Daha sonra bu polinomlar yardimiyla kath
Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun p-adik benzeri olugturulmustur.
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ONSOZ

Riemann zeta fonksiyonu ve bu fonksiyonun negatif tam sayilarda aldig
degerlerle iligkili olan Bernoulli sayilar1 analitik sayilar teorisinde 6nemli bir yere
sahiptir. Bernoulli sayilar1 ilk olarak Jacob Bernoulli’nin 1700°lii yillarda yayinlanan
Ars Conjectandi isimli caligmasinda, ardigitk tam sayilarin kuvvetlerinin sonlu
toplamlar: icin tanimladigl 6zel bir rasyonel say1 dizisidir. Bu sayilar, Riemann zeta
fonksiyonunun negatif tam sayilarda aldigi degerlerle yakindan iligkilidir. Bugiin
Riemann zeta fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyon, ilk kez onsekizinci yiizyilin
ilk yarisinda karmagik analiz kullanmadan Fuler tarafindan tanimlanmigtir. Daha
sonra 1859 yilinda Riemann tarafindan karmagik degiskene genigletilmigtir.

(agdas matematigin en meshur teoremlerinden biri olan Fermat'nin Son
Teoremine ilk ciddi yaklagim 1847 yilinda Kummer tarafindan yapilmigtir.
Bu caligsma sirasinda Kummer, Bernoulli sayilari i¢cin Kummer Kongriianslar:
olarak ifade edilen kongriianslar elde etmigtir. ~ Kummer’in c¢aligmalarindan
esinlenerek Hensel, 1900’lii yillarin baglarinda p-adik sayilar cismini sistematik
olarak olugturmustur. Bu cisimler iizerindeki analiz ile ortaya cikan ve p-adik
analiz olarak adlandirilan calisma alaninda Kummer Kongriianslarinin yorumu
1964 yilinda Kubota ve Leopoldt tarafindan yapilmistir. Kubota ve Leopoldt,
Riemann zeta fonksiyonunun pozitif olmayan tam sayilarda aldigr degerler ile
Kummer Kongriianslarmi gozlemleyerek tek tiirlii belirli bir p-adik analitik C, (s)
fonksiyonunun varhigini géstermislerdir.

Giintimiizde Dirichlet serileri yardimiyla tanimlanan zeta fonksiyonlarinin
p-adik benzerini olugturmak i¢in Kubota ve Leopoldt’un kullandigi yontem diginda
bircok yontem vardir. Bu calismada bu yontemlerden iki tanesi kullanilarak
Hurwitz-Lerch L-fonksiyonunun ve kath Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun
p-adik benzerleri olusturulmus ve bu sirada Apostol-Bernoulli sayilar ile ilgili
Kummer tipli kongriianslar elde edilmigtir.

Akademik hayatimin ilk basamaklarinda saglam bir altyapr olusturmami
saglayan, bu caligmanin ortaya cikmasinda ve sonrasinda yardimlarini esirgemeyen,
ogrencisi olmaktan biiylik onur duydugum degerli danigsmanim Dog¢. Dr. Mehmet
CENKCI'ye her zaman beni aydinlattigi ve ufkumu genislettigi icin en icten
tesekkiirlerimi sunarim.

Bugiinlere ulasmamda biiyiik emegi olan, her kararimi destekleyen, maddi
manevi yanimda duran, biiyiik bir anlayis ve sabirla beni dinleyen sevgili aileme ¢ok
tegekkiir ederim.
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L,(s;T,a,X) p-adik Hurwitz-Lerch L-fonksiyonu

Cy (8,501, we, o, wWh) Katli Barnes-Hurwitz zeta fonksiyonu

Cpn (8, 75w, wa, ..,wy)  Kath Barnes-Hurwitz zeta fonksiyonunun p-adik benzeri

N (8,7, a;wy,we, ...,wy) Kath Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu
o (8, T, a5 w1,Wa, ..., wy) Kath Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun p-adik benzeri
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1. GIRIS

Kondiiktorii f, olan bir ilkel x Dirichlet karakteri i¢in Dirichlet L-fonksiyonu, s € C,
Re (s) > 1 olmak tizere
_ i X (n)
nS

n=1

ile tamimlanir. y = 1 temel karakter icin L (s,1), ((s) ile gosterilen Riemann
zeta fonksiyonudur. Dirichlet L-fonksiyonu, Dirichlet tarafindan kanitlanan ve
giiniimiizde Dirichlet Teoremi olarak bilinen n = 0,1,2, ... icin kn + h gseklindeki bir
aritmetik dizide sonsuz coklukta asal saymin olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun
(h,k) = 1 olmasi ifadesinde kullamlmigtir. Dirichlet L-fonksiyonu ayrica Asal Say1
Teoreminin analitik olarak adlandirilan kanit yonteminde 6nemli rol oynar.

Meghur “Ars Conjectandi” isimli ¢aligmasi ile Jacob Bernoulli verilen ardigik
tam sayilarin kuvvetlerinin sonlu toplamlar1 ¢aligmalarinda rasyonel sayilarin 6zel
bir dizisi ile ilgilenen ilk kisidir. Bu calismada bu rasyonel say1 dizilerinin iiretecini
veren bir tanimlayict baginti bulunmugtur. O zamandan beri s6z konusu say1 dizisi
Bernoulli sayilari olarak adlandirilir ve n € Z, n > 0 olmak iizere B, ile gosterilir.

B,, Bernoulli sayilar1
= Z B (t] < 2n)

n=0

iirete¢ fonksiyonu ile verilir. n > 0 icin Bernoulli polinomlar:

B, (1) = zn: (Z) Bp™

m=0

ile tamumlanir. Kondiiktori f, olan ilkel x Dirichlet karakteri ile genellegtirilmis
Bernoulli sayilar1 n € Z, n > 0 i¢in B, ,, ile gosterilir ve

et — 1
n=0 a=1
ile tanimlanir. x = 1 temel karakter i¢in B, ; = B,, ve By ; = —DB; dir. B,, Bernoulli

sayilar ile ¢ (s) Riemann zeta fonksiyonu arasindaki n € Z, n > 1 igin

(-n)=-2n

n

bagintisina benzer olarak B, , ile L (s, x) arasinda n € Z, n > 1 icin

B,



bagintis1 vardir. y karakteri ile genellegtirilmis Bernoulli polinomlar

n n .
Bn,x (7—) — Z <m> Bn—m,XT

m=0
ile tanimlanair.

(agdag matematigin en meshur teoremlerinden biri olan Fermat'nin Son
Teoremi tek p asal sayilarn i¢in 2P + y? = 2P denkleminin agikir olmayan tam
say1 ¢oziimlerinin olmadigini ifade eder. 1994 yilinda Wiles tarafindan kanitlanan
bu teorem icin ilk ciddi yaklasim 1847 yilinda Kummer tarafindan yapilan ve
devirli cisimlerle ilgili olan caligmalarda ele alinmigtir. Kummer, Fermat'nin Son
Teoreminin Q (Cp) devirli cismin smif sayisi ile aralarinda asal olan tiim sayilar
icin dogru oldugunu gostermistir. Bir asal sayinin séz konusu sinif sayisini boliip
bélmedigini belirlemek icin oldukca kullamighh bir kriter elde etmigtir. Bir p
asalinin s6z konusu sinif sayisini bolmesi icin gerekli ve yeterli kosul p asalinin
k=2,4,6,...,p—3icin By Bernoulli sayilarinin paydasini bolmesidir. Sinif sayilari
ile aralarinda asal olan asal sayilara diizgiin (regiiler) asal sayilar denir. Kummer,
bir asal saymin diizgiinliigii icin yukaridaki kriteri giiniimiizde Bernoulli sayilar:
icin Kummer Kongriianslar1 olarak adlandirilan asagidaki ifadeyi kanitlayarak elde
etmigtir:

p bir tek asal say1, m ile n ¢ift tam sayilar, n = 0 (mod p — 1) ve m = n
(mod p — 1) ise
By,
m

(1—p™") =(1-p"") % (mod p)

dir.

Kummer’in ¢aligmalarindan esinlenerek Hensel, 1900’li yillarin baglarinda
p-adik sayilar cismini sistematik olarak olugturmustur. Rasyonel sayilar cismi
iizerinde p-adik norm tanimlamis ve bu norma gbre bu cismin tamlanigini
olugturmugtur.  Rasyonel sayilardan reel ve karmagik sayilarin olugturulmasi
yontemine benzer olarak Q, p-adik rasyonel sayilar cismi ve @, cisminin cebirsel
kapaniginin tamlanigi olan C, cismini tanmimlamigtir.

Bu cisimler {izerindeki analiz ile ortaya cikan ve p-adik analiz olarak
adlandirlan c¢ahsma alaninda Kummer Kongriianslarimin yorumu 1964 yilinda
Kubota ve Leopoldt tarafindan yapilmistir.  Kubota ve Leopoldt, Riemann
zeta fonksiyonunun pozitif olmayan tam sayilarda aldigi degerler ile Kummer
Kongriianslarin1 gozlemleyerek £ > 1 tam sayilari i¢in

G (L—k)=(1-p"")CA-k)

esitligini saglayan tek tiirlii belirli bir p-adik analitik ¢, (s) fonksiyonunun
varhgini gostermiglerdir. Bu caligmayi ayrica klasik Dirichlet L-fonksiyonunun

2



p-adik benzerlerinin olugturulmasina genigletmiglerdir. 1960’larda Iwasawa, p-adik
L-fonksiyonlar1 kullamilarak devirli cisimlerin etkili bir gekilde caligilabilecegini
gostermistir. Aym yillarda Leopoldt L, (1, x) icin simif sayis1 formiiliinii elde ederek
eliptik egriler ve modiiler formlara eklenmis L-fonksiyonlarinin 6zel degerleri gibi
diger genellegtirmelere olanak saglamigtir. Bu genellegtirmeler Fermat'nin Son
Teoreminin kanitinda Wiles tarafindan kullanilmigtir.

Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu @ (s, a, \) ile gosterilir ve [A| < 1 oldugunda
s € Cigin, |A| = 1 oldugunda Re (s) > 1 i¢in

o0

(5,0,3) Zk—I—a

k=0

ile tanimlanir. Burada, a € Z ve a > 0’dir. Bu fonksiyonun 6zel durumlari bir¢ok
fonksiyon vermektedir:

Lipschitz-Lerch zeta fonksiyonu (z € R) (Srivastava ve Choi 2001)
0 e27r1k:v )
(s,a,x) Z (s,a,eQ’”x),
= (
periyodik zeta fonksiyonu (Lerch zeta fonksiyonu) (Apostol 1951)

00 .
e27r1kx

F (I, S) — Z — eZﬂ'ix(I) (S, 17627Ti$) 7

Hurwitz zeta fonksiyonu

sazz k—l—a ® (s,a,1),

k::O

Riemann zeta fonksiyonu
=1
— = 1,1).
D DRI
k=1

Karmagik kontur integral teknigi ve Rezidi Teoremi kullanarak
Lipschitz-Lerch zeta fonksiyonunun pozitif olmayan tam say1 degerleri icin
ﬁn+1 (a’ eQWiJ})

gb(—n,a,x):— n+ 1

esitligini gostermek miimkiindiir. Burada n € Z, n > 0 i¢in ,, (a, @)

Y B (1.1)




tireteg fonksiyonu ile tanimlanir. 3, (0, ) yerine 3, (o) yazilirsa iireteg fonksiyonu

tanimindan .
n
= nem 1.2
ufa.) =3 () dnla)a (12
elde edilir. Dolayisiyla 3, (a, @), a degiskenine gore derecesi n olan bir polinomdur.
Yine iireteg fonksiyonu tanimindan S, («) fonksiyonlarmin « degigkenine gore bir
rasyonel fonksiyon oldugu goriiliir. Ozel olarak, Apostol (1951)

m

a)=n ~ ) —Y g n—1,m
)= 3 (S

oldugunu gostermigtir. Burada S (n,m) ikinci tip Stirling sayisidir. Giinlimiizde
B, (a) ile B, (a,a), sirasiyla Apostol-Bernoulli sayilari ve polinomlart olarak
adlandirilir.

1976 yilinda Morita bir ilkel yx Dirichlet karakteri ile genellestirilmis
Hurwitz-Lerch L-fonksiyonunu

L(s;a,\, x) = iz( )\"

n=0
ile tanimlanmigtir. Karmagik kontur integrali ve Rezidii Teoremi ile negatif olmayan
her n tam sayisi icin

L <_na a, )‘7 X) = wn,x (CL, )‘)
oldugunu géstermistir. Burada v,, | (a, \), M £ 1 icin

)\b (z-‘rb)

f
x(

ile tanimlanir. Morita, wn’x (a, A) fonksiyonunu p-adik olarak ifade ederek p-adik
say1 cisminde tanimh fonksiyoneller ile p-adik Hurwitz-Lerch L-fonksiyonunu
olugturmustur.

Dirichlet L-fonksiyonunun p-adik benzerinin tanimlanma yontemleri genel
olarak ii¢ grupta toplanabilir. Bunlar, kuvvet serisi yontemi (Iwasawa 1972,
Washington 1997), fonksiyoneller (Kubota ve Leopoldt 1964, Morita 1976) ve
p-adik integrasyondur (Koblitz 1979, Young 2003). Bu tez ¢aligmasinda p-adik
Hurwitz-Lerch L-fonksiyonu Washington tarafindan ele alinan kuvvet serisi yontemi
ile olugturulmugtur.  Bunun i¢in ilk olarak genellegtirilmis Apostol-Bernoulli
polinomlar1 ve sayilart tanimlanmigtir:

Tanim 1.1 Kondiktori f olan bir ilkel x Dirichlet karakteri ve of # 1 icin



ile  tammlanan (B, .(7,a) fonksiyonlarna (x  karakteri ile) genellestirilmis
Apostol-Bernoulli polinomlary denir.

q sayisi, p = 2 icin 4, p > 2 asal sayisi i¢in p olarak tanmimlansin. p-adik
Hurwitz-Lerch L-fonksiyonu Apostol-Bernoulli polinomlar1 yardimiyla asagidaki
teorem ile olugturulmustur:

Teorem 1.2 v, kondiktori f olan bir ilkel Dirichlet karakteri, ' sayist q ile f
saylarinan bir katr ve |aF — 1‘p > 1 olsun. Bu durumda

{s €Cp:lsl, < qpfﬁ}

kiimesinde p-adik analitik olup asaqudaki ozelliklere sahip bir L,(s;qT,a5X)
fonksiyonu vardir:

Hern > 1 tam sayisy i¢in

1 1 - qT
LP (1 —niqT, «, X) = _ﬁﬁn,xn (qTa Oé) + ;Xn(p)p 1671,)(” (? ap)

dir. Ly(s;q7,,x) fonksiyonu

S e S (L)
M

L, (s;qr,a,x) =

\Ir—ﬂ

seklinde ifade edilir.

p bir asal say1 ¢ = 0 (mod p — 1) olacak sekildeki pozitif ¢ tam sayisi ve
n# 0 (mod p — 1) olan pozitif ¢ift n tam sayisi igin Kummer Kongriianslar

"“A’“ B € Z,

seklinde de ifade edilebilir (Washington 1997). Burada A.z, = 2,4 — @,
ile tamimlanan A, dogrusal fark operatorii siireklidir. Bu operatoriin k defa
uygulanmasi sonucu

bagintisi elde edilir.

Kummer Kongriianslarinin genellegtirilmis Bernoulli sayilarina uygulanmasi
ilk kez Carlitz (1959) tarafindan incelenmistir. ¢ =0 (mod p — 1) 6zelliginde olan

5



pozitif ¢ tam sayisi;, n > k > 1 olacak gekilde n ile k pozitif tam sayilart ve u > 0
tam sayist i¢in f, # p* olan bir x Dirichlet karakteri

_ 1
p kAl;EBn,x € Zp [X]

ifadesini saglar. n > k kisitlamasi kaldirihirsa A¥ operatorii

~ 1
By =——(1=x,(0)p""") By,

n
sayisina uygulandiginda kongriiansin gergeklestigi gortiliir (Shiratani 1985). Burada,
kondiiktorii f, olan bir ilkel x Dirichlet karakteri i¢in x,, = yw™" dir. Ayrica y > 0
tam say1 olmak iizere f, # p" olacak sekilde bir x Dirichlet karakteri ve n, k, c
pozitif tam sayilari igin

¢ AL Bny € Zy[X]
dir. Kummer Kongriianslarinin bir geniglemesi olarak Gunaratne (1995), p > 5 asal
sayist, n, k, ¢ pozitif tam sayilar, y = w” olacak sekilde h € Z ve h 2 0 (mod p—1)

i¢cin p™*AFB,,, € Z, oldugunu ve ifadenin n sayisindan bagimsiz modiilo pZ, bir
deger oldugunu gostermistir.

Fox (2000), iki degigskenli p-adik L-fonksiyonunu kurmus ve bu fonksiyon
yardimiyla genellestirilmis Bernoulli polinomlar1 i¢in Kummer Kongriianslarini
elde etmistir. Bu tezde Fox tarafindan elde edilen kongriianslarin benzerleri,
p-adik Hurwitz-Lerch L-fonksiyonu yardimiyla genellestirilmis Apostol-Bernoulli
polinomlari i¢in elde edilmigtir:

Teorem 1.3 n, ¢, k, k' pozitif tam sayplar, k = k" (mod p — 1) ve 7 € Zy, |7], <
‘pqilfxn‘p olsun. ‘ozF — 1’p > 1 ise

Oéqu_kAlccgn,x (T) - q_kAIcgEn,X (O)
=g VAKB, (1) — ¢ M AFS,  (0)  (mod pZ,[x,al)

dir.

Barnes (1904), 20. yiizyihn baglarinda ¢ (s, ) Hurwitz zeta fonksiyonunu
dogal bir yolla genellestirerek zeta fonksiyonlarinin yeni bir sinifin1 olugturmustur.
Cy (8,m5w1,we, ... ,wy) ile gosterilen Barnesin kath zeta fonksiyonu bir N dogal
say1s1, pozitif reel wq,wa,...,wy sayilari, reel kismi pozitif olan bir x karmasik sayisi
ve Re (s) > N olan s karmagik sayisi i¢in

o0

CN(va;wlaw27"'awN): Z (aj+w1t1 +w2t2+"'+thN)7S



ile tanimlanir. Bu fonksiyonlar s degiskenine gore tiim karmasik diizleme meromorfik
devam ettirilebilirler ve s = 1 noktasinda analitiktirler. N =1 ve w; = 1 i¢in ( (s, )
Hurwitz zeta fonksiyonu elde edilir. Hurwitz zeta fonksiyonu ile klasik gamma

fonksiyonu arasinda
0 r (x))
—C((s,x) |s=0= 10
Os ( ) | o= 10g (\/ﬁ

bagintis1 vardir. Bu bagintidan esinlenerek Barnes, kathh gamma fonksiyonunu
tanimlamigtir (Tangedal ve Young 2011).

Yetmis yil boyunca bu konu pek ilgi gérmemis, ancak 1970’lerin ortalarinda
Shintani (1977), reel kuadratik say:1 cisimleriyle iligkili zeta fonksiyonlarimin 6zel
degerleri i¢in kath-boyutlu (y (s, A,z) zeta fonksiyonunu tanimlamigtir. A =
{aij} .., girdileri pozitif olan N x n tipinde bir matris, = (21, 22,...,2y) € RY
ve Re (s) > & olmak iizere (yy (s, A, ) fonksiyonu

(v(s A= Y Do i+m)a,)™

m1,ma,....,mny=05=1 =0

seklinde tanimlanir. n = 1 durumunda Barnes’in kath zeta fonksiyonu elde edilir.
Ayn1 dénemde Cassou-Nogues (1975), Shintani’nin ¢ahgmalarimdan bagimsiz ve
Barnes’dan habersiz olarak kath zeta fonksiyonlarini olugturmusg ve bu fonksiyonlarin
daha sonra Volkenborn integrali yardimiyla tanimlanacak olan p-adik benzerlerini
geligtirmigtir. Bu tez caligmasinda ilk olarak katli Barnes-Hurwitz-Lerch zeta
fonksiyonu ¢y (s,z,a;w) tanimlanmig ve Rezidii Teoremi ile karmagik kontur
integral teknikleri kullanilarak agagidaki sonug elde edilmigtir:

Teorem 1.4 wy,ws, ..., ,wy pozitif reel sayilar, x € C, Re(z) > 0 ve
ac{rexp(if) :0<r<1l,—m<0<m}

olsun. Bu durumda,

s~la® exp (x2)

In (s, ! / © d

S, T, ;W) = — z

N  2mi 1 —avrexp(wiz)) - (1 —a“~exp (wyz))
C

fonksiyonu s degiskenine gore bir tam fonksiyondur. Ayrica Re(s) > 1 i¢in
oy (s,z,0w0) =T (1 —s) In (s, 2,05 ) (1.3)
dir.

Burada I'(s), Euler gamma fonksiyonunun analitik devamidir. Dolayisiyla
(1.3) esitliginin her iki tarafi da s € C i¢in analitik oldugundan bu esitlik her s
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karmagik sayisi igin gegerlidir. Barnes tarafindan tanimlanan (y (s, z; w1y, wa, ..., Wy )
fonksiyonunun negatif tamsayilarda aldig1 degerlerle yakindan iligkili olan ve
tTL

[eS)
- E BN,n ($7wlaw27"'7wN)m
n=0 ’

tN exp (xt)
(exp(wit) — 1) ... (¥~ exp(wnt) — 1)

iirete¢ fonksiyonu ile tammmlanan Bernoulli-Barnes polinomlar1 Bayad ve Beck
(2013) tarafindan da cahgilmigtir. Bu tez ¢aligmasinda mertebesi N olan n—inci
dereceden Apostol-Bernoulli polinomlar 8y, (7, a; wy, wo, ..., wx) tanimlanmigtir ve
oy (s,2,a;w) fonksiyonunun negatif tam sayilardaki degerleri ile bu polinomlar
arasindaki iligki verilmigtir.

Teorem 1.5 wi,ws,...,wy pozitif reel sayilar, x € C, Re(x) > 0 ve
ac{rexp(if):0<r<l,—m<l<m}
olmak tzere k > 0 tam sayist i¢in

k(=)
by (~h,069) = {3+ oy P (0,05

dir.

Kubota ve Leopoldt’un (1964) Riemann zeta ve L-fonksiyonlarmin p-adik
benzerlerini inga etmesinden sonra Morita (1975), Diamond (1977) ve Washington
(1997) sirasiyla klasik gamma, log gamma ve Hurwitz zeta fonksiyonlarnin p-adik
benzerlerini olusturmuslardir. Diamond, log gamma fonksiyonunun p-adik benzeri
olan G, fonksiyonunu Volkenborn integrali yardimiyla tanimlamigtir. Kashio (2005),
Shintani ve Cassou-Nogues’in bazi caligmalarini yeniden diizenlemig ve Shintani’nin
onemli bir formiiliine oldukca yakin bir p-adik sonug elde etmistir. Tangedal
ve Young (2011), p-adik kath zeta ve log gamma fonksiyonlarim tanimlarken
Kashio'nun teknigindeki gibi Volkenborn integralini farkli bir integrand ile
kullanmiglardir. Bu tezde Tangedal ve Young’in (2011) kullandig: teknik yardimiyla
katli Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu olan ¢y (s, z, ;) fonksiyonunun p-adik
benzeri

_ 1 o™t (- wt)
¢p,N (s,x,a;w): <S—N)/ ( —7 ) dt

wiwy - wy (s —1)--- < x 4wt >3

N
ZP

esitligi ile tanimlanmig ve

N
(1
¢p,N(_k7'x7a;w):<<I>> Z( ) kial) ¢ ( k—m,x,a;w)

m=0

ifadesi elde edilmigtir. Burada (o), ile gosterilen Pochhammer sembolii («), =
ala+1)---(a+k—1) ve (a), = 1 seklinde tanimlanir.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. p-adik Sayilar Cismi ve Bazi1 Elementer Fonksiyonlar

Bu boliim; Katok (2007), Gouvea (1997), Schikhof (1984), Cohen (2007) ve
Washington (1997) tarafindan yazilan kitaplarindan derlenerek hazirlanmigtir. Bu
boéliimde verilen teoremlerin kanitlar: ve konuyla ilgili daha detayh bilgiler i¢in bu
kaynaklar incelenebilir.

Tamim 2.1 F bir cisim olsun. Asagqidaki ézellikleri saglayan ||| : F — RT U {0}
donistimine F cismi tzerinde bir norm denir:

i) |lz]| =0 2=0
i) Her x,y € Figin |lzy|l = ||z ||yl
iti) Her x,y € F icin ||z +y| < |=| + l|y]|

F' cismi bu normla indirgenen metrik ile bir metrik uzay olur.

Tanim 2.2 Bir norm
|z +yl| < max {||z[,[ly[}

ozelligini sagliyorsa bu norma non-Archimedean norm denir.

Bu normla birlikte F cismine non-Archimedean cisim denir.
Non-Archimedean norm ile indirgenen d metrigine ultrametrik denir. Bu
metrik, licgen egitsizligi yerine "giiclii {icgen esitsizligi" ad1 verilen agsagidaki ozelligi
saglar:

d(z,y) < max{d(z,z),d(zy)}

p bir asal say1 olsun. Q cismi fizerinde bir ||, : Q — R* U {0} doniisiimii

—vp(z)
_ e #0
“”'P‘{ 0, =0 }
seklinde tamimlansin, burada v, (z) ile verilen p-adik degerleme asagidaki sekilde
tanimlanir:

x € Z igin y € Z, p{ y olmak iizere z = p*y ise v, (x) = k’ dur. r=73€Qve
b#0ise v, (x) =v,(b) —v,(a) dir.

r=y (mod mZ,)

kongriiansi
vp(z —y) = vy (m)

anlamindadar.



Onerme 2.3 |.|, déniigimi Q cismi izerinde bir non-Archimedean normdur.

Teorem 2.4 (Ostrowski Teoremi) Q cismi tizerinde asikar olmayan her norm, p
asal sayr veya p = oo olmak tizere |.|p normuna denktir.

Onerme 2.5 Q cismi |.|p normu tarafindan indirgenen metrik ile tam uzay degildir.

Tanim 2.6 Hp normuna gore Q cisminin tamlanisina p-adik sayilar cismi denir ve
Q, ile gdsterilir.

Bu durumda Q, cisminin elemanlary; Q cismindeki |.| , normuna gére Cauchy
dizilerinin denklik simiflaridir.

m sayis1 pozitif bir tam say1 olsun. 0 < d_,, < p ve her i > —m tamsayisi
icin 0 < d; < p olmak iizere

d—m d—m+1
pm pm—l

+ ot dy+dip+dop® + - - (2.1)

serisi ele almsm. Her e > 0 icin p~ <€ olacak sekilde bir N tam sayist secilebilir
oyle ki £k > n > N icin

k n
Z dip' — Z dip'

1=—m 1=—m

< max {|dipi‘p} <pVN<e

n<i<k

p

oldugu icin (2.1) ifadesi ile verilen serinin kismi toplamlar dizisi |.|, normuna gére
bir Cauchy dizisidir. Bundan dolay1 (2.1) formundaki her seri Q, cisminin bir
elemanidir. Tersine QQ, cisminin her eleman1 da (2.1)’de verilen bir seri ile ifade
edilebilir. Ancak bu kismin gosterilebilmesi icin 6nce asagidaki teorem verilmelidir.

Teorem 2.7 Q, cismindeksi, |a|p < 1 ozelligini saglayan her a denklik sinafy tam bir
tane {a;} Cauchy dizisi gosterimine sahiptir oyle ki

i) HerieNigina; €7 dirve 0 <a; <p'
ii) Heri € N i¢gin a; = a;41 (mod p) ’ dir.

Bu durumda bu teorem yardimyla [a[, < 1 0Ozelligini saglayan her a
elemaninin gosterim dizisinin her a; terimini agsagidaki sekilde yazmak miimkiindiir:
a; = do+ dip+ dop® + -+ - + di_1p' (2.2)
Burada d; € {0,1,--- ,p — 1} dir. Ayrica Teoremin (i) maddesinden
i1 = do + dip + dop® + - + diap" " + dip’
10



yzilabilir. Buradaki dy’dan d;_;’e kadar olan sayilar (2.2) esitligindeki sayilarla
aymdir. Boylece a sayist ||, normuna gore yakinsak olan asagidaki seri ile ifade

edilir: .
a=2 "
n=0
Bu durumda a = - - - d,, - - - dod1dy yazilir ve bu yazilima a’nin kanonik p-adik acilimi
denir.

Q, cisminin, |al, > 1 6zelligini saglayan her a elemani p sayismin bir kuvveti
ile (p™ = lal, ile) carpusm. |a’[, = 1 6zelligini saglayan o’ = ap™ sayis1 elde edilir.
Buradan a sayisi

a= Z dp" (2.3)

ile yazilabilir. Burada d_,,, # 0 ve d; € {0,1,--- ,p — 1} dir. O halde a eleman1 da
kanonik p-adik acilima sahiptir ve bu acilm a = ---d, - - - dod dy.d_1d_o - - - d_,, ile

gosterilir.

Agagidaki Onerme; bir p-adik saymnin normunun, o sayinin sahip oldugu
kanonik acilimin sifirdan farkh ilk katsayisinin indisi ile belirli oldugunu soyler:

Onerme 2.8 0 < n < k igin d,, = 0 ve dy # 0 olacak sekilde a = > d,p" ise lal, =
n=0

p* dur. d_y # 0 olmak dizere a = Y dup" ise |al, = p™ dir.

n=—m

p-adik agihm yardimiyla Q, cisminde aritmetik iglemler asagidaki sekilde

verilir: - .

a= Z a,p" ve b= Z b, p"
olsun. Burada a,, b, € {0,1,--- ,p—1}ve a_,, # 0'diwr, fakat b_,,, b_pi1,...
seklinde ilk birkac terim sifir olabilir. Bu durumda

a+b= Z (@, + by,) p"

n=—m

serisi yakinsaktir, ancak (2.3) esitligi ile verilen formda degildir. Teorem2.7 ile
verilen kanonik forma doniigtiirme yontemi, p-adik sayilarin kanonik formdaki
yvazilimlarinda sagdan sola standart toplama iglemine karsihik gelir. Bu ydntem
yardimiyla elde edilen seri,(2.3) esitligi ile verilen formda yazilabilir. Boylece a + b
sayis1 da kanonik p-adik agilima sahiptir. Benzer sekilde ¢arpma islemi de agagidaki

sekilde tanimlanir:
a= Z a,p" ve b = Z b.p"

n=—m n=—k
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kanonik formda verilen iki say1 olsun. Verilen iki seri terim terim c¢arpilip yeniden
diizenlenirse

elde edilir. Burada

U_m—k = a—mb—k’

U1 = Gmi1b_p + a_mb g i1

dir.

Tanim 2.9 Bir a € Q, p-adik sayisiin kanonik agilvmi sadece p’nin negatif
olmayan kuvvetlerinden olusuyorsa a sayisina p-adik tam sayr denir.

p-adik tamsayilar kiimesi Z, ile gosterilir, dolayisiyla

Ly, = { Zaipi }
=0

dir. Z, = {a €Qy:lal, < 1} oldugu kolayca goriilebilir. Bu gekilde tanimlanan Z,
kiimesi yukarida verilen iglemler ile bir degismeli halkadir.

Onerme 2.10 Bir
a=---a10g

p-adik tam sayisinin Z, halkasinda bir carpimsal tersinin var olmast icin gerek ve
yeter sart ag # 0 olmasidur.

Z, halkasindaki tersinir elemanlarm kiimesi Z; ile gosterilsin. Bu durumda

Z*:{aezp:ya\ :1}

p p

dir.

Teorem 2.11 Q, cisminde bir {a,} dizisinin bir Cauchy dizisi ve dolayisiyla
yakimsak olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki ozelligi saglamasidir:

lim |a,41 — an|p = 0.
n—oo
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Onerme 2.12 a,, € Q, olmak iizere bir 3. a,, serisinin Q, cisminde yakinsak olmast
n=0
igin gerek ve yeter kosul lim |a,|, =0 olmasidur.
n—o0

Formal bir kuvvet serisi, a, € Q, olmak iizere

flx) = Zanx"
n=0

ile verilsin. Bu serinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kogulun lim |a,z"| » =0
n—oo
[e.e]
oldugu biliniyor. Béoylece bir r > 0 reel sayisi i¢in lim |a,| ,1" =01se ) a,z" serisi
n—o0
n=0

en azindan |z|, < r bolgesinde yakimsaktir.

Tamim 2.13 Katsaylar: Q, cisminde olan bir f(xr) = > a,a" kuvvet serisinin
n=0
yakinsaklbk yaricapr 0 < ryp < 0o genisletilmis reel sayisi

7y = sup {T >0 fapl, " — O}

ile tanwimlanar.

Onerme 2.14 f(z) = Y a,z™ kuvvet serisinin yakinsaklk yaricap
n=0

1

B limsup\an\;/”

dir.
Q, cisminde baz: temel fonksiyonlar agagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.15 |z — Hp < 1 olan x € Z, degerleri i¢in p-adik logaritma fonksiyonu

log, (z) = logz = Z (=)™ (= 1"

n=1

n

serisi tle tanimlanar.

Tanim 2.16 |x|p < p_p%l olan x € Z, degerleri icin p-adik dstel fonksiyon;

o n

exp, (v) = Z %

n=0

serist tle tanimlanar.
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Q, cismi cebirsel kapali degildir. Q) cisminin cebirsel kapanigi (@p ile
gosterilsin.  Q, cismi [.[, normunun genislemesiyle elde edilen norm ile tam uzay

degildir. C, ile, Q, cisminin tamlanisi gosterilsin. Bu durumda agagidaki énerme
verilebili:

Onerme 2.17 C, cismi cebirsel kapalidar.

Cr = {x €C,: |zl
fonksiyonunun ve p-adik {istel fonksiyonun tamimlari, sirasiyla asagidaki sekilde
genigletilebilir:

< 1} kiimesi tanimlansin. p-adik logaritma

Tanim 2.18 Tanim 2.15’de verilen seri ile logaritma fonksiyonu log : V. — C,
olarak tamimlanabilir. Burada V kiimes:

V:{xGC;:]:E—1|p<1}

ile verilir.

Tanim 2.19 Tanwm 2.16°da verilen seri ile dstel fonksiyon exp : W — C, olarak
tanamlanabilir. Burada W kiimest

1
W:{xeC;:]x|p<p P—l}

ile verilir.

Bu fonksiyonlar disinda, tezin Bulgular béliimiinde kullanilacak olan ve p-adik binom
serisi olarak da bilinen énemli bir fonksiyonun tanimi burada verilebilir:

Tanim 2.20 z,a € C, i¢in z* fonksiyonu, asagqida verien toplam yakinsak

oldugunda
— (a) (x —1)"
n=0 n

ifadesi ile tanymlanar.

2.2. Dirichlet Karakteri

G bir sonlu carpimsal Abel grubu olsun. G grubundan karmagik sayilarin C*
carpimsal grubuna tanimlanan bir homomorfizme G grubunun bir karakteri denir.
Dolayisiyla, G grubunun bir karakteri, f : G — C*, her z;y € G icin
f(zy) = f(x) f (y) ozelliginde olan bir déniigiimdiir. G grubunun karakterlerinin
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kiimesi Hom (G, C*) ile gosterilen ve G grubunun duali olarak adlandirilan bir grup
olugturur.

n € Z, n > 1 olmak iizere Z/nZ halkasmdaki tersinir elemanlarin (Z/nZ)"
grubu, mertebesi ¢ (n) olan bir Abel grubudur (burada ¢, Euler ¢-fonksiyonudur).
Bu grubun dualindeki bir y elemanina bir Dirichlet karakteri denir. Bu karakter,
tanim kiimesi n sayis1 ile aralarinda asal olan tam sayilar, goriintii kiimesi C*
ve x (ab) = x(a)x (b) Ozelligini saglayan bir fonksiyon olarak ele alinabilir. Bu
fonksiyon tiim tam sayilar kiimesine (a,n) # 1 ise x(a) = 0 olacak gekilde
genisletilebilir.

n | m olmak iizere (Z/mZ)" grubunun her karakteri n modiiliine gore (Z/nZ)*
grubunun bir karakteridir. Bu yiizden bir y Dirichlet karakterinin modiilii olan n
sayisini en kiiciik olacak gekilde secmek uygundur. Bu tiirde olan sayiya y Dirichlet
karakterinin kondiiktorii denir ve f, (veya kisaca f) ile gosterilir. Bu c¢aligma
boyunca her karakterin kondiiktorii modiiliinde tanimlandigr varsayilacaktir. Bu
tiirde olan karakterlere ilkel karakter denir.

X ve 1, sirasiyla kondiiktorleri f, ve fy olan Dirichlet karakterleri olsun.
carpimi agagidaki gekilde tanimlansin:

V(2] (fy ) Z)" — C.

v (a) = x (a) ¢ (a) homomorfizmasi ele alinsin. Bu durumda y), ~ ile iligkili bir ilkel
karakterdir ve y1 karakterinin kondiiktorii olan f,., sayist (fy, fy) sayisint boler. Bu
calisma boyunca y karakterinin kondiiktérii f ile gosterilecektir.

2.3. Teichmiiller Karakteri ve Baz1 Geniglemeleri

p bir asal say1 olmak iizere

_ [ p pF 2ise
= 4, p =2 ise.

olsun. a € Z ve (a,p) = 1 ise w(a)®? = 1 olacak sekilde tek tiirlii belirli bir
w(a) € Z, vardir. Bu say1

w(a) =a (mod ¢Z,)

ozelligindedir. Bu gekilde tanimlanan w (a) sayisi tiim tam sayilara (a,p) # 1 igin
w(a) = 0 olacak sekilde genigletildiginde bir karakter olarak diigiiniilebilir. Bu
durumda w, kondiiktorii ¢ olan bir Dirichlet karakteridir. Bu karaktere Teichmiiller
karakteri denir. Bu karakter yardimiyla



fonksiyonu tanimlansin. (a) =1 (mod ¢Z,) dir. 7 € C, 7|, < 1i¢in w(a +q7) =
w (a) oldugundan (a) = w=*(a)a fonksiyonu

(a+qr) =w ' (a)(a+qr)
seklinde genigletilebilir.

Q genislemesinden C, cismine bir gomme secilsin ve bu se¢im sabitlensin.
Kondiiktorii f olan bir ilkel y Dirichlet karakteri i¢in bu gémme yardimiyla yx
degerlerinin C, cisminde oldugu diisiiniilebilir. Bu karakter yardimiyla x,, = xw™"
tanimlansin. Buradaki ¢arpim, bir 6énceki boliimde tanmimlanan karakterlerin ¢arpimi
anlamindadir ve y,, karakterinin kondiiktorii olan f, , ekok(f, ¢) sayismin bir katidur.

Teichmiiller karakterinin bir diger genislemesi ise agagidaki sekilde verilebilir
(Cohen 2007, Tangedal ve Young 2011):

C, kiimesi, C, cismindeki tersinir elemanlarin kiimesi ve P, p asal sayisinin
rasyonel kuvvetlerinin kiimesinin QQ kiimesinden C, cismine yapilan gémme altinda
C,, cismindeki goriintiisii olsun. U kiimesi C; cisminde mertebesi p ile boliinmeyen

<1
P

birimin koklerinin grubu olsun. Bu durumda z € C, ve |z[, = 1 ise )m — 7

olacak gekilde tek tiirlii belirli bir 7 € U elemani vardir (buna Teichmiiller gsterimi

denir). Bu gosterim 2= lim 2?" seklinde de yazilabilir. Bu tanim x € C i¢in
n—oo

A

A T
= p”p(f)

ile genigletilebilir. Yani, = p"u, p" € P2 ve |u|p = 1 i¢in % = u tammlanabilir.
Buradan < . > fonksiyonu C; iizerinde

<z >= p_””(x);
x

ile tamimlanabilir (bu tanim p = 2 i¢in Washinton’un tammmindan farklidir). Bu
tanim, carpimsal gruplarin bir direkt ¢arpimina olanak saglar.

D:{xeCp:|x—1]p<1}
olsun. Bu durumda
C,~P¥xUxD
vp(x) (V(:t)/\ )
r=p7"r <x>— (pPV r,<x>

. * . . . N . . . . . . . . o .
dir. € cisminin Q kiimesinden C, cismine yapilan gommenin se¢imine baghdur;

pvr®) Zove < x> izdiigtimleri sadece birimin kokleri ile belirlenir. Ancak Qy,
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Q, cismindeki tersinir elemanlarin kiimesi olmak lizere x € Qy igin bu izdiigiimler

tek tiirlii belirlidir ve gommenin seciminden bagimsizdir. z +— p»® ve z — &
izdiisiim doniisiimleri {yc €Cy: |z —yl, <yl p} seklindeki yuvarlar {izerinde sabittir
ve boylece tiirevleri sifirdir.

2.4. p-adik L-Fonksiyonu

Kubota ve Leopoldt (1964) Dirichlet L-fonksiyonunun p-adik benzerlerinin varligini
kanmitlamis ve negatif tam sayilardaki degerlerini elde etmiglerdir. Daha sonra
bircok farkli yontemle olugturulan bu fonksiyonun tanimlanmasinda kullanilan
yontemler kuvvet serileri, fonksiyoneller ve p-adik integrasyon olmak iizere iic
grupta incelenebilir.  Iwasawa (1972) ve Washington (1997) kuvvet serileri
yardimiyla p-adik L-fonksiyonunu kurmustur. Washington’un kullandigi y&ntem
Iwasawa’nin yonteminden biraz daha farklidir. Washington’un yonteminde p-adik
L-fonksiyonunun kesin ifadesi elde edilmektedir. Bu bolimde Washingtonun
yontemi ele alinacaktir, Iwasawa’nin yonteminden ileride s6z edilecektir.

a ve F sayilart 0 < a < F ozelliginde olan tam sayilar olmak {izere
H(s,a, F) = Z 1 i b
m=a (mod F) m n=0 (a t nF)
m=0

tanimlansin, bu durumda n > 1 i¢in

Fn—l
H(-n,a,F)= -8B, (%)
n

olur. Serilerin yakinsaklik bolgesini belirlemekle ilgili olan agagidaki 6n teorem
verilebilir:

On Teorem 2.21 (Washington 1997) r saypsi 0 < r < p*p%l < 1 ozelligini
saglayan bir reel say ve bir M sabiti i¢in |an|p < Mr™ olmak tizere

) =3 (i)

n=0

—1
olsun. Bu durumda f(x) fonksiyonu yakinsaklik yaricapr en az R = (rpp%l> > 1

olan bir kuvvet serisi seklinde yazilabilir.

Bu 6n teoremin kullanilabilmesi icin birer rasyonel sayir olan Bernoulli
sayilarinin paydasinin, bir p asalinin hangi kuvvetini igerdiginin bilinmesine ihtiyag
vardir. Bu amacg dogrultusunda von Staudt-Clausen Teoremi olarak bilinen
asagidaki teorem burada hatirlatilabilir:
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Teorem 2.22 (von Staudt-Clausen) n bir dogal sayi, p bir asal sayr ve Agy, bir tam

saytr olmak tizere
1
BZn = A2n - Z ]_9

p asal
(p—1)|2n

dir.

1840 yilinda Thomas Clausen tarafindan kanitsiz olarak verilen ve ayni yil
Christian von Staudt tarafindan kanitlanan bu teoremin farkl yontemlerle yapilan
birgok kamit1 Cayley’in (2007) yiiksek lisans tezinde bulunabilir.

H,(s,a,F) fonksiyonunun analitiklik Ozellikleri asagidaki teorem ile
verilebilir:

Teorem 2.23 (Washington 1997) F ve a sayilars q | F, pfa, 0 < a < F ozelliginde
olan tam sayilar olsun.Bu durumda

B:{SGCP:|s|p<qp7ﬁ>1}

kimesinde p-adik meromorfik bir H,(s,a,F) fonksiyonu vardir. Her n > 1 tam
5G/181 1¢IN,

H,(1—-n,a,F) :w_n(a)H(l_nya,F)Z—%Bn <%>

dir. Ozel olarak, p > 2 i¢cinn =0 (mod p —1) vep =2 i¢in n =0 (mod 2) ise
H,(1—n,a,F)=H(l—n,a,F)
dir. H, fonksiyonu s = 1 noktasindaki basit kutbu hari¢ analitiktir ve fonksiyonun

bu kutuptaki rezidiisti % dir.

Bu teoremin kaniti Teorem 2.22 ve On Teorem 2.21 yardimiyla yapilir. Bu
teoremden yararlanilarak p-adik L-fonksiyonu olugturulabilir. Bunun icin &nce
genellestirilmis Bernoulli sayilart ve klasik Bernoulli sayilar: arasindaki baginti ifade
edilmelidir.

On Teorem 2.24 F sayist q ve f sayilarimn bir kate olmak izere

F
_ a
B, =F"! Z X (a) B, (f)
a=1

dir.
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L,(s;x) p-adik L-fonksiyonu Washington (1997) tarafindan agsagidaki sekilde
tanimlanmigtir:

Teorem 2.25 (Washington 1997) x, kondiktori f olan bir ilkel Dirichlet karakteri
ve F saysi q ile f sayilarimin bir katr olsun. Bu durumda,

B = {SE(Cp : |s]p<qpfp%1}

kiimesinde p-adik meromorfik (x # 1 icin analitik) bir L,(s;x) fonksiyonu vardr.
Hern > 1 tam sayst icin

(1—x,@p

Lp(l_n§X):_ n

) — (2.4)

dir. x =1 ise L,(s;1) fonksiyonu s = 1 noktasindaki basit kutbu hari¢ analitiktir.
Fonksiyonun s = 1 noktasindaki rezidisi (1 — l) dir. Ly(s; x) fonksiyonu

Ly(six) = %S i ; i:x(a) <a>1s§: (1 ; S)Bj (g)j
e =0

seklinde ifade edilir.

2.5. Kummer Tipli Kongriianslar

Iwasawa (1972), Dirichlet L-fonksiyonunun bir p-adik benzerinin varhgimi ve kuvvet
serileriyle ifade edilebilecegini kanitlamigtir. Bu yoOntemden yararlanarak Fox
(2000), iki degigkenli p-adik L-fonksiyonunu olugturmug ve bu fonksiyon yardimiyla
genellegtirilmis Bernoulli polinomlar: i¢cin Kummer tipli kongriianslar elde etmigtir.
Bu boéliimde ilk olarak Iwasawa’nin p-adik L-fonksiyonunu olustururken kullandig:
yontemden bahsedilecektir.

@p, Q, cisminin cebirsel kapanigi, K, Q, cisminin bir sonlu genislemesi ve
{b,}, K cisminde bir dizi olsun. Bu durumda

tn = §<—1>”’“ (Z) b

esitligi ile K cisminde bir {c, } dizisi tanimlanabilir. {a,}, K cisminde bir dizi olmak

iizere -
Ax) = Z apx"

n=0
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serilerinin olugturdugu K [[x]] kiimesi {izerinde

HAHp = Sup |a’n|p
n

normu tanimlansin. [[A||, < oo dzelligindeki A kuvvet serilerinin kiimesi Px ile
gosterilsin.

1
Teorem 2.26 (Iwasawa 1972) 7 sayst 0 < r < |p|p~" dzelligini saglayan bir reel
sayr ve her n = 0 tam sayisy i¢in ¢ bir reel sayr olmak tizere |cn]p < o™ olsun.
Bu durumda Py kimesinde asagidaki ozellikleri saglayan tek tirli belirli bir A(z)
kuvvet serist vardar:

(i) A(z) kuvvet serisi €], < Iz 1=t kosulunu saglayan her & € Q,, igin yakinsaktur.
(ii) Her n > 0 i¢in A(n) = b,, dir.

Sonug 2.27 (Iwasawa 1972) A(xz) Teorem 2.26’deki kuvvet serisi olsun. Bu
durumda, [€], < plp™" r=t Gzelligindeki her € € Q, igin

A= (%)

n=0

dir.

Q, (x), her a € Z, i¢gin Q, cisminin x (a) tarafindan iiretilen bir genislemesi
olmak iizere K = Q, (x) olsun. K cisminde

bn,x = (1 — Xn (p) pnil) anXn

o= 20 (o

k=0

esitlikleri ile tammlanan {b,,} ve {c,,} dizileri icin agsagidaki 6n teorem ifade
edilebilir:

On Teorem 2.28 (Iwasawa 1972) Her n > 0 tam saist igin

eunl, < |02 lal?

dir.
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Bu 6n teorem

1 phfxn

ifadesi yardimiyla kanitlanir. On Teorem 2.28 kullanilarak r = lq| , icin Teorem 2.26,
K = Q, (x) cismindeki {b,,, } ve {c,,} dizilerine uygulanabilir.

Teorem 2.29 (Iwasawa 1972) Asagidaki ozellikleri saglayan bir p-adik meromorfik
L,(s;x) fonksiyonu vardur:

(i) Ly(s;x) fonksiyonu B' = {s €Q,:|s— 1], < Iplp " 7“1} bilgesinde yakinsak

olan

a_ = n
Ly(s;x) = _loi + Zan,x (s —1)
n=0

S

1—%, x =1 1se;

0, x#1 ise dir.

kuvvet serisidir. Burada a,, € K ve a_y, = {

(ii) Her n > 0 tam sayise i¢in

1 (1—x,(@p"")
L,(1—n;x) = _ﬁbn’x = — . By, (2.5)

dir.

Bu teorem,
1
Ly(six) = =74 (1 =)
esitligi yardimiyla kanitlanabilir. (2.5) esitligi
Ly(1 = nix) = (1= xu () ") L(L = 15X,
seklinde de yazilabilir.

Iwasawa tarafindan yukaridaki sekilde tanimlanan L,(s;x) fonksiyonu, Fox
(2000) tarafindan iki degiskenli L,(s, ;) fonksiyonu tanimlanarak genigletilmigtir.

T €Q, 7], < 1 ve K; =Q, (x,7) olarak alinsim. Bu durumda,
bn(T,0)) = By y (g7, ) — X, ()" By, (?, Q )
ile tamimlanan b, (7, «) ve
Cn(Taa) - (TL)(_l)n_kbm(T?a)

ile tanimlanan ¢, (7, o), K. = Q, (x, 7) cisminde birer dizidir.
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Teorem 2.30 (Fox 2000) Her 7 € C,, |7, < 1 dgin tek tirli belirli
bir p-adik meromorﬁk L,(s,T;x) fonksiyonu wvardr. Bu  fonksiyon B' =

{s €Q,: |s —1f, < |p| "lal, } bolgesinde yakinsak olan
L(s.m0 = 220 S ) sy
p\°2s 1 s —1 i n,x

- 1_17 =1 use; .
serisi ile gosterilir. Burada, a,, (7) € K; ve a_1, (1) = { o X : dir.

Ayrica her n > 1 tam sayist i¢in

e 1 N o )

dir .

F sayis1 pg~' f, sayismn bir pozitif kati olsun. Teichmiiller karakterinin
geniglemesi yardimiyla kongriianslar icin 6nemli rol oynayan asagidaki teorem
verilebilir:

Teorem 2.31 (Fox 2000) 7 € Cp, |7], < 1, ve x =1 i¢in s # 1 olmak iizere s € B’
olsun. Bu durumda

Ly(s, 7+ F; X) = Ly(s, 7 X) Z xi(a) {a+qr)~° (2.6)
(ap) 1

dir.

Bu teoremin kanit1 6nce s = 1 — n icin yapilir. s € B’ icin kanit asagidaki
sonuca dayanir:

On Teorem 2.32 (Iwasawa 1972) A, () ile Ay(x), K [[2]] kuvvet serileri halkasinin
sifirin bir komsulugunda C, cisminde yakinsak olan ki elemans olsun. Sifirdan

farkly ve C, cisminde sifira yakinsayan bir {€,} dizisi i¢in Ay (§,) = Az (&,) ise
Aj (x) = A () dir.

(2.6) esitliginin sol tarafi A;(s) ve sag tarafi A, (s) kuvvet serisi olarak
diisiiniilebilir. Sifir, negatif tam sayilarm bir limit noktasi oldugundan On Teorem
2.32'deki {¢,,} dizisi i¢in negatif tam sayilar alinabilir. Bu durumda, A;(s) ve As (s)
kuvvet serilerinin s € B’ icin yakinsak olduklar1 gosterildiginde On Teorem 2.32’den
yararlanilarak Teorem 2.31’{in kanit1 tamamlanir.
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Sonug 2.33 (Fox 2000) x =1 i¢in s # 1 olmak tizere s € B’ olsun. Bu durumda,

qF
Ly(s, F;x) — Ly(s,0; x) = Z

dir.

Gosterimde sadelik acisindan n pozitif bir tam say1 olmak iizere

By, (7) = _% (Bwn(qr) = Xa(P)P""' Bux, (£)>

p

olsun.  Bu durumda, yukaridaki sonuglar yardimiyla Fox (2000) tarafindan
kanitlanan Kummer tipli kongriianslar verilebilir.

Teorem 2.34 (Fox 2000) n,c, k pozitif tam saylar ve T € Z,, |T ‘pq lfxn
olsun. Bu durumda,

¢ P AEBuy (T) = AL By (0)

ifadesi Zy x| halkasinin bir elemanider ve modilo qZ, x| n sayisindan bagimsizdr.

Bu teorem oncelikle F' sayisi pg~! f, - sayisinin bir pozitif kati olmak tizere 7 =
F ic¢in kanitlanir. pg~? fx,Z kiimesindeki pozitif tam sayilar pq! Ix,,Zy kiimesinde
yogun oldugundan bu teoremin bir 7 € pg'fy, Z, elemam icin kamti pg~' f, 7Z,
kiimesinde 7 elemanima yakinsayan pozitif bir {7;} dizisinin varlig: ile elde edilir.
Bu teorem yardimiyla, benzer sekilde kanitlanan asagidaki sonu¢ da verilebilir:

Teorem 2.35 (Fox 2000) n,c, k, k' pozitif tam sayplar, k = k' (mod p — 1) ve T €
L, |7], < ‘pqilfxn‘p olsun. Bu durumda

g AR B,  (T) = ¢ FAEB,  (0)= ¢ ¥ A B, (1) —¢ ¥ AFB,, (0) (mod pZ, X))
dir.

2.6. Volkenborn integrali ve Barnes Kathh Zeta Fonksiyonunun p-adik
Benzeri

Iyi o6zelliklere sahip (en azindan siirekli, ancak genel olarak analitik) p-adik
fonksiyonlart tanimlamanin bircok yolu vardir. Bu yontemler birbirleriyle
iligkilidir ve bunlar yardimiyla gamma, zeta ve L-fonksiyonlarinin p-adik benzerleri
tanimlanabilir. Bu yontemlerden bazilar1 p-adik interpolasyon yontemi, Mahler
acilimi, kuvvet serileri ve p-adik 6l¢iim kullanilarak uygulanan yontemlerdir. p-adik
Ol¢iim iceren yontemlerden biri de Volkenborn integralinin kullanilmasidir.
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Tanim 2.36 (Cohen 2007) Verilen bir g fonksiyonu icin iki degiskenli

By (z,y) = "2 =8 (92 — z )

fonksiyonu bir a € Z, ve x # y i¢in (z,y) — (a,a) iken | = ¢’ (a) limitine sahip ise
g fonksiyonuna a € Z, noktasinda kesin diferansiyellenebilirdir denir. Bir X C Z,
i¢in g fonksiyonu her a € X noktasinda kesin diferansiyellenebilir ise g fonksiyonuna
X kiimesinde kesin diferansiyellenebilirdir denir ve g € S (Z,,) ile gdsterilir.

Tanim 2.37 (Cohen 2007) g : Z, — C, fonksiyonu verilsin. g fonksiyonunun Z,
tizerindek: Volkenborn integrali, eger limit varsa

Jowit=lm = 3™ g(m)

T
Zp 0<n<p

formiili ile tanimlanar.

g € S'(Z,) ise [g(t)dt vardir (Cohen 2007). g € S*(Z,) olan fonksiyonlar
Z,

icin agagidaki egitlikler saglanir:

/g(t+1)dt:/g(t)dt+g’(0),

Zp Zp

/g(t+1)dt:/g(—t)dt,

Zp Zp

Zp

m—1
1
O dt = — i) dt Z.m > 0.
/9() m;/g(J+m) . meZm=0
=

Tangedal ve Young (2011) kath Volkenborn integralinin tanimim iterasyon
yardimiyla verip bu tanimdan faydalanarak Barnes kath zeta fonksiyonunun p-adik
benzerini elde etmiglerdir. Buna goére 1 < k < N olmak iizere her sabit
(tksts tega, -5 ty) € ZD7F vektorii igin Fy (tg, tpsr, ... tn) € S'(Z,) fonksiyonu
verilsin. k. iterasyonda

/Fk (testpsr, .. tn) dl
ZP

integrali hesaplanacaktir. Bu kosullar altinda

//"'/f(tlat%”-atN)dtldt2"'dtN

Zp Ly Zp
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ile verilen N katli tekrarli Volkenborn integrali kisaca asagidaki sekilde gdsterilebilir:

/f (B)dt, t=(ti,ta,... tn).
ZN

Bu tanmmi kullanarak Tangedal ve Young (2011) asagidaki On teoremi
kanitlamiglardir:

On Teorem 2.38 wy,ws,...,wy € C, vex € C, olsun. 1 < k < N ozelligindek:
her k tam sayist i¢in

/Bk—l,n (x + wity + - - Fwnty; w1, W, ..., wWi—1) di

Zyp
= WpBi (7 + wipateyr + - ot w1, W2, - -, W)
dir.
Burada By, (z;w1,wa, ..., wnN),
tN exp () i "
- BN n ((L’, w) -
— ... — ’ |
(exp(wit) — 1) -+~ (exp(wnt) —1) = n!
tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan, mertebesi N olan W = (wy,ws, ..., wy) vektorii ile

n. dereceden Bernoulli polinomudur.

Ayrica z € C; ve s € C,, igin < z >*, seri yakinsak oldugunda

<z >°= i(:l) (<ax>-1)"

n=0

olarak tamimlanabilir. Bu tamim x ve s degigkenlerinin bir fonksiyonu olarak
Tangedal ve Young (2011) tarafindan kanitlanan agsagidaki 6nerme ile verilmigtir:

Onerme 2.39 = € C, i¢in s =< x >* fonksiyonu Z, izerinde s degiskeninin
bir C fonksiyondur ve s = 0 civarinda pozitif yaricaply bir yuvar tzerinde
analitiktir; bu yuvar tzerinde x degiskeninin bir fonksiyonu olarak yerel analitiktir
ve < . > fonksiyonu i¢in yapilan se¢imden bagimsizdir. K, Q, cisminin dallanma
indeksi p — 1 saysindan kiigtik olan sonlu bir geniglemesi ve (), K geniglemesinin
tam saylar halkasinin maksimal idealt olmak tizere v € K i¢in s —< x >°
fonksiyonu |s|, < |7T\;1p_ri1 icin analitiktir. s € Z, ise v —< x >°
fonksiyonu {ZE €Cpilr—yl, < |y|p} seklindeki bir yuvar tzerinde x degiskeninin

bir fonksiyonu olarak analitiktir.
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Tangedal ve Young (2011), Barnes'm (1904) ((s,z) Hurwitz
zeta fonksiyonunu genellegtirerek elde ettigi kath zeta fonksiyonu olan

Cn (8, 7501,w2, ... ,wy) fonksiyonunun p-adik benzerini, wi,ws,...,wny € C;
ve A, {w1,ws,...,wxn} kilmesinin Z,-dogrusal gerdigi kiime olmak iizere x € C,\A
icin

1
Con (8, 75w, wa, .. W) =

wiwy - wy (s —1)---(s = N)

// / +W1t1 —|—w2t2—|— +thN)N dtdt dt
1062 - W N

< x4+ wity +waty + -+ - +wnty >3

ile tanimlamglardir. Bu fonksiyonun analitiklik 6zellikleri Onerme 2.39 kullanilarak
kanitlanan agagidaki teoremde incelenmigtir:

Teorem 2.40 = ¢ A olacak sekilde wi,ws, ... ,wy,x € C; segimi icin (, y (s, 7;0)
fonksiyonu Z,\ {1,2, ..., N} tzerinde s degiskeninin C™ sinsfindan bir fonksiyondur
ve s = 0 cwarinda pozitif yaricaply bir yuvar tizerinde s degiskeninin bir analitik
fonksiyonudur; bu yuvar dzerinde x degiskeninin bir fonksiyonu olarak yerel
analitiktir ve < . > i¢in yapilan secimden bagimsizdir. K, Q, cisminin dallanma
indeksi p — 1 sayisindan kiicik olan sonlu bir genislemesi ve (m), K genislemesinin
tam sayiar halkasinin maksimal ideali olmak tizere wq,ws,...,wy,x € K 1ise
Coon (8, 25W) fonksiyonu s =1,2,..., N noktalars harig |s|, < ]7r|;1 ]fplf1 ozelliginde
olan s € C,, igin analitiktir. s € Z,\{1,2,..., N} ise ¢, y (s, 7;W) fonksiyonu C,\A
tizerinde x degiskeninin bir fonksiyonu olarak yerel analitiktir.
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3. BULGULAR

3.1. L,(s,qr, o, x) Fonksiyonunun Kurulumu

Morita (1977) bir ilkel Dirichlet karakteri ile genellegtirilmiy Hurwitz-Lerch
L-fonksiyonunu

L(s;T,a,x) = % (3.1)

ile tanimlamigtir. Karmagik kontur integrali ve Rezidii Teoremi ile negatif olmayan
her n tam sayisi i¢in

L(—TL;T7Oé,X) = 77bn,x (T,Oé) (32)
oldugunu gostermistir. Burada v, (a,a), af # 1 icin
(‘r+b

t’n
anx Ta ! lel—afeft

ile tanimlanir. Morita, v, , (7, ) fonksiyonunu p-adik olarak ifade ederek p-adik
say1 cisminde tanimli fonksiyoneller ile p-adik Hurwitz-Lerch L-fonksiyonunu
olugturmustur.

Burada bu fonksiyon Washington (1997) tarafindan verilen yontem ile
kurulacaktir.  Bunun icin ©6nce genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomlar
tanimlanmig ve bu polinomlarm v, , (7, a) fonksiyonu ile olan iligkisi verilmistir.

Tamm 3.1 Kondiktori f olan bir ilkel x Dirichlet karakteri ve of # 1 igin

ate('rJra)

oo gm
ZX afelt — 1 = Zﬁm,x<77a)m (33)

ile  tammlanan B, .(7,«) fonksiyonlarina  genellestirilmis  Apostol-Bernoulli
polinomlary denir.

On Teorem 3.2 of # 1 ise By, (T,a) =0 vem > 1 igin

Bm,m(Tv Oé) = _mwm—l,x (7—7 Oé)
dur.

Kanit. (3.3) bagintisindan

iﬁ m ZJ‘:X( a)a ateT-i-a)t th:X(aae (r+a)(—t)
— e N o afelt — — 1 —afe=N(=1)
N p—
Y]
m=1



elde edilir. -

Dolayisyla (3.2) esitliginden m > 1 tam sayisi i¢in

1
L(—m;7,a,x) = ——0,,.(T,a) (3.4)
m b
olur.
a ve f pozitif tam sayilar olmak {iizere
a™ OO a‘H‘”f
H(s,a+T,a, = SN — S
( f) maZ(;nOdf) (m+7) ;(a—l—nf—l—T)

m=0
o) f n
= aaf_sZ&s
n=0 (HTT —i—n)

tanimlansin. O halde (3.1) geregi

/
L(S;T,a,x):ZX(CL)H(S;a+T,a,f)

a=1

olur.

Teorem 3.3 x, kondiktori f olan bir ilkel Dirichlet karakteri ve F sayist f
saysinan herhangi bir katy olmak tizere m = 0 tam sayist i¢in

F
o) = PPy @, (o)

a=1 m=0
1 ZF: (@)oo Fre(F)FE XF: x(a)atteTtolt
- F afeft — 1 N afeft —1
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bulunur. F' = fg ve a = b+ cf alinirsa

F al T f T g-1
S - YT ey
aFeFt—l adfesft — 1
a=1 b=1 c=0
f by (THb) 00 m
B x(b)a’te B t
Z alfelt — 1 _Zﬁmm(77a> ]
b=1 m=0
elde edilir. % terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa kanit tamamlanair. [ ]

Teorem 3.3’den

f
Bualro) = 5" o x (@, (“ ; T,af)

olur. Bu durumda (3.4) esitliginden

L-miran) = -5 =S (@ e, (7o)

m

bulunur. Burada (1.2) bagimntis1 kullanilarak

o ()

a=1 n=0

elde edilir. Buradan

L(l—m;T,a,X)I—mLng< a+7mi( ) <a—{r)n

bulunur.

Bu gozlemler ile p-adik Hurwitz-Lerch L-fonksiyonu

L, (s;qm,c X) s—leX “a+ qr)} Si<1;8>ﬁn(&f) (a_{(p_)n

n=0

seklinde tanimlanabilir. Bu fonksiyonun analitiklik 6zellikleri agagida ele alinacaktir.
F sayisi ¢ ve f sayilarinin bir kat1 olsun ve

F
Lp(s;qT,a,X):ZX(a)Hp(s;a—i-QT,a,F)



yazilsin. Burada, a € Z, 1 < a < ¢ i¢in

HP<S;a+qT7a7F):STll%aa<a+qT>l_SZ(1_S)6n (aF> ( d >n

— n a-—+qrt

dir. Asagidaki 6n teorem H, (s;a + g7, o, F') fonksiyonunun analitiklik 6zelliklerinin
incelenmesinde 6nemlidir:

On Teorem 3.4 ’&F — 1}p > 1 ise !ﬁn (aF)|p < 1 dir.

Kanit. Apostol (1951) agagidaki bagintiyr vermigtir:

n—1 k
ﬁn(aF)=apn_1ZS<n—1,k>k!<1“F ) .

—oF
k=0

Burada S (n, k) ikinci tip Stirling saysidie. S (n — 1,k), k! ve n € Z oldugundan

1S (n—1,k)|, <1, k!, <1veln|, <1olur. Buradan
n n—1 aF k
F —
18, (a")] ) = aF_le(n—l,k)k! (1_QF>
k=0 »
1
< maks |——— 1
o<k<n—1 (1 — oF)
p
dir. |

Teorem 3.5 F ve a sayilari q | F, pfa, 0 < a < F ozelligindeki tam sayilar ve
‘aF — 1’p > 1 olsun. Bu durumda

B:{seCp:\s\p<qp_p%1>1}

kiimesinde p-adik analitik bir H, (s;a + q7, o, F') fonksiyonu vardwr. Her n > 1 tam
5G/181 1¢IN,

anl —-n
Hp<]‘ —n;a + qT, &, F) = _Maaﬁn <a—|——QT7 aF>
n F
dir.
Kamnit. Ik olarak

H,(s;a+qr,a, F) = Sil%aa<a+q7>l_82(1_s)5n (") ( a >"




egitliginin sag tarafindaki serinin yakinsak oldugu varsayilsin. O halde,

= a-+qrt

_ _%w‘”(a) (a+qr)" O‘ajzn; (?)Bj C (aqu)j

dir. Ayrica (3, (a) = 0 oldugundan

1 a F
il_{I}(S_l)H (s;a—l—qT,oz,F):Foz Bo () =0

dir. O halde fonksiyon s = 1 noktasinda kaldirilabilir tekil noktaya sahiptir.

) Simdi H, (s;a + g7, a, F') fonksiyonunun yakinsaklik bolgesi elde edilecektir.
On Teorem 3.4'den |8, (a”) !p <1lvegq|F,ptaoldugundan

F n
a-+qrt

dir. On Teorem 2.21°de r sayis |ql, ve M sayis1 1 segilirse

2 () (w7)

n=0

lal,

p

1

toplami B = {5 €C,: ]s\p < qp_plj} kiimesinde analitik olur. g¢p »* > 1
oldugundan B’ = {3 €eC,:|1—- s\p < qp_P%} kiimesi B kiimesiyle aymidir. Bu

() ()

n=0

yiizden,

serisi B kiimesinde analitik bir fonksiyon temsil eder. Benzer gekilde (a + ¢7)°
ve dolayisiyla (a+ ¢7r)'"® fonksiyonlari da B kiimesinde analitiktir. Buradan
(s —1) H,(s;a + g7, a, F') fonksiyonu bu bélgede analitiktir. |

Teorem 3.6 Y, kondiiktori f olan bir ilkel Dirichlet karakteri, ' sayist q ve f
saylarinan bir katr ve |aF — 1‘p > 1 olsun. Bu durumda

B = {s €Cp:lsl, < qp_r%l}
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kiimesinde p-adik analitik bir L,(s; q7, o; x) fonksiyonu vardir. Hern > 1 tam sayist
ieimn

1 1 e qT
LP (1 - nqT, &, X) = _Eﬁn,xn (QT, CY) + EXn(p)p 157%)(71 (? Oép) (35)
dir. L, (s;q1, o, x) fonksiyonu

11 e (1 !
L,(s;qr,a,x) = :?;X(a) a*{a + qr) ZO( . S)Bn (af) (a—{qT)
pta

seklinde ifade edilebilur.

Kanit. Tamim geregi

L,(s;qr,a,x) = ZX H,(s;a+qt,a, F)
Ma

oldugundan L, (s;q7,a, x) fonksiyonunun analitiklik ozellikleri H), (s;a + g7, a, F)
fonksiyonunun &zellikleri ile aymidir. n > 1 ise

L,(1—n;qr,o,x) = ZX H,(1 —=n;a+qr,o, F)

w1 F
- —F S x@ e aats, (CH o)

Fn—l
- Y w@as, ()

Fn—l
- Y s, ()
1

1 (F\"' & wba (2T 9
e () D s, (T ™)

| F

yazilabilir. Burada p | f, ise her big¢in x,, (pb) = 0 dir. p1 fy  ise f, olur. Bu

durumda Teorem 3.3’den

1 1 e qr
LP (1 - nqT, &, X) = _Eﬁn,xn (QT, Oé) + EXn(p)p 1ﬁn,xn (? Oép)

elde edilir. Bu ise kanit1 tamamlar. ]
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3.2. Genellegtirilmis Apostol-Bernoulli Polinomlar: i¢in Kummer Tipli
Kongriianslar

Bu bélimde L, (s;q7,a,x) fonksiyonu kullanilarak genellestirilmis £, .(7, )
Apostol-Bernoulli polinomlar: icin Kummer tipli kongriianslar elde edilmistir.

On Teorem 3.7 k > 1 tam Sayst 1¢in
oMB, (kf+T,0) =B, (T,a —nZX “(a+T1)"
dir.

Kanit. Her n > 1 tam sayisi icin 3, (7, @) polinomlarimin tanimi kullanilarak

oo m 0o m
af Z ﬁn,x(T + f7 a)ﬁ - Zﬁn,x(Tv a)ﬁ
n=0 ’ n=0

f a a+T1)t f
X(a)a t 6( +7) fft ay (a+T)t
; P 1 (a’e ) ;)C(a)a e
) f o
_ 1
= nz% (n;X a+7’ ) ﬁ
elde edilir. Buradan
ol B, (fHT,0) =B, (T,0) —nZX “(a+7)" !

vazilabilir. Benzer sekilde m > 1 tam sayisi i¢in

f
B, (mf+7.0) =B, (m—=1)f+7.0)=n)> x(aa*(a+ (m—1)f+7)""
a=1

esitligi gosterilebilir. Bu durumda, m = 2 icin esitligin her iki tarafi o/ ile, m = 3
icin esitligin her iki tarafi 2/ ile ve bu sekilde devam edilerek m = k i¢in son esitlik
a#=Df jle carpilip elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa bulunan ifadenin sol
tarafi

oM B, (Kf +7,0) = B, (7,0)

olur. Bu esitligin sag tarafi ise gerekli iglemlerden sonra

nZX Y a+T1)" -t

olarak bulunur. m
F sayis1 pg~' f,, saywsinmn bir pozitif kati olsun.
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Teorem 3.8 7€ C), |7, <1,s€ B= {S €Cp:lsl, < qp_fil} ve |of
olsun. Bu durumda

qF

A Ly(s,q(r+ F) a;x) = Ly(s,qm, s x) = — Y xi(a)a (a+qr)~°
a=1
(a,p):l

dir.

Kanit. 7 € C,, |7], < 1 olsun. n > 1 igin (3.5) geregi

aqFLp(l—n,q(T+F),a;X)—Lp(l—n,qT,a;X)

1 . qT + qF
= _EOZQF |:5n,xn (qT + (]F, a) - Xn(p)p 16”7)(71 (—7 CV’p>:|

p
: (_%> [ﬁ”’X" (a7, 0) = Xu (P)P" " Bry, <% ap)]

1
= _E (QQFBn,Xn (qT + qu Oé) - /Sn,xn (qu Oé))

1 n— q7 + gF qr
+ _Xn<p)p ! (aqFﬁn,Xn ( 7&p> - ﬁn,xn <_7ap
n p p

bulunur. Burada On Teorem 3.7’deki esitlik kullanilarak

a?f' [ (1—n q(T+F),a;x) — L,(1 —n,q1,05X)
p~lqF

= —an (a+qn)" "+ x,p" " Y xala)a®(a+ptgr)" !

a=1

elde edilir. Ayrica

Xa(@)(a+qr)"" = x(a)w " (a) (a+qr)"
)

x(@)w ™ (@) w " V(a+gr)(a+ )"
= xi(a)(a+ QT>"_1

oldugundan teorem, s = 1 — n ic¢in kanitlanmig olur.
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Sifir, negatif tam sayilarin bir limit noktasi olgugundan On Teorem 2.32
geregi (3.6) esitliginin her iki tarafindaki fonksiyonlarin ortak bolgelerindeki
sifirin herhangi bir komsulugunda bu teorem dogru olur. (3.6) esitliginin sol
tarafindaki fonksiyonlarin tanim kiimesi B kiimesini icerir. FEgitligin sag tarafi
{(a + q7)~° geklindeki fonksiyonlarin sonlu toplamlarindan olugtugu i¢in {(a + ¢7)"°
fonksiyonunun analitik oldugu bélgenin belirlenmesi yeterli olur.

oo

1

(a+qr)”" =exp(—slog(a+qr)) = - (=)™ (log (a + q7))™ (3.7)

m=0
ile iistel fonksiyonun Taylor agilimi yazilsin. a € Z, ve (a,p) = 1 olmak iizere 7 € C,
ve ||, < 1igin (a+¢7) = 1 (mod ¢Z,) oldugundan log (a + ¢7) = 0 (mod ¢Z,)
olur. Boylece

m

—s)" (log {a +q7))™

’m

olur. Burada ’p_pljsq < 1 igin (3.7) ifadesindeki seri yakmsak olur. Bu durumda

bu kosulu saglayan s degerleri B kiimesinin elemanidir. [ ]

Sonug 3.9 s € B ve ‘aF — 1’p > 1 olsun. Bu durumda

qF
a® Ly(s,qF, a5 X) — Ly(s,0,a5x) = = > _ x
a=1
(a,p)=1
dir.
n pozitif bir tam say1 olmak {izere
~ 1 1 el qT
5n,x (T) - _gﬂn,xn (q7-7 O[) + ﬁXn(p)p Bn,xn (;a ap) (38)
olsun. O halde (3.5) ifadesinden
Lp (1 — N qT, &, X) = Bn,x (T) (39)

elde edilir.

— 1’p > 1vert €7y, |7']p < ‘pqilfxn‘p
olsun. Bu durumda B B

o g AL B (T) — a T ALB, , (0)
ifadesi Z,|x, ] halkasinin bir elemamdir ve modilo qZ,[x,a] n sayisindan
bagimsizdar.
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Kanit. Sonug 3.9'da s = 1 — n alinirsa

qF
a® Ly(1 —n,qF,a;x) — Ly(1 —n,0,0;x) = = > _ xy(a)a® (@)

a=1

(avp)zl

elde edilir. Burada F sayis1 pg* fx,, saysmin bir pozitif katidir. AF operatorii
uygulanirsa (3.9) geregi

qF

Q™ AFB, (F) = ARG, (0)=— > yi(a)a® (a) "t AF (a)"

olur.

dir. Burada (a) =1 (mod ¢Z,) oldugundan (a)° =1 (mod ¢Z,) olur. O halde
A a)" =0 (mod ¢Z,)
dir. Boylece
A" ALB,  (F) = ALB,, (0) =0 (mod ¢*Z,[x, a))

olur. Dolayisiyla q_koﬂFA’an,x (F) — q_kAIEEn,X (0) € Z, [, @ olur. Ayrica

qF c k
A, () = A, 0 == Y (et @ (P 21) o
a=1
(a,p)=1

ve (a)" =1 (mod ¢Z,) oldugundan q_"“oﬂFAfmeX (F)—q_kA’C“BmX (0) degeri modiilo
qZ, [x, a] n sayisindan bagimsizdir.

T € pq fy, Zy olsun. pg~'f, Z kiimesindeki pozitif tam sayilar pg~! f, 7Z,
kiimesinde yogun oldugu icin pg—* fx,Z kiimesindeki her i i¢in 7; > 0 ve 7; — 7

olacak sekilde bir {7,};°, dizisi vardir. me (1), me (1) — me (1) ozelliginde olan
bir polinom oldugundan

lim (OéqFAlgBmx (7—7,) - Aljgn,x (0)) = aqFA§5n7X <T> - Alggn,x (O>

1—>00
olur. Esitligin sol tarafi modiilo ¢*Z,, [y, o] 0 sayisma denk oldugundan
Q" A, (1) = B, (0) =0 (mod ¢"Z, [y, a))
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olur ve dolayisiyla q_kaqFA’C“BmX (1) — q_’“A’jBn’X (0) € Z, [x, o] elde edilir. Ayrica
bir n’ pozitif tam sayis1 icin

lim (g0 ALB, , () — g *ALB,, (0)) = (4" ALB, (1) — 4 *ALB,., (0))

= (a7 AR, (1) = ¢ "ALB,, (0)) = (0t AR, (1) = ¢ A, (0)

dir. 7; € pg~! f Z oldugu i¢in esitligin sol tarafi modiilo ¢Z, [x, o] 0 sayisma denktir.
Boylece g FattAkB, (1) — ¢ FARB,,, (0) degeri modiilo ¢Z, [x,a] n sayisidan
bagimsizdir. n

Teorem 3.11 n,c, k, k' pozitif tam sayiar, k = k' (mod p — 1) ve 7 € Z,, |7], <
‘pq_lfxn|p olsun. |of — 1‘p > 1 ise
g FALB, (1) = g FALB,  (0)
=g ANB, (1) =gV AFB,  (0)  (mod pZ,[y, o))
dir.
Kanit. k ve £k’ pozitif tam sayilar, K = k' (mod p — 1) olsun. Genelligi bozmadan

k > k' varsayilabilir. O halde, (3.10) geregi F sayis1 pg~' f, saysimin bir pozitif kat
olmak iizere

(47+ar" BB (F) = 7883, ) = (¥ 0" AL B, (F) = ¥ A, 0)

= e @ () 4 e o ()

(a;p)=1 (ap)=1
qF K k—Fk
a n—1 [ (a)°—1 a)’—
== & et (252 ((52) )
(a,p)=1

olur. Burada F sayisi pg~'f, sayisiun pozitif bir katidir. (a)°—1 =0 (mod pgZ,)
ise sol taraf modiilo pgZ, sifirdir. Aksi halde, & = k' (mod p — 1) oldugundan

@1\ 5
9 =1 (mod pZ,) olur. Béylece

q
Qg FARB, (F) — ¢ FAEB, | (0)
=g M AFB, (F)— ¢V AFB,, (0)  (mod pZy[x, o))

olur. Simdi, 7 € pg~'fy Z, olsun. O halde, pg~! f, 7Z kiimesinde her i i¢in 7; — 7
olacak sekilde bir {7;};°,, 7; > 0 dizisi vardir. Dolaysiyla,

lim (g A, (1) = ¢ *ALB,, (0)) = (g ANB, , () — ¥ AYE,, (0)))

_ (oﬂFq_kA'SEn,X (7_) _ q—kAlccBmX (0)) _ (Oéqu_k/A]CCIBn,X (7-) — q_klAlglEn,X (0))
37



bulunur. Bu esitligin sol tarafi modiilo pZ, [x, ] sifira denk oldugundan istenen elde
edilir. ]

3.3. Kathh Barnes-Hurwitz-Lerch Zeta Fonksiyonu

Bu béliimde ilk olarak Apostol-Bernoulli polinomunun bir genellemesi tanimlanacak
ve bu polinomlarin baz1 o6zellikleri kanitlanacaktir. Daha sonra negatif
tam sayilardaki degerleri bu polinomlar olan ¢y (s, z, o wi,ws,...,wy) kath
Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu tanimlanacak ve bununla ilgili bazi ozellikler
kanitlanacaktir. Bu boliim boyunca Zg ve RT ile sirasiyla negatif olmayan tam
sayilar kiimesi ve porzitif reel sayilar kiimesi gosterilecektir, N bir pozitif tam say1
olarak alinacaktir.

wj € R, a = rexp(if); r > 1 ve —v < 6 < 7 olsun. Bu durumda
a7 exp(w;t) — 1 ifadesi hangi ¢ € C degerleri igin sifir olur?

1 =expw; (Inr +i0) + w; (Ret +ilmt)]

1 = exp (w; (Inr + Ret)) cos (w; (0 4+ iImt))
+iexp (w; (Inr 4+ Ret)) sin (w; (0 +ilmt))

olur. Buradan
exp (w; (Inr + Ret)) cos (w; (6 +ilmt)) =1
ve
exp (w; (Inr 4+ Ret)) sin (w; (# +iImt)) =0
dir. Burada w; € R* oldugu icin w; # 0 olur ve dolayisiyla Ret = — Inr’dir. Ayrica
cos (w; (0 +iIlmt)) =1 ve sin(w; (4 iImt)) =0
dir. Buradan k € Z igin Imt = % — @dir. O halde o exp(w;t) — 1 ifadesi

Ret = —Inr ve Imt = Qf—” — 0 olan t € C degerleri icin sifir olur. Bu durumda

mertebesi N olan Apostol-Bernoulli polinomlar, || < — In |a| bélgesinde yakmsak
olan asagidaki Taylor serisi yardimiyla tanimlanabilir:

Tanim 3.12 wq,ws,...,wy € RT, 2 € C ve

ac{rexp(if):0<r<1l,—m<6<m}

olsun. Bu durumda W = (wi,ws,...,wy) ile mertebesi N olan n. dereceden
Apostol-Bernoulli polinomu By, (x,0; w1, wo, ..., wN)
tNa® exp (xt) s "
(Oéwl eXp(w1t> _ 1) e (OéwN eXp(th) _ 1) - ;5]\[,7), (x7 ajWy,Wa, . .. 7(JJN> E

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanar.
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Bu polinomlar kisaca Sy, (z,a;@) ile gosterilsin. Bunlarin ileride
kullanilacak olan bazi 6zellikleri asagidaki 6nerme yardimiyla verilebilir.

Onerme 3.13 wy,ws, ..., wy € RT, x € C, Q €
{rexp(i0): 0 <r <1,—m <0 <7} ve N pozitif tam sayist i¢cin asagidaki ozellikler
vardr:

(i) Her n > 0 tam sayust i¢in
BN,n (wl tTwyt -+ wN — [L‘,O_/;w) = (_1)71 BN,n (xva_l;w)
dir.

(ii) Her n > 0 tam sayise i¢in

6N,n (1‘7 Qg w) - (n) ﬁN,k’ (0, Qs w) Oékfl,’n_k

dar.

(i) Her n > 0 tam sayist igin
d _ _ _
%ﬁN,n+1 (1‘7 Qs (.U) = (7’L + 1) ﬂN,n ([E, a; U.)) + 5N,n (IE, Qs UJ) Ina
dar.

(iv) M, K > 1 tam saydlar olmak tzere her n > 0 tam sayist i¢in

M—-1

Z /BK,TL (.I‘ +ij+1,oz;w1,w2, ...,COK)
=0

= % {5K+1,n+1 (96 + Mwg i1, w1, wa, ~--;WK+1) - 5K+1,n+1 (957 g Wi, Wa, ~-7WK+1)}

dir.

Kanit. Bu ozellikler iirete¢ fonksiyonu yardimiyla kolayca gosterilebilir. [

w1y, Ws, . .., wy pozitif reel sayilar, x reel kismi pozitif olan bir karmasik say1 ve
a € {rexp(if) : r € RT,—m < 0§ < 7} olsun. Kath Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu,
Re(s) > N igin

Oy (S, T, 0501,we, ..., WN) = Z

ti,ta,...,tn=0

ax+w1t1+W2t2+---+WNtN

- (311)
(l’ + w1t1 + CUQtQ + 4 thN)

ile tanimlansin. Bu fonksiyon kisaca su sekilde ifade edilebilir:

o0

¢N (87 xz, Ck,w) =
t=0

ax-i-wf

S -

(z + wt)
Asagidaki teorem ile bu fonksiyonun analitik oldugu bolge genisletilebilir.
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Teorem 3.14 wq,ws,...,wy € RT, 2 € C, Re(x) > 0 ve
acf{rexp(if):0<r<1l,—-m<O<m}

olsun. Bu durumda (5.11) egitligi ile verilen seriler her ¢ € R sayisi igin
D. = {s € C:|s| < ¢} kompakt yuvar: izerinde dizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla
Oy (8,2, a;wy,wa, ... ,wy) fonksiyonu s degiskeninin bir tam fonksiyonudur.

Kamt. Kamit1 w € RT i¢in

i ax-l—wk
—(z+wk)®

toplami iizerinden yapmak yeterlidir. a € {rexp(if):0<r <1,—7 <60 < 7} i¢in
bu toplam

a_xi awk
Wiz (E+k)

seklinde yazilabilir. £ +k € {ryexp (i) : 7 € R, =7 < 6 < 7} olsun. Re(z) >0
oldugundan r, > 1 dir. Aynica o +it=s€ D.={se€ C:|s| < ¢} i¢in

awk

(E+k)

|wk |wk

| o
(r)” exp (—t6},) = (rr)”“exp (—tby)

bulunur. Burada 0 < 6, < 7 icin exp (—tfy) > exp (—cly) ve —m < 0 < 0 igin
exp (—tfy) > exp (cfy) dir. Sonug olarak

awk
(5+k)

|a’wk:

< -
(k)" exp (—c|0k])

yazilabilir. Buradan

>

o (1) " exp (= |0k])

serisinin yakinsakligi i¢in oran testi kullanilabilir. Buna gore

|wk

. ol T \°
i Jof* (7 ) exp (= (] = 1)

k—o00

limiti 1 sayisindan kiiciik olmalidir. klim (T:L) = 1 ve |a < 1 oldugundan
—00

klim exp (—c (0| — |0k+1])) < 1 oldugunu gostermek yeterlidir.
—00

tan 0| — tan |fg 1]
1 + tan |0 | tan |01
wlm (x)

(Re (z) 4+ wk) (Re (z) +w (k 4+ 1)) + (Im (z))?

tan (0| — |0k+1]) =
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dir. Re(z) > 0 oldugu i¢in |64 — |0+1] € (=%, %) olur. Buradan

. . wIm (z)

lim [0x|—|0k+1| = lim arctan 5] =0
k=00 k—00 (Re (z) + wk) (Re (z) + w (k+ 1)) + (Im (z))
bulunur ve istenen elde edilmig olur. [

Teorem 3.15 wi,ws,...,wy € RT, € C, Re(z) > 0 ve
ac{rexp(if):0<r<l,—m<0<m}
olsun. Bu durumda Re (s) > 1 i¢in

s—1 . x _
2ot exp (—xz) &

1 —a¥rexp(—wiz)) - (1 —a“~Nexp (—wyz))

oy (8,7, ;W) T (s5) = ]"(
dir.

Kanit. Ilk olarak s € R, s >1ve x = x + ixy olsun.

[e.e]

[(s)= /ts_lexp(—t) dt
0
integralinde t = (x 4+ wit; + wats + - - - + wnty) z degisken degistirmesi yapilirsa

F(S):/(x+wlt1+...+thN)st_1exp(—z($+w1t1+""|‘WNtN))dZ
0

olur. Burada (z+wit; +---+wyty)® terimi egitligin diger tarafina almir ve
esitligin her iki tarafi *twitit+e~ty jlo carpilip ¢4, . . ., t iizerinden toplam alimirsa
Oéﬂﬁ-‘rw1t1+~-+thN
L(s) >, ;

($ +w1t1 + - +thN)

t1,...,tn=0

t1,...,tn=0

= Z /z81 exp (=2 (T 4 wity + - -+ + wyty)) ettt tenty g,
0

elde edilir. Esitligin sag tarafinda toplamlarin ve integralin yer degistirmesi icin
Baskin Yakinsaklik Teoremi kullanilabilir. Her j = 1,..., N degeri i¢in ¢; lizerinden
olan toplamin kismi toplamlar dizisi i¢in

M;
Z |exp (—zwjt;) o' | < oy !
(0= ol oxp (—;7))
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yazilabilir. Buradan

2“Lexp (wity + -+ + Wty — 277) 2Lexp (2 (wity + -+ +wyty — 1))
wl w wl w
(exp (w12) = [af*") -+ (exp (wn2) — |af*™) (T—laf*") - (1 = |af*™)
oldugundan

/ *Lexp (z (wity + - +wnty — :cl))dz

(1= o) - (1= ]a]*™)

integrali vardir. Dolayisiyla, Baskin Yakinsaklik Teoremi geregi

[e.e]

I (s) b (s, 2, 0:0) :/

0

S

2 la®exp (—x2)

(1 —a¥rexp(—wy2)) -+ (1 —a“Nexp (—wNz))dZ

bulunur. Simdi, s € C, Re (s) > 1 olsun. Verilen esitligin her iki tarafinin Re (s) > 1
icin analitik oldugu gosterilecektir. Sol taraf Re (s) > 1 igin analitik oldugundan sag
taraf ele alinsin. s € C, s=0+it,c>1,0 >0ve d+ 1 < o < c olsun. Ayrica
x€C,x=u1x+ixy, 21 >0vea=rexp(if), 0 <r <1, —m < 6 < 7 olsun. Bu
durumda,

o0 1

s—1 . .
/’ 2 ta” exp (—rz) "
0

(1 —a¥rexp(—wi2)) - (1 —a“Nexp (—wynz))

o

/ 227 al™ exp (—712) p
= 2
|1 —avtexp (—w12)|-- |1 — a¥~ exp (—wn2)|

0

1 oo
_ /+/ _ Lo—1 |Oé|$1 exp (—151»2)1\7 d
S ) ) (= lafTexp (—wiz)) -+ (1= o™ exp (—wy2))

dir. Burada 0 < z < 1igin 277! < 29 ve exp (w;2) — |a” > 1 — |a*" dir.
1
/ 277 al™ exp (—712) p
w w Z
/(1= lal™ exp (—wiz)) -+~ (1 = |of ™ exp (—wy2))
1
_ / 20 exp (2 (wity _:1. -+ wntn _wfl)) la|™ &
(L= laf) - (1= Jaf*™)

dir. Son ifade 0 < 1 < wy + ws + -+ - + wy icin

exp (wity + wats + -+ +wyty — x1) || ™!
(L= o) (L= ") (6 + 1)
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ve $1ZW1+WQ—|—"‘+CUN IQHI

o™

(=) (A =[al™) (6 +1)

ifadesine esittir. Ayrica z > 1icin 277! < 2¢71 dir. Buradan,

o0

/ 277 al™ exp (—712) "
/(L= fal™ exp (—wiz)) - (1 = o™ exp (~wy2))

277 al™ exp (—x12)
(1= Jaf™ exp (=w12)) -+ (1 = o ™ exp (—wn2))

<

~

dz

27 Hal™ exp (—x12)

dz

\8 0\8

/N

(1= laf*" exp (-w12)) -+ (1 = |a*" exp (-wy2))

= o

(€) b (¢, 21, ] ;@)

bulunur. -

Teorem 3.16 wy,ws,...,wy € RT, 2 € C, Re(x) > 0 ve
ac{rexp(if):0<r<l,—m<0<m}

olsun. Bu durumda

1 Lo exp (12)

] 7 e
N (S,ZL’, O{,W) 27i / (1 — a1 exp (le)) ce (1 — Q“N exp (WNZ))
C

dz

ifadesi s degiskeninin bir tam fonksiyonudur. Ayrica Re (s) > 1 igin
oy (s,z,05w0) =T (1 —s)In(s,2,0;w) (3.12)

dir.

Kanit. C' = C; UCy U C3 olsun. Burada Cy egrisi, pozitif reel ¢ < —In|a| sayist
i¢in |z| = ¢ ¢emberidir. C; yolu (oo, | ve C5 yolu [c, 00) araliklaridir. C iizerinde
r > c olmak iizere 2°~! = r*"texp (—ins) ve Cj iizerinde 257! = r*"exp (ims) dir.
Bir |s| < M kompakt yuvar ele alinsin. C) ve Cj iizerinden olan integrallerin her
|s| < M kompakt yuvar {izerinde diizgiin yakinsak oldugu gosterilirse Weierstrass
M-testi geregi integrant s degiskeninin bir tam fonksiyonu oldugundan Iy (s, z, a; @)
ifadesinin bir tam fonksiyon oldugu kanitlanmis olur. s = o+it, v = x1+ixe, 1 > 0,
a = |alexp (i0), |a| < 1, =7 < § < 7 olsun.
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C yolu iizerinde z = rexp (—im), ¢ < r < oo oldugundan

|27 = r7exp (nt) < rMlexp (TM),
|| = |af™ exp (=0z,),
lexp (x2)| = exp (—rzy)
ve
11— a“ exp (w;z)] > 1 — || exp (—w;c)
dir. Cj yolu iizerinde z = rexp (im), ¢ < r < oo oldugundan

|27 =17 exp (—nt) <M lexp (M),

la®| = || exp (—0xs) ,

lexp (x2)| = exp (—rxy)
ve
11 — o exp (wiz)] > 1 — |a|* exp (—w;c)
dir. Dolayisiyla,

s—1

2 la® exp (x2)

(1 —av“rexp (w12)) -+ (1 — a¥~ exp (wy2))

M-—1 |a‘$1

r exp (—rxq) exp (M) exp (—0xs)

(1 = laf* exp (=wi¢)) -+ (1 = |af*" exp (—wnc))

olur ve [ rM~!exp (—rz;) dr integrali yakinsaktir. Bu yiizden, her |s| < M kompakt

yuvari iizerinde C; ve (3 yollart boyunca alinan integraller diizgiin yakinsaktir.
Boylece Iy (s,x, ;W) ifadesi s degiskeninin bir tam fonksiyonudur. Simdi (3.12)
esitligini gosterilecektir.

z*7la® exp (x2)
omil W) = a
C1 Co Cs

dir. Integrant C, icinde ve iizerinde analitik oldugundan C, iizerinden alinan integral
sifirdir. O halde

2 la® exp (x2)
omil @) = d
e <c/ / (1= oxp (i) (1 — o exp ()

s 1

exp (—ims) a” exp (—zxr)

= d
(1 —a*rexp (w12)) -+ (1 — a*~exp (wyz)) "

N 7 rs~texp (ims) a® exp (—zar) i
(1 —a*rexp(—wir)) - (1 — a“Nexp (—wnr))

C
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dir. Buradan

exp (ims) — exp (—ims)

Iy (s,z,;0) = 5
i

1
T

00
s—1 x

/ r*~la® exp (—zr) ir
(I —a¥rexp(—wir)) - (1 — a“Nexp (—wnr))

¢

dir. ¢ — 0 oldugunda Teorem 3.15°den esitligin sag tarafindaki integral
O (8, 2,0;w) I (s) ifadesine egittir. Buradan istenilen elde edilir. n

Burada (3.12) esitliginde kullanilan T fonksiyonu analitik devam
anlamindadir. Dolaysiyla (3.12) esitliginin her iki tarafi da s € C igin analitik
oldugundan bu esitlik her s karmagik sayisi icin vardir.

Teorem 3.17 wy,ws,...,wy € RT, 2 € C, Re(z) > 0 ve
ac{rexp(if) :0<r<l,—m<0<m}
olmak tzere k > 0 tam sayist i¢in

k! (—1)N

Oy (—k, v, 050) = mﬁN,N+K

(z, ;@)
dir.

Kanit. Teorem 3.16’daki (3.12) ifadesinde s yerine —k alinirsa

oy (=k,z,0;w0) =T (E+1) Iy (—k,z,0;)

1 27 F 1o exp (22)
=k'| — dz
2mi ) (1 —a*rexp(w12)) - (1 —a*Nexp (wyz))

Ca
—k—1 .z
I Res 27" o exp (x2)
=0 \ (1 —a*rexp(wy2)) - (1 —a*Nvexp (wynz))
~N—k—1,N =z
— 51 (=1)" Res z 2N o exp (zz)
=0 \ (1 —a¥rexp (w12)) - (1 — a*~exp (wnz))

_ N —N—k-1 = -
= k! (_1) }52669 <Z nZ:OBN,n (l’, a7w) m)

kL (—=1)Y
= ﬁﬁN,N—i—k (x, ;W)

bulunur. m
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3.4. Kath Barnes-Hurwitz-Lerch Zeta Fonksiyonunun p-adik Benzeri
Cahgmanin  bu kisminda ¢y (s, 2, a;wi,ws,...,wy) fonksiyonu Volkenborn
integralinin iterasyonu yardimiyla p-adik say1 cisminde tanimlanacaktir. Bu

fonksiyonun bazi 06zellikleri verilerek negatif tam sayilardaki degerleri elde
edilecektir.

Teorem 3.18 k > 1 tam sayist i¢in

/ﬂk—lm (z +wiptp + - Fwnty, G wr, .., W) diy,

Zp
= WeBp (T + Wepitepr + -+ Wy, w1, -, W)
wi In o
n 1 Brmir (@ + Wepitepr + -+ Wity Wy, -, W)

dir.
Kanit. Tanim 2.37 yardimiyla

/Bk’—l,n <x+wktk+"'+thN7a;w17"'7wk—1)dtk:

Zyp
pl-1
= limp™ Z Br_in (@ +wite + - +wntn, 05 w1, .., Wh—1)
[—00 ’
tr=0
p_l !
= lim —— t ;
Jim = (B (z +wp + -+ wntn, Wi, .., wp)
= Bptr (T + Wit + - Wy, Wi, W)
wk . ]_ 1 .
= ny 1}&2@(5&%1 (SU +wgp + - Fwnty, W, - 70%)
— Brmi1 (T + Wegrteyr + -+ wntn, 5w, .., W)
Gk (ot Wit o+ wnt )
= — T+ w o WNEN, QW W
n ot 1dg ket k+1tk+1 NiNn 1 k
WE
=0 F 1((” + 1) B (T + Wipatirr + - + WNEN, QWi -, WE)
+ (@) By i1 (T + Weprtpgr + - -+ Wnty, Wi, - We))
= Wb (T + whprterr + - FWNEN, QW W)
wi (In o
ﬁﬁk,n—l—l (x + wpprtpsr + - FwNtn, W, ..., W)
n+1
bulunur. [ |
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Burada k£ = 1 icin elde edilen egitligin her iki tarafindaki fonksiyonlardan t,
degiskenine gore integral alinirsa

//BO,n (ZE +wity + -+ witn, o —) dtdty

Zp Zyp

= W1 /61,71 (fl? + wolo + -+ - + thN,a;QJl) dtg
ZP
wllnoz

/61n+1 T+ waty + - -+ + wyty, @;wy) dis

ZP

elde edilir. Bu egitligin sag tarafindaki her iki integral Teorem 3.18’de k = 2 yazilarak
elde edilen ifade yardimiyla hesaplanirsa

//50,71 (x 4+ wit; + -+ - + wnty, a; —) dtdts

Zp T

= w1wafly,, (T +wsts + - - + Wiy, @y W1, W2)
2W1wo

n+1
Wi

_|_
n+1)(n+2)
bulunur. Bu esitligin her iki tarafindaki fonksiyonlardan ¢3 degigskenine gore integral

alinip elde edilen egitligin sol tarafindaki integraller, Teorem 3.18’de k = 3 yazlarak
elde edilen ifade yardimiyla hesaplanirsa

///ﬁo,n (x +wity + -+ + wntn, ; —) diydtadls

+

(In o) Boni1 (T +wstz + - +wntn, a;wy,wa)

(In 04)2 62,n+2 (x 4+ wsts + - + wnty, a; w1, wWo)

Ban (T 4wty + - - + wWnty, @ W1, Wa, w3)
nli(f)BSn-H (x4 waty + -+ + wnty, @; W, wa, wW3)
= WiWows +m3+(in—62+253n+2 (7 + wyty + - + wWytn, O W1, Wa, W3)
+%53m+3 (Z +wala + -+ WNtN, @501, Wa, w3)
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek sirasiyla t4, ..., ¢y degigskenlerine gore integral

alinirsa agagidaki sonug elde edilir:
Sonug 3.19

// /BOn T+ wity + -+ wnty, ;=) diydty - - - dty

ZP ZP
k
lna
= Wiy - WN E 5N,n+k (7,05 w1, wa, ... ,wWN)

47



dir. Burada (o), = a(a+1)---(a+k —1) ve (o), = 17dir.

wi,wa, ..., wy € Cyve A, {wi,wy, ..., wy} kiimesinin Z,-dogrusal gerdigi
kiime olsun. z € C,\A icin

1
wn(s—1) - (s—N)

w1
oFtwitiwNty T+ wit; + -+ wnt N
// (@ + ity NNt dty -t
Zyp Zp

¢p,N <S7I7a;w17"'7w1\7> -

<xH+witi+ - Fwnty >°

fonksiyvonu tanimlansin. Bu fonksiyona p-adik katli Barnes-Hurwitz-Lerch zeta
fonksiyonu denir ve bu fonksiyon kisaca

1 S ) R
S, X, W) = = dt
Opv (37, 059) wl---wN(s—l)---(s—N)/ < x4 wt >*
Zy
seklinde gosterilebilir.
Teorem 3.20 wy,wy,...,wy € C;, a € CF wve |a|p < 1 olsun. Ayrica x € C;\A

ve |x+wf|p < pfp%l |logoz|;1 olsun.  Bu durumda ¢, v (s,z, ;W) fonksiyonu

|s], < |10g <z +wt >‘;1p_ﬁ ozelligindeki s € C\{1,2,...,N} degerleri i¢in
analitiktir. Fonksiyonun s = 1,2,..., N noktalarinda basit kutuplar: vardar.

Kanit. p-adik iistel ve p-adik logaritma fonksiyonlarmin tanimlarinin genislemeleri
kullanilirsa z € C; i¢in < » + Wt >€ D = {z €Cilz—1], < 1} oldugundan

T D T
|s], < |log < z + wt >’p p PT igin
=\ 5" (log, < z +wt >)k

exp, slog, < x + Wt >= Z X
k=0

- <z+wt>-1)"
sst(n, k)( oy )

[
WE

=
Il

0 n=k
n k k ~ .
M(<x+wt> 1)
n:

[
WE

0 k=0

3
Il

I
WE

s _ n _
(n) (<z+wt>-1)" =<z +wt >

3
Il
o
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yazilabilir. Burada s(n, k) birinci tip Stirling sayisidir. Birinci tip Stirling sayisi

S s(n k)t = (),

veya
s(n,k)z™ 1.
Z—n! =4 log” (14 )
n>k
tireteg fonksiyonu ile tanimlanir (Comtet 1974). [ ]

Teorem 3.21 wy,ws,...,wn € Q pozitif reel sayplar, o € Q, |lof < 1
ozelliginde bir karmagik sayr ve v € Q, reel kismu pozitif olan bir karmagik say
olsun. Q kimesinden C, uzayina yapilan ve sabitlenen gomme altinda |:U|p >

maks {|wi\p i=1,2,..., N} olsun. Bu durumda negatif olmayan her k tam sayis
¢

bpov(hosm) = (S22 S () D i
dir.

Kanit. ¢, y (s, 2, o;w) fonksiyonunun taniminda s = —k, k € Z* alinirsa

(-~

Gy (=K, 7, 05W) = /a”“t (a: + GE)N <z+wt>Fdt

N
ZP

yazilabilir.  [z|, > max{|wi|p,i = 1,2,...,N} oldugundan her ¢ € Z[ icin
(x +wt) = == (z 4+ wt) dir. Buradan

_ (—1)N k! <x>\k Tt _—\N+k -~
gbp’N(_k’x’a;w):(k+N)!w1---wN< . ) oz+t(x+wt) dt

N
ZP

bulunur. Burada integrant [,y (m+wz_f,oz;—) dir. Bu durumda Sonu¢ 3.19
kullanilirsa

¢p’N (=k,2,0;8) = EI;?NI;: << i >>k Z (Z) 5N,N+k+m (z, ;W) %

m=0

elde edilir. Bu ifadede Teorem 3.17’den faydalanilirsa istenilen elde edilir. [
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4. SONUC

Iki temel hedeften olusan bu tez calismasinda, ilk hedef genellestirilmis
Apostol-Bernoulli polinomlarinin béliinebilme 6zelliklerini incelemektir. Diger hedef
ise katli Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun p-adik benzerini kurmaktir.

Genellegtirilmig Apostol-Bernoulli polinomlariin tanimlar: verildikten sonra
bu polinomlarin boéliinebilme 6zelliklerini inceleyebilmek i¢in p-adik Hurwitz-Lerch
L-fonksiyonundan faydalanilmigtir. Daha 6nce Morita tarafindan fonksiyoneller
yardimiyla kurulan bu fonksiyon bu tezde Washington'un kuvvet serileri yéntemi
yardimiyla kurulmusgtur. Elde edilen fonksiyon yardimiyla genellestirilmis
Apostol-Bernoulli polinomlar: i¢cin Kummer tipli kongriianslar elde edilmigtir.

Tezin diger hedefi olan katli Barnes-Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonunun
p-adik benzerinin kurulmasi i¢in 6nce Rezidii Teoremi ve kontur integral teknikleri
yardimiyla bu fonksiyon klasik halde tamimlanmig ve analitik oldugu bolge
belirlenmistir. Daha sonra Tangedal ve Young'in calisgmasinda iterasyon yardimiyla
tanimlanan kath Volkenborn integralleri kullanilarak bu fonksiyonun p-adik benzeri
elde edilmigtir.
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