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OZET
ASAL ALT MODULLER VE DEDEKIND HALKALARI

Ortag ONES

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog¢. Dr. Mustafa ALKAN

Aralik 2012, 73 sayfa

Asal ideal kavraminin modiil versiyonu olan asal alt modiil kavrami, degismeli
halkalar iizerinde tanimlanan modiiller kurami i¢in 6nemli bir kavramdir. Tezimizde
bu kavram igin Calhalp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote (1999) ve Kaplansky
(1952) kitaplarindan; Jenkins ve Smith (1992) makalesinden genig 6lgiide yarar-
lanilanarak, asal alt modiillerin zincir uzunlugunu ve bunlar1 kullanarak halkay:

belirleyecegiz.

Bu tez 4 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, tez boyunca kullanilacak
olan temel kavramlar ve gosterimlerin tanimlar: verilmistir. Ikinci boliimde, daha
sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve sonuglar ifade edilmistir.
Uciincii boliimde, bu tezin hedef aldigi konunun gelisimi icin gerekli olan modiil
teorisi ile ilgili bazi1 tanim, teorem ve sonuclar verilmistir. Bu boliimde verilen Asal

alt modiil kavrami, dordiincii boliim i¢in ¢cok onemlidir.

Dordiincii boliime, en kiiciik asal alt modiil kavrami ile baglanmigtir. Onu tak-
iben, halka ve modiiliin boyutu kavrami tanitilarak, temel 6zellikleri verilmistir. Bu
boliimiin geri kalan kisminda, modiiliin boyutunun bagh bulundugu halka ile nasil
bir iligki i¢inde oldugu incelenmistir. Bunlar kullanilarak Dedekind halka igin bir

karakterizasyon verilmigtir.
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Dedekind Halkasi, Modiiliin Boyutu
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ABSTRACT
PRIME SUBMODULES AND DEDEKIND RINGS

Ortac ONES

M.Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ALKAN

December 2012, 73 pages

Prime submodule which is a version of prime ideal is an important concept for
modules defined on commutative rings. By making use of Callialp and Tekir’s (2009)
book, Dummit and Foote’s (1999) book, Kaplansky’s (1952) book and Jenkins and
Smith’s (1992) article for this concept in this thesis, we determine height of prime

submodule chain and determine rings by using it.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, we give some basic
definitons and notation used throughout thesis. In the second chapter, we give some
basic definitons and results which will be used in the later chapters. In the third
chapter, we give some definitions, theorems and results related with the module

theory, which are essential for developing the aim of this thesis.

Fourth chapter is started by minimum prime submodules. Subsequent to it,
concept of a module dimension and ring are introduced and their basic characteristics
are given. In the remainder of this chapter, how dimension of module ties in ring on
which module depends is examined. By using these, a characterizatin is given for

Dedekind ring.

KEYWORDS: Prime Submodule, Radical formula
Dedekind Ring, Dimension of a Module
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ONSOz

Bu tezde Asal Alt Modiiller ve Dedekind Halkasi galigilmigtir. Ayrica, Asal alt

modiiller yardimiyla bir modiiliin boyutu incelenmisgtir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen danismanim Sayin
Dog. Dr. Mustafa ALKAN’a ve her zaman yanimda olan, bu tezin gergek yaraticist

olan aileme tegekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bu tez calismasi dort ana boliimden olusmaktadir. Bu béliimlerin igeriklerini su
sekilde 6zetleyebiliriz.

Birinci boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel kavramlar ve gosterimlerin
tanimlar1 verilmigtir.

Ikinci boliimde halka ve modiiliin, Dedekind halkasinin ve Ayrik Deger halkas
tamitilmig ve bunlarin temel ozellikleri Callialp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote
(1999) ve Kaplansky (1952) kaynaklar1 temel alimarak ¢aligilmigtir.

Uciincii boliimde carpimsal modiil, daha sonraki boliim icin 6nemli olan asal alt
modiil kavrami incelenmis ve bunun temel 6zelliklerine ¢aligilmigtir.

Dordiincii boliimde bu ¢alismanin 6nemli sonuglar: olan modiiliin boyutu kavrami
tanitilmig ve modiiliin boyutunun bagh bulundugu halka ile nasil bir iligki i¢inde
oldugu incelenmistir. Bunlar kullanilarak Dedekind halka icin bir karakterizasyon

verilmigtir

1.1. Calismanin kapsami

Bu calismada, Jenkins-Smith (1992) ve Man-Smith (2002) makaleleri temel ali-
narak, bir modiiliin boyutu incelenmig ve halkanin Krull boyutu ile olan iligkisi
aragtirilmigtir. Ayrica modiiliin boyut kavrami kullanilarak, baz halka siniflari i¢in
karakterizasyonlar verilmistir. Modiiliin boyut kavrami ve halkalarin karakterizasy-
onu igin gerekli olan temel bilgiler de , Calhalp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote
(1999) ve Kaplansky (1952) kaynaklarindan derlenmis ve galigilmigtar.

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler

2. boliimde tez boyunca sik¢a kullanilan bazi kavramlarin tanimi ve gosterimleri ver-
ilecektir. Diger 6zel kavramlarin tanimi ve gosterimleri, tez boyunca konu icerisinde

uygun yerlerde aciklanacaktir.



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu tezin giris boliimde daha sonra kullanilacak olan halka ve modiil teorideki temel
bilgiler (Dummit ve Foote 1999),(Tekir ve Callialp 2009) temel kaynak alinarak
hazirlanmigtir. Aksi belirtilmedigi siirece de R ile birlegsmeli, birimli ve degismeli

herhangi bir halka gosterilecek, modiiller de R iizerindeki modiil olarak ¢alisilacaktir.

2.1. Halka ve Modiiller

Tamim 2.1 A, R halkasimn alt kiimesi olsun. R’nin A’y kapsayan en kiictik ide-
aline A’'mn direttigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Ozel olarak, A = @ ise (A) = 0
olur. A = {a} tek elemanl bir kiime ise (A) = (a) ya a’mn drettigi temel ideal
denir. A = {ay,as,...,a,} sonlu bir kiime ise (A) ya sonlu tretilmig ideal ve A’ya
da trete¢ kiimesi denir.

A C R alt kiimesi i¢in;

i=1

k
(A) = {Znai ri€Rvea; €A, i=12,...k, k€ N}

A = {ay,az,...,a,} sonlu kiimesi i¢in;
(A) = {Zriai 1 € Rvea; € A}

=1

ve tek elemanly A = {a} kiimesi i¢in;
(A)=(a) =Ra={ra: r € R}
dar.

Tanim 2.2 i) Q, R halkasiman ideali ve Q C R olsun. Her a,b € R i¢in ab € Q
iken a € Q veya birn € Z* icin b € Q ise Q ya R’nin asalimsi ideali denir.

ii) P, R halkasinan ideali ve P C R olsun. Her a,b € R i¢in ab € P iken a € P
veya b € P ise P’ye R'nin asal ideali denir.

ii1) M, R halkasinin ideali ve M C R olsun. M C L C R olan R’nin her L
tdeali 1¢in M = L veya L = R ise M ’ye R’nin maksimal ideali denar.

i) R halka ve I, R halkasinan ideali olsun. I idealinin radikali, I’y1 kapsayan

tiim asal ideallerin kesigimi olarak tansmlanir ve NI = () P ile gosterilir.
IcP



Ornek 2.3 i) Z halkasinda 257 ideali asalvms: idealdir.
i1) {0} U{pZ : p asal say}, Z’'nin asal idealleridir.
iii) {pZ : p asal say}, Z 'nin maksimal idealleridir.

iv) V127 = 67 dir.

Tamim 2.4 Her ideali temel ideal olan tambik bélgesine temel ideal bélgesi (TIB)

denir.

Tanim 2.5 R halka ve 0 # p € R, tersinir olmayan bir eleman olsun.

i) a, b € R i¢in, p = ab olmasi, a veya b’nin R’de tersinir olmasimi gerektirirse
pye R’nin indirgenemez elemans denir.

ii) a, b € R igin, plab olmasi, pla veya p|b olmasini gerektirirse p’ye R nin asal
elemana denir.

iii) a, b € R i¢in, b = au olacak sekilde bir u € R tersinir eleman: varsa, a ile b

elemanlarina ilgili elemanlar denir ve a =~ b ile gosterilir.

Tamlik bolgesinde her asal eleman indirgenemez elemandir. Fakat tersi dogru

degildir. Ornegin, Z [\/—5] de
9=3"=(2+vV-5)(2—V-H)
dir. 3, 24 v/—5, 2 — /=5 indirgenemez elemanlardir, fakat asal degillerdir.

Tanim 2.6 R tambik bilgesi olsun. R’de sifirdan ve tersinir elemanlardan farkl,
her eleman sonlu tane indirgenemez elemanin c¢arpime olarak yazilabiliyor ve bu

yazhs swra ve ilgililik distiniilmeden tek tirli ise R’ye tek tirli asal ¢arpanlarina

ayrilabilen bolge (TAC) denir.

Her TIB, TAC'dir. Ancak Z [z] TACQ dir fakat TIB degildir.
Tek tiirlii asal carpanlarina ayrilabilen bolgede indirgenemez elemanlar asal da
olacagindan, indirgenemezlik ve asallik denktir.

Simdi de vektor uzaylarin genellemesini hatirlayalim.

Tanum 2.7 (M ,+) degismeli grup ve R halka olsun.



(r,m) — rm gosterimi ile Rx M — M fonksiyonu asagidaki kosullart sagliyorsa,
M ye R tizerinde modiil veya kisaca R-modiil denir.

i) Her r € R, her m,m’ € M i¢in, r(m +m’) = rm + rm/,

it) Her r,v’" € R, her m € M igin, (r +7r")Ym =rm+1'm,

iii) Her r,r" € R, her m € M ig¢in, (rr')m = r(r'm),

i) Her m € M ig¢in, 1g.m = m.

Tanim 2.8 R halka, M R-modiil ve N C M bos olmayan bir alt kiime olsun. N
de M “deki islem ile bir R-modiil ise N 'ye, M 'nin bir alt modiilii veya R-alt modyili

denir.

Eger N, M’nin alt kiimesi ise N, M’nin alt modiil olmasi ile her a,b € N,
r € Rigina—b € N ve rb € N olmasinin denk oldugunu biliyoruz. Ayrica
K,L ve N, M’nin alt modiilleri ve X C N ise K + (LN N) = (K +L)NN
oldugu kolayca goriilebilir. Bir modiiliin, alt modiilii kullanilarak, R’nin bir ideali
(N : M) = Ann(M/N) = {r € R:rM C N} seklinde tanimlanabilir. Bu ideal tez

boyunca sik sik kullanilacaktir.

Tanim 2.9 R halka, M R-modiil ve N, M ’nin has alt modiili olsun. M 'nin, N ’yi

kapsayan N 'den baska hicbir has alt modiilii yoksa N 'ye maksimal alt modiil denir.

Onerme 2.10 M sonlu dretilmis R-modil ise M 'nin, her has alt modiiling kap-

sayan bir maksimal alt modiili vardur.
Kamit N, M’nin bir has alt modiilii ve
Q={KCM:NCKCM}

olsun. N € Q oldugundan, Q # @’dir. ’da herhangi bir zincir, {K;} alahm. UK;
de M’nin N’yi kapsayan has bir alt modiiliidiir. Gercekten, UK; has alt modiil
olmasaydi, M nin sonlu sayidaki tiim iireteclerini bulundurur ve tiim iiretecler zin-
cirdeki bir K; alt modiiliinde olurdu. Bu ise /;’lerin has alt modiil olmasi ile ¢eligir.
Su halde UK; € Q ve alinan zincirin bir iist siniridir. Zorn lemmadan ’nin bir
maksimal elemani vardir. Bu maksimal eleman da N’yi kapsayan bir maksimal alt

modiildiir.



Tanmim 2.11 R tambhk bolgest ve M R-modiil olsun. m € M elemana i¢in rm = 0

olacak sekilde bir 0 # r € R varsa, m’ye M 'nin torsion(burulmali) elemans denir.
T(M)={m € M :rm =0 olacak sekilde bir 0 #r € R var.}

alt modiiliine de M 'nin torsion(burulmali) alt modili denir.
T (M) = M ise M ’ye torsion(burulmaly) modul, T (M) = 0 ise M "ye torsion-free

(serbest burulmaly) modiil denir.
Tanim 2.12 R halka ve M R-modil olsun.
(0:M)={reR:rM =0}

idealine M modiliniin sifirlayicisy denir ve Ann(M) ile gésterilir.

Eger Ann(M) = 0 ise M modiiline sadik modil denir.
Tamim 2.13 R halka ve M R-modil olsun. M ‘nin alt modillerinin her artan
M, CMyC..CM,C..

zincirinde, heri € Z* i¢in M,, = M,,; olacak sekilde n € Z" varsa M ’ye Noetherian

modil denir.

Teorem 2.14 R halka ve M R-modil olsun. M Noetherian modildir ancak ve

ancak M 'nin her alt modiilii sonlu tiretilmistir.

Ornek 2.15 i) Z Z-modiil Noetherian modiildiir.
it) Q Z-modiil Noetherian modil degildir.

Tanim 2.16 R halka ve Py,Pi,...,P, asal idealler olsun. Py C P, C ... C P,
zincirine, n-uvzunlugunda bir asal ideal zincirt denir. R halkasymn tim asal ideal
zincirlerinin uzunluklarimin en biiyik ist stmarina R 'nin Krull boyutu denir ve D(R)

ile gosterilir..
Ornek 2.17 R = Z ise D(R) = 1 dir.

Onerme 2.18 R tek boyutlu bir Noetherian bilge ve r € R olsun. O halde r’yi

iceren R’nin sonlu sayrda maksimal ideali vardur.

5



Kanit
¢ = {I eAR): I = Zui (n € N ve y,, r'yi iceren R’nin maksimal ideal), }
i=1
olsun. R Noetherian oldugundan, ¢’'nin maksimal elemani vardir. Buna J = py +
fo + ... + p,, diyelim. Varsayalim ki p, R'nin r’yi igeren maksimal ideali ve p # p;
(¢ =1,...,n) olsun. J maksimal oldugundan, p1+ iy + o+ ...+ ft,, = p1 + o+ ... + 4y,
olur. Bu varsayim ile gelisir. Boylece p; = p (i = 1,...,n)’dir. Sonug olarak r’yi

iceren R'nin sonlu sayida maksimal ideali vardir.

Tanim 2.19 R halka ve S, carpymsal alt kiimesi olsun. S™'R’de asagqidaki toplama

ve ¢arpma iglemleri

a b B at + bs
S t st
ab B ab
st st

ile (ST'R,+,.) bir halkadir. Bu halkaya R’nin S’ye gére yerellestirmesi denir.

Halkanin sifirr, 0g-1p = OTR ve birimi, lg-1p = 1TR dir. Ayrica, 7 : R — SR,

r

m(r) = 1 ile tamumh 7 fonksiyonu bir halka homomorfizmasidir. m’ye dogal homo-

morfizma denir.

Onerme 2.20 R bir halka ve S, carpimsal alt kiimesi olsun.

i) ST R nin ideallerinin yapis, I, R'nin bir ideali olmak tizere
ST = {)\ €eSTR: A= % olacak sekilde a € I ve s € S var}

seklindedir.
i) STLR nin asal ideallerinin yapisi, P, R 'nin bir asal ideali ve SNP = & olmak

tuzere
S7ip = {7 € STIR: = P olacak sekilde p € P ve s € S var}
s

seklindedir.



2.2. Dedekind Halkalar:

Dedekind halkalar1 cebirsel geometride ve cebirsel sayilar teorisinde énemli bir tu-
tar. Ayrica, bir halka iizerindeki herhangi bir modiiliin yapisinin belirlenmesi zor bir
problem olmasina ragmen Dedekind halka {izerindeki modiil yapilar1 kismi olarak
belirlenebilir. R TIB iken sonlu {iretilmis modiiliin yapisim1 (Dummit ve Foote

1999)’dan hatirlayarak baglayalim.

Teorem 2.21 R temel ideal bélgesi ve M sonlu tiretilmis R-modil olsun. P,

P2 P R’nin asal ideallerinin kuvvetleri ve r > 0 olmak tizere
M>~R & (R/P)® (R/Ps?) ®...® (R/P™)
seklindedir.

R temel ideal bolgesi olsun. R’nin sifirdan farkl her [ ideali, 0 # a € R olmak
iizere, I = Ra seklindedir. R bir TAC oldugundan, py, ps, ..., p,’ler R’nin indirgene-

mez elemanlar1 olmak tizere, a = p!'p%2...pi» seklindedir. Su halde

I = Ra = Rpi'py..pt» = [[ Rpy = T](Rp,)" olmak iizere asal ideallerin bir
i=1 i=1
carpimi seklinde yazilabilir. Bu gozlem ile agagidaki tanim anlamli olacaktir.

Tanim 2.22 R tamlik bolgesi olsun. R’nin her has ideali, sonlu sayrda asal idealin

carprma olarak tek tirlii yazilabiliyorsa R’ye Dedekind bolgesi denir.

Temel ideal bolgesinde sonlu iiretilmis modiilleri belirleyebildigimiz gibi Dedekind
bolgelerindeki benzer yapiy1r (Dummit ve Foote 1999)’dan hatilayalim. Bu nedenden
dolay1 da, Dedekind bolgeleri halka teoride tnemli bir yer tutmaktadir.

Teorem 2.23 R Dedekind bolgesi, M sonlu tretilmis R-modil; n, M 'nin ranka,
T (M) M ’nin torsion alt modili, Py'*, Py?,...,P R’nin asal ideallerinin kuvvetleri,

ap > 1,t>0 ve I, R’nin bir ideali olmak tizere
M>R"'aIeT(M)

dir ve T(M) =~ R/ P & R/PS2 & ... ® R/ P™ dir,



Tanim 2.24 R tamlik bolgesi ve F', R nin kesir cismi olsun. I, F'nin sifirdan farkl

R-alt modiilii ve bir 0 # d € R i¢in, dI C R ise I ’ya R’nin kesirsel ideali denir.

R tamlik bolgesi ve F', R'nin kesir cismi olsun. R’nin sifirdan farkli her ideali
bir kesirsel idealdir. Tersine R’de kapsanan her kesirsel ideal de R'nin bir idealidir.
R’de kapsanan kesirsel ideallere tam idealler de denir. Ayrica, I bir kesrisel ideal
ise bir 0 # d € R i¢in, dI C R oldugundan, dI da R'nin (tam) idealidir. Su halde I
kesirsel ideal ise bir 0 # d € R ve bir J (tam) ideali i¢in, I = (%).J’dir.

Ornek 2.25 R tamlik bilgesi ve F, R'nin kesir cismi olsun.
i) F'nin sifirdan farkh sonlu tretilmis her R-alt modilii kesirsel idealdir.

ii) I ve J kesirsel ideallerinin ¢arpym, ideallerin ¢arpima gibi,

IJ:{Zaibi: a €1, biEJveneN}
=1

ile tamemlanar. R ’nin tim kesirsel idealleri, bu ¢carpim islemi altinda birtmi R ideali

olmak tizere, birimli ve degismeli bir yary gruptur.

Tanim 2.26 R tambik bolgesi ve kesir cismi F' olsun. I, R tamlk bolgesinin ke-
sirsel ideali olmak itizere, II' = R olacak sekilde bir I' kesirsel ideali varsa, I ya

terslenebilir kesirsel ideal ve I' kesirsel idealine de I ’nan tersi denir.

I, R tamlik bolgesinin terslenebilir kesirsel ideali ise /I’ = R olacak sekilde I’
vardir ve buradan [’ C (R : I) elde edilir. Diger taraftan, I (R:I) C R oldugunu
biliyoruz. O halde (R: 1) = I'I (R:I) C I'R = I’ bulunur. Boylece I' = (R: I)
elde edilir. O zaman [’'nin tersi tek tiirlii olarak belirlidir ve tersi (R : I)’dir. Su
halde I'nin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul I (R : I) = R olmasidir.

Bundan sonra I, R tamlik bolgesinin terslenebilir kesirsel ideali ise tek tiirlii
olarak belirli olan tersini I~! ile gosterecegiz. Ayrica I, R tambk bolgesinin ter-
slenebilir bir has ideali ise R C I~! dir. Gercekten, ] C R'den II"! = RC 7! =
I7'R bulunur ve I has ideal oldugundan, R # I~ ldir.

Tamim 2.27 R tambik bélgesi ve kesir cismi ' olsun. x € F' olmak 1tizere, Rx
seklindeki kesirsel ideale kesirsel temel ideal denir. Her O # x € F' i¢in, Rx kesirsel

temel ideali terslenebilirdir ve tersi de Rx~' kesirsel temel idealdir.



R tamhk bolgesi ve Iy, ..., I, kesirsel idealler olsun. [;/5...1,’nin terslenebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her I; kesirsel idealinin terslenebilir oldugunu hemen

gorebiliriz.

Ornek 2.28 Q rasyonel sayilar cisminde, %Z , Z’nin bir kesirsel idealidir. Ayrica,

%Z terslenebilir kesirsel idealdir ve tersi 27, °dir.

Teorem 2.29 R tambik bolgesi, kesir cismi F' ve I da R 'nin ideali olsun. I kesirsel
1deal terslenebilir ise

i) I ideali sonlu tretilmigtir.

i) I asal ideallerin bir ¢arpima ise, bu ¢arpym sira gozetilmeden tek tirli yazila-

bilir.

Kanit (i) I herhangi bir terslenebilir kesirsel ideal olsun. 17! = R oldugundan,

>~ w;v; = 1 olacak gekilde, u; € I7! vev; € I elemanlan (1 <7 < n) vardir. Herhangi

=1
n

birx € Iigin, x = Y (u;x)v; ve w;o € R’dir. Suhalde I, {vy, vo, ..., v, } lerle iiretilmis
i=1
bir idealdir.
(13) Py, Pa, ..., P, ve Q1,Qs, ..., @, asal idealler olmak iizere,

I - P1P2Pn - QlQQQm
olsun. =!I = R oldugundan,
(I''P...P)P =R

dir. Boylece P; terslenebilirdir. Benzer sekilde, P; ve (); asal ideallerinin de
terslenebilir oldugu gosterilebilir. P, asal ve Q1Q)s...Q0,, € P; oldugundan, bir
Jj€A{1,2,...,m} icin Q; C P,’dir. Gerekirse yeniden siralayarak, (); C P; oldugunu
kabul edebiliriz.

Pl CP'P =R

oldugundan P; '@y, R'nin bir idealidir. Su halde
Pi(P1Q1) = @1

olmasi P, C Q; veya P, 'Q; C Q; olmasim gerektirir. P;'Q; C Q; olmast ;' C R

olmasini gerektirdiginden, bu bir geligkidir. Ciinkii, P; (tam) ideal oldugundan,
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R C PyYdir. Su halde Py 'Q; € @, durumu da olamaz. Buradan P, C Q; ve
boylece P, = @1 bulunur. I'y1 P, Uile carparsak Ps...P, = Qs...Q., elde ederiz.

Benzer gekilde devam edilerek, istenilen sonug elde edilir.
Asagidaki teorem Dedekind bolgesinin 6nemli 6zelliklerini siralamaktadir.

Teorem 2.30 R Dedekind bélgesi olsun. Su halde ;

i) R’nin sifirdan farkl her ideali terslenebilirdir.

i) R’nin sifirdan farkl her has ideali, asal ideallerin bir sonlu ¢arpyma olarak, (sira
gozetilmeden) tek tirli olarak yazilabilir.

iii) R Noetherian tamlik bélgesidir.

i) R’nin sifirdan farkl her asal ideali maksimaldir.

Kanit i) R’nin sifirdan farkh her ideali, sonlu sayida asal idealin garpimi olarak
yazilabileceginden, ispat1 tamamlamak i¢in, sifirdan farkli her asal idealin
terslenebilir oldugunu gostermek yeterlidir.
P, R’nin sifirdan farkh bir asal ideali ve 0 # p € P olsun. Su halde Py, P, ..., P,

R’nin asal idealleri olmak tizere Rp = P, P»...P,’dir. P asal ideal oldugundan ve
Rp=PP. . .P,CP

oldugundan, bir ¢ i¢in P; C P’dir. P;’nin maksimal oldugunu gosterirsek P, = P ve
P terslenebilirdir.
Simdi R’nin her terslenebilir asal idealinin maksimal oldugunu gosterelim. @,

R’nin terslenebilir asal ideali ve a € R\Q olsun. Eger

aQ+Q*=Q

oldugunu gosterirsek, ) terslenebilir oldugundan, aR + @ = R bulunur. Boylece, @)
maksimal ideal olur.

Simdi aQ+Q? = Q oldugunu ispatlayalim. Ilk olarak R/Qnun Dedekind bolgesi
oldugunu gosterelim. R/Q’nun sifirdan farkli her ideali Z;

I, R'nin bir ideali ve @ C I olmak iizere, Z = I/Q seklindedir. P, P, ..., P,
R’nin asal idealleri olmak iizere I = P\ P»...P, ise P1/Q,P,/Q, ..., P,/Q ler de
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R/Q’nun asal idealleridir ve

I=1/Q=(P/Q)(/Q) ..(P./Q)

asal ideallerin ¢arpimu olur. O halde R/@Q Dedekind bolgesidir.

PP, ... P, ve Q1,Q2, ..., 0y ler asal idealler olmak iizere,
IZGR+Q:P1P2Pn

J=aR+Q=0Q1.Q5..Qn

olsun. R/Qda I?/Q = J/Qdur. J/Q, R/Qmun temel ideali oldugundan ter-
slenebilirdir. R/Q Dedekind bolgesi oldugundan, Teorem 2.29°e gore, I12/Q ve

J/@Q’nun asal carpanlar sira gozetilmeden aynidir.
PEP;...P} = Q1Q2...Qm
ve I? = J dir. Boylece
QCI’=J=a’R+aQ+Q*CaR+Q*

ve her z €  elemanini a,d € R ve y € Q? olmak iizere, z = ad+y olarak yazabiliriz.
Su halde
ad=x—1y €Q

ve boylece a ¢ @) oldugundan, d € @’dur. Bundan dolay:

QCaQ+Q*CQ

ve aQ+Q? = Q elde edilir. Q terslenebilir oldugundan aR+(@ = R olup ) maksimal
olur.
(1) ve (4i7)’tin ispat1, Teorem 2.29’den agiktir.

(tv)’in ispati, (7)’nin ispati iginde yapilmigtir.

Ornek 2.31 F bir cisim olmak dizere, F [X1, X3| polinomlar halkasi Noetheriandar,
fakat Dedekind bolgesi degildir. Crinki, (X1) asal ideali (X1) C (X1, X2) oldugundan

maksimal degildir.
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Onerme 2.32 R Dedekind bélgesi olsun. R’nin TIB olmast icin gerek ve yeter
kosul TAC olmasidar.

Kanit R TIB ise TAC bolge oldugunu biliyoruz. Simdi bir Dedekind bolgesinin
TAC bolgesi olmasi durumda, her idealinin temel ideal olacagini gosterelim. Bunun
i¢in de, sifirdan farkh her P asal idealinin temel ideal oldugunu gostermek yeterlidir.
0 # a € P alalm. R TAC bolge aldigimizdan, birim olmayan a elemanini, i =
1,2,...,n,n €N, e >1vep; ler asal elemanlar olmak iizere, a = ﬁ p;" seklinde tek
tiirli yazabiliriz. -

a = ﬁpf € P oldugundan, P asal ideali bir ¢ = 1,2,...,n igin, p; € P asal
elamamril: 1kapsar. Su halde Rp; C P ve p; asal eleman oldugundan, Rp; bir asal

ideal ve Teorem 2.30 (iv)’den maksimaldir. Boylece, P = Rp; temel ideal bulunur.

Tanim 2.33 R tamlik bolgesi ve I ile J de iki ideali olsun. Eger I = JK olacak
sekilde bir K idealt varsa J ideali I idealini boler veya I ideali J ideali ile béliniir

denir.

Eger J ideali I idealini bolerse, I C J oldugu aciktir. R Dedekind bolgesi ise
tersi de dogrudur. Gergekten, I C J ise

K=IJ'CJJ'=R

dir. Boylece JK = I olacak sekilde, R halkasinin bir K ideali bulunabildiginden, J
ideali [ idealini boler. Su halde Dedekind bolgesinde, idealler arasinda boliinebilme

ters kapsanma ile denktir.

Onerme 2.34 R Dedekind bélgesi ve Py, P, ..., P, ler birbirinden ve sifirdan farkl
asal idealler olsun. Her 1 =1,2,...,n i¢in, x; € R elemanlar ve e; > 0 tam sayilar:
verildiginde,

v—1x; € PP vex —x; ¢ PO

olacak sekilde bir x € R vardur.
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Kanit Her i = 1,2,...,n icin, P#™" C P{ oldugundan, a; € P{ fakat, a; ¢ PfH

(2 (3

olacak gekilde a; € R elemanlar1 bulabiliriz. Ju halde Cin Kalan Teoremine gore,
r = x; +a; mod (P9
olacak gekilde bir z € R vardir. Ayrica,

r—x; =[x — (v +a) +a €P Vea:—a:ig_fP.ei“

(2 K3

de saglanir.

Onerme 2.35 R Dedekind bolgesi ve sonlu sayda asal ideali varsa, R temel ideal

bolgesidir.

Kanit R Dedekind bolgesi oldugundan, sifirdan farkli her has ideali, sifirdan farkh
asal ideallerin bir carpimidir. Su halde ispat1 tamamlamak icin, sifirdan farkli her
asal idealin bir temel ideal oldugunu gostermek yeterlidir.

R Dedekind bolgesinin asal idealleri, { Py, P, ..., P,} olsun. Herhangi bir sabit
1 < h < n alaim. Onerme 2.34’den, her i = 1,2, ...,n icin, 2; = 0 ve her i # h icin,

e; =0, e, = 1 alimirsa,
Ty € P, xp & PP ve her i # higin, x, ¢ P

olacak sekilde bir z;, € R bulunabilir. Boylece, Py|Rxy, P21 Rxy, ve her i # h igin,
P, ¥ Rxy, oldugundan, P, = Rxj, temel ideal bulunur. Bu iglem her 1 < h < n igin

yapilabileceginden, R’nin her asal idealinin bir temel ideal oldugu gosterilmis olur.

Onerme 2.36 R Dedekind bolgesi ve I sufirdan farkl bir has ideali ise R/I temel
tdeal halkasidar.

n

Kanit n; > 1, P/’ler asal ideal olmak iizere, I = [] P olsun.

=1
R/T = ﬁ R/P™
=1

olur. Boylece bir P asal ideali i¢in, R/P™ nin temel ideal halkasi oldugunu gosterirsek

ispat tamamlanmig olur.
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R Dedekind bolgesi oldugundan, P" C J ise J = P™, m < n geklindedir.
J/P" = pP™/pP" = (P/P™")"

dir. Bir p € P\P? elemamn i¢in, Rp idealinin asal ideallerin ¢arpimi olarak yaziligi,
P # P! olmak iizere,
Rp = PP/P,..P/

olsun. Rp + P" = P oldugundan, P/P" nin bir temel ideal bsylece, R/P™ nin her

J/P™ idealinin de bir temel ideal oldugu anlagilir.

Dedekind bolgesinin bir Noetherian bolge oldugunu biliyoruz. Su halde her ideali
sonlu iiretilmigtir. Simdi 6zel olarak her idealinin en fazla iki elemanla iiretildigini

ispatlayalim.

Sonug 2.37 R Dedekind bélgesi ve I sifirdan farkly bir ideali ise elemanlardan biri

keyfi olarak segilmek tizere iki elemanla tretilmaistir.

Kanit 0 # a € I herhangi bir eleman olmak iizere, Onerme 2.36’a gore R/Ra temel

ideal halkas1 ve I/Ra temel idealdir. Su halde bir b € I i¢in, I = Ra + Rb bulunur.

Onerme 2.38 R Dedekind bilgesi ve S, R’nin ¢arpimsal alt kiimesi ise S 'R de
Dedekind bélgesidir. Ayrica, R’nin her P asal ideali i¢in, R, yerellesmesi de temel

ideal bolgesidir.

Kanit (Callialp ve Tekir 2009, Onerme 4.2.2)’ye gore S~—'R'nin her J ideali, R
Dedekind bolgesindeki bir I idealinin genislemesi ve [ ideali asal ideallerin sonlu bir
carpimi olarak yazilabildiginden,

(Callialp ve Tekir 2009, Onerme 4.2.9 (2))’den,

S S

1=[ler=7=r=ILF)"

i=1 i=1
ve P¢ ler ST'R ya da S~!R’nin asal idealleri oldugundan, ilk iddia gosterilmis olur.

Ik iddiadan, her P asal ideali icin Rp yerellesmesi de sifirdan farkh tek asal

ideali PRp olan bir Dedekind bolgesidir. Rp’nin sifirdan farkh her ideali de (PRp)"
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seklindedir. Boylece, p € P\P? ise pRp = PRp temel ideal ve Rp’nin her ideali de

temel ideal olur.

Simdi modiil teoride énemli bir sinif olan ve vektor uzaylariyla benzer 6zellikler

tastyan bir modiil sinifi tanimlayalim.

Tanim 2.39 R halka, M R-modil ve S = {ya}.,.; de M nin bir irete¢ sistemi

acl
olsun.

i) Her m € M elemani, ro € R, yo € S olmak tizere , m = > roy, seklinde
sonlu bir toplam olarak yazilabiliyor ve bu yazilis tek tirli oluyorsczeé' = {Yataer Ve
M ‘nin bir tabany denir.

ii) M modiiliine de S tizerinde serbest modil denir.

iii) Eger M modili bir serbest modilin dik toplanani ise M 'ye projektif modiil

denir.

Onerme 2.40 R tamlik bélgesi ve I sifurdan farkl kesirsel ideal olsun. I’'nin

terslenebilir olmast i¢in gerek ve yeter kogul I nin projektif R-modil olmasidar.

Kanit I, R'nin terslenebilir bir kesirsel ideali olsun. Boylece a; € I ve af € ™1
olmak iizere, > a;af = 1'dir. {y1, 2, ..., yn} iizerinde F serbest R-modiiliinii alalim.
=1

f:F—1 fonlzsiyonunu,

f(z Tiyz') = Z'f’z’ai

ile g : I — F fonksiyonunu da,

n

g(e) =Y (cal)y,

i=1
ile tanimlayalim. f ve g'nin R-modiil homomorfizmasi oldugu agiktur.

n n n

(F9)(0) = O (ecad)y) = D (cal)a; = e} aia}) =

i=1 i=1 i=1
ve boylece fg = 1’dir. I, F’nin dik toplaminda bir terimdir. Bundan dolay1 [
projektiftir.

I sifirdan farkl ve projektif bir R-modiil olsun. f : FF — [ ve g : [ — F ler

fg = 1 olacak sekilde R-modiil homomorfizmalar:1 ve F' serbest R-modiilii vardir.
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0# a € I olsun. a, € R ve {y1,¥2,...,Yn}, F'nin iireteg sisteminin bir alt kiimesi

olmak {izere,
n

g(a) = Z a;Y;
i=1

!
a;

olsun. i = 1,2,...,n i¢in a; = f(y;) ve aj = = diyelim. g bir R-modiil homomorfiz-

a

mas1 oldugu igin, herhangi bir b € I icin

bg(a) = ag(b) = g(ab)

dir. F’nin serbest iireteg sisteminde kalan diger elemanlar j € J igin, {y;} olmak

uzere
g(b) =Y by + > Yy
i=1 jet
olsun. Su halde g(ba) = ag(b) esitliginden yararlanarak

n n

Z(ba;)yl- = Z(ab;)yi + Z(ab})yj

i=1 i=1 jeJ

olur. Buradan, b, € R ve i = 1,2,...,n icin ba, = ab, ve b € R olmak iizere

g9(b) = Z by
i=1

dir. Ayrica a} in tanmimindan her b € [ igin

!/

bar = (%) =1 € R
a

dir. Boylece i = 1,2,...,n igin af € [7! dir. fg = 1 oldugundan

a=fgla) = FQ_aiy) =D _ g
i=1 i=1
= i(aa;‘)ai = a(i a;a;)
i=1 i=1

ve boylece > a;af = 1'dir. 117! = R ve I terslenebilirdir.
=1

2

Teorem 2.41 R tambk bilgesinde asagidaki ifadeler denktir:
i) R Dedekind bolgesidir;
ii) R’nin sifirdan farkl her ideali terslenebilirdir;
iii) R’nin her kesirsel ideali terslenebilirdir;

iv) R’nin sifirdan farkl her ideali R-modiil olarak projektiftir.
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Kanit (i) = (ii) Teorem 2.30’den elde edilir.

(ii) = (iv) Onerme 2.40’den elde edilir.

(iv) = (i17) I, R'nin kesirsel ideali ve 0 # d € R i¢in, dI C R olsun. Her q € I
icin, f(q) = dq ile tamimh R-modiil homomorfizmasiyla I, dI’ya izomorftur. dI
projektif oldugundan, I da projektiftir.

Onerme 2.40’den, I terslenebilirdir.

(171) = (ii) Agiktar.

(7) = (i) R’nin sifirdan farkh her ideali terslenebilir oldugundan, Teorem 2.29’den

sifirdan farkli her ideali sonlu tiretilmistir. Bundan dolay1 R Noetheriandir.
U ={I C R: I sonlu sayida asal idealin ¢arpim olarak yazilamasin.}

U # & ise R Noetherian oldugundan ¥’nin I gibi bir maksimal elemani vardir. [
asal olamayacag i¢in maksimal de olamaz. Su halde I C P C R olacak sekilde bir
P maksimal ideali vardir. Sifirdan farkl her ideal terslenebilir oldugu icin /P~! C
R’dir. Suhalde I C IP ! dir. I = IP!ise P7! = R’dir. Bu ise, P’nin has ideal
olmas: ile celiskidir. Bundan dolay1, /P! sonlu sayida asal idealin bir ¢arpimudir.
Su halde I = (IP~')P sonlu sayida asal idealin ¢arpimi olur. Bu ise I’'min se¢imi ile

geligir. O halde ¥ = & olur. Dolayisiyla R Dedekind bolgesidir.

Onerme 2.42 R tamlik bélgesi ve kesir cismi F olsun. R Noetherian ve sufurdan

farkly her asal ideali maksimal olsun. R’nin sifirdan farkl her has I ideali i¢in,

ql C R olacak sekilde bir ¢ € F\R vardur.

Kamt 7, R’nin sifirdan farkli bir has ideali olsun. I = Ra temel ideal ise
a™l € F\R ve a™'I C R'dir.

I temel ideal olmasin ve 0 # a € [ olsun. I C P olacak sekilde bir P mak-
simal ideali alahm. R Noetherian oldugundan, (Callialp ve Tekir 2009, Onerme
5.1.14)’den,

PP;...P, C Ra

olacak sekilde sifirdan farkli Py, P, ..., P, asal idealleri vardir. P asal ideal oldugu

icin Py, P, ..., P, asal ideallerinden biri P’de icerilir. Bu asal ideal P; olsun. Varsayimimiz-
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dan sifirdan farkli her asal ideal maksimal oldugundan, P, = P dir. Su halde
PP...P,CaRCICPCR

dir. Gereksiz asal idealleri ¢ikararak Ps...P, g_ aR oldugunu kabul edebiliriz.
b€ P...P,\aR segersek, a~'b ¢ R elde edilir. Su halde

a I Ca'bP Ca 'PP,..P, Ca 'aR=R
dir.

Dedekind halkalarinin énemli bir denkligini elde etmek icin tam genigleme

tanimin hatirlayalim.

Tanim 2.43 R, S halkasinan bir alt halkast ve u € S olsun. f(u) = 0 olacak
sekilde bir f(x) € R[X] monik polinomu varsa, u’ya R tzerinde tamdir denir. Eger
S’nin her elemani, R tizerinde tam ise S, R fizerinde tam veya, S’ye R’nin tam

geniglemest denir.

Teorem 2.44 R tamhk bolgesi olmak dizere, asagidaki ifadeler denktir:
i) R Dedekind bolgesidir;

ii) R Noetherian halka, tam kapale ve sifirdan farkly her asal ideali maksimaldir.

Kamt (i) = (it) R Dedekind bolgesi ve kesir cismi F' olsun. Teorem 2.30’den, R
Noetherian halka ve sifirdan farkl her asal ideali maksimaldir.

Simdi R’nin tam kapali oldugunu gosterelim. u € F', R iizerinde tam olsun.
f(u) = 0 olacak gekilde bir monik f(z) € R[X] polinomu vardir. f(z)in derecesi
n olsun. I, F'nin {1,u,...,u" '} ile {iretilmis alt R-modiilii olsun. Su halde I,
w'nun biitiin kuvvetlerini icerir ve boylece I? C I’dir. I, F’nin sonlu iiretilmis bir
R-alt modiilii oldugu i¢in bir kesirsel idealdir ve boylece terslenebilirdir. 12 C I
oldugundan, I C R ve u € R bulunur.

(7i) = (i) I, R'nin herhangi bir sifirdan farkh ideali ise terslenebilir, yani
I7'I = R oldugunu gorelim. I~*I C R oldugunu kabul edelim. Su halde /=1, R'nin
bir idealidir ve boylece Onerme 2.42°den, u(I~11) C R olacak sekilde bir u € F\R

vardir. Her g € I, a € I igin
(uq)a = u(qa) € u(I ') C R
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ve boylece uqg € 7! yani, uI=! C I~! dir. R Noetherian oldugu icin I sonlu
{iretilmistir. d, bu iireteclerin carpim ise dI~! C R ve boylece 1! bir kesirsel

ideal olur. Ayrica dI~!, R'nin bir idealidir ve sonlu iiretilmistir. dI~' = > Ra;
i=1

olsun. Boylece I = i Ra;d™' dir. Bundan dolay1 /=!, F’'nin bir sadik R[u]-alt
modiiliidiir. 171, R—mi):(iﬁl olarak sonlu iiretilmistir ve boylece (Calhalp ve Tekir
2009, Onerme 14.1.11)’e gore u, R iizerinde tamdir. R tam kapali oldugu igin
v € R bulunur. Bu ise unun secimiyle celiski olusturur. Su halde 7' = R ve

I terslenebilirdir.

2.3. Ayrik Deger Halkasi

Dedekind halkasi i¢in diger bir karakterizasyon da ayrik deger halkalari ile verilmek-
tedir. Simdi bu halka sinifim1 hatirlayalim.

Tanim 2.45 K bir cisim olsun. K* = K\ {0} dzerinde asagrdaki kosullar: saglayan
v: K* — 7Z fonksiyonuna bir ayrik degerlendirme denir.

i) v ortendir.

i) Her z, y € K* i¢in v(zy) = v(z) + v(y) 'dir.

iii) Her x, y € K*, v +y # 0 i¢in, v(z +y) > min {v(z),v(y)} dir..

Tanim 2.46 i) v, K cismi dzerinde ayrik degerlendirme ise K nan,
{r € K:v(x)>0}U{0}

alt halkasina v’nin deger halkasy denir.
it) R tamlik bolgesi ve K kesir cismi olsun. K tizerindekiv ayrik degerlendirmesinin

deger halkast R ise R’ye ayrik deger halkasy denir.

Onerme 2.47 R, v ayrik degerlendirmesine gore ayrik deger halkasy, kesir cismi K
ve 0 # t € R yerel parametre, yani v(t) = 1 olsun. Su halde
i) 0 # u € R’nin tersinir olmasy igin gerek ve yeter kosul v(u) = 0 olmasidur.
it) Her 0 < r € Ryin > 0 ve u € R tersinir olmak tzere r = ut™ geklinde

yazabiliriz.
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iii) R ayrik deger halkasi, sifirdan farkl tek asal ideali P = (t) ve sufirdan farkl
her ideali P™(n > 0) olan bir yerel Noetherian bolgedir.

Teorem 2.48 Asagidaki ifadeler R halkast i¢in birbirine denktir:

i) R, ayrik deger halkasidr;

ii) R, tek maksimal ideali 0 # P olan yerel, temel ideal bolgesidir;

iii) R, tek (ilgililik farkwyla) indirgenemez elemanay t olan TAC bolgedir;

i) R, tek maksimal ideali sifirdan farkl, temel ideal olan yerel, Noetherian
bolgedir;

v) R tam kapali, Krull boyutu 1 olan yerel, Noetherian bolgedir. Yani, M sifirdan
farkly tek asal ideal olmak tizere, Spec(R) = {0, M} “dir.

Teorem 2.49 R bir tamlik bélgest olsun. R’nin Dedekind bélgesi olmast igin gerek

ve yeter kosul R 'nin Noetherian bolge ve sifirdan farkl her P asal ideali i¢in, R, nin

ayrik deger halkasit olmasidar.
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3. MATERYAL VE METOT

Halka ile benzer ozellikler sagladigindan carpimsal modiil kiimesi énemli bir siniftir.
Bu sebepden dolay1 da, carpimsal modiillerin karakterizasyonu ve bunun {iizerinde
islem yapmak hem daha kolay hem de énemlidir. Ayirca ¢arpimsal modiiller karak-
terize edilerek halka hakkinda daha ¢ok bilgiye sahip olabiliriz. Simdi bunun ile ilgili
temel kavramlar1 (Callialp ve Tekir 2009) temel kaynak alarak hatirlayalim.

3.1. Carpimsal Modiil

Tanim 3.1 R halka, M R-modiil olsun. M ’nin her N altmodiilii i¢in
N = IM olacak sekilde, R halkasiman bir I ideali varsa, M ye carpimsal modiil

denir.

R halka, M R-modiil olsun. M’nin ¢arpimsal R-modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul M’nin her N alt modiilii i¢in, N = (N : M)M oldugu kolayca ispat-
lanabilir. Bir ¢arpimsal modiiliin homomorf goriintiisii de ¢arpimsal modiil olduguda

goriilebilir. Ayirca carpimsal modiillerin yerellemesi de yine bir carpimsal modiildiir.
Onerme 3.2 Her devirli modiil ¢arpimsal modiildiir.

Kamit M = Rm devirli R-modiil ve N , M’nin herhangi bir alt modiilii ise (IV :
M)M C N oldugu agiktir.

n € N olsun. M = Rm oldugundan, n = sm olacak sekilde bir s € R vardir.
Boylece Rn = sRm = sM C N olur. Suhaldes € (N: M)ven=smée (N : M)M
bulunur. Boylece N C (N : M)M olur. Sonug olarak, N = (N : M)M dir.

Tanim 3.3 R halka, M R-modiil ve Q, R’nin bir maksimal ideali olsun.
To(M)={meM: birqeq igin (1 —q)m =0}

kiimesini tanamlayalim. To(M), M nin alt moddlidiir.
1) Eger, To(M) = M ise, M ye Q-burulmal modil denir.
2) Eger, (1 — q)M C Rm olacak sekilde, bir ¢ € Q ve bir m € M wvarsa, M 'ye

Q-devirli modiil denir.
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Teorem 3.4 M R-modiil olsun. M 'nin ¢carpimsal modil olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul R halkasinan, her Q) maksimal ideali i¢in M ‘nin ya Q-burulmal ya da Q)-devirli

olmasaidar.

Carpimsal modiil sinifinda énemli olan bir teoremi daha ispatsiz olarak hatirlay-

alim.

Teorem 3.5 R bir halka, M sadik R-modil olsun. Su halde M 'nin, c¢arpimsal
modil olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki iki kosulun saglanmasidar.

i) R halkasinan bos olmayan herhangi {1}, , idealler ailesi igin,

V(M) = () )M

AEA AEA

esitligi vardr.
ii) M 'nin herhangi N alt modilii ve R halkasinin N C IM olacak sekildeki her
I ideali i¢in, J C I ve N C JM olacak sekilde, R halkasinin bir J ideali vardar.

3.2. Asal Alt Modiiller ve Radikal Modiil

Asal ideallerin genellemesi olan asal alt modiil kavrami da modiil teoride cnemli
bir yer tutar. Bu alt simif kullanilarak, modiillerin karakterizasyonu ile ilgili 6nemli

sonuglar elde edilmistir. Bu boliimde bu sinifi inceleyecegiz.

Tanim 3.6 R halka, M R-modiil ve N, M 'nin has alt modiilii olsun.

i) Herr € R vem € M i¢in, rm € N olmastm € N veyar € (N : M) olmasim
gerektiriyorsa N 'ye M ‘nin bir asal alt modiili denir. N, M 'nin bir asal alt modiili
ve P = (N : M) ise N’ye M 'nin P-asal alt modili denir.

it) Herr € Rvem € M iginrm € N iken m € N veyar € \/miseN’ye

M ‘nin bir asalims: alt modili denir.

Ornek 3.7 i) R halkasinan her asal ideali R-modiil R nin asal alt modiiliidiir.
i) 22 ® 7, 7. ® 7. Z-modilin asal alt modili fakat 27 ® 37 , 7. & Z Z-modiiliin

asal alt modiil degildir.
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ii1) p sabit bir asal sayr olsun.
E(p) = {# +Z:re€Zne NO} , Q/Z nin sifirdan farkl Z-alt modildiir.
E(p) 'nin asal alt modili yoktur.

() ve (i) tammdan agiktr.

(731) E(p)’nin alt modiillerinin her biri ¢ € Ny igin,
Gt—{LthZ:rEZ,nEN}
p

seklindedir. Her ¢t € Ny igin,
(G E(p)) =0

oldugunu gosterelim. Bir ¢ € Ny igin,

(G2 E(p)) #0
oldugunu varsayalim. O halde bir 0 # r € (G, : E(p)) vardir.
r=p'a € (G;: E(p)) (a € Z, p a’y1 bolmez ve k € Ny)

olsun.

1
af=——+7
pk+t+l

diyelim. Su halde
. Da

a
ra :W—FZ:F—FZEGt

olur. Bu sonug varsayimla celigir. Su halde her ¢t € Nj igin,

(Gi: E(p)) = (0)

olur. Hicbir G;, E(p)’'nin bir asal alt modiilii degildir. Gergekten i herhangi bir

pozitif say1 olmak {izere,
P’ ¢ (Gi: E(p)) = (0)
ve f = # + 7 ¢ Gy fakat p'f = z% + 7Z € G, olur. E(p)'nin tiim alt modiilleri

Gy’ler oldugundan, Spec(M) = @ oldugu goriiliir.

Onteorem 3.8 R halka, M R-modil ve N, M 'nin has alt modiilii olsun. N alt
modiiliinin asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul (N : M)’nin, R halkasinin asal

ideal olmasi ve M /N ’nin bir torsion-free R/(N : M)-modiil olmasidar.
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Kamt N asal alt modiil olsun.
a,b € R olmak iizere, ab € (N : M) ve b ¢ (N : M) olsun. Su halde abM C N
ve bM ¢ N olur. Boylece abt € N ve bt ¢ N olacak sekilde bir ¢t € M vardir. N,
M’nin asal alt modiilii oldugu igin, a € (N : M) olur. Boylece (N : M) € Spec(R)
dir.

M /N’nin torsion-free R/(N : M )-modiil oldugunu gosterelim.
047 € R/(N:M)veme M/N olmak iizere #m = 0 olsun. Su halde rm € N ve
r & (N : M) olur. N asal alt modiil oldugundan, m € N ve boylece m = 0 olur. O
halde M /N torsion-free’dir.

M/N torsion-free R/(N : M)-modiil olsun. N’nin asal alt modiil oldugunu
gosterelim. r € R ve m € M olmak tizere rm € N ve r ¢ (N : M) olsun. Su halde
rm =0 ve 0 # 7 olur. M/N'nin torsion-free R/(N : M)-modiil oldugundan m = 0

ve boylece m € N olur. N, M’nin asal alt modiiliidiir.

N, M'nin asal alt modiilii iken (N : M) € Spec(R) oldugunu Onteorem 3.8’de

gordiik. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 3.9 N =2Z &0, M =7 & 7 Z-modiil olsun. Burada
(N : M) =0 € Spec(Z) fakat N asal alt modil degildir. Ctinki (1,0) € M ve 2 € Z
olmak tizere 2(1,0) = (2,0) € N fakat (1,0) ¢ N ve 2 ¢ (N : M) dir.

Onerme 3.10 M R-modiil ve N, M 'nin asalimst alt modiili olsun. Su halde N ’nin
asal alt modil olmas i¢in gerek ve yeter kosul (N : M) nin R halkasin asal ideali

olmasaidar.

Kamit N asal alt modiil ise (N : M) € Spec(R) oldugu Teorem 3.8’den agiktir.
(N : M) € Spec(R) olsun. r € R ve m € M olmak iizere rm € N ve m ¢ N

kabul edelim. N asalimsi alt modiil oldugu i¢in, bir n tamsaysi i¢in ™ € (N : M)

olur. (N : M) € Spec(R) oldugu i¢in, r € (N : M) olur. Sonug olarak N, M’ nin

asal alt modiiliidiir.

Onteorem 3.11 (N : M), R halkasian maksimal ideali iken N, M R-modiiliin

asal alt modiltidiir.
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Kanit r € R ve m € M olmak iizere rm € N fakat r ¢ (N : M) olsun. O halde
(N : M) maksimal oldugundan (N : M)+ Rr = R’dir. R birimli halka oldugundan
1 =z + yr olacak sekilde y € R ve z € (N : M) vardir. Esitligi sagdan m € M ile

carparsak, xm + yrm = m € N olur. Dolayisiyla N asal alt modiildiir.
Onteorem 3.12 R halka, M R-modiil ve N, M 'nin maksimal alt modiilii ise N
asal alt modviildiir.

Kamit N, M’nin maksimal alt modiilii olsun. » € R ve m € M olmak iizere,

rm € N fakat m ¢ N olsun. Su halde N + Rm = M’dir. Boylece
rM =rN + Rrm C N,
yani r € (N : M) olur. Boylece N, M’nin asal alt modiildiir.
Onteorem 3.13 M sadik carpimsal R-modiil ve P, R halkasvman asal ideali olsun.
a € R ve x € M olmak iizere, axr € PM 1ise a € P veya x € PM “dir.

Kamt a € R ve x € M olmak iizere ax € PM,a ¢ P, K ={re€ R : rv € PM}
ve K # R olsun. Su halde K C @ olacak sekilde R halkasinin maksimal () ideali
vardir. © ¢ Tp(M) olur. Gergekten, x € Tp(M) olsaydi bir ¢ € @ igin (1 —¢)x =0
ve boylece 1 — ¢ € K C @ olurdu. Bu ise geligki. O halde Teorem 3.4’den M bir
()-devirli modiildiir. Boylece (1—¢q)M C Rm olacak sekilde m € M ve q € @) vardur.
Ozel olarak bir s € R ve p € P icin

(1—q)x=smwve (1 —q)ax =pm
olur. Boylece (as — p)m = 0 olur. (1 — ¢)M C Rm oldugundan
(1 = q)Ann(m))M C R.Ann(m)m =0
olur. M sadik modiil oldugundan, (1 — ¢)Ann(m) = 0 olur. Boylece

(as —p) € Ann(m)
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oldugundan,
(I-qas=(1—-qpeP

olur. P C K C @ oldugundan s € P ve boylece (1 — q)z = sm € PM olur. Boylece
1 —q e K CQ geliskisi elde edilir. Sonug olarak K = R ve boylece x € PM olur.

Sonug 3.14 R halka, M sadik, ¢carpimsal R-modil ve P, R halkasinin PM # M

olacak sekilde bir asal ideali 1se PM, M nin asal alt modiilidiir.

Kanit a € R ve x € M olmak iizere, ax € PM ve a ¢ (PM : M) olsun.
P C (PM : M) oldugundan, a ¢ P olur ve Onteorem 3.13’ten z € PM olur.
Boylece PM, M’nin bir asal alt modiiliidiir.

3.3. Alt Modiiliin Radikali

Bir idealin radikali cebirsel geometride ¢ok onemli bir yer teskil etmektedir. Bu
acidan, bir idealin radikali kavraminin bir genellemesi olarak, bir alt modiiliin radikal
kavrami da modiil teoride onemli bir kavramdir. Ayrica bu kavram kullanilarak

halka ve modiil karakterize edilmektedir.

Tanim 3.15 R halka, M R-modiil ve N, M nin has alt modiili olsun.

N yi kapsayan asal alt modiil varsa, N yi kapsayan tim asal alt modiillerin ke-
sigimine, N alt modilinin M -radikali denir. Bu radikal rady;(N) veya kisaca rad N
ile gosterilir.

Eger N ’yi kapsayan asal alt modil yoksa, rady (N) = M olarak tanymlanar.

Ozel olarak, rady (M) = M olur. rady(0) radikaline M 'nin radikali denir.
rady (N) = N ise N ye radikal alt modil denir.

Ornek 3.16 M = R = Z olsun. 247 ’yi kapsayan asal alt modiller 27, ve 37 dir.
O halde radyz(247Z) = 27. N 37 = 67 dir.

Teorem 3.17 M R-modiil ve N ile L alt modiilleri olsun. Su halde asagqdakiler

saglanar.
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i) N Crady(N),

i) rady(rady (N)) = rady (N),

iii) rady (N N L) C rady(N) Nrady (L),

w) R'min her I ideali icin, rady (IM) = rady (v IM),

v) N M) C (rady(N) : M),

vi) M sonlu tretilmis R-modil ise rady (N) = M olmast i¢in gerek ve yeter sart
N = M olmasidar.

vii) (rady (N) : rady (L)) = (rady(N) : L),

viii) radyn(0) = (rada(N))/N.

Kamt i) Agktir.

i1) (i) ile radp(N) C rady(rady (N))'dir.

rady (N)'yi igeren tiim @); asal alt modiilleri i¢cin N C rady(N) C @, oldugun-
dan, N’yi igeren tiim P; asal alt modiilleri icin ﬂ Q; C P;’dir. Boylece
rady(rady (V) = () Q: C rady (NYdir.

i1i) rady (N N LZ)EI: (N P, (P, asal alt modiil) ve ), N ve L’yi igeren tiim

NNLCP,
asal alt modiillerin kiimesi olsun.

NANLCNCQue NNLCLCQ

ile
rady (N N L) Crady(N) ve rady (N N L) C rady (L)

dir. Boylece
rady (N N L) C rady(N) Nrady (L)

olur.

iv) rady (IM) = M ise ispat agik.

Eger IM C P olacak sekilde bir P p-asal alt modiilii varsa, I C (IM : M) C
(P : M) = pdir. O halde VI C p'dir. Eger z € /I ise, 2" € I C p olacak
sekilde bir n € Z* vardir. Dolayisiyla z € p'dir. Boylece VVIM C pM C P
olur. Buradan IM’yi igeren her P asal alt modiilii igin rady (v IM) C P'dir.
Boylece mdM(\/TM) C rady(IM) olur. I C VT oldugundan, IM C VIM ve
rady (IM) C rady (v IM)'dir.
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v) © € /(N : M) olsun. O halde 2" € (N : M) olacak sekilde n € Z* vardir.
Boylece N'yi iceren tiim P asal alt modiilleri i¢in "M C N C P’dir. P asal alt
modiil oldugundan, x € (rady (N) : M) dir.

vi) N = M olsun. O halde rady(N) = rady (M) = M’dir.

Tersine, rady(N) = M ve N # M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan,
(Kiligarslan 2004, Onerme 2.8) ile N'nin, N C P; olacak sekilde en az bir minimal P;
asal alt modiilii vardir. Boylece (Kiligarslan 2004, Teorem 2.10) ile M = rady(N) =
n P, ve M C P/dir. Bu P/nin asal alt modiil olmasiyla geligir. Sonuc¢ olarak
Z]%I: M dir.

vii) x € (rady(N) : rady (L)) olsun. O halde zrady (L) C rady(N) ve zL C
rady (N)'dir. Boylece x € (rady(N) : L)’dir.

r € (rady(N) : L) olsun. O halde rL C rady (N) = () P; (P; asal alt modiil)
ve N’yi iceren M’nin tiim asal alt modiilleri i¢in rM QNJ%Z-Piveya L C P/dir. Eger
rM C P; ise, o halde r.rady (L) C rady (N) ve r € (rady(N) : rady (L)) dir.
Boylece (rady (N) : L) C (rady(N) : rady (L)) dir.

viit) radyyn(0) = () Pi/N (P asal alt modiil) olmak {izere

N/NCP;/N
T=x+N € P;/N olsun. O halde z € P,’dir. N C P, oldugundan z € rady;(N)'dir.
O halde Z =z + N € (rady(N))/N olur. Buradan rady;n(0) C (rady(N))/Ndir.
rady(N) = [\ P; (P; asal alt modiil) olmak tizere 7 = x + N € (rady(N))/N
olsun. O halde ggepimdM(N)’dir. Buradan x € P/’dir. O halde z =z + N € F,;/N
olur. Dolayisiyla Z € rady/n(0)'dir. Buradan (rady(N))/N C radyyn(0)’dir.

Sonug olarak rady;/n(0) = (rady (N))/N’dir.

Teorem 3.18 R bir halka, M sonlu tiretilmis R-modiil, N ve L, M "nin alt modiiller:
olsun. Qu halde rady (N)+rady (L) = M olmas igin gerek ve yeter kosul N + L =

M olmasidar.

Kamt rady (N) + rady (L) = M ve N + L # M kabul edelim. M sonlu iiretilmis
oldugundan N + L C T olacak gekilde bir maksimal 7" alt modiilii vardir. 7" asal alt

modiil olacagindan, N C T olmasi rady(N) C T ve L C T olmasi rady (L) C T
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olmasini gerektirir. Su halde
rady(N) +rady (L) C T

olur. Bu ise varsiyimimizla geligir. O halde N + L = M dir.
N Crady(N) ve L C rady (L) oldugundan, N + L = M olmasi

TadM(N) + mdM(L) =M

olmasini gerektirir.

Onerme 3.19 R tamlik bélgesi, M R-modiil ve T(M) # M olsun.
i) M 'nin torsion alt modiili asaldur.
ii) R’nin her P maksimal ideali i¢in PM = M veya PM, M 'nin asal alt

modtlidir.

Kanit i) P = (T'(M) : M), R’nin asal ideali ve M /T(M)’nin torsion-free R/P-
modiil oldugunu gosterelim.

T (M) # M oldugundan, Ann(m,) = 0 olacak sekilde m; € M\T(M) elemam
vardir. p € P olsun. pm; € T(M) ve Ann(pm,) # 0’dir. Boylece r(pm,) = 0 olacak
sekilde 0 # r € R vardir. R tamlik bolgesi ve T(M) # M oldugundan p = 0’dur.
Boylece P = (T'(M) : M) = 0. R bir tamlik bolgesi oldugundan, P asal ideal olur.

0#£r+Pe€R/Pvem+T(M)e M/T(M) olmak iizere (r+ P)(m+T(M)) =0
olsun. O halde rm € T'(M), boylece (sr)m = 0 olacak sekilde 0 # s € R vardir. R
bir tamlik bolgesi oldugundan, m € T'(M)’dir. Sonug olarak M /T (M) torsion-free.

i1) Varsayalim ki PM # M olsun. Agkca P C (PM : M)’dir. P maksimal ideal
oldugundan, P = (PM : M)’dir. Boylece (PM : M) asal ideal. P(M/PM) =0
oldugundan M/PM R/P-modiildiir. Simdi 7'(M/PM) = 0 oldugunu gosterelim.
m+ PM € T(M/PM) olsun. O halde 0 # r + P € R/P olmak tizere
(r + P)(m + PM) = O’dir. R/P cisim oldugundan, (r + P)~! vardir. Boylece
m € PM’dir. Buradan T(M/PM) = 0’dwr. Sonug olarak PM, M’nin asal alt

modiiliidiir.
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Onteorem 3.20 R tek boyutlu tambik bélgesi ve M R-modiil olsun. T(M), M 'nin

torsion alt modiilii olmak tizere

rady (0) = T(M)N{N{PM : P, R’nin maksimal ideali}}
dur.
Kanit Onerme 3.19 ile

rady (0) CT(M)N{n{PM : P, R'nin maksimal ideali}}

dir.

N, M’nin asal alt modiilii ve P = (N : M) olsun. Onteorem 3.8 ile P € Spec(R)
olur. R tek boyutlu tamlik bolgesi oldugundan, P = 0 veya P maksimal idealdir.

Eger P = 0 ise, M/N torsion-free R-modiil olur ve boylece 7'(M) C N’dir. Bunu
gorecek olursak;

m € T(M) olsun. 0 # r € R olmak iizere rm = 0 € N’dir. N asal alt modiil
oldugundan, m € N’dir.
Boylece

T(M)Nn{n{PM}} CT(M)CN

dir.

Eger P # 0 ise, P maksimal ideal ve PM C N’dir. Boylece
T(M)Nn{n{PM}} C PM C N’dir. Her iki durumda da,
T(M)Nn{n{PM}} C N’dir. Sonug olarak T'(M)N{N{PM}} C rady (0)’dir.

Onteorem 3.21 R halka ve M R-modil olsun. N, M 'nin alt modilii ise
rady(0) C rady(0) dor.

Kamit K, M’nin herhangi bir asal alt modiilii olsun.

Eger N C K ise rady(0) C K’dir.

Eger N ¢ K ise NN K, N'nin asal alt modiiliidiir. Bunu goérelim.
re R,me Nvermée NNK C K olsun. K asal alt modiil oldugundan, m € K
veya rM C K’dir.
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Eger m € K ise, o halde m € N N K’dir.
Eger rM C K ise, rN C K’dir. Boylece rN C NN K ve
rady(0) C NN K C K’dir.
Her iki durumda da rady(0) C K’dir. Dolayisiyla radx(0) € rady(0)’dr.

Onteorem 3.22 R tek boyutlu Noetherian bilge ve M R-modiil olsun. L, M 'nin

tim sonlu tretilmis alt modiillerinin birlesimi olmak tizere
rady (0) = Urad(0)
dir.

Kanit Onteorem 3.21 ile, M’ nin herhangi bir sonlu iiretilmis L alt modiilii icin

radr(0) C rady(0) ve buradan
Uradr(0) C rad(0)

dir.

m € rady(0) olsun. Onteorem 3.20 ile, m € T(M) N {N{PM}}dir. Boylece
rm = 0 olacak sekilde 0 # r € R vardir.Onerme 2.18 ile n € Z* olmak tiizere, 7’yi
iceren R'nin P;,Ps,...,P, maksimal idealleri vardir. Onteorem 3.20 ile her 1 <i <n
icin m € P,M’dir. L;, M’ nin sonlu iiretilmis bir altmodiilii, yani L; = Rm,; olsun.
O halde P,L; = P,Rm, olur. m € P,M oldugundan, x; € P, ve m; € M olmak iizere
m = x1my + xoms + ... + x,m, ’dir. Boylece m € P,L;’dir. L =L+ Lo+ ...+ L,
olsun. O halde L, M’nin sonlu iiretilmis alt modiiliidiir ve P;L; C P;L oldugundan
m € P,L (1 <i<mn)dir.

P, R’nin herhangi bir maksimal ideali olsun. Varsayalm ki P # P; (1 <i < n)
olsun. P maksimal ideal oldugundan Rr + P = R’dir. Her tarafi m € M ile
carpalim. O halde Rm = Rrm + Pm = Pm olur. Boylece Rm = Pm ve m €
Rm = Pm C PP,L C PL olur. Onteorem 3.20 ile m € rad(0) olur. Dolayisiyla
rady(0) C radp(0) ve

rady(0) C Uradg(0)

dir.
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Onteorem 3.23 R halka ve My, M 'nin alt modiilii olmak tizere M = @@ My

ACA
R-modiil olsun. O halde

rady(0) = @TadMA(O)

AEA
dir.

Kanit Onteorem 3.21 ile, her A € A igin radyy, (0) C rady(0)’dir. Buradan

@mdMA(O) C rady(0)
AeA
dir.
m € M vem ¢ @ rady,(0) olsun. II, : M — M, dogal homomorfizma ol-

AEA
mak tizere, II,(m) ¢ rady, (0) olacak sekilde p € A vardir. II,(m) & rad,(0)

oldugundan, M, nin I, (m) ¢ N, olacak sekilde N, asal alt modiilii vardir. K =
N, B(P M,) olsun. (Kihgarslan 2004, Onteorem 1.11) ile K, M nin asal alt mod-
AZEp

tlidiir ve II,,(m) ¢ N, oldugundan m ¢ K’dir. Boylece m ¢ rady(0)’dir. Sonug

olarak

rady (0) C @TadM/\«))

dir.

Bir idealin radikalinin modiil teorideki deger bir genellemesini de simdi verelim.
Daha onceki genelleme ile egitligi kullanilarak, halka ve modiiller hakkinda bilgi

sahibi olabiliyoruz.
Tanim 3.24 R halka, M R-modiil olsun. N alt modiile olmak izere
Ey(N) = {m EM:r,€R,mi € M, k; € Z" olmak iizere m = rym,, Tf’imi € N}
diretmis oldugu
{m EM:r,ER, m; € M,n ki €Z" olmak iizere m = irimi, rfimi S N}
i=1

alt modiliine N 'nin zarfi denir ve Wy (N) ile gosterilir.

Gergekten, Ep(N), M’nin her zaman alt modiilii olmak zorunda degildir.
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Ornek 3.25 M = Z & 7 Z-modiil ve N = (9,9)Z + (4,8)7Z olsun. Ezqz((9,9)Z +
(4,8)Z), Z & Z’nin alt modilii degildir. Gergekten,

(3,3) € Ep(N) 'dir. Cliinki 3(1,1) = (3,3) ve 3%(1,1) € N “dir.

(2,4) € Ey(N) dir. Ciinki 2(1,2) = (2,4) ve 2%(1,2) € N “dir.

Fakat (3,3) 4+ (2,4) = (5,7) ¢ Eyn(N) dir. Varsayalim ki (5,7) € Ep(N) olsun. O
halde (5,7) = r(a,b) ve r*(a,b) € N olur. Buradan ra =5, rb =7 oldugundan r|5
ve r|7°dir. Boylece r = £17dir. O halde r = 1 olmak iizere (5,7) = (a,b) € N ’dir.
(5,7) € N ise x,y € Z vardwr oyleki (5,7) = x(9,9) + y(4, 8) 'dir.

5 =9x + 4y ve 7T = 8y + 9z denklemlerinden y = % € Z olur. Bu ise celisku.

Onteorem 3.26 Ejer N, M 'nin herhangi bir alt modiili ise
i) War(0) € Wy (N) C rada(N)
iit) Waryn(0) = Wi (N)/N
Kamt i) rady(0) = N; (NV; asal alt modiil) olmak tizere m € Wy,(0) olsun.

0CN

n
O halde m = > ry;m; , rfimi = 0’dir. Buradan rfimi =0C N ve rf"mi € N;’dir.
i=1

N; asal alt modiil oldugundan r;m; € N; olur. Dolayisiyla m = immi € N,dir.
Boylece m € (| N; = rady(0)’dur. .

i1) Wi (0) C Wy (N) oldugu tamimdan agiktir.
m € Wy (N) olsun. O halde r; € R, m; € M, k; € Z* olmak itizere m = ﬁirimi

r¥im; € N'dir. rady (N) = () P; (P, asal alt modiil) olmak tizere
NCP;
k;

r;'m; € N C P/’dir. Buradan rf"mi € Pdir. P; asal alt modiil oldugundan
rym; € P;’dir. Dolayisiyla m = i rym; € P; olur. Sonug olarak m € P; ve
Wt (N) C rady(N)'dir. -

iti) m = m+ N € Wyyn(0) olsun. Dolayisiyla 7; € R ve k; € N olmak tizere
m = Zn:rimi , rfimi = 0 seklindedir. Buradan m = immi , rfimi € N’dir. O
haldelrzn1 € Wy (N)dir. Boylece m =m+ N € (WM(NZ):)l/N ve
Win(0) € (W (N)) /N dir.

m = m+ N € (Wy(N))/N olsun. O halde m € Wy (N) ve m = > rim; ,
i=1
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7“fzmZ € N'dir. Buradan m = m+ N = > rym; + N = > rym; ve rffm,- = 0’dir.
i=1 i=1
Boylece m € Wiy n(0)'dur.

Tanim 3.27 i) R-modil M 'nin her N alt modiilii i¢in rady (N) = Wy (N) ise, M
modiiliine radikal formdiilini saglar denir.
i1) Her R-modiil radikal formiilini saglarsa, R halkasina radikal formilini saglar

denir.

Radikal formiil her zaman saglanmaz. Buna ileride bir ¢rnek verecegiz. Bazi

modiil simiflarinda da saglandigin ileride gosterecegiz.

Onteorem 3.28 R halka ve M, rady (0) = Wi (0) olacak sekilde R-modiil olsun.
O halde M ’nin herhangi bir N dik toplanani i¢in

rady(0) = Wy (0)
dir.

Kanit Varsayalim ki N’, M’nin alt modiilii olmak iizere M = N & N’ olsun.
Wx(0) C rady(0) oldugunu ispatladik.

m € rady(0) olsun. Onteorem 3.21 ile rady(0) C rady(0) oldugundan
m € rady (0)’dir. Hipotezden m € rady (0) = Wy (0) olup, m € Wy (0)’dir. O

halde n, k € Z* ve r; € R, m; € M olmak {izere r¥m; = 0 ve
m=rymy +rems+ ... +r,m, (1<i<n)

dir. m; € M ve M = N @& N’ oldugundan m; = z; + y; olacak sekilde z; € N ve
y; € N’ elemanlar1 vardir. O halde m = ry(xz1 +y1) + ra(x2 + y2) + ... + (20 + Yn)
ve m — (rxy + ... + 1p&n) = m1y1 + . + oy € NN N = 0'dir. Boylece 1 < i <n

olmak tizere
m = mT1+reTo+...+ 1,3, elde edilir. Ayrica ryy; € NNN' = 0 oldugundan rfa:i =0
dir. Dolayisiyla m € Wy (0)’dir. O halde

rady(0) € Wy (0)

dir.
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Teorem 3.29 M c¢arpimsal R-modil ve N, M nin has alt modiili olsun.
I'=(N:M) ise
rady (N) = (VI)M

olur. O halde, ¢carpimsal modiiller radikal formilii saglar.

Kanmit Genelligi bozmadan M’yi sadik R-modiil kabul edebiliriz.
V(I) = {P, R'nin asal ideali : I C P} olmak iizere

J=+Tise J = (1 P oldugunu biliyoruz. Teorem 3.5’dan
Pev(I)

M= () (PM)
Pev(I)

olur. P € V(I) olsun.
M = PM ise rady(N) C PM olur.
M # PM ise sonug 3.14’den,

olmasi

rady(N) C PM

oldugunu belirtir.

Tersine K, M’nin N alt modiiliinii iceren bir asal alt modiilii olsun.
(Callialp ve Tekir 2009, Sonug 12.1.16 )’dan K = QM olacak gekilde R halkasinin
bir () asal ideali vardir.

IM=NCK=QM#M

oldugundan (Calhalp ve Tekir 2009, Sonug 12.1.17)’den I C @) olur. Boylece
J=+1IC @ olur. Su halde JM C K olur. Bundan dolayr JM C rady(N)'dir.
Sonug olarak

rady (N) = (VI)M

dir.

Sonug 3.30 Her devirli modiil radikal formailiini saglar.
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Onteorem 3.31 R halka ve M projektif R-modiil olsun. O halde
rady (0) = Wi (0)
dir.
Kanit M, F’nin dik toplanam olacak sekilde bir tane serbest R-modiil F' vardir.
Dolayisiyla Fy, F’nin devirli alt modiilii olmak iizere ' = @ F) seklindedir. On-

AEA
teorem 3.23 ile radp(0) = € radp, (0)’dir. Her devirli modiil radikal formiilii
AEA

S
sagladigindan her A € A i¢in radp, (0) = W, (0) € Wg(0)'dir. Wg(0) C radp(0) her
zaman saglandigindan, rady(0) = Wx(0)’dir. Onteorem 3.28 ile rady;(0) = Wy, (0)

olur.
Teorem 3.32 R Dedekind bolgesi ve M R-modiil olsun. O halde
dar.

Kamit W), (0) C rady(0) oldugunu daha énce gosterdik.
m € rady(0) olsun. Onteorem 3.22 ile M 'nin baz sonlu tiretilmis L alt modiilleri
icin m € rady(0)’dwr. (Kaplansky 1952)’den L; (1 < i < k) ya projektif ya da devirli

modiil ve k € Z* (1 <i < k) olmak {izere

dir.
Onteorem 3.23, Ornek 3.2 ve Onteorem 3.31 ile

m & TadLl(O)EBrasz(O)@...@Tade(O) = WL1 (0)@@WLk(O) Q WL(()) Q WM(O)

dir. Boylece

dir. Buradan rady;(0) = W, (0) olur.
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Tanim 3.33 M R-modiil ve N C M olsun. k € Z* olmak tizere her r € R ve
m € M icin r*m € N iken rm € N ise M modiiliin has N alt modiiliine yar: asal

denir.

Eger N, M’nin asal alt modiillerinin bir kesigimi olacak gekilde alt modiilii ise
N yar asal’dir. Genel olarak bu durumun tersi dogru degildir. Asagidaki Teorem,
eger R halkasi radikal formiiliinii saglarsa, bu 6zelligin, M’nin herhangi bir yar1 asal

alt modiilii icin de saglanacagini gosterir.

Onteorem 3.34 R halka ve M R-modiil olsun. Asagqidaki ifadeler birbirine denktir:
i) M radikal formilini saglar;
ii) M 'nin her yart asal alt modili, M 'nin asal alt modiillerinin bir kesigimidir

ve WM(WM(O)) = WM(O) “dur.

Kanit (i) = (74) N, M’nin yar1 asal alt modiilii olsun. O halde Wy, (N) = N’dur. (4)
ile rady (N) = N’dir. Boylece N, M’nin asal alt modiillerinin bir kesigimidir. Diger
yandan, Wy (0) = radys(0) oldugundan, W, (0) yar1 asal ve boylece Wy, (Wy,(0)) =
Wi (0)dar.

(17) = (1) Wy (W (0)) = Wy (0) oldugundan Wy, (0) yart asaldir. Boylece
rady(0) € Wy (0)’dir. Dolayisiyla M radikal formiiliinii saglar.

Temel ideal bolgesinin bir diger genellemesi de Bezout bolgesidir.

Tanim 3.35 R tambik bélgesi ve her sonlu itiretilmis ideali temel ideal ise, R’ye

Bezout bélgesi denir.

Teorem 3.36 R tek carpanlama bolgesi ve R-modil R & R’nin her yar, asal alt

modiili, asal alt modiillerin bir kesigimi olsun. O halde R Bezout bélgedir.

Kanmit Varsayalim ki R Bezout bolge olmasin. O halde Ra + Rb ideali temel ideal
olmayacak sekilde 0 # a,b € R elemanlar1 vardir. ¢, a ve b'nin en biiyiik boéleni
olsun. O halde a = cay, b = ¢by ve [ = Ra; + Rb; # R olacak sekilde aralarinda
asal olan a1, b; € R elemanlar1 vardir. Eger Ra; + Rb; = R olsaydi1 Ra + Rb temel

ideal olurdu.
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J = /T olsun.
J={reR:bamneZ" ignr"el}

dir. J # R’dir. Ciinkii [ # R’dir.

f=(a1,b0) e F=R®Rve N =Jf = J(ay,by) olsun. Amacimz N’yi, F'nin
asal alt modiillerinin kesisimi olmayan, F’nin bir yari asal alt modiilii oldugunu
gostermek.

K = Rf = R(ay,by) olsun. O zaman K, F’nin asal alt modiilii ve N C K’dur.
K’nin asal alt modiil oldugunu gorelim.

Ik basta K # F’dir. Eger K = F olsaydi, 1 = (1,1) € K ve boylece r € R
olmak iizere (1,1) = r(aq,b;) olacakti. O halde ra; =1 = rb; ve a; = b; olur ki, bu
ise geligki. Boylece K # R & R’dir.

Farz edelim ki rm € K olacak sekilde »r € R ve m € F' elemanlar: var olsun. O
halde bazi z,y € R i¢in m = (z,y)’dir. rz = za; ve ry = zb; olacak sekilde z € R
vardir. r # 0 oldugunu farzedelim. O halde, a; ve b; aralarinda asal oldugundan,
r’yi bolen bir p asal elemani 2’yi de bolmek zorunda. Dolayisiyla r, 2’yi boler.

Ciinkii, R tek carpanlama bolgesi oldugundan, py,...,p,’ler indirgenemez eleman-
lar olmak tizere r = pi..pkn dir. 77yi bolen her asal z’yi de bolmek zorunda
oldugundan, p¥'...pF» 2’yi boler. Boylece r, 2’yi boler. O halde z = (z/r)a; ve
y = (z/r)bydir. (z,y) = ((z/r)ay, (2/7)b1) = (z/7)(a1,b1) = (z/r)f’dir. Buradan
(x,y) = Rf = K’dir. Boylece K, F'nin asal alt modiiliidiir. N = Jf ve K = Rf
oldugundan, N C K’dir.

L, R& R’'nin N = Jf C L olacak sekilde asal alt modiilii olsun. L asal oldugun-
dan, f € L veya JF C L'dir. Eger J(R® R) C L ise, o zaman f = (a1,b;) =
a1(1,0) + b:(0,1) € J(R® R) C L olur. O halde her iki durumda da f € L’dir.
Boylece K, N'yi iceren (R @ R)’nin tiim asal alt modiillerinin kesigimidir.

Simdi N’nin yar1 asal oldugunu gosterelim.

ke Z*, r € Rve g€ F olmak iizere g € N olsun. O halde r*g € N C K ve
boylece g € K veya r*(R® R) C K = Rf’dir. a; ve by sifirdan farkh oldugundan,
r*(R® R) C K i¢in r = 0 oldugu aciktir.
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Varsayilim ki r # 0 olsun. O halde g € K’dir. K = Rf oldugundan R’nin baz
s elemanlar icin ¢ = sf’dir. O zaman r*g € N’den 7*sf € Jf olur ve boylece
rks € J'dir. (rs)* € J ve sonug olarak rs € J'dir. Buradan rg = rsf € N olur.
O halde N yar1 asal’dir. Agik¢a J # R oldugundan N # K ve boylece N, asal alt
modiillerin bir kesigimi degildir. O halde R bir Bezout bolgesidir.

Onerme 3.37 R Noetherian, tek tirlii carpanlama bélgesi olsun. O halde asagidaki
ifadeler birbirine denktir:

i) R temel ideal bolgesidir;

ii) R radikal formiiliini saglar;

iii) Her sonlu tretilmis R-modiil radikal formilini saglar;

iv) R® R serbest R-modiilii radikal formilini saglar;

v) Her M R-modiil i¢in, her yari asal alt modiil, M 'nin asal alt modillerinin bir
kesigtmadar;

vi) Her sonlu tiretilmis M R-modiil i¢in, her yart asal alt modiil, M 'nin asal alt
modiillerinin bir kesigimidir;

vii) ' = R @ R serbest R-modiliin her yary asal alt modili, F’nin asal alt

modiillerinin bir kesisimadir.

Kamit (i) = (ii) Her TIB, Dedekind bolgesi oldugundan, Teorem 3.32 ile goriiliir.
(i) = (i17) = (i), (v) = (vi) = (vii) Agiktir.
(i1) = (v),(iii) = (vi),(iv) = (vii) Onteorem 3.34.
(vii) = (i) R Noetherian oldugundan, R’nin her ideali sonlu iiretilmistir. Teorem

3.36 ile R bir Bezout bolgedir. Boylece R, TiB’dir.

Simdi daha 6nce bahsettigimiz radikal formiiliiniin her zaman saglanmayacagina

dair 6rnegi verelim.

Ornek 3.38 Z tamsayilar halkasy ve R = Z.[X] olsun. F = R® R serbest R-modiil
olsun. f = (2,X) € F ve P = R2+ RX, R’nin maksimal ideali olsun. N = Pf
olsun. O halde N, F’nin asal alt modiillerinin kesigimi olmayan F ‘nin bir yar: asal

alt modilidir. Bu F' modili, radikal formilind saglamaz.
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Clinkii;

f=(2,X)€eF, P=R2+ RX € A(R) maksimal ideal ve N = Pf olsun. N 'nin
yary asal alt modiil oldugunu gérelim.

rc€ Rvef¢€Ficinr*f e Pf=N olsun. O halde v* € P’dir. P maksimal ideal
ve her maksimal ideal asal ideal oldugundan, P asal idealdir. Dolaypsiyla r € P dir.
Béylece rf € Pf = N olup N yart asalder.

Bu F modiilii, radikal formiilini saglamaz. Ciinki M = F/N alalim. N yar: asal
oldugundan Wgn(0) = Wy (0) = 0’der. O halde

Rf/N = rady(0) # Wy (0) = 0 der.

Onerme 3.39 R sonlu boyutlu Noetherian bilge olsun. Bu durumda asafjidaki
ifadeler denktir:

i) R Dedekind bolgesidir;

it) R radikal formilini saglar;

ii1) Her M R-modilii i¢in, her yar asal alt modil, M 'nin asal alt modiillerinin
bir kesigtmadir;

iv) Serbest R-modiiliin her yar asal alt modiili, asal alt modillerin bir ke-

sigimidir.

Kamit (i) = (ii) = (iii) = (iv) Teorem 3.32 ve Onteorem 3.34 ile agik.

(iv) = (i)

F’nin her yar asal alt modiilii, F'nin asal alt modiillerinin bir kesigimi olsun.
P, R’nin herhangi bir maksimal ideali olsun. O halde Rp lokal halkasi, (Matsumura
1980, Teorem 45 ve Teorem 48) ile Tek ¢arpanlama bélgesidir.

Simdi Fp = Rp @ Rp'nin her yar: asal alt modiilii, Fp'nin asal alt modiillerinin
bir kesisimi olup olmadigini kontrol edelim.
N, Fp’nin yar1 asal alt modiilii olsun. O halde NN F', F’nin yar1 asal alt modiiliidiir.
(McCasland ve Smith 1993, Teorem 4.2) ile n € Z* olmak iizere
NNF = KynNKy;nN..Nn K, olacak gekilde F’nin asal K; alt modiilleri vardir.
Varsayalim ki (K : F') € P olsun. O halde

(K1 : F) (KN ..NK,) CNAFden NNF=FEKyN..NK,
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olur. Boylece genelligi bozmadan (K; : F') C P (1 < i < n) oldugunu varsayabiliriz.
RpK;, Fp'nin asal alt modiilii ve N = RpK; N ...N RpK, dir.

Teorem 3.36 ile, Rp temel ideal bolgesidir. Dolayisiyla R Dedekind bolgesidir. (Lu
1995, Tanim 140)

41



4. BULGULAR VE TARTISMA

Bir halkanin Krull boyutu halka teoride énemli bir kavramdir ve bu kullanilarak
halka i¢in 6nemli karakterizsayonlar verilmektedir. Bu boéliimde halka icin tanim-
lanan Krull boyut kavraminin, modiil versiyonunu verecegiz ve bu yeni kavram kul-
lanmilarak, bir halkanin Dedekind olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullar incelenecektir.

Simdi Krull boyutun modiil versiyonu ile baglayalim.

Tanmim 4.1 M R-modiil ve P, M 'nin asal alt modiil olsun.

Her i > 1 i¢in P; asal alt modiiller olmak tizere 0 = Py ¢ P, C ... C P, =P
olacak sekildeki en biyik n pozitif tamsaysina P ’nin yiksekligi denir ve htP ile
gosterilir.

Eger boyle bir n pozitif tamsayist yoksa ht P = oo olarak kabul edilir.

{htP : P C M asal alt modiil} kiimesinin en biiyik alt sitnarina da (sup) M 'nin

boyutu denir ve D(M) ile gosterilir.
Tanim 4.2 Tek maksimal ideali olan degismeli Noetherian halkaya lokal halka denir.
R halka, M R-modiil olsun. O halde
D(M) =sup{D(M/BM) : B € Spec(R)}

dir. Bu yiizden, biz cogunlukla tamlik bolgeleriyle ¢aligmaliyiz.

R tamlik bolgesi olsun. n € ZT olmak iizere R™ serbest modiiliin rankim n
olarak tanimlayalim. Eger M bir torsion-free modiil ise, M ’nin ranki, ', R’nin kesir
cismi olmak tizere F' tizerinde F'M = F ®pr M vektor uzaymin boyutudur. M ’nin
ranki rkM ile gosterilir.

Tamlik bolgesi belli degilse, R tizerinde M’nin rankini rkz M ile gosterecegiz.

Simdi en kiiciik asal alt modiil kavramini tanimlamak icin hazirlik yapalim.

R tamlik bolgesi olmak zorunda olmayan halka, 5 € Spec(R) ve M R-modiil
olsun.

Kg(M)={m e M : bazr ¢c € R\J i¢in cm € M}

ile tanimlayalim.
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M = K3(M) veya Kg(M), M’nin bir $-asal alt modiiliidiir.
M # Kz(M) olsun.

[k bagta (Kg(M) : M) mn $’ya esit olup olmadigim kontrol edelim.
x € folsun. 1 € R\B ve M C SM olmak iizere 1.zM C SM oldugundan
xM C Kg(M)' dir. Dolayisiyla @ € (Kg(M) : M)'dir. Boylece 5 C (Kz(M) : M)
olur.
r € (Kg(M) : M) olsun. zM C Kzg(M)’dir. O halde cxM C SM olacak sekilde
c € R\ vardir. Eger x ¢ [ ise cx ¢ (3 olur, buradan M C Kg(M) olur ki bu ise
M # Kz(M) olmast ile geligir. O halde « € § dir. Buradan (Kz(M) : M) C 3 olur.
Dolayisiyla (Kg(M) : M) = (’dur.

Simdi K3(M)’nin, M’nin bir asal alt modiilii oldugunu gosterelim.
re Rvem € M igin rm € Kg(M) ve r ¢ [ olsun. O halde erm € M olacak
sekilde ¢ € R\ vardir.Buradan cr ¢ 8 olup, m € Kz(M)'dir.

Simdi de Kg(M)’'nin, M’nin en kiigiik S-asal alt modiilii oldugunu gorelim.
N, M’nin herhangi bir S-asal alt modiilii ve m € Kz(M) olsun. O halde
cm € M olacak gekilde ¢ € R\ vardir. O halde N f-asal alt modiil oldugundan
em € M C N ve buradan m € N olur. O halde Kg(M) C N'dir.
Boylece M = Kg(M) veya M /K z(M) sifirdan farkh torsion-free bir R/-modiiltidiir.

rkgM ile M’nin S-rankim gosterecek olursak, rkgM = rkr/z(M/Kg(M))'dir. R
tamhk bolgesi ve M’nin bir R-modiil olmasi durumda, Ky(M), M’nin torsion alt
modiilii ve rkgM = rkr(M/Ky(M)) dir.

(M), M’yi tiretmek igin gerekli olan iireteg sayisiin en kiigiigii olarak tanim-

layalim.

Tanmim 4.3 R tambik bolgesin olsun.
i)Her a,b € R i¢in ya a|b ya da bla ise R’ye Degerlendirme bolgesi denir.

ii) R’nin her sonlu tretilmis ideali tersinir ise R’ye Priifer bolgesi denir.
Son olarak asagidaki Onteorem ve Teoremi ispatsiz hatirlayalim.

Onteorem 4.4 (Kemper 2011) M R-modiil olsun. O halde,
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i) My, My,...,M,, M nin asal alt modiilleri olmak tizere My C My C ... C M,
zinciri maksimal ise My = 0, M, = M wve M;/M;_y basit modiildir. Bu durumda
D(M) = i D(M;/M;_4) dir.

i) N,Z?\14 ‘nin alt modiili olmak tiizere D(M) = D(N) + D(M/N) dir.

iii) R, tek maksimal ideali M olan bir halka olsun. Eger M sonlu diretilmis ise,
M/MMM, R/ cismi tzerinde sonlu boyutlu vektor uzaydir. Boylece (R/OM)"™ =
M /ORM “dir.

Teorem 4.5 (Kemper 2011) R tek maksimal ideali 9 olan Noetherian lokal,

K = R/ boliim cismi, M sonlu tiretilmis R-modil ve my,ma,...,m, € M olsun.
O halde asagidakiler birbirine denktir.

i) M, R-modil olarak my,ms,...,m, elemanlar: tarafindan tretilmigtir.

ii) M/OMM , K-vektor uzay olarak my + 9IMM, mg + MM, ..., m, + MM ele-

manlary tarafindan tretilmaistir.

4.1. Boyut Uzerindeki Sinirlar

Bu kisimda asal ideal zinciri ile asal alt modiil zinciri arasindaki bagintiy1 aragtiralim.

Teorem 4.6 R d boyutlu bir tamhk bélgesi ve N sonlu tiretilmis torsion-free
R-modiil olsun. Eger po C p1 C ... C ps R’nin asal ideallerinin bir zinciri ise,
o halde ayni uzunlukta N 'min My C My, C ... C M asal alt modiillerinin zinciri

vardur.

Kamit Biz s = 2 i¢in yapalim. Benzer sekilde sonug elde edilir.
My = Ky, (N) = {z € N :baz p € R\po igin wp € poN}, Ry = R/po, ¢1 = p1/po
ve Ny = N/M, olsun. O halde N; = N/M, torsion-free R/p, = R;-modiildiir ve
¢ # 0’dir. ¢ Ny C K, (N) oldugundan K, (Ny) # 0’dur.

Simdi 77 = K4, (N1) C N/M, olsun. O halde T} = M, /My’dir. Boylece
My C My dir.
Benzer sekilde Ny = N/M; torsion-free R/p;-modiildiir. ¢o = p2/p1 C R/p1 = Rs
ve Ty = K4, (Na) C N/Mj olsun. O halde T, = My /M, dir. Boylece My C My'dir.
Dolayisiyla My C M; C M, zinciri elde edilir.
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Onerme 4.7 R, d boyutlu tamlik bilgesi, M sifirdan farkl sonlu dretilmis torsion-

free R-modiil olsun. O halde D(M) > D(R) + rkM — 1’dir.

Kanit rkM = r olsun. r = 1 i¢in Teorem 4.6 ile acgiktir.

r > 1 oldugunu varsayalim. 0 # ngy, M nin keyfi bir eleman1 ve
I ={n € M : an = bng olacak seklilde bazi a,b € R, a # 0 vardir.} olsun. / C M’nin
rank: 1 olan 0-asal alt modiiliidiir.

Ik once (I : M) = 0 oldugunu gorelim.

Varsayalim ki (/ : M) ={re R:rM C I} #0 ve M = Rx olsun.
O halde r € (I : M) olmak iizere rRx C I , buradan rx € I’dir. arz = bng ve
ar # 0 oldugundan x € [’dir. Dolayisiyla Rx = I olur, bu ise geligki.

Varsayalm ki (/ : M) ={re R:rM C I} #0 ve M = Rz + Ry olsun.
O halde r(Rz + Ry) C I’dir. rx € I isex € [ very € I ise y € I olup,
Rz + Ry C I’dan I = M olur, bu ise geligki. O halde (I : M) = 0’dur.

Simdi 7, M’nin asal alt modiilii oldugunu goérelim.
r € Rvem € M olmak iizere rn € I ve r # 0 olsun. Buradan arn = bng’dir. ar # 0
oldugundan n € I'dir.

Son olarak I’nin rankinin 1 oldugunu goérelim.
0 C Ty C I olacak gekilde 0 # T} asal alt modiil olsun. = € T}
ise ax = bngy € T7’dir ve buradan ng € T} olur.
y € I ise ay = bny € Ty’dir ve buradan y € T} olur. O halde T} = I’dir.
S, ranky r — 1 olan torsion-free R-modiil olmak iizere 0 - I — M — S =M/I — 0
tam dizisi vardir ve hipotezden D(S) > d + r — 2'dir.
Boylece 0 = Sy = My/I € S; = My/I C ... € Sqypo = Myro/1 asal alt modiil
zinciri vardir. Buradan 0 ;Cé I =My C M; C .. C My, zinciri elde edilir. O

halde D(M) > d + r — 1’dir.

Onerme 4.8 R halka, M sifirdan farkle sonlu tretilmis R-modiil olsun. O halde
D(M) > sup{D(R/B) +rkgM — 1: § € Spec(R) ve Ann(M) C 3} dur.

Kamt Ann(M) C (3 olmak tizere § € Spec(R) olsun. M/Kz(M) torsion-free
R/-modiildiir.
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M = Kz(M) oldugunu varsayalim. M sonlu iiretilmis oldugundan, (Man 1996,
Onerme 1.2) ile baz1 d € R\ igin dM = 0’dir.
Boylece d € Ann(M) C ’dir. Bu ise bir geligki.
O halde M # Kg(M) dir.

Agikca
D(M) = D(M/Kz(M))
> D(R/B) +rkrp(M/Kg(M)) — 1
dir.

Onerme 4.9 M, R’nin maksimal ideali ve M sifirdan farkls sonlu dretilmis R-
modiil olsun. O halde asagidakiler saglanar.

i) Kgn(M) =9MM.

it) Ann(M) C I ancak ve ancak MM # M ’dir.

i) rkog M = p(M/9MM) dir.

Kamit i) Kom(M) = {m € M : baz1 c € R\ i¢in cm € MM} olmak iizere M C
(MM : M) C R ve M maksimal ideal oldugundan 90t = (MM : M )’dir.
O halde MMM asal alt modiil olur. Ayrica Ky(M) en kiiciikk asal alt modiil ve
MM C Kop(M) oldugundan Ky (M) = MM olur.

it) Ann(M) C 9 ve varsayalim ki M = M olsun.

Ik 6nce Ra = M = MM oldugunu kabul edelim. Buradan a € 9 Ra = 9Ma’dur.
O halde a = ta olacak sekilde t € 9 vardir. O zaman (1 —t)a = 0 ve (1 — ) €
Ann(M) C 9 olup, 1 € M geligkisi olugur.

Simdi de M ’nin iki eleman ile iiretildigini kabul edelim, M = Ra + Rb olsun.
ti, k; € M olmak iizere a = tia + tob ve b = kia + kob seklinde yazalim. Buradan

(tl — 1)6L+t2b: 0,<k’1 — 1)Cl+k’2b =0

dir. Matris formuna gecelim.
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tl—l to a t1—1 12

) =0dir. A= olmak iizere her tarafl
ke k-1 b kv ki —1
det A 0 a
Adj A ile garpalim. O halde . = 0 elde edilir.
0 det A b

O zaman det A = (t; — 1)(k1 — 1) — toky € Ann(M) olur.
O halde 1 + (t1ky — t1 — k1 — toky) € Ann(M) C 9 olur ve 1 € M geligkisi elde
edilir. Dolayisiyla 9TM # M dir.

Simdi diger tarafi gosterelim.
MM # M olsun ve r € Ann(M) alalim.
Varsayalim ki r ¢ 90t olsun. O halde 9t + Rr = R’dir. Her tarafi M ile garparsak,
MM + RrM = RM = M olur ve buradan 9MM = M olur ki, bu varsayim ile celigir.
O halde r € M’diir.

ii1) rhon M = rkgjm M /IMM = p(M /MM ) dir.

Onerme 4.10 M, R nin maksimal ideali ve M sifirdan farkl sonlu tretilmis

R-modiil olsun. O halde
D(M) > sup{pu(M/OMM) — 1 : 9, R’nin maksimal idealidir.}
dar.

Kanit 971, R'nin maksimal ideali olsun.

Eger M = MM ise, u(M/MM) = u(0) = 0’dur.
Boylece D(M) > u(M/OMM) — 1.

Simdi M # MM oldugunu varsayahm. Onerme 4.9 (ii) ile Ann(M) C 9Vdir.
Onerme 4.8 ile D(M) > D(R/9M) + rkyy M — 1’dir. 9 maksimal ideal oldugundan,
D(R/9M) = 0’dir. Onerme 4.9 (iii) ile rkog M = pu(M /MM ) dir.

Sonug olarak D(M) > p(M/9MM) — 1'dir.
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Tanim 4.11 3, R halkasinin asal ideali ve M R-modiil olsun. Eger her bir Py,Py,..., Py
M ’nin bir $-asal alt modiilii ise M ‘nin asal alt modiillerinin Py C P, C...C P, bir

zincirine homogeneous denir.

P C @ olmak iizere P ve @) sirasiyla M’nin § ve Q-asal alt modiilleri olsun. Bu
taktirde g C Q’dir. Bundan yararlanarak, M nin asal alt modiillerinin bir zincirinin,

asal alt modiillerin homogeneous zincirlerinden olustugunu gorecegiz.

Onteorem 4.12 M sonlu iretilmis torsion-free R-modiil olsun. M 'nin asal alt

modiillerinin herhangi bir homogeneous zincirinin uzunlugu en fazla (M) — 1 dir.

Kamt By € P, C...C P, M’nin [-asal alt modiillerinin bir homogeneous zin-
ciri olsun. M/Py, Pi/F, ..., P./Py R/f iizerinde torsion-free modiildiir. M sonlu
iiretilmis oldugundan, M /P, da sonlu iiretilmistir. Boylece Py/Py, Po/Fy..., Pi/ Py

R/ iizerinde sonlu ranka sahiptir. Dolayisiyla

k
rkpgM/Py = vhrsM/Pi+ Y rhgysPi/ Py
S -
k
dir. Burada rkg/sM/P, =1 ve Z rkr)gPi/Pi—q > k'dir.
Acikca rkr/sM /Py < pn(M/Py) glu(M) dir. Sonug olarak k£ < p(M) — 1'dir.

Teorem 4.13 M sonlu dretilmis torsion-free R-modil olsun. O halde D(M) <
pw(M)D(R) + (M) — 1°dir. Ek olarak D(R™) < nD(R) +n — 1 dir.

Kanit D(R) sonsuz ise ispat edilecek birgey yok. D(R)’nin sonlu oldugunu varsay-
alim. Tanim 4.11 ile, M nin herhangi bir asal alt modiillerinin zinciri, her bir ho-
mogeneous zincir farkli bir asal ideale kargilik gelmek iizere en fazla D(R) + 1 tane
farklh asal alt modiillerin homogeneous zincirinden olusur. Onteorem 4.12 ile, her
bir homogeneous zincir en fazla p(M) terime sahiptir. O halde M nin asal alt mod-
tillerinin bir zincirinde terimlerin sayisi en fazla (D(R) + 1)u(M)’dir. Sonug olarak,

asal alt modiillerin bir zincirinin uzunlugu en fazla (D(R) + 1)u(M) — 1dir.
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Onerme 4.14 M sonlu diretilmis R-modil olsun. O halde

D(M) < u(M)D(R) + (M) — 1 dir.

Kanit p(M) = k olsun. O halde M, serbest R*) modiiliin bir bsliim modiiliidiir.
Boylece D(M) < D(R™)’dir. Buradan Teorem 4.13 ile
D(M) < D(R®™) < kD(R) +k — 1 ve boylece D(M) < u(M)D(R) + (M) — 1 elde

edilir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda, R™ in asal alt modiillerinin yapisini inceleye-

cegiz.

Onteorem 4.15 n,k € Z* olmak iizere M, R™ serbest R-modil ve N, M ’nin
ranki n — k olan alt modiili olsun. O halde N, M 'nin 0-asal alt modiliidiir ancak

ve ancak

N = {7”1161 + rous + ... +ru, € M Zaijrj =0 1=1,2, ,k‘}

j=1
olacak sekilde M 'min {uy,us,...,u,} tabani ve R tzerinde sifirdan farkle k x n’lik
esolan (a;;) matrisi vardr.

Bu durumda ht N = n — E’dr.

Kamt Varsayalim ki N, M’nin 0-asal alt modiilii olsun. M/N torsion-free’dir.
Dolayisiyla, a ve 7 sirasiyla dogal bire-bir ve orten doniigiim olmak tizere 0 —
N —* M —™ M/N — 0 kisa tam dizisi vardir. O halde rkM/N =n—rkN = k’dir.

Eger x € M ise, M /N de x’in goriintiisiinii 7 ile tanimlayalim. {ey, ..., e,}, M nin
standart tabani olsun. O halde {éi,...,é,} M/N’nin iirete¢ kiimesidir. Bu ¢; leri
yeniden numaralandirdiktan sonra, sunlar1 varsayabiliriz:

(a) {é1,...,ex} R iizerinde lineer bagimsizdir.

(b) Her j =k+1,k+2,...,n i¢in {éy, ..., &, €;} R tizerinde lineer bagimhdir.
(b)’den her bir j =k +1,k+2,...,n icin d;e; € é Re; olacak sekilde sifirdan farklh

k
d; € R vardir. d = djy1di1o...d, alahm. d # 0 ve d(M/N) C € Re; dir.
i=1

k
T — dz ile tammh 5 : M/N — P Re; bir déniisiim tanmimlayalim. S’nin iyi
i=1
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tanimli R-modiil homomorfizmasi oldugu agiktir. M/N torsion-free oldugundan /3
injektiftir. O halde 0 — N — M —P7 é Re; kisa tam dizisi vardir.

A, {e1,....,en} ve {é1, ..., e} tabanlarz;lla gore S’y temsil eden k x n tipinde bir
matris olsun. 1 <i<n,1<j<kicinag; € Rvel<i<k k+1<j<nicn

b;j € R olmak iizere

677(61) = a11€1 + a12€2 + ... + a1 = dél
571'(62) = Q9161 + A92€s + ... + a9r€ = dég
571'(6”) = anlél+&n252+...+ankék:dén
ve buradan

d 0 . . .0 by - . . . bin

0 d

0

A=

00 . . . d bust - - - . b

seklindedir. A’nin egolan formda oldugu agiktir.
I, k x E’hik birim matris olmak tizere A = [dI;|B] ve B, R iizerinde k x (n — k)
tipinde bir matristir. N =Cekf7 oldugundan, N istenilen formdadir.

Simdi ek kismi ispat edelim.
rkN = n — k’dir. Diger bir degigle, /"N'nin, R’nin kesir cismi olan F' {izerindeki
boyutunun n — k£ olmas1 demektir.

Bu halde FM’nin 0=V, C V4 C ... C V,,_x = F'N alt uzaylarinin bir zinciri vardir.

50



Zincirdeki elemanlar1 M ile kesigtirelim.
O=VinMCViNnMC..CV,yN"NM=FNNM=N

M’nin 0-asal alt modiiliintin bir zinciri elde edilir. Boylece ht N > n — k’dir.

Diger yandan, eger 0 = Ng € N; € ... € N, = N, M’nin asal alt modiillerinin
bir zinciri ise, her 0 < ¢ < ¢ i¢in M /N; torsion-free olmak iizere
(N; : M) C (N : M) = 0dwr. Boylece 0 = FNy C FN; € ... C FN; = FN,
FN alt uzaymin bir zinciridir ve buradan ¢t < rkN = n — k olur. Sonug olarak

htN =n — k’dir.

Onerme 4.16 o, € R (1<i<n), I; = Y. Ra, olmak iizere 3 (I; : Ra;) C B
7=1 (i#j) =1
olacak sekilde B € Spec(R) olsun. O halde

D(R™) > n + D((R/B)™) > 2n + D((R/B)) — 1 dir.

Kanit M = R™ olsun.

P=A{(r1,ro,...;ry) € M : 17y + agra + ... + apr,, = 0} olsun. (a; #0 1 <i <n)
Onteorem 4.15 ile, htP = n — 1 ve P, M’nin 0-asal alt modiiliidiir. Ayrica

P C gM’dir. Boylece

D(M) > htSM + D((R/3)™) >

> n+D((R/H)™)

Onerme 4.7 ile D((R/B)™) > D((R/3))+n—1 oldugunu biliyoruz. Yerine yazarsak
n+ D((R/B)™) > 2n+ D((R/B)) — 1 elde edilir.

Onteorem 4.17 9, R ’nin maksimal ideali ve M, n € Z* olmak tizere R™ serbest
R-modiil olsun. O halde K, M ’nin M-asal alt modilidir ancak ve ancok K =
Mmy + Mms + ... + Mmy, + Rmygy + Rmy o + ... + Rmy, olacak sekilde M ‘nin

{my,ma,...,m,} tabam ve 1 < k < n vardor.

Kamit K = 9Mmy + Mmy + ... + Mmy + Rmy1 + Rmgoo + ... + Rmy, ise K'nin
M-asal alt modiil oldugu aciktir.
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Varsayalim ki K, M’nin 9M-asal alt modiilii olsun. Eger n = 1 ise m € M olmak
tizere M = Rm ve K = 9m’dir.

n > 1 oldugunu varsayalim. {ej,es,...,e,} M’ nin standart tabani olsun. Her
bir 1 <4 < nigin, (r1,79,...,7,) € M olmak iizere (r1,79,...,7,) — r; ile tammh
m; : M — R’ye bir homomorfizm tanimlayalim. Ispati iki kisimda inceleyelim.

i) Her 1 <i < igin m;(K) C 9 ise
MM C K Cm(K)ey +ma(K)es + ... + mp(K)e, € IMM ve boylece
K =9MM = 9MNe; + Mey + ... + Me,, dir.

ii) Simdi baz1 1 < j < n igin 7;(K) € 9 oldugunu varsayalim.

MM C K oldugundan, MM C 7;(K) olur ve boylece 7;(K) = R'dir. 7;(m;) =1
olacak sekilde K'nin bir m; elemani vardir ve boylece {my es,...,€j_1,€j41, ..., €5}
M’nin bir tabamdir. Ek olarak, L = i Re; ise, L ranki n — 1 olan bir serbest
R-modill ve K = M NK = (Rm; & LZ)_;W(}?): Rmy @ (LN K)'dir. KN L, L'’nin bir
M-asal alt modiiliidiir.

n tizerindeki tiimevarimla, K N L = Mmy + ... + Mmy. + Rmy1 + ... + Bm,, olacak
sekilde L’nin bir {my,...,m,} tabam ve 2 < k < n degiskeni vardir. Buradan
{ma, ..., My, M1, Mg 11, ...,my }, M’nin bir tabam olmak iizere

K = Rmy 4+ 9Mms + ... + Mmy + Rmy1 + Rmyyo + ... + Rm, olur.

4.2. Priifer Bélgeleri Uzerindeki Boyut

Tanim 4.18 R halka, M R-modil olsun. R’nin xq, xo elemamina M modiili tiz-

erinde R-dizi denir eger,

i) x1 # 0 ve xr1 M # M,
ii) 2sM ¢ 2 M |

Onerme 4.19 3, R tamlik bélgesinin asal ideali ve M R-modiil olsun. Q — Q3,
{Q : Q C [ olmak tizere Q, M 'nin Q-asal alt modiilidir }

dan

{Qs: Qp, Mg Rz-modiiliin asal Rg-alt modiili}
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e bire bir ve orten fonksiyondur.

Kanit (Man ve Smith 2002, Onerme 1) ve (Matsumura 1980, Boliim 2).

Onerme 4.20 R tamlik bolgesi tizerinde herhangi bir M R-modiili icin
D(M) = sup{D(Msy) : M, R’nin maksimal ideali}
dir.

Kanit Onerme 4.19 ile aciktir.

Onteorem 4.21 R degerlendirme bolgesi, n € Z+ ve M, R™ serbest R-modiil
olsun. O halde D(M) = D(R) +n — 17dir.

Kanit Onerme 4.7 ile D(M) > D(R) +n — 1’dir. Simdi D(M) < D(R) +n — 1
oldugunu gosterelim.

Eger D(R) = oo ise, ispat acik. Ispatin geri kalan kisminda D(R) < oo oldugunu
varsayacagiz.

D(R) =0 ise, R bir cisim ve D(M) = dimg M — 1 = n — 1. Ciinkii bu durumda
M’nin her has alt modiili asaldir.

D(R) = d > 0 oldugunu varsayalim ve sonug, daha kiiciik boyutlardaki tiim
degerlendirme bolgeleri i¢in saglansin. Eger n = 1 ise, M = R ve boylece D(M) =
D(R) < D(R) +n — 1'dir.

n > 1 oldugunu varsayalim ve sonug, daha kiiciik ranklardaki tiim serbest R-
modiiller i¢in korunsun.
0=F € P C..C P, Mnin asal alt modiillerinin bir zincirini alahm. P = P,
ve = (P : M) olsun. § # 0 oldugunu varsayalim. O halde D(R/f) < d —1 ve
M/BM = (R/B)™ dir. Ayrica M C P, ve P//BM C P/BM < ... € P;/BM,
M/BM serbest R/B-modiiliin asal alt modiillerinin bir zinciridir. d {tizerindeki
tiimevarimla, ¢t — 1 < d —1+n — 1 ve boylece t < d + n — 1’dir. O halde
D(M) < D(R) +n — 1'dir.

S = 0 oldugunu varsayahm. M /P, bir degerlendirme bolgesi iizerinde sonlu

iiretilmis torsion-free modiildiir. (McCasland ve Smith 1993, Teorem 4.32) ile, M /P
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projektiftir. O halde baz1 P/ C M alt modiilii icin M = P & P’ diir. P’, quasi-
lokal R halkas iizerinde sonlu iiretilmis projektif modiildiir ve (McCasland ve Smith
1993, Teorem 4.44) ile P’ serbest modiildiir.

P # 0 oldugundan, bazi1 n’ < n dogal sayilar1 icin P’ 2 R™) diir. Her bir 1 <i <t
icin bL=MnNP,=(P®P)NP,=Pa(PNP)ve PANP ' C PBNP C..CPNFP,
P’ niin asal alt modiillerinin bir zinciridir. n {izerindeki tiimevarim ile
t—1<D(P)<DR)+n —1<D(R)+n—1 ve boylece t < D(R) + n — 1'dir.
Herhangi durumda ¢ < D(R) 4+ n — 1’dir. Dolayisiyla D(M) < D(R) +n — 1’dir.

Teorem 4.22 R Priifer bolge ve M sonlu tiretilmig torsion-free R-modiil olsun. O

halde D(M) = D(R) + rkM — 17dir. Ek olarak, D(R™) = D(R) + n — 1 dir.

Kanmit R Tamlk bolgesi oldugundan, R’nin herhangi bir 91 maksimal ideali i¢in
rkpM = rkpgy, Myy’dir. Onerme 4.20’e gore, herhangi 9 maksimal ideali icin R ile
Ron’y1 yer degistirdigimizde ayni kogullar1 gostermek yeterlidir.

Bir maksimal idealde herhangi bir Priifer bolgenin lokalizasyonu, bir deger-
lendirme bolgesidir (Rotman 1979, Teorem 4.2). Onteorem 4.21 ile
D(Msyn) = D(Ron) + rkMoy — 1’dir. Buradan D(M) = D(R) + rkM — 1 olur.

Onerme 4.23 R Priifer bilge ve M, herhangi bir sonlu tretilmis R-modil olsun.
O halde D(M) < D(R) + u(M) — 17dir.

Kanit Teorem 4.22 ve Onerme 4.14’in ispatinda kullamlan argiimandan gelir.
pw(M) = n olsun. O halde M, R™ in boliim modiiliidiir. O halde D(M) <

D(R™)’dir. Teorem 4.22 ile D(R™) = D(R) + n — 1’dir. Buradan

D(M) < D(R) + (M) — 1dir.

Onteorem 4.24 3 € Spec(R) olmak iizere

ht3+ D(R/B® R/B) < D(R® R)

dir.
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Kanit 9 € Spec(R) ise Q & Q, R & R'nin N-asal alt modiildiir. Ayn1 zamanda,
R/ @& R/ nin herhangi bir asal alt modiilii, 5 C Q ve @, R & R'nin Q-asal alt
modiilii olmak iizere Q /(8 @ 3) seklindedir. Istenilen sonug gelir.

Onteorem 4.25 Asajidaki ifadeler birbirine denktir.
i) R tek boyutlu Priifer bolgedir.
ii) D(R& R) < 27dir.

Kanit i) = ii) Teorem 4.22’den elde edilir.

i1) = i) R bir Priifer bolge olmasin. O halde (Ra : Rb) + (Rb : Ra) # R olacak
sekilde a,b € R elemanlar1 vardir. (Ra : Rb) + (Rb : Ra) C 9 olacak gekilde 9,
R’nin maksimal ideali olsun. Onerme 4.16 ile, D(R® R) > 3 olur ki, bu ise celigki.

Onteorem 4.26 (R,9M) Krull boyutu 2 olan regular lokal halka olsun. O halde
D(R & R) > 4 tir.

Kanit R boyutu 2 regular lokal halka oldugundan, 9t = Ra + Rb olacak sekilde
a,b € R-dizi vardir ve R/Ra, R/Rb boliim halkalar1 tek boyutlu regular lokal hal-
kalardir (Rotman 1979, Teorem 161). Boylece bunlar, (Calhalp ve Tekir 2009)’dan
ayrik deger halkasidir.
Bir regular lokal halkanin tek ¢arpanlama bolgesi oldugunu biliyoruz (Rotman 2008,
Teorem 8.65).

Simdi 92 nin bir asal eleman icerdigini gorelim.
Acgikca a® + 0%, 9’dedir. Simdi a® + b? nin asal oldugunu gorelim.

Varsayalim ki a® + b% asal olmasin.
O halde a3 + b* = 2y olacak sekilde z,y € 9 kabul edelim. r,s € R icin x = a®> +rb

ve y = a + sb alirsak, buradan
a® +b* = (a® +rb)(a + sb) = a® + rab + sab + rsb?

dir ve zy — a® € Rb olur.Burada b = ra + sa® + rsb'dir. a,b R-dizi oldugundan
1 —rs € Raver+sa € Rbdir. O halde 1 € Ra + Rb = 9 olur ki bu celigki.
Boylece a® + b? asaldir.
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Simdi R & R de uzunlugu 4 olan asal alt modiillerinin bir zincirini insa edelim.
9?2 nin bir p asal eleman icerdigini gordiik. a ve b, R-dizi oldugundan, R ¢ R’nin
(a,b) ile tiretilmis devirli alt modiilii R(a,b), R & R’nin 0-asal alt modiiliidiir.
Apr(a,b) ={(z,y) € R® R : b —ya € pR} ile tammlayalim. A,g(a,b),

R & R’nin pR-asal alt modiilidiir. (p,0) € Ayr(a,b), R(a,b)’nin elemam degil,
oldugundan R(a,b) C A,g(a,d)'dir.

Simdi Apg(a,b)’nin M & MN’de oldugunu gorelim.

Varsayalim ki (x,y) € Apgr(a,b)\(9N & M) olsun. Genelligi bozmadan 2’in birim
oldugunu varsayabiliriz. O zaman b € Rp + Ra’dir. Buradan da 9 = Ra + Rb =
Ra + Rp olur. p, M? de oldugundan, 9 = Ra + 9?2 dir.

Nakayama Lemma ile 9 = Ra olur ki, bu R’nin boyutunun 2 olmasiyla celigir.
Sonug olarak Aygr(a,b) C MSM ve (a,0) € MM oldugundan, A,g(a,b) de degil,
0 C R(a,b) € Apr(a,b) TMEIM C R M olur. R @ R’de uzunlugu 4 olan asal

alt modiillerinin bir zinciridir.

Teorem 4.27 R, D(R® R) < D(R) + 1 olan Noetherian bolge olsun. O halde R
Dedekind bolgesidir.

Kamt Onerme 4.20 ile 9, R’nin maksimal ideali olmak iizere R'nin en azindan
bir boyutlu lokal noetherian bolge oldugunu varsayabiliriz. Eger D(R) = 1 ise,
Onteorem 4.25 ile ispatladik. Ispati tamamlamak i¢in D(R) = 2 olmasmin miimkiin
olmadigini gostermeliyiz ve bunu kullanarak D(R)’nin 2’den daha biiyiik
olamayacaginin sonucuna ulasiriz.

D(R) = 2 oldugunu varsayalim. Varsaymm ile D(R & R) < 3’tiir. R’nin regu-
lar olmadigi Onteorem 4.26 ile aciktir. Boylece R'nin, Rg bir ayrik deger halkas:
olmayacak sekilde tek bir uzunlukta § asal ideali vardir. Boylece a € (5R3)\(bRp)
ve b € (BRg)\(aRs) olacak sekilde a,b € § vardir. Boylece (Ra : Rb) + (Rb: Ra) C
B'dir. Onerme 4.16 ile, D(R® R) > 4+ D(R/B) — 1 > 4’tiir. Bu D(R® R) < 3 ile
geligir. Sonug olarak D(R) = 2 olamaz.

D(R) > 3 oldugunu varsayalim. D(R) = n olsun.

0C B, CByC ... CB,5<C B, 1S B, =I¢ R de asal ideallerin n uzunlugundaki
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zinciri olsun. R = R/f3,,_, olsun. ht3, o+ D(R) =n, htB3, o =mn—2 ve
D(R) = 2’dir. Onteorem 4.24 ve varsayim ile

htB, o+ D(R®R) < D(R®R) < D(R) + 1

dir. Boylece htf3,, o, + D(R® R) < (htf3,_ o+ D(R)) + 1 ve D(R) = 2 olmak {izere
D(R® R) < D(R) + 1 olur. Bu da D(R) > 3 olmasiyla celisir.

Teorem 4.28 Asagqidaki ifadeler R Noetherian bélgesi icin birbirine denktir.
i) R Dedekind bolgesidir.
ii) DIR™) = D(R)+n—1,n€Z"
iii) Herhangi bir sonlu tretilmis M R-modiili i¢in D(M) < D(R)+u(M)—1"dir.
iv) D(R® R) < D(R) + 17dir.

Kamt i) = ii) Teorem 4.22

ii) = iii) Onerme 4.14

iti) = w) M =R® R, n(M) ={(1,0),(0,1)} = 2 olmak iizere
DIR&R)<DR)+u(R®R)—1=D(R)+2—1olup D(R® R) < D(R) + 1'dir.

iv) = i) Teorem 4.27 ile aciktir.

4.3. Dedekind Bélgeleri Uzerinde Sonlu Uretilmis Modiillerin Boyutu

Bu kisimda, M’ nin Dedekind bolgesi iizerinde sonlu iiretilmis modiil olmasi duru-
munda D(M)’yi hesaplayacagiz. Onerme 4.20’e gore, D(M)’yi hesaplamada, R’nin
quasi-lokal olmasi1 durumuna indirgeyebiliriz. R’nin quasi-lokal olmasi, R’nin tek
maksimal ideali olmasi demektir. Eger I, R'nin keyfi bir ideali ise, her x € X igin

I"x = 0 olacak gekilde n € Z* varsa X R-modiile I-torsion denir.

Onteorem 4.29 R tek maksimal ideali 9 olan quasi-lokal halka ve My M-torsion
olmak tizere M 'nin My, My alt modiilleri icin M = My & My R-modiil olsun. f3,
R’nin maksimal olmayan asal ideali olsun. O halde L, M 'nin [-asal alt modiiliidiir

ancak ve ancak My ’in bazn K (-asal alt modiilleri icin L = K & My dir.
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Kanmit 3 # 9N olan baz1 [ asal idealler i¢in L, M’nin (-asal alt modiilii olsun. Her
bir x € M, i¢in, 9"z = 0 C L olacak gekilde n € Z* vardir ve dolayisiyla z € L’dir.
Boylece K = LN M; C M olmak tizere L = LN M = (LN M;)@® Ms ve My C L'dir.
M,/K = M/L oldugundan, K M,’in f-asal alt modiiliidiir.

Tersine, eger M;’in baz1 K [-asal alt modiilii i¢in L = K & M, ise, o zaman

M/L = M;/K’dan L, M’nin bir $-asal alt modiilii olur.

Onteorem 4.30 R tek maksimal ideali M olan quasi-lokal halka ve My OM-torsion
olmak tizere M 'min My, My alt modiilleri icin M = M; & My R-modiil olsun. O
halde D(M) = max {D(M), u(M) — 1} 'dir.

Kamit M;, M’nin homomorf goriintiisii oldugundan D(M;) < D(M)dir. Ek
olarak D(M) > D(M/MMM) = u(M/9MM) — 1’dir. Fakat Nakayama Lemma ile
w(M/IMM) = p(M)’dir. Boylece D(M) > u(M) — 1’dir.

t € Z" olmak iizere Ly C Ly € ... € Ly, M’nin asal alt modiillerinin bir zinciri
olsun.

Eger (Lo : M) = 90t ise, buradan boliim zincirine gegersek
Lo/MM C Ly /MM C ... C Ly/9MM, M/9M nin asal alt modiillerinin bir zinciri
olur. O halde D(M/9MM) > t’dir. Buradan D(R/9M) + p(M/9MM) — 1 > t olup,
boylece t < u(M) — 1'dir.

B # M olan baz1 3 asal idealleri icin (Lo : M) = 3 olsun. Onteorem 4.29 ile,
M;jin baz1 K (-asal alt modiilleri i¢in Ly = Ky @ My’ dir. Boylece her 1 <1 <t icin
M7’in baz1 K; asal alt modiilleri icin L; = K; & My dir. Acgikca
Ky € Ky € ... € K;, My’in asal alt modiillerinin bir zinciridir. Boylece ¢ <

D(M,)’dir. Buradan D(M) < max {D(M;), u(M) — 1} olur.

Teorem 4.31 R bir tamlik bolgesi, n € Z*, B, R’nin farkls maksimal idealleri

(1 <i<n)wveM sonlu tretilmig torsion-free alt modili ile M; sonlu tretilmis ;-
torsion alt modiillerin direk toplams M = M'®& M, ®MoD...® M, R-modil olsun. O
halde D(M) = max {D(M"), u(M /B, M) — 1, u(M/B,M) — 1, ..., u(M /B, M) — 1} “dir.
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Kanit (5, R'nin herhangi bir maksimal ideali olsun. § # 3, (1 < ¢ < n) oldugunu
varsayalm. O halde Mg = Mp dir.

Ik basta bunu gorelim.

M sonlu iiretilmis f,-torsion, M’ sonlu iiretilmis torsion-free alt modiil,
S =R\B, B # Py vex e (R\B)NS, olsun. M = M'@ M, olmak iizere M; [S-torsion
olsun. O halde S~'M;, S~!3-torsion’dur. Burada gostermemiz gereken S~'M; = 0
mi?

™oe S~IM; olsun. O halde =" 2= 71% = (’dir. Burada myz™ = 0’d1r.

zs " s

8

Qiinkii M; sonlu iiretilmis 3;-torsion’dur.
Boylece Onerme 4.20 ile D(Mg) = D(M}) < D(M')'diir.

Simdi baz1 1 < i < n i¢in B = 3, olsun. O halde My = Mj & M;,’dir ve
béylece Onteorem 4.30 ile D(Mg) = max {D(M}), u(Mg/BMgs) — 1} dir. Onerme
4.20 kullamlarak D(Mj) < D(M') elde edilir ve Mg/(8Mg) = M/3M’dir. O halde
D(M) < max {D(M"), (M8, M) — 1, u(M/B,M) — 1, .., u(M/5,M) — 1} dir.

Tersine, D(M') < D(M)’dir. Giinkii M’, M’nin homomorf goriintiisiidiir. Ek
olarak, her bir 1 < i < n igin, u(M/B;M) —1 = D(M/B,M) < D(M)dir. O
halde D(M) > max{D(M"), u(M/B, M) — 1, u(M/ByM) —1,...;;(M/3, M) — 1}

den sonug gelir.

Onerme 4.32 R tamlik bilgesi, n € Z7, B; R’nin farkly maksimal idealleri (1 <
i < n) ve ranki k olan serbest M’ alt modili ile M; nin sonlu tretilmig

B,;-torsion alt modiillerin direk toplami, M = M' & My & My & ... & M,, R-modiil
olsun. O halde

D(M) =max{D(M"), u(My) + k — 1, u(Mz) + k — 1, ..., u(M,) + k — 1}
dur.

Kanit Ilk once i # j icin M;/3 ;M; = 0 oldugunu gorelim.
m/ B, My € My/ 3, My alahm. My So-torsion oldugundan [35.m = 0 olacak gekilde
n € Z* vardir. Ayrica 5; maksimal ideal oldugundan 3 + 3, = R’dir. O halde

1 = x + y olacak sekilde = € 55, y € 3, elemanlar1 vardir. Buradan
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m+ 6, My = 1.m+ S, My = (z + y)m + S, My = mx + my + 5, My = [, M, olur. O
halde M/, Ms = 0’dir. Her bir 1 <i < n i¢in

M/B;M = (R/B,)"™ & (M;/B,M,)

ve boylece
p(M/B;M) =k + pu(M;/B;M;)

dir. M; B,-torsion oldugundan p(M;/5,M;) = p(M;)’dir. Teorem 4.31 ile,
D(M) = max {D(M'), u(My) + k — 1, u(M) + k — 1, ..., u(M,) + k — 1}

olur.

Teorem 4.33 R Dedekind bolgesi ve M sonlu tretilmis R-modiil olsun. O halde
M =M®e&M®®..®&M,, M torsion-free modil ile 5, R’nin farkls maksimal
idealleri (1 < i < n) olmak tizere M; (,;-torsion alt modiillerin direk toplamidir. Ek

olarak, D(M) = max {rkM' + pu(M;) —1:1 < i <n} dir.

Kamt Teorem 2.23’den M = M'® M, @®...& M,, ayrigimi agiktir. Yalmzca D(M)’yi
belirleyecegiz.

1) M' = 0 ise, rkM' = 0 olur ve sonu¢ Onerme 4.32’den gelir.

2) M’ # 0 olsun. (Cohen 1989, Teorem 6.11) ile, M’ = R*~V @ I olacak sekilde
R’nin bir [ ideali ve k € Z* vardir. R’nin herhangi bir S maksimal ideali i¢in,
I/BI = R/B dir (Cohen 1989, Onerme 6.5) ve M'/SM' = (R/B)* dir. Onerme
4.32'nin ispati ile, u(M/B,M) = k + u(M;) = rkM’ + p(M;) (1 <i < n) dir. Aym
zamanda, Teorem 4.22 ile, D(M') = rkM' diir. Teorem 4.31 ile

D(M) = max {rkM' + p(M;) —1:1 <1i<n} dir.

Onerme 4.34 R Dedekind bilgesi ve M sonlu diretilmis R-modiil olsun. O halde
D(M) =sup{D(R/SB) +rkgM — 1: 3 € Spec(R) ve Ann(M) C 5} dir.

Kanit M’ torsion-free modiil ile ;, R'nin farkli maksimal idealleri (1 < ¢ < n)
olmak tizere M; 3,-torsion alt modiillerin direk toplami, M = M'®M;&Myb...H M,

olsun.
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M’ = 0 oldugunu varsayalim. Ann(M) C 3 olacak gekilde 5 € Spec(R) olsun.
Baz11 <1 <ni¢in g = g, dir.

Ik 6nce bunu gorelim.

M = M; @ M, olsun. M, = 0, f5M; = 0 olacak sekilde n, k € Z*t vardir. I =
3485 olsun.O halde m € M olmak tizere I.m = 0’dir. Boylece I C Ann(M) C 3’dur.
Boylece 5, C 8 veya (8, C 3 olur. Ciinkii 3 asal ideal. Bu durumda Teorem 4.22’den
D(R/B) +rkgM —1 =0+ pu(M/SM) — D’dir. Teorem 4.31 ile

D(M) =sup{D(R/B) + rksM — 1: 3 € Spec(R) ve Ann(M) C B}

dir.

Simdi M’ # 0 olsun. Bu durumda, Ann(M) = 0’dur.

p € Spec(R) olsun. Eger g = 0 ise, D(R/S) + rksM — 1 = rkM’, ¢iinkii
D(R) =1 dir.

Bazi 1 < i < nigin f = 3, oldugunu varsayalim. Bu durumda D(R/3) = 0 ve
rkgM = p(M/BM).

Son olarak, 5 # [3; olacak sekilde R’'nin S maksimal ideali olsun. O halde
D(R/B) = 0 ve Teorem 4.31’de yapildig: gibi M/BM = M'/BM' ve rkgM = rkM’
dir. Boylece, herhangi bir 5 € Spec(R) igin

rkM’ | eger 3 =0
D(R/B) +rkgM —1 =< u(M/BM)—1, eger f=p,1<i<nise
rkM —1, diger durumlarda

dir. Fakat Teorem 4.22 ile, rkM' = D(M’) diir. Teorem 4.31 ile,
D(M) =sup{D(R/SB) + rkgM — 1: 3 € Spec(R) ve Ann(M) C S} dir.

Teorem 4.35 R Noetherian bolge olsun. R Dedekind bilgesidir ancak ve ancak
herhangt bir sonlu tretilmis M R-modiilii i¢in

D(M) =sup{D(R/B) + rksM — 1: 3 € Spec(R) ve Ann(M) C 5}
dir.
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Kanit Gereklilik kismi1 Onerme 4.34’dir.
Tersi icin M = R® alahm. O halde D(M) = D(R) + 1’dir. Teorem 4.28 ile R
Dedekind bolgesidir.

4.4. Serbest Modiillerin Boyutlar:

Bu boliimde serbest modiillerin boyutunu hesaplayacagiz.

R tek boyutlu Noetherian bolge ve 3, R'nin maksimal ideali olsun. Rj lokal
tamlik bolgesi tek boyutludur ve Noetherian’dir. (Cohen 1950)

B, R'nin maksimal ideali olsun. Rg'nin her ideali en az k tane eleman ile
tiretilebiliyor ise k tamsayisi v(Rp) ile gosterilecektir.

Boyle bir k yoksa v(Rg) = oo kabul edilecektir. Ay zamanda,
v(R) = sup{v(Rp) : 8, R'nin maksimal ideali}

ile de tanimlanir. v(R) ya pozitif tamsay1 ya da v(R) = oo’dur. (Cohen 1950, sayfa
39-40)’da, v(R) = oo olan tek boyutlu R Noetherian bolgesinin 6rnegi verilmistir.

R Noetherian bolgesi Dedekindtir ancak ve ancak R tek boyutlu ve
v(R) = ’dir.(Teorem 2.48)

Herhangi bir 7 € R igin, [r] yi s < r olacak sekilde en biiyiik s tamsayisi ile
tammlayalim. ¢ € Z olsun. v(R) bir pozitif tamsay1 olmak iizere v(R)|t yazariz ve
v(R), t'yi boler aksi takdirde v(R) 1 ¢'dir.

Eger v(R) = oo ise [n/v(R)] = 0 ile tanimlanir.

Onteorem 4.36 R tek boyutlu Noetherian bélge olsun.
v(R) > n ancak ve ancak D(R™) = 2n — 1 dir.

Kanit M = R™ olsun. Teorem 4.13 ile, D(M) < 2n — 1'dir.

v(R) > n olsun. O halde v(Rg) = k > n olacak gekilde R’nin bir 5 maksimal
ideali vardir. I, Rg'min k tane elemanla tiretilebilen bir ideali olsun. O halde a; € R
icin I = Rga; + Rgas + ... + Rgay’dir.

K = {(r1,ra,..1,) € M : ayry + agry + ...a,7, = 0} olsun. Onteorem 4.15 ile K,
M’nin 0-asal alt modiiliidiir ve ht K = n — 1’dir.

62



Ek olarak, eger r; € R ve ayry + agra + ...a,7r, = 0 ise r;, Rg’da bir birim degildir ve

boylece 1 < i < n igin r; € f’dir. Buradan K C M olur. O halde

D(M)

A%

D(M/BM) + ht(BM)

v

D(M/BM) + 1+ ht(K)

> n-1)+1+(n—-1)=2n-1

dir. Boylece D(M) = 2n — 1’dir.

Tersine D(M) = 2n — 1 olsun.
0=FC P C P C..C Py, M nin asal alt modiillerinin bir zinciri olsun.
Onteorem 4.12 ve D(M) =2n—1'den 0= Py C P, C P, € ... € P, 1, M’nin 0-asal
alt modiillerinin bir homogenous zinciridir ve 91, R’nin maksimal ideali olmak iizere
P, C Py1 C P © ... C Py 1, M'nin M-asal alt modiillerinin bir homogeneous
zinciri olur.
M’nin 9Mt-asal alt modiillerinin herhangi bir homogeneous zincirinin uzunlugu en
fazla n — 1 oldugunda, P, = 9M dir.
Onteorem 4.15 ile, P,_1 = {(r1,72,...7%) € M : a1r1 + agry + ...a,r, = 0} olacak
sekilde {uy,ug, ..., u,} taban ve a; € R elemanlar1 vardir.
1 ile n arasinda 7’yi sabitleyelim.
I, = Ray + ... + Ra;_ 1 + Rajy1 + ... + Ra, ve r € (I; : Ra;) olsun. O zaman
baz1 s; € R i¢in ra; = s1a1 + ... + 8i—1G;—1 + Si}1Git1 + ... + Spa,’dir. Buradan
(815 ey Siz1y =Ty Sit1s---Sn) € Py TOMM, r € M dir.
Boylece zn:(fz : Ra;) C9M dir. I = Ray + Rag + ... + Ra, olsun. Iy, Rgy lizerinde
en az n tzz:nlle eleman ile iiretilir. Buradan v(R) > v(Rgy) > n olur.

Eger R,
2n —n/v(R) , v(R)|n
2n — [n/v(R)] -1, v(R)tn

D(R™) =

kogulunu saglarsa, R tek boyutlu Noetherian bolgesine gecici olarak G-bolge

diyecegiz.
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Onteorem 4.37 R, v(R) < oo olacak sekilde tek boyutlu Noetherian bélge ve R nin
her 8 maksimal ideali i¢in Rp lokal tamlik bélgesi G-bélge olsun. O halde R G-
bolge’dur.

Kanit v(R) = k olsun. O halde v(R3) = k ve her Q maksimal ideali igin v(Rq) < k
olacak gekilde R’nin bir  maksimal ideali vardir. k|n oldugunu varsayahm. M =
R™ olsun. Hipotez ile D(M3) = 2n — n/k’dir.

v(Rq) < k olacak sekilde R’'nin bir £ maksimal ideali oldugunu varsayalim. O

halde n/k < n/v(Rq) ve boylece n/k < [n/v(Rgq)] dir. Hipotez ile

D(Mg) 2n —n/v(Rq) , v(Rq)|n
2n—[n/v(Ra)l =1, v(Ra)fn
dir. Boylece D(Mg) < 2n — n/k. Onerme 4.20 ile, D(M) = 2n — n/k’dir.
Simdi % 1 n olsun. Hipotez ile D(Mpz) = 2n — [n/k| — 1'dir.
v(Rgq) < k olacak sekilde R’'nin bir Q maksimal ideali olsun. Bu durumda [n/k] <

n/k < n/v(Rq)’dir. Fakat hipotez ile

2n —n/v(Rq) , v(Rq)|n

D(Mg) =
T\ 20— fv(Ra) 1, v(Ra)tn

dir. Boylece D(Mgq) < 2n—[n/k]—1'dir. Onerme 4.20 ile D(M) = 2n—[n/k]—1'dir.

Onteorem 4.38 R, tek maksimal ideali M ve v(R) = k < oo olan tek boyutlu
Noetherian lokal bolge olsun. q,r € Z7 ve 0 < r < k icin n = kq + r olsun. K,
K C9MR™ olacak sekilde R™ in 0-asal alt modiilii olsun. Bu takdirde
n—gq, k|n
Wi < ! |
n—q—1, diger durumda

dur.

Kanit M = R™ olsun. Varsayalim ki & = 1 olsun. O halde R bir ayrik deger
halkasi ve n = ¢’dur. ht K + 1+ D(M/9MMM) < D(M) oldugunu biliyoruz. M /MM,
R/M iizerinde n boyutlu vektor uzayr oldugundan, D(M/IMM) = n — 1'dir. R

64



ayrik deger halkasi oldugundan, Teorem 4.22 ile, D(M) = n’dir. Buradan K = 0
olur. £ =1 oldugunda htK < n — g oldugunu gordiik.
Varsayalm ki & > 2 ve n > k olsun. Onteorem 4.15 ile, genelligi bozmadan

htK =n—m ve

1

K={(r,ry....rn) € R™:A| =0

Tn

olacak gekilde R iizerinde m x n’lik (1 < m < n) A matrisinin varolabilecegini
kabul edebiliriz. Simdi k|n durumunda htK < n — ¢ olacagim gosterelim. k 1 n
durumu da benzer sekilde yapilir.

Varsayalim ki k|n ve ht K > n — g olsun. O halde m < ¢ dur. I ideali, A'nin
birinci siradaki tiim elemanlariyla iiretilsin. v(R) = k oldugundan I, A’nin birinci
siradaki k£ tane eleman ile tiretilir. Boylece, R iizerinde AFE}’in birinci siradaki son
n — k terimin hepsi sifir olacak gekilde n x n tipinde tersinir £ matrisi vardir. Yani,
eger AE, = (b;;) ise k+1 < j < nicin by; = 0’dir. Benzer sekilde R iizerinde n x n
tipinde tersinir E» matrisi vardir:

i) AE1Ey’nin birinci siradaki son n — k terimin hepsi sifirdir.

i1) AFE7FEy’nin ikinci siradaki son n — 2k terimin hepsi sifirdir.

Bu yontemle, AFE’nin d. siradaki son n — dk terimin hepsi sifir olacak gekilde R
iizerinde n X n tipinde tersinir £ matrisi vardir.

B, m x (mk) tipinde bir matris ve C', m x (n — mk) tipinde sifir matrisi olmak

iizere AE = [B|C| ve AE’nin son n. siittunundaki tiim terimler sifirdir.
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0 C1

0 Co
E —

1 C,

E nin n. siitunudur. O halde (cy, ¢, ..., ¢,), K’dadir. K C 9MR™ oldugundan,
her 1 < ¢ < nicin ¢; € M'dir. Buradan det E € 9t olur. Bu ise E’nin tersinir
olmasi ile geligir. Sonug olarak htK < n — ¢’dur.

Simdi, R™ nin, MR™ de icerilen, uzunlugu k|n oldugunda n — ¢, diger durumda
n —q — 1 olan 0-asal alt modiiliinii insa ederek son kismi ispatlayacagiz.

v(R) = k oldugundan, J = Ray + Ray + ... + Ra en az k tane elemanla iiretilecek
sekilde ay,as,...,ar, € R vardir. O halde J; = ilRaj (1 # jvel < i <k)olmak

J

k
tizere Y (J; : Ra;) C 9dir.
i=1

K (z1, T2, ..y zn) € R™ ¢ aywgqq + ...+ apTipne =0 (0<i<g—1) ve

W Tgky1 + ... +a,x, =0, n €N

olsun. O halde K C 9MMR™ dir. Onteorem 4.15 ile, K R™ nin 0-asal alt modiiliidiir

ve

n—gq, k|n
htK =
n—q—1, diger durumda

dir.

Onteorem 4.39 Onteorem 4.38 ile

2n —n/v(R) , v(R)|n
2n — [n/v(R)]—1, v(R){n

D(R™) =

dir.
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Kanit M = R™ vev(R) = k < oo olsun. Teorem 4.13 ile D(M) < 2n—1 < oo’dur.
D(M)=tve Ky C K1 C ... C K,,, M'nin K; asal alt modiillerinin bir zinciri olsun.
R, tek maksimal ideali 90T olan tek boyutlu lokal bolge oldugundan, K;, 9t-asal veya
O-asaldir. K, M-asal, Ky = 0 ve Ky, 0-asaldir. O halde

0-asal, 0<:<s
K; =
M-asal, s+1<:<t
olacak sekilde 0 < s < t vardir. K1, M-asal alt modiil olsun. Onteorem 4.17 ile
Kopy1 =My, +...+My, + Ry, +...+ Ry, olacak sekilde 1 < h < n ve {ug, ug, ..., un}
tabam vardir. M/K, ., = (R/9)™) ve D(M/K,,,) = h — 1'dir.
Simdi K, 0-asal alt modiil olsun. Onteorem 4.15 ile 1 < m < n olmak iizere R

iizerinde m x n’lik bir A matrisi vardir oyleki

T

T2

Ky =< ryup +roug + ... +rpu, € M : A. ' =0, ve htK,=n—m

T'n

dir. + = 1,2,...,n — h i¢gin Q; = Muy + ... + Mup; + Rupyivr + ... + Ru,
olsun. Acikca herbir Q);, ); C K .1 olmak iizere M nin M-asal alt modiiliidiir.
Qn-n = MM ve Qn_pp € Qu_phy1) € ... C @1 € K,p'dir. Boylece htK 1 >

=

(n — h) + htQ,_ dir. n = kq + 1" (0 < 1" < k) olsun. Onteorem 4.38 ile

n—q¢+1, kln
Wt Qi = ! |
n—q¢, kin

olur. s = htKy =n —m ve ht Ky = s + 1 oldugunda

h+(¢d —n), k|n
h+(q/+1_n)a ]{ZTTL

m x
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dir. Herhangi durumda m < h’dir.

B, m x K’lik matris ve C', m x (n — h)’lik matris olmak iizere A = [B|C] olsun.

(&

T2

K =<ru +ryus+ ... +rpu, € M : B. ' =0

r
\ h Ve

dir. Onteorem 4.15 ile K, Ruq + ...+ Ruy’de uzunlugu h—m olan 0-asal alt modiildiir

ve K, Muy + ... + Muy,’dedir. h = kg +r (0 <r < k) olsun. Onteorem 4.38 ile

m > q, k|h
m > q+ 1, diger durumlarda
dir. Boylece
K, <n—q, k|h
htK <n—q—1, diger durumlarda
dir. Onteorem 4.38in ispatimm son kismindaki gibi, M/ ’nin
i) P, Muy + ... + Muy, + Rupyq + ... + Ruy,’dedir.
htP =n — q, k|h
htP =n —q—1, diger durumlarda

olacak gekilde bir P, 0-asal alt modiiliinii inga edebiliriz. Sonug olarak

n—q, k|h
n—q—1, kth

htK, =

dir. Buradan

h+n—h/k,  klh
h+n—[h/kl—1, kih

t=(h—1)+1+htK, =
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olur.
h+n—h/k, k|h

h+n—[h/kl—1, kih

f(h) =
ile tammmh f : {1,2,...,n} — N doniigiimiinii alahm. f artan fonksiyondur ve boylece

2n —n/k, klh
2n — [n/k] -1, kth

t=f(n) =

dir.

Teorem 4.40 R tek boyutlu Noetherian bilge ve n € Z" olsun. O halde

2n —n/v(R) , v(R)|n
2n —[n/v(R)] -1, v(R)1n

D(R™) =
dir.

Kanit Onteorem 4.36, Onteorem 4.37 ve Onteorem 4.39°dir.

Teorem 4.41 R tek boyutlu Noetherian bilge ven € Z* olsun. O halde asagidakiler
birbirine denktir:

i) v(R) = n’dir.

i) D(R®) =2k —1, k =1,2,....,n ve D(R®) < 2k — 1, her k > n i¢in.

Kanit v(R) = n olsun. Teorem 4.40 ile k = 1,2, ...,n i¢cin D(R®) = 2k — 1 ve her
k > n icin D(R™) < 2k — 1'dir.

k=1,2,...,nicin D(R®) =2k — 1 ve her k > n icin D(R®) < 2k — 1 olsun.

m = v(R) olsun.

m > n oldugunu varsayahm. (i) ile D(R™) < 2m — 1 olur ve bu Teorem 4.40
ile celigir. Boylece m < n’dir.

m < n oldugunu varsayalim. Teorem 4.40 ile D(R™) < 2n — 1 olur ki bu (i)

ile celigir. Dolayisiyla m = n’dir.

Onerme 4.42 Asajidaki ifadeler tek boyutlu R noetherian bélgesi icin denktir.
i) v(R) = o0
ii) Her k € Z igin D(R™) = 2k — 17dir.
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Kamit (i) = (ii) Onteorem 4.36 ile aciktir.
(13) = (i) Teorem 4.41 (i7) ile agiktur.
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5. SONUC

Asal ideal kavrami halka teorisinin en ¢nemli konularindan biri ve bir¢ok alanda
uygulamasinin oldugunu biliyoruz. Ayrica asal ideal kavrami kullanilarak halka icin
karakterizasyonlar da verilebiliyordu. Bu tezde bu karakterizasyonlarin bazilarini
Onerme 2.32 veTeorem 2.44 ile hatirladik.

Asal ideal kavraminmin modiil versiyonu olan asal alt modiil kavrami iiciincii
boliimde tanmimlandi ve 6zellikleri arastirildi. Bu kavramin da asal ideal kavrami
kadar onemli oldugu goriildii. Asal alt modiil kavrami kullanilarak modiiller i¢in de
baz1 karakterizasyonlar Onteorem 3.8, Onerme 3.19, Onerme 4.14 ve Onteorem 4.21
da verildi.

Bir idealin radikalinin, modiil teroride iki farkl genellemesi vardir. Bu iki genelle-
menin esit oldugu zaman modiil ve halka hakkinda daha c¢ok bilgiye sahip olabiliy-
oruz. Bundan dolay1, radikal alt modiil ve bir alt modiiliin zarfi kavramlar {izerinde
¢alisilmig ve bu kavramlar kullanilarak modiiller i¢in de karakterizasyon verilmistir.

Ustelik, asal alt modiil ve radikal alt modiil kavramlar1 kullanilarak halkanin
Dedekind, Priifer, Degerlendirme, Temel ideal bolgesi ve Tek tiirlii ¢carpanlama bol-
gesi olabilmesi i¢in denk kosullar verilmistir. Bunun ile ilgili 6nemli sonuclardan
bazilar1 Onerme 3.37, Onerme 3.39, Onteorem 4.25, ve Onteorem 4.37’da verilmistir.
Ayrica Krull boyutun modiil versiyonu ¢alisilmig ve halkadaki asal zincir ler ile mod-
iillerin asal alt modiil zincirleri arasindaki baglant1 arastinlmistir ( 6r. Onteorem
4.21). Daha sonra da halkanin boyutu kullanilarak, modiiliin boyutu belirlenmistir (
or. Teorem 4.13). Modiiliin boyutu kavrami kullanilarak halkanin Dedekind olmasi

i¢in baz1 denklikler verilmigtir ( &r. Teorem 4.27-4.28).
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