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OZET

BULANIK CEBIRSEL YAPILAR UZERINE

Sevda SEZER

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Danigsman: Prof. Dr. Dogan COKER
Haziran 2003, 78 Sayfa

Belirtisiz kiimelerin cebire uygulanmasiyla ilgili olatak yapilan bu tez
caligmasinda, ilk olarak belirtisiz kiimelerle ilgili genel bilginin vamsira, belirtisiz
esitlik, belirtisiz fonksiyon, bulanik ikili iglermn, bulanik grup, bulanik altgrup ve bu-
lanik homomorfizm (Demirci 1999-a, 1999-b) tamimlarina yer verilmistir. Aynca,
belirtisiz egitliklerle ilgili cegitli 6zellikler belirlenmis ve bulamik yangruplaida

genellesmis birlegme ozelligiyle ilgili baz1 sonuglar elde edilmigtir.

Daha sonra, Demirci'nin bulanik altgrup taniminin bir genellegtiriimisi olan, yeni
bir bulanik altgrup tanimi verilmis ve tamima goére Demirci’nin (1999-b) bulanik
altgruplarla ilgili olarak ifade ettigi teorem, onerme ve sonuglann genellegtirilmig
bigimdeki ifadelerinin elde edilebildigi belirlenmistir Bunlarin yamsita, bulamk
normal altgrup, bulanik halka, bulamik althalka, bulanik ideal, bulanik asal ideal,
bulanik maksimal ideal, bulanik cisim, bulanmk tamhk bolgesi, bulanik izomorfizm

kaviamlarimn tammlar yapilmg ve bunlarin sahip oldugu ozellikler incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER : Belirtisiz kiime, belirtisiz esitlik, belirtisiz .

fonksiyon, bulamk ikili iglem, bulanik grup, bulanik normal altgrup, bulamk halka,

bulanik ideal, bulamk cisim, bulamk tamlik bolgesi, bulanik 1zomorfizm.
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ABSTRACT

ON VAGUE ALGEBRAIC STRUCTURES
Sevda SEZER

Ph. D. Thesis in Mathematics
Adviser: Prof. Dr. Dogan COKER
June 2003, 78 Pages

In this thesis work about applications of fuzzy sets on algebra, first a general
information about fuzzy sets and then the concepts of fuzzy equality, fuzzy function,
vague binary operation, vague group, vague subgroup and vague homomorphism

~ (Demirci 1999-a , 1999-b) are given

In the following chapters, a new concept of vague subgroup is introduced by using
the definition of vague group, and some {undamental properties of this vague sub-
group are investigated Furthermore, the concepts of vagne normal subgroup, vague
ring, vague subting, vague ideal, vague prime ideal, vague maximal ideal, vague
field, vague integer domain, vague isomorphism are defined and some fundamental

propetties of these concepts are investigated

KEY WORDS: Fuzzy set, fuzzy equality, fuzzy function, vague binary oper-
ation, vague group, vague normal subgroup, vague ring, vague ideal, vague field,
vague integer domain, vague isomorphism
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ONSOZ

“Bilgisayar bilgiyi yalmzea “dogru™ ya da “yanlhs” olatak algilayip bit ve sifszdan

“olugan degetler halinde iglem yapar. Insansa, bilgisayaiin fersine, kismi dogrular ya
“da yanhglar tizetinden duyulanny ve tecriibelerini kutlanarak iglemi gerceklegtirin.
“Bilgisayat igin sicak ya da soguk vardn ama insan igin soguk, serin, normal, ilik
a da sicak olabilin. Bilgisayarin sicak ve soguktan [arkli ohiak serin kavramin da

‘tannnlayabilmesi i¢in belittisiz mantik kullanthr. Belittisiz mantik bilgisayarin insan

“eibi davranmasime ve “akilh” olmasin saglar (Demirel 1999).
g 2

Belittisiz kiime teoisi, Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilmig, 1965ten bu yana
“da Zadeh ve cok sayida arastimact tatalindan geligtitilmekte ve pek ok bilimsel

U alanda uygulanmaya cahsilmaktadir,

Konusu, “Bulank Cebitsel Yapilar Uzerine” olan bu ez calismasinda da, belirfi-
siz kiimelerin cebire uygulanmasi incelenmekte ve bolitmlere goie asagidaki kaviam-

lara yer verthnekiedi.

Birinci bolumde, belittisiz kiimeler hakkinda genel bilgt verilmig, aidmdan da
belittisiz denklik bagmfisi, belirtisiz esitlik ve belirtisiz fonksiyon kaviamlarinm

tanmmlan veriletek, bunlarn sagladigs ézellikler incelenmistir,

lkinei bolimde, Demitei’nin tannnlachgn bulantk grup, bulanik allgrup, bulantk
homomorlizmin tanunima ve bunlarm sahip oldugu ézelliklere, ispatsiz olarak, ver
verilmigtit Aynica, bu boliimde Demirci’nin (1999-b) verdigi hulamik altgrubun bir
genellegtitimigi olan yeni bir bulanik altgiup tanim yapitmig, sagladign ozellikler

incelenmig ve bu tamm aracihiiyla da bulanik notmal allgruplar olugturulmustur,

Ugincu boliimde de, bulanik halka, bulanik ideal, bulanik cisim, bulamk tamlik
bolgesi kaviamlarimin tamimlan yapimig ve bu taninlar atacihigiyla elde edilen cesitli

teotem, onermerve sonuglarin ifade ispatlatina yer verilmigtis

Dordiincit boliimde ise, bulamk gruplatm bir kategori olusturdugu ve bulanik
altgruplaiin bunun bir altkategorisi oldugu elde edilmigtit. Ayrica, gruplar kategorisi

ve bulanik graplar kalegotisi cesithi yonletiyle karsilagtinlmisti.
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lirtisiz kivme ([nzzy set) kaveami itk olarak 1. Zadel {1965) taralindan ortaya

i up kavramim tammlamighir. Daha somia bu tamim baz ahnarak diger belitti-

~éebirsel yapilarm (belittisiz nonmal aligrup, belirlisiz halka, belittisiz ideal v.b.)
‘Zl. tammlan verilinig, 6zellikleri incelenmiglir, Halta gunumuzde bile bu tammdan
; Jantlaral yeni tanimlat yapihp ozellikleri incelenmektedir. Demirei de (1999-a,
()()() b), klasik bir ikili islemn yerine hulamk bir ikili tslem kullanarak, bulanik grup

vague group), bulamk altgrup, bulank homomot fizm kaviamlarmin tanimlann:

vapmis ve bu tammlarm klasikieki tanimlardan farkli ve benzer ozelliklerini in-

celemistir.

" Bu fez ¢ahigmasmda da, klasik cebirdeki bam kaviamlar, hulantk grubun tanim
ve ozelliklerinden yaratlanilarak genigletilmis ve aynica, yapilan tammlann klasik

~cebirdeki tammlacdan farkh ve benzer olan ozellikleri cesitli yonleriyle incelenmigtir,

Gahismalanmz sitasinda elde edilen sonuglardan bazilan XV Ulusal Matematik
Sempozyumu’nda (Sezer 2002) ve Akdeniz Universitesi Matemal ik Bolumit Semi-
netletinde sunufmustur. Ayrica, bu sonuglardan bazilarimin uluslararas: dergilere

gonderilinesi i¢in ¢aligmalara baglanmistir.

1.1, Belirtisiz Kiimeler

Bu bolimde belirtisiz kiime kaviamimn ne oldugu agiklanacak ve belirti-
siz kiimclerle ilgili bazi temel ézelliklere yer verileeektir.  Bu calisma boyunca

“X bir kiime” dendigi zaman: X ‘in bog kiimeden farkh bir klasik kitme oldugu

anlagtlacaktir

Tanim 1.1.1 X bit kiime; A, X %in biv altkiimesi olmak fizere

P, re A
6, 2 A

seklinde Lammly g4 fonksiyonuna A nin uyelik (karakteristik) fonksivonu denir.

AT X — {U, ]}, /&A(:If) =

1]11;15', daha soma da Rosenfeld (1971), klasik bit gruptan yatarlanarak, belirtisiz

= F A S I

¥ Lon= O A e e F o

;
:
:
?
4
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‘a‘rzwxl.nnn(la.n da anlastlacag) tzere A " tiyelik fonksiyvonu; A 'ya ail olan veya
A a,;;p e X ogelerinin A 'ya ail olmasimi derecelendinmektedn. Yani, » € X
_g,_i!_'i.ﬂ-./.i.(-'") = | olmasi @ 'in A ’ya kesin olatak ait oldugunu ve p4{x} = 0 olmasi ise,
A 'va kesin olarak ait olmadigimi gosterit.

(,:.. nlitk hayatia l)aé(rll belirsiz tanninh iladeletle karsilasilabilit ve bu nedenle
.-l.:_“'(;[)ir?llirl bu ifadelen saglayip saglamadigima karar vermckie gugluk ¢ekilebilin,

Irneging

A= {n : n, 2 den biyiik veya esit bit dogal say1},
B:={m : m, 2 den ¢ok biyik bir dogal sayi}

“olarak tanimlandiginda; verilen herhangi bir dogal saymin A kiimesine ait olup ol-
-..Iinadl@';ma kesin olarak karar verilebilir olmasina ragmen, bu sayimin B ’ye ait olup
:7;)|mad,1§§| hakkinda kesin olarak bir karar verifemez. Bu duruinda, verilen sayinin B
*ye kesin olarak ail olup olmamas yerine bu saymmn 13 'ye belitli bir dereceyle ait
“olmasini belirtmek insani sezgimiz agisimdan ¢ok daha uygundur  Bu dugunceden

hareketle, agagida tanunlanan, helinlisiz ktime kavream ottaya ¢oikogt:

Tanun 1.1.2 (Zadeh 1965) X bir kiiime olmak tizere, X tizerindeki bii A belittisiz

(fuzzy) kiuesi jiq 0 X — {0, 1] fonksiyonu ile karakterize edilii

Verilen herhangt biv 2 € X igin pa(x) € [0,1] 1eel sayiss @ ’in A ’ya ail olma
derecesini gosterit. pea(w) = 1 ise #, A 'ya kesin olarak aitiin, pa{z) = 0 ise z, A
'ya kesin olarak ait degildir, pa(z) € (0,1) ise, = ’in A ’ya kesin olarak ait olup

olmadigimdan bahsedilemez lakat z 'in A 'ya pa(x) derecesiyle ait oldugu sdylenit

Yukaridaki tanimdan da anlagilacags iizere, herhangi bir klasik kiime bir belirtisiz

kitine olarak da diiginulebilin

Zadeh anlammda bir belirtisiz kiimenin ifadesi asagidaki gibidit.  Eger X

saytlabilit bit kiame; A, X dizerinde bir helitisiz kiime ise;
£

A e o saln) _ opalen) o opalea) o talan) — malae)
A i:z‘l T o | 1 2 oo Tn b = :r%k’ T

biciminde, X sayillamaz bit kiime ise de A belirtisiz kimesi A = [, “”‘:x) bigiminde

ifade edilir. (Burada, toplam ve intcgral isateti sembolik olarak kullamilmaktadi )
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s 1.1.3 (Zadel 1965) X bit kitme; A ve I3, X uzerinde belirtisiz kuamelen

a.:;) 'ng)cl, het © € X icin ia(2) < () ise, A, B nin bir belirtisiz altkiimesidir
v ve A C B ile gosterili

b)Avel *nin kesigimi AN 13 ile gostarilin ve pang(z) = min{palz), up(z)}
arak tanimlan.

c ) A ve B3 nin birlegimi AU I ile gosterilir ve paup(z) = maz{pa(z),ps(z)}

olarak tanimlanic.
2nd ) Ao amleyeni A€ ile gosterilic ve juge(z) 1= 1 — pa(r) olarak tammlani.

.  e ) X ve @ belirtisiz kiimeleri, suasiyla, het o € X igin jrg(a) = 1 ve pa(e) =0

ile tanmmtann.

Klasik kitmelerin ézel tur belirtisiz kiimeler olarak diistuniiebilinesinden dolayi,
“yukanda tammlanan altkiime, kesigim, birlesim ve tiimleyen kaviamlannm klasikteki

v tammlatla uyustugu kolayca goritlebilir

Ornek 1.1.4 X = {a,b,,d, e, [},

/1*0"3 * ] %(1‘7 o I +()4 1—0‘6+0‘5
b ¢ d ve T a b d €

olsun. Bu duramda, ANB, AUB , ANA" ve U B belirtisiz kiimeleri agagidaki

gibi helitlenir:

003 006 00 03,06
An”'“njthl»r*n'*rlf‘“[,‘ld,
-
AL_J ]j:]; { UTli *%l U___({Z_I Upl.‘

ANAC =Y p 03 1 04 03 4048030340

BUB =2 408 Lp 8808 L =880 X

e L
ST

F oo e e =
IS LS EESTA ST

TS e e




, yukandaki A ve I3 kumeleni klasik kiimeler olsaydi A m A = 0 ve

— X olatak bulunacakts  Bu da, belistisiz kitmeler teorisinin klasik

siz. kiimelet teorisinde gegetlt olmadigim gosternnektediv. Belirtisiz kiimelerin

53 adigr bazi ozelliklere asagida ispatsiz olarak yer verilmigtin:

é'(:)r'em 1.1.5 (Dubois ve Prade 1980) X bir kiime ve A | I3 ve ¢/, X tzerinde
_'.]"rl,isiz kitmeler olsunlar, Bu duumda asagidaki egitlikler saglann:

| a YAUB=BUA,ANDB =DBnNA, (Degigine Ozelligh)

| b)) AU(BUC) = (AUBUC , AN(BNC)=(ANB)NC, (Birlegme Ozelligh)
c)AUA=A,ANA=A, (Tdempotentlik)

d)AuBNC) =(AUBN(AUC), AN(BUC)=(ANBIUANCY,

e ) AUAND) =A, AN(AUB)=A,

£Y(AUB) = AN B (A0 BY = AU B, (e Motgan Ozelligi)

g) (A) =4,

h) (AUBYN(AU D)= (AN B)YU(AN D),

1) (AN Bu(ANDBY) =(A"UBYN({AUDR),

JyANG =0, AUX =X,

k)AUd=A,AN0N =4,

1) A bir klasik kime ise, AN A =0, AUA = X olur. A bir belirtisiz kiime

ise, ANVATED, AU A" #£ X olabiliy

*

1.2, Belirtisiz Denklik Bagitilar:

X ve} birer kilme olmak tizere, X x ¥ "nin hethangi bir altkiimesine X "ten }

‘ve bir bagmtidir denit Bu tanimmn bir henzeri de belirtisiz kiimeler i¢in verilebilir:

1
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'l'lll.i-‘z"l (Zadeh 1965) Xy, Xoy oo, Xy bos kiimeden fatkh klasik kumeles
_ 12 oy M siasivla Xy, Xo, . ., X, tizerinde belittisiz kiimeler olsunlar.
' A, belittisiz kiimeletinin 4; x 4, x .. x A, geklinde gosterilen
Zyen ¢arpimi, X, % X, x ... x X, Klasik kiirnesinin bit belirtisiz kiimesidir ve

T2 ) € X x Xy x . . x X, 1¢1n

:-II'/h xAax . XA-::(('T'I?':Tz’ e 3‘?"‘")) = ””:'” {1”/11 ('.?"]JTI'E/IQ(':I‘Z)V "t 31”/111("1:77‘)}

Tamim 1.2.2 (Zadeh 1965) X x Y uzerinde bit 12 belintisiz kiimesine X ten ¥ “ve
biv belirtisiz bagimti denit [, X ten ¥ Cye bir belirtisiz bagmtvve z € X,y € Y

icin ep(w,y) = aise z, y 'ye o derecesiyle baglidin denir

Klasik denklik bagimhisina benzer olarak belittisiz denklik bagintisimin bir tannm

da agagidaki gibi verilebihit:

Tanum 1.2.3 {Zadeh 1965) X bit kitme olmak uzete, #, X x X dzerinde bir belir-

'_:.{,:isiz baginit olsun. Sger her a,y,2 € X igin

1) pup{x,2) =1 (Yansuna) ,

2 ) pr(r,y) = pply, ) (Simetri)

3 ) muin{pn(r,y), inly,2)} < pnp(a, z) (Gegigne)

kosullats saglaniyorsa, R belittisiz kiimesi X iizerinde biv belirtisiz  denklik

bagmtisichr denin

X dizetindeki bir belirtisiz denklik bagmtisma X ’in clemanlan arasinda bir be-
littisiz henzerlik bagintist da deniv 2, X iizerinde bir belirtisiz denklik (benzerlik)
bagmtisi olmak iizere; a,y € X icin pep(e, y) teel sayisinag 2 'in y 'ye denk (ben-
zer) olma derecesi denit Ayrica, @ € X igin ¢ 'in I’ ye gore belirtisiz denklik
saimli Bfz] geklinde gostetilen X dizerinde bir belittisiz kinnedit ve her z € X i¢in

itri{2) = pp(e, 2) olarak tanmlann.

5]
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‘Belirtisiz Egitlik ve Belirtisiz Fonksiyonlar

PR b

Tanii 1.3.1 (Demitcdi 1999-b) X bit kime olsun. Bger £y : X x X -— [0,1]

rksiyonu i¢in 2,1,z € X olmak tizere,

7

T s

) Ex{z,y) =1 2=y,

FESE N ET T LG4, (237 Z I A TDE

ISTLEISH

2) Ex{z,y) = kix (y,z),

'3) min{ Ex(x,y), Ex(y,2)} < Ex(z,z2)

kogullari saglamyorsa Iy {onksiyonuna X uzerinde bii belirtisiz egitliktir denir, ve

2,y € X igin Ex(z,y) degerine ¢ 'in y ye esit olma derecesi adi verili1.

Bundan sonraki gosterimlerimizde “fx bir belirtisiz esitlik olsun” denildiginde

g , , ,
7y in X dizerinde bir belirtisiz esitlik oldugu” anlagilacaktin. Aynca, A ve V
“notasyonlan, sirasiyla, reel sayilardaki minimuwmn ve maksimum iglemleri yerine kul-

“lamlacakiin,

I, o=y

Lger, % « X x X —— [0, 1] fonksiyonu I (z,y) :=
0, r#y

olarak tannnlandiginda X ’in clemanlan tizerinde tammlanan klasik egitlik fonksi-
yonunun X uzerinde bir belirtisiz csitlik oldugu kolayca gortilebilit. Bu fonksiyona,

X tzerindeki klasik belittisiz egitlik de denir.

Tamim 1.3.2 (Demirci 1999-b) X ve Y iki klasik kitine, Ex ve Fy sirasiyla X ve

Y tizerinde belirtisiz esitlikler olsunlar. Eger 6, X x Y tzerinde

F.1) Her 2 € X icin oyle bir y € ¥ vardir ki, pea{e,y) > 0

T TN e S TS
ST TN

F.2 ) Her xy,2, € X ve her yy,y2 € 1 iin

—— £ W W

ta(xy, ) A ps(iez, y2) A "—‘f',!s"(i'i“tai'rz) < Iy (i1, y2)

kosullanin saglayan bit belirtisiz kitme ise, 0 'ya Ex ve Fy belirtisiz esilliklerine
: ‘ ) ¥ X

gore X 'len Y ’ve bir belirtisiz fonksiyondur denir ve 6 : X ~» ¥ ile gosterilir. Eger

ek olarak, & belirtisiz fonksiyonu




) Her z € X i¢in oyle bir y € YV vardin ki, je(z,y) =1

reTe
e

P
LA

oa

HEANREG T

s

gggnv‘ﬁrr_rr: _E. I
ISTLIS

Dy : X x X —00,1] , FEx{(wi,z):=

By oY xY — [0,1) , Fy(y,y) =

s X x Y—[0,1] | palr,y) =

olarak tammlandigimda Iy ve I (dolayisiyla (1)) kogullari saglandigi igin 6, X "ten

Y ’ve bir kuvvetli belirtisiz fonksiyondur
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BULANIK GRUPLAR

Zadeh (1965) taralindan “belittisiz kime” kavrans olugturulduktan sonra, bu
;'lﬁ_: kaviamin matemaligin diger dallarma (cebit, topoloji, analiz v.b.) nasi
uygu]auaf)iIc(t(‘:ﬁgi sotusu uzerinde digiimibiniigtis. Bu fezin konusu “Bulamk Ce-
buqel Yapilaz Uzetine” oldugu igin, bu cahgmada belirlisiz kiime kavramimdan
atlanifarak cebirsel yapilanm nasil olusturulabilecegi ve ne gibi sonuglar elde

ilebilecegi sorusu cevaplanduilmaya ¢aligilacaktin,

22.1.  Bulanik Gruplarm Tanimi ve Baz1 Temel Ozellikleri

Cebirde en onemli kaviamlardan birisi de grup kavianudir. B kaviamin belirtisiz

Ckiimelerdeki ik tanunlanndan bivisi Rosenleld taralindan agagidaki gibi verilmigtin:

: Tanun 2.1.1 (Rosenfeld 1971) < (7, > bir grup, g : ¢ — {0,1] lonksiyonu her

oy € (Fign

ploy) = min{ w(a), p(y) } ove ple) = p(x™")

ise, g 've (¢ 'nin bit belittisiz aligiubudn ({uzzy subgioup) denir.

Daha sonta bu tanin baz alinarak diger belirtisiz cebirsel yaptlann (belittisiz nor-
mal aligrup, belirtisiz halka, belirtisiz ideal v.y } bazi tannnlan verihmig, ozellikleri
incelenmisgtit. Hafla giiniimiizde bile bu tanundan yararlanilarak yeni yeni tanunlar
vapihip ozellikleri incelenmekiedir. (Belirtisiz gruplarla ilgili olarak; Akgil (1988},
Anthony ve Sherwood (1979); belirtisiz altgruplatla ilgili olarak Kim (1997), Bhat-
tacharya (1987), Sherwood (1983), Zhang (2001); dizcy allgruplanyla ilgili olarak
Das (1981), Ray (1992) ve belittisiz ideallerle ilgili olarak da Kumnar "m (1992)

cahgmalan bulunmakiadii.)

Yukandaki tanimdan da anlagilacagr gibi, Rosenfeld (1971) yapmig oldugu belir-
tisiz. altgrup tammunda klasik bir ikili iglemden yaratlanmgtn. Demiret de “klasik

bir ikili islem” yerine, belittisiz egitlik ve belittisiz fonksiyonlar (1999-a) yardimiyla,
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1 ikili iglem (vague binary operation) adimn verdigi biv belirtisiz ikili iglem

(nlayarak, klasik bir kime tzerinde “bulamk giup (vague group)” (1999-b) adim
cdigi bit grup yapist olugturmugtur. Aynica, Demirdd ve Coker (2002) bu konudaki

1 temel ozellikleri ve dinekleni veren bir ¢ahsma daha yapimsglaidn

Agagida, bulamk ikili iglemn, bulamk kapahhk ve gegiglilik kaviamlarmin tanimmma

4

¢ verilmektedit:

j_‘f:.l..lillll 2.1.2 i YDemirta 1999-b | 2002) o, X dzerinde Iix.x ve Ex belirtisiz
: i.l.'likl(:rinc gore bit kuvvetli belittisiz fonksiyon ise, 0 'ya Iy . x ve Ey 'e gote X
iz&srinde bir bulawk ikili islemdir denir ve < X, 0, Iy x, I'x > ile sembolize edilir
(Bir kiime iizerinde bit veya daha fazla bulawk ikili islem tammlanig ise, bu ikili

Siglemlerle bithikte bu kiimeye bir hulanik cebirsel yapidn deuir.)

it ) 6, X dizarinde bit bulantk ikili igleny A, X in klasik bt altkimesi olsun.
“Bger, her a,b € A ve her ¢ € X igin jz{a, b, ¢) = 1 oldugunda « € A oluyoisa A 'ya

& iglemine gote bulantk kapahidu denin

i ) Her a,b,e,d € X igin ps(a,b,¢) A 5y (e,d) < palab, d) ise, & bulamk ikili

iglemi birina girdide gegighidie denis

iv ) Het a,b,e,d € X igin jua{a,b,0) A Fx (b,d) < psla,d, <) ise, & bulanik ikili

islemi ikinct girdide gegishdie denir.

v )} Her a,bye,d € X igin ps(a,b,c) A Ex(a,d) < us(d,b,c) ise, 6 bulamk ikils
iglemi tigiinct girdide gegislidit denir. [ger, 8 tglineti girdide gegisli ise, ¢ bulanik

ikili iglemi f7x "e gore genigleyebilitdit de denit.

vi ) Her a,b,¢,a', 0 € X i¢in

s, b, ONE y  x ((a, D), (a,07)) < pig(a, )

1s5¢, 0 bulansk ikili iglemi Iy x5 e gore genisleyebilindin denn

Kolayca gotilebilecegt gibi, X tizerindeki her 6+ X x X - X klasik fonksiyonu

Eeox ve I9% e gote bir bulanik ikili iglemdiv ve bu bulanidk ikili iglem hem bitinc

hem ikinci hem de t¢iinett gidide gegiglidit,

9

e AT E ed L 4 (T



LA

i

B,

i A 8k R
rorT

B
4

?

FSHMNVHI !

nanmt vatsa, < (3,0, i, o > bir bulamik monoiddit denir.

' Y < G.o, Lgra, big > bit bulamk monoid ve

(BG.3) Ya € ( 'nin pala' a,¢) A jis(a,a”' e) = | olacak gekilde bir ated

l(‘]t. clemam varsa, < (4,8, Faya, oo > bit bulantk gruptut (vague group) denit
. w ) < 6,8, geq, g > bir bulamk grup ve
(BG.4) Ya,b,m,w € ( igin
pis(a,bym) A pa(bya,w) < Eglm,w)
ise, < G5, Eaya, Fig > bir abelyen bulanik gruptur (abelian vague group) denir.

Bundan souraki gosterimlerde “< (7,6 > bir bulamik gruptur” denildiginde,

Eaxa ve g siasiyla G x G ve G iizetinde tanumly belirtisiz egitlilder olmak uzere,

!

“< (.8, Fage, g > bulamk grubu” anlagilacakiir,

Bger, 6 iglemi 155, ve 155 klasik belirtisiz esitliklerine gore, ps (G x G x G) €

1

10,1} olan bir bulamk ikili iglem ise, < (7,6 > bulamk grubu klasik durumdaki bir

r— R .1._ Loy N L 4

giitba bite-bir olatak karsilik gelit. Bu bulanik giuba bazen klasik grup da denis

Agagdaki 61nek ile, verilen bit < (G, 0 > klasik grubundan yaratlamlarak sonsuz

sayida bulamk grubun tanimlanabilecegi gorillmektedi:

10



14 (Demirci 1999-b) < G0 > bir klasik giup, o,3,v € IR sabit 1eel

e 2 e IR
EQIER oA L

. : 1, a=y N
_D‘(; (X (G —> [{), ]} , If(-i(gg’ 1}) = _:IE:
A ?é Y 3‘\"_
| i
(0% G X (GG — (01, |
) mg}
Duf

I, (ey) = (z,w)

Foxa((r,y), (z,w)) =
7, (r,y) # (z,w)

, T=120Yy

0:G X G~ Gy pale,y,2) =

o , zF£roy

Jani. Kolayca goriilebilecegi gibi < (7,6 > bir bulamk yaugrupiw; aytica < G, 9 >

din bitim elemamw < (¢, 0 > "nun hirim elemany ve < (,3 > ’daki bir ¢ elemaninin

ersi < (7,0 > ’daki a clemanmm leisiyle aymdir. Boylece, < G, 0 > bir bulank

gruptur. Aynca, < Lo > degismeli isc << (7,6 > da degigmelidir. Bger, o = 3 =«

.

ise, 0; hem biving hem ikindd hem de digindi girdide gegigliding eger, a < vy ise de

e birina, e ikind ne de digiinei girdide gegiglidin

Onerme 2.1.5 (Demibie 1999-h) < (/,6 > bir hulamk grup olsun. Bu durunda

< (7,0 > hiv klasik grup olacak sekilde (O iizerinde hir o ikili iglemi vardir,

Onerme 2.1 5 'de sézi edilen o1 G x G— G ikili iglenn

aob == ,rfa(”-aba‘-?) =

Eoas oy
B T

olatak tannnlanmakiadir. Burada elde edilen < (7,0 > grubuna < G,8 > nn
indirgenmis klasik grubu adi verilir. Bundan sonraki gosterimlerde, bir < G,0 >

bulantk grubunun igdingenmisg klasik grubu < G0 > ile sembolize edilecektin,

i e ¥ R W

Avnica, bu caligmada sikca kublamlacak olan, a,b,¢ € G igin pg(a, b, ¢} < Lgle, ao

b) esitsizliginin saglanacagy agiklin - Chinkii, (I-2) ozelligh gercginee
tala, b, ¢) = ps(a, b, )Aps(a,bya 0 b)AEgxq((a,b),{a,0)) < FEg(c,ao0b)

il



bir bulamk yangrup ise, (Demirct 2002) deki Teorem 5.10.(11)
-r'@gm({e, < (0 > bir yangruptur. Asagidaki dnerme ve (Demirci 2002) “deki
orem 6.1, bu iladenin tersinin hangi kogullar altinda dogiu olacag) konusunda

:]g1_;-.061 mektedit.

Onerme 2.1.6 0, ¢ uzerinde ikinci ve iigiinci girdide gegishi bir bulamik ikili islem

<'G,o > bit yangrup ise, < (7,8 > bit bulamk yarigruptur

spat: Ya,b,c,d,mw,q € Giginao(boc) = (aob)oe ve d ikinci ve tiiinci girdide

gegigli oldugundan,

falbyeydy A psla,d,m)Aps(a, by Aps(q, ¢, w)

AN

Ea(bo e, dinps(a, d,mINlig(a o b, q)Aus(g, ¢, w)
< pslesboe,m)Aps(aob, o, w)

< Liglao{boc),mnlig((aob)oc,w)

A

o{m, w)
- egilsizligi saglanr. Bu nedenle, < (7,6 > bir bulanik yaugraptur O

0, (Hiizetinde ikindi ve digiinei gitdide gegigh olmayan bir bulank ikili islem ve
< Lo > bt yangrup ise, < (1,8 > bit bulamk yvanigrup olimayabiliz. Bu durum

agagidaki 6tnek ile daha iyi anlagitacaki:

Ornek 2.1.7 ( := {1,2,3), Foxa = Eiyq ve i ler tablodaki satirlan, 7 'ler de

tablodaki sittunlai taramak uzere,

Fa )i (23] |mtai)|1]2]3
i l 91 4 | 1 51 .4
2 HE 2 51 i |
3 41471 3 41 .41

[

FEEADIY Had £ 2 [ 257 £ 225 &8 28 G5

TR




ps(2,h0) 1 2] 3 (3t 2|3
| 31 H] 2 1 d1.3 I
2 38 I I 2 | 15 .1
3 1|15 3 15 | 1 15

o123
Lyrp2)3
2421341
JH31]2

arak elde edil Burada, & "min ¢ dzerinde bir bulak ikili iglem oldugu ve

115(2, L2 EG(L2) = IAD = 5 p15(2,2,2) = 1

pa(L, L DAEG(1,2) = 1A = 5 pus(2,1,1) = 3

oldugundan o, (7 iizerinde ikinei ve tgiinci girdide gecigli degildit. Avyiica,
s (12, DA (1, 1 DA (1, 1, 2)Ap3(2,2,3) = 5 e (1,3) = 4

oldugundan < (,6 > bit bulanik yangiup olamaz.

< (G, > bin klasik giup ise, her a,b,¢,d € Gicin axd = axde=b =dve axb =
d* be=a = d 'dir (Karakag 1998). Bulamk Kwisallma Kurali olarak adlandirilan
agagidaki teorem, bu onermenin bir benzerinin bulanik cebirde de gegerli oldugunu
lade etmektedin:

L

Teorem 2.1.8 (Demirci 1999-b) < &', > bir bulamk grup olsun. Bu takdirde,
(1) pala, b, A ps(a,d, o) < Bg(byd)  (Ya,b,c,d € (),

(1) prs(a,b,)Aps(d, b, ¢) < Eg(a,d) (Va,b,c,d € ().
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Teorem 219 (Demindd 1999-h) < (7.6 > bir hulanik grup olsun Bu takdiide,

(1) Fger, & bulamk ikili islemi ikine girdide gegigliise, her a, b € (igin Le(a,b) =

:'Ec(fl_',[)_f) “dhir.

(i1) Het a,b,u,0 € 7 icin s a™ ) A (a, b, 0) < g (u, v YA Eg(v,u™!)

“dir.

Teorem 2.1.10 (Deniitei 1999-h) < G,0 > bit bulamk yangiup olsun. Bu

bakditde, < G, 6 > "mmn bit bulanik grup olmast icin gerek ve yetex kogul her a,b ¢ (&

icin oyle z,y € G vardu ki, is(a,2,0) = pns(y, a, b) = 1’dnr

Teorem 2.1.11 (Demirci 2000) < 1,6 > bir bulamk grup olsw Bger, 6 bulamk

T

ikili iglemi birinci giidide gegigliise, Eglaob,¢) = ps(a, b, ¢) 'din

Teorem 2.1.12 < (7,5 > bit bulamk grup ve e, < L6 > "nm bitim elemant olmak

uzere,
1) Eget 6 bulamk ikili iglemi tigincii girdide gecishi ise, her a,b,z € G icin,

(1) Folzoa,b) = lei(,6 0 a™') ve Grel olatak, Iig(z 0 a,e) = Iog(z,a™1)

olur.
(11} Eg(a,b) = Egla oz, bo z) dir.
2 ) Bger o bulamik ikili iglemi ikinci girdide gegisli ise, her a,b,y € & igin,

(1) Lalaoy,b) = Fa(y,a~' o b) ve Gzel olarak, I5:(a o yyc) = Egly,a™t)

ol

(1) Lig(a,0) = Ba(yoa,yo b} di

3 ) Eger, 6 bulanik ikili islemi hem ikinei hem de tigtineii girdide gegisli ise, her

b, e, d € Gigin Eg(a,b)A (e, d) < Eglaoc,bod) dir,
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pat: 1) (i) © tgunci girdide gegigli oldugu i¢in het a,b,2 € (¢ igin
Eg(road) = La(z oa,b)Aps(zoa,a,2) < ps(bya™ ' a) < Eg(boa™!z)

Faboa ' z) = Lalboa™  x)Aus(boa™",a,b) < ps(x,a,b) < Eg(z 0 a,b)

Coldugundan, Eg(zoa,b) = Lg(z,boa™") dir

(1) o, t¢inci gitdide gegisli oldugundan, her a,b,z € 7 icin

I (a,b) = Eela, biaps(b, e b0 ) < jizla,z,bo0 ) < Fglaoz,boz),
Eo(aor,boa) = Eglaor,boa)Aus(boa, 27 b) < ps(aox,at b) < Egla,b)
egitsizlikleri saglanacagimdan, I9;(a,b) = I'g(a o m,bo0 @) oldugu elde edilir.
2 ) (i) 6 ikindi girdide gegishi oldugn i¢in her a,b,y € ¢ igin
Fig(aoy,b) = Lo oy, b)Aps(a™ a0 y,y) < psla™ b,y) < Egly,a™ b)),

Eo(y,a™ ob) = Eg(y,a™' o biAps(a,a”' o b b) < psla,y,b) < Eglaoy,b)

oldugundan, Fe{y,a ' 0 b} = Eg(aoy,b) olmahdn
Ozl olarak, b = e icin Fe(aoy,e) = Foly,a™!) egitligi elde edilir.

(11) o, ikinai girdide gegighi oldugundan, liet a,b,y € ¢ igin

li;(a,0) = Fa{a,0)Apts(y, by o b) < pis(y,a,yod) < Iog(y o ayy0d),
Lolyoa,yob) = Ea(yoa,yobiius(y™  yobb) < psly™  yoa,b) < Egla,b)
egitsizlikleri elde edilit. Bu da, 55 (a,b) = Fo(y o a,y 0 b) oldugunu gostern

3 ) o, ikinci ve ugtincii girdide gegigli oldugundan, her a,b,¢,d € (7 icin

Y

Peola, b)nlig (o, d) = psla,e,a 0 QA BG(a,b)Aps(b,d b o dAEg(c,d)

A

1a(by e, a0 )Aps(b, e, b o d)

< Fa(aocc,bod)

esilsizligh saglann. O

Ozel olatak, b = ¢ olarak secilitse, (2 0 a, e) = lig(r,a”") egitligi elde edilir.
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perme 2. L.13 o, (iizerinde tginct girdide gegishi olan bit halamk ikili iglem ve
kili iglemi Onetne 215 " ispatindaki gibi tanimlanmak iizeie, < G0 > bir

yarigtup olsun. Bu dutumda, n € IN ve her n > 2, ay,ay, ., an, uy, 1z, . u, € G ve

= g, i¢in agagidaki esitsizlik saglanmr:

n~1

1
/\ st digrs i) < lglayoaz 0 oa,, 1)
=1

at: n uzerinde tumevanmla; (F-2) ozclligh geiegi,
Sp ) Bl E g
e, agyrg) < Faluy o ag, 1y) = Fic{ay o ag, 1y)

oldugundan, n = 2 icin istenen esitsizlik saglann  Kabul edelim ki, her k < n igin

k-1

/\ pralttis g, i) € Bglayoayo o oag, uy)
i=|

egilsizligh saglansin. Bo duramda; & = »n — | icin

n—2
’ .
/\ t1a(tts, Gigy,ttig1) < Kelayoay o oa,_y, U 1)

=]

ve 6, tictinci girdide gecisli oldugundan,

n—1| n—2

A paluisaipr,wign) = (A pslug, ais Mgt DA (U 1y Gy )

i=1 1=1
< bBglayoaz 0 L0 au g, Unot YA (Mnr ), G, Uy
S }”‘6("‘[ Oy o... Oﬂn_|,fl,”?£n)

< Falaycayo . oa,,u,)

egitsizligi elde edilit. Bu nedenle, n > 2 ve u; = g, ICin

wo—1

/\ pa(tg, aip, i) < Eolayoayo . oa,, iy )

i}l

olmalidn. O

e

Onerme 2.1.14 6, (7 izerinde, ikinci ve iigiinet girdide gegislilik ozelligine sahip,
bir bulanik ikili islen ve o ikili islemi Onerme 2.1.5 %in ispatindaki gibi tammlanmak
uzere, < (o > bit yangrup olsun. Bu dwumda, n,p € IN ve | < p<n-—1I,

A1y Ay oy lny S1592, 0 o Say bpgty on Ty 0 € (G icin agagidaki egitsizlikler saglani:
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(1 ) 1 = ay ise,

P 1= =
;?1'

pra{an, L, 1) A /\ Palligvrs @iy dig2)) € Bglay0oaz0 o tyy 1)

1=]

-

%‘

( 2 ) S1 = dy, ip+] = Qpy ve p > 1 iSC’ g F\\
- — ;4
(/\ f“a('giaaf-l-hsi-i-l))/\( /\ /56('4]1—1-{1("1)+i+—11t7>-{-17+-l))/\f-té(grntnaﬂl) S ‘EG(GIO‘--”OGH)?H)‘ ?j E;{
L= i=1 a%

Ispat: (1) Verilen kogullar altinda, n tizeiinde tiimevarmmla,

n—2

/\ fs{ligns tisa biga) < Fglazoayo . oa,,l,)

i=

esitsizliginin saglandigim gormek zor degildir. Bu esitsizlikle beraber, 8 “nin ikinci
gitdide gecigli olmasidan yararlamilarak,

2

ﬂﬁ(ala ?17”?) ( /\ Hs ( i1, d 'i+27ti+2)) S HG(alainqTH)AJEG((LZ 0as 0. Oan)tn)

1=1

IA

fia(ay,az0az0 . oa,,m)

< Fe(aroazoaz0 oa,,m)

oldugu elde edilit.

( 2 ) Diger yandan, s, = a,, Ipt1 = dppr ve p > 1ise de, Onetme 2 1.13 ten,

p—1i
/\ f15(5i, @iy 501) < Eclay 0az 0. 0a,,s,),
i=1

n—p—I1
/\ Ila(tp+i,aga+i+|,ip-|--:‘+|) < ]‘}(;;(0.1,4,] Olpy0... 0 amin)

i=1

» 0, ikindi ve tigiincit girdide gegisli oldugundan;

AR

p—-1 n—p—|
O ts(siy @iy sip)IAC A praltoris @ppins, Lpgig s ))A RS $py Ly )
=1 =1

T %t R LT

1 1
< Folaroaz0 0y, sp)AG{dpa 0 @00 . 0 ay, 1) Ans(s 81y by 111)
-

[/

"1

a1 0 ay 0. 0dy, $p) Al (Spy i1 O Gypn 0. O dy,m)
< fi5(@10a20 . Oy, tiyyy O lyy2 0. 0 a,,m)

< Falejoazo ... 0a,,m)

esitsizligi elde ediln - O




nerme 2.L.15 6, (' tizerinde, ikind ve dginci girdide gecighilik ozelligine sahip

bir hulamik ikili islem, o ikili islemi Onerme 2.1.5 %in ispatindaki gibi tamimlanmak

.
i
13
i
PR
Q;';

r‘.l"

*

izere, < G,o > biv yangiup, n,p,r € IN | 1 < o< n -1 ve ag,ay,. ., an, 5
U ;

oy e

81,525 35y thrl,_..,i,“ Uiyt oy Un VEC Upgg, o Un, i, w € (G oolsun. Bu durumda %E

L

“agagidaki esttsizlikler saglanm: ;8

&

P

(1) BEet p=1 =1 vel, =a; =uv,ise, ?il;%

]

n—2 n—2 h&‘.‘-

pa(ar, bnym) A /\ pallivny @irz, liga)) Apts( @y, v, w)A( /\ 116{Vig1, Giga, Vigr))

A

b (1w,

(2)Egerp=1<1 | ly=a, s ML= Ay Ve Uy T d,y, i8e,

n—1 r—1
/"5("'1,in77”) A (/\ s ( SRS RRLTEN N t+2)) (f\] Ha ( iy ai+h”i+|))
77-—-771
ACA ”G(UT'H!“"-{-H-‘IaUr+‘i+1))/\P‘5(”l3Uﬂ-a'w)
i=1

< Lg{m, w).

(3)Bger I < p1ove s = = Ay bt = Gppr, Bgg = a4 ise,

p— n—-p—1 '
/\lf (sis @i, St ) DAL N 15 (s, @it iy 1)) AL (S, L, M)A
=] =1

r—I n-1—1

/\ﬂ 1’17”:+1aut+l /\( /\ Hs Ur+1s”r-|—t—117 r-!—z—f—]))/\:”( rﬁIT!)lU) <LG(7n UJ)

=1 =1

ispat: (1) Onerme 2 L14.(1) geregince

n—2

falay, f,,m /\(/\ tallipr, diga, bigs)) < fo{ay o oa,,m)

1=]
n—2

talety, vy, w)A( /\ 116 {(Vig1, gy, vir2)) < Lelag o0 a,, w)
=1

oldngundan, .

n—2 =1

frolan bym) A (A (! P By 2y Liga) ) A gt (g, vy, 0) A( /\1 §6{Vig 15 Giga, viga))

i=1

< Iiglai o oay,mAEg{a 0. . o Uy w) < Lo {myw)

I8




elde edilit

(2) Oncime 2.1.14 ten,

n—2

fralay, Ly, m)A /\ fallin, Giga,line)) < Fglayo.. 0 Ay 1),

r—1 n—r —|1

(_/\ polts iy uipn}) A (A 1’55('1}'4‘i1(1‘f“5-i-{-1?”r+‘i—§--l))/\I‘G(?"rsvnatu)

=1 7=

< Iglayoayo. . oa,, w)

oldugundan,

n--2 r—1

pslar, by, m) A (/\] is(lipy, @iy Liga DACA pra(ig, aigr, tign )
1= 1=1
-t —1
A /\1 16 (0 iy rpit s Vrgigt ) Apts (10, 1y 10)

< Wglayoazo. oa,,mhlig(ayoazo L oayw) < Fe:(m,w)
‘din

( 3) Yine Onetme 2 114 geiegi,

p—1 n—p—I

(/\ Ha ( iv"'f'-l-iﬂ""ﬂrl)) A ( f\ “6(!'7?+='7“p‘|-i+1v{';«JJrHl))/\ll( 7 m?n)

i=1 i=1

< PFolayoazo. . oa,,m),

1 —1 n—r—1

(/\ f"( ‘H"f+h“2+|)) A ( '/\I ”6(?“!451(Ir-i-i-}-lv'?”!"}'i—lfl))Af"'é(“favnaw)
=1 1=

< Ig(ayo0az0 ... 0a,,u)

ve Faglaynazo. .oy, m)AEqg(ay0az0.. 0da,,w) < Lg(m,w) oldngundan, istenen

esitsizhik saglann. O

Onerme 2.1.16 &, & iizerinde ikinei girdide gegigli olan bit bulamk ikili iglem ve

wy = a, i¢in agagidaki egitsizlik saglanmn:

n—1

/\ taltipr, i ttipt) < Lgla,0a,_ 0. 0dy, ty)

i= 1|

o ikili islemi Onerme 2.1.5 in ispatmdaki gibi tammlanmak tizete, < G,0 > bir

- —
yaugrup ofsun. Bu durumda, n € IN ve her n > 2, ay, @z, @, U1, U, o Uy € G ve

R WA R R

i RV TR L

= T PO

S ¢ At X LU

e sV

i

oy
ol

SR AT 3

4

L

Py

TV AT




. noazerinde tumevanmla, (10-2) ozelligt gerei
spa ’ grg )

P LT R Wty Py

oy, uy) < Belay 0wy, uy) = g ag o ag,uy)

dugundan, n = 2 igin istenen egttsizlik saglann. Kabul edelim ki, her k& < n igin
qstenen esitsizlik saglansin. Ba durumda,

rie-2
nl
/\ ,”'c':(ai-l—] y Wiy Uiy I) S ]5(5(”'7:.-—1 Oy_20...0d1,Un )

i=1

L R

ve 0, tkind gindide gecish oldugundan,
n—1 n=2
i{_\I pa(aivy g, 0) = ('_/%\I el aipy, e, g DA (an, 1y, 1)
< Folap. 0a,_40 . oay, un;] WA @n, tnet, tp)
< fa(ny Gy 02 0. 0ay,Uuy)

< PBg(ap0a,_y 0. 0ay,u,)

egilsizligi elde editir. O

Onerme 2.1.17 i € {1,2, ,n} igin < (4, 6; > bulamk gruplar,

JEGIX xG,,_((TI,w-,-Tn)j(?]E, ‘-‘ayn)) = /\ ]f-/'(r'.'('n‘*‘h?)'i) 5

f=1

]-‘."(G]X XG;,_})((G]X -X(,J,,)((:I:|) .- 3'ﬂjnayﬁ1‘-"-7yn)7(le" _az?taily"“vtn)) =

N L, s (G o)y (2, 13))
t=1

ve

o () x o x G x (G x x ()~ Gy x o x G,

J”‘;((al')' }a‘n)a(b]s“ ‘:bﬂ))((‘]?'""cn)) = /\fléi((liabijci)

i=1

2
7
¢
f

olmak iizere < ) x oo x Gy d, Big, « NC )G x - xGu)s B0Gy % xG,, > bir bulamk

1

gruplur.

B
N
;
o
€
"
i

ispat:
R.= :”‘5(((""[7 : ‘-'1“??)7 (blv : -:bn)a (C;, oy Oy )J +

S = nua((:]’llv""'33"71)1(?)‘11 ‘1?]71)1(217 ‘7211)) )
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T = ]'-"H,;]X %G )R (G X -XGn]((“la vyl bla """!bll)a (‘721""'51‘1:3 Y1, 1”71))
olmak fizere her 1 € {1,2,..,n} igin

BASAT < pes(ai iy e s @, yi 200 A B xa ((ai i) (@i ) )

RASAT < N Ea e z) = Eax sea((ery el {2 za))

i=1

yani (F-2) ozelligi saglanr Her ¢ € {1,2,..,n} ve 2,y € G icin oyle 7; 0, y; € G

: 113

vardir iy prazoyin 105 y) = 1 dic Bu onedenle, A prsi(viyioz0iyi) = 1 ve
i=]

Cdolayisivla ja (T, 2n) Uy e ¥ )y (T1 00 M1s e 5 Tn On ) = 1 olur.
Bulamk Bitlegme:
pa(byeod) == ps{(bys2b0) (ch )y (s i)

pala,domy = pallar, . an), (dy, ooda), (i omnl)

pafa,bog) := pa((ar, oy an), (b, 0n), (gre o)) s

(g, e ) = a((ge gl (cry )y (o 1))
ve Y o= (b, e, d)Aps(a, d,m)Aps(a b q) (g, cw)  olmak tizere, her 1€
{1,2, .,n}icin

Y o< ey, o did A (s diy mid Aps @ by qi) Aes { gis i i) S Fo, (my, wi)

n

olacagindan, ¥ < A Fg,(miwn) = Foyx e ((my, omn) (e wn)) esitsizlig
=1

saglanir.

ei, < (;.0; > "nin bitim elemans olmak uzere,

(e s ma) (e en) (s )} = N el i =1
. =1

i)

pallery vea ) (T1y o @n)o(T1, o Tn)) = /\ fo(cya i) =1

=1

olacak sckilde (er, ..,e,} € Gy x - x (G, vardir
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Avrica,

(245 3 70) {07, T W L)) = /\ /lai(-T,',:?‘,‘_l,(ii) =1,

=1
n

5((':Tl_]1‘ ‘7"1:?171)1('le""wmn)a(611" '1671J) - /\ l‘[ai(-[i—lsmi)ci) - ]
i=1

‘oldugundan
< (;] XKoo X (_:ns ., ]‘l?{G'lx- %G )% (G X X Gn ) h’ilx-- Gy >

- bir bulawk gruptur (bu gruba, < ,6; > bulamk gruplarinin bulanik dig dolaysiz
garpim grubu veya kisaca bulanik carpim grubu ads verilir. Iiger, < Gy, 8; > abelyen
bulanik gruplar ise, bulanik ¢aipin grubunan da abelyen olacag agiktr, < Gy,0; >

klasik gruplannm dig dolaysiz ¢arpim grubu, < Gy x . x G, © > ile gosterilmek

tizere; ® ‘nn tanimi geregl, < Gy x . X Gh,e >=< G x .. x G, ® > olur). O

Z =X x Y olmak tzere < Z,6, I 7. M7 > bir bulamk grup olsun. Bu grubun
1 Zx s o g

bitim clemani ez ve bir (x,y} elemaminin tersi, sirasivla, ez = (ex,ey) ve (z,y)"! =

(x7', ¥~ ") biciminde gosterilsin
Iy (ar, ) o= Eg((ag, ey ), (22, ¢v))
I x (s a2), (Y y2)) o= Ezez(((20,ev), (22,00 ), (s ey ), (vz,ex)))
Ly (yry2) = Ez((ex,y)s (cx, v2))
By (1, 22), (v, 12)) := Eruz(((ex, i), (ex, w2)), ((ex. 1), (ex,y2)))

olarak tammlandiginda, Iy ve Fyy.x 'in, sirasiyla, X ve ¥ x X iizerinde: Iy ve
3 X=X 3 yld, 3

Iy 'nin de, stasivla, ¥ ove ¥ x ¥ odizerinde belirfisiz egitlikler oldugu kolayca

gortilebilit.  Bu bilgilerin isigr alimda, agagidaki 6nerme, iki kiimenin kaitezyen

carpimt tizerinde alian bir bulamk gruptan bu kiimeler fizerinde bulanik grupla:

elde etmenin bir yéntemini venmektedir:

Onerme 2.1 18 Yukartudaki gosterimler kullanihmak tizere,

61 X x X2 X ) /16]('I]1121t') = ”‘5((‘1"11(33’ )!.(‘T'wa-i )a(ia(;":))a

PR e SRy tfns: TR

0:} x} ~} 1 /562(.911?!21 TU) = 1”5((8)( ' ¥ )ﬁ(ﬁ.xﬁ y?)ﬁ((;z\”v w))
olarak tammlandifinda < X, 6, Fxx, Fx > ve < Y,0,, Eyyy, Iy > birer bulamk

gruplur,




spat: Her a, Uyt by, by € X icin

Marlti 2, 0) A ;rg,l(uh71.2,12)/\[9'Xx_x-((:::;,.:zig), {111,114))

.”'5((3'! ) (3)")? (--'132, 6‘}-’), (tlv C}‘"))A H‘B((”I 1 €y )7 (“‘27 Cy )a (i2-.- €y ))
Eaxz(((w1, ey ), (22, 05)), ((uryer ), (g, ep)))

A
< EZ((‘ITC}*),(iz,C}*)) = Fx(iy, 1)

) T o Ty = 7
(2 1Y) o (g, ) = (-Ta )=

o2y = y
tanunlan allinda

f!éf(ﬂf], Tz, iy 0y T‘Q) - ,”6((-1731 ’ ({}"-)‘. (':1:23 (.I)'")a ("Tl Op Ty, (-1}"))

= ps({xr,ey), (22,05 ), (2 ey)o (22.¢y-)) =1

olacagimdan o, X dzerinde bip bulanrk ikili islerndir Aviica, 8, 'in X uzerinde
bulamk bitlegme ozelligine sahip olacagr acikiir ve

Mol@ex,0) = pia((m,ey ), (exs ey ), (7, 0y )

]!5((31, Cy ), ({Zx, (i)f'), (:I? Cy1 ey, ey )] 6)'))

1a{(, ex), (ex, ey ), (x, cy)o(ex,ey))

= ! :/-‘[6]((3)\”":81':{)

/t(‘,}(dtf,:?f'm',(?_,\) = yi5({z, ey bz ey ), (ex. o ))
= a2y ) (ev) 7 ey, ey )

= | = JLER (ul?ﬁr, I, Cx J

oldngundan <« X0, Exex, Fx > bir bulantk gruptur. < § , 05, 1

“Vx1 . Ey > "nin de
bir bulamk grup oldugu benzer se

kilde gosterilebiliv 0
Asagida tammlanacak olan o,,,, islemi, (Demirc 2002) ’deki Teorem 3.11
geregince, birinc girdide gegisli bir bulamk ikilt iglemdit (bir

Bu nedenle, agagidaki oncrme, bi;

perfect belirtisiz
fonksiyondur), bulanik giuptan yararlanilarak

bir petfect belirtisiz fonksiyon elde etme hakkinda bilgi vermelkted;y-

Onerme 2.1.19 (Demirci 2000, 2002) < 7,6 > bir bulantk grup ve 0, G tizerinde
ikinei ve dictinei girdide gecisli olsun, lger, Homar (11, T2, yy) 1= Fo(z; o T2,y)




lacak bigimde tanimlanisa, < G, 800, Faxa, Be > bir bulamk giup olur. Bu

ekilde tamuulanan 6,,,, bulanik ikili iglerni, hem Fayg 'ye gore hem de Eg 'ye gore

‘genigleyebilidir.

IClasik bir gruptan hareketle bulanik bir grubun nasil elde edilebilecegi konusunda

."a§a.g1da.ki onermne yol gosterici olacaktir:

‘Onerme 2.1.20 (Demirci 2002 , 2003-b) < G, 0 > bir grup olmak izere, eger Fig
ve Figxg, sirasiyla, G ve G x G izerinde her a,b,¢,d € (7 icin
Egla,b) < N\ Eglaou,bo u)Alig(uoa,uob),

ucl;y

ve

Eaxa((a,b),(c,d)) < Eglaob,co d)

ozelligini saglayan belirtisiz esitlikler ise, ps(a,b,c) = Lgla o b,¢) olarak
tanimlanmak tizere < G 6, Fgyg, Fe > bir bulanmk grupfur. Ayrica, 6 hem Fg

'ye gore hem de Egyq ’ve gore genisleyebilirdir.
Onerme 2.1.21 < G, 0 > bir bulanik grup ve ¢ € G icin
a5 G XG> Gy au(z,y,2) =V psla,z, 2 ) Ans(2 )y, 2)

e
olmak iizere, eger 6 lgiinci girdide gegisli ise, @, (2, y, 2) = ps(ao z,1 ,z) dir.
Ispat: 2’ = ¢ oz igin
au (4, 2) 2 psla, e a0 z)Aps(ao a,y, 2) = ps(a oz, y, z)
oldugundan, a,,(z,y,2} > ps(e o x,y,2) clde edilir. Diger yandan, her ' € G icin
ﬂ’a(a1 ..'E,.ZI’)/\ﬂa(.TE’, Y, Z) < EG(a oz, :L'f)/\ﬂ-é(ilir, Y, Z) < ]1-5((1 °r,Y, Z)

oldugundan,

(L”a(;l;,y,z) = v ([La(a,‘.’t,.’lf’)/\ﬂa(.’c’, yaz)) < ”5(‘1 o x:yvz)
2'eG

dolaymsiyla a,, (z,y,z) = ps(aox,y,z) dir O
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Sonug 2.1.22 < (G, 6 > bir bulamk grup ve a € & i¢in i

051 G x G Gy a2, 9,2) o=\ s, a, 7)) Aps(2, y, 2)
z'eG

-olmak uzere, eger 6 lgiincii girdide gegigli ise, a,,(z,y, 2) = ps(z o a,y, z) dir.

Ispat: Bunun ispat:, Onerme 2.1.21 ’in ispatina benzer sekilde yapilabilir. 0 l

Onerme 2.1.23 < G, 6 > bir bulanik grup ve b e ¢ Igin

" GX GG pte,y,z) = sy by )As(e, o, z)
PEG

olmak uzere, eger 6 ikinci girdide gegcisli ise, u5%(x, v, z) = ps(z,y 0b,2) dir.

ispat: y' =yobicin

Juab(‘ry Y, Z) > /—55(yv b7y o b)/\ﬂa("'% yo b1 Z) = ”5(3:1 yo b') Z)

oldugundan, %z, y, z) 2 ps(z,y o b, 2) elde edilir. Diger yandan, her 4’ € (7 igin

#s(y, 0,4 )A\ps(2, 4, 2) < Eg(y o b,y ) Aps(z, o, z) < pslz,yob,2)

oldugundan,

Hab(maya 2’) = V (ﬂ'a(y:bay,)/\ﬂﬁ(m’y’:z)) S 1‘1'5($1y o b) 2‘)

)
y'eG

dolaysiyla pst(z, y, z) = ps(z,y0b,2) dir O

TMERAN

Sonug 2.1.24 < 7,5 > bir bulamk giup, b € G igin

GG~ G, s (wy,2) =\ (b, Y )Apa(,y, 2)
yeq

olmak iizere, efer 6 iigiincii gitdide gegigli ise, y1:%(x,y, 2) = ps(z,boy,z) dir.

AR SALOR 2R

ispat: Bunun ispat1, Onerme 2.1.23 “iin 1spatina benzer gekilde yapilabilir. O
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2. Bulanik Altgruplar

< (,% > bir bulanik grup ve # # A C G olmak iizere bundan sonraki

gﬁsterimle[imizde; her a,b,c,d € A igin

. Ea: Ax As[0,1] ve Fan: (Ax A) x (Ax A)—=[0,1]
“belirtisiz egitlikleri, sirasiyla,

| Ea(a,b) == Ea(a,0) ve Eaxal(wb),(c:d)) == Eaxa((a,b), (¢, d))

Ve fh3 py 1w (@, 0, €) 1= pia(a, b, ¢) olarak kabul edilecektir (eger herhangi bir kanigikhiga

. neden olmayacaksa da, 3/, ,,, gosterimi yerine kisaca pz gosterimi kullanilacaktir)

Bu bilgilerin 15181 altinda, asagida bulamk altgrup tammina ve bu tanimin

sagladig bazi onemli ozelliklete yer verilmektedir.

Tamm 2.2.1 (Demirci 1999-b) < G, 6 > bir bulanuk grup, § # A C G oyle ki A, 8
bulamk ikili iglemine gore bulanik kapah ve < A,8]4xax4 > bir bulank grup ise, A

'va. G 'nin bir bulantk altgrubudur denir.

Onerme 2.2.2 < G,5 > bir bulantk grup, ® # A € G olsun. Bu durumda
agagidakiler denktir:
(1) S[axaxa, 4 tzerinde bit bulak ikili iglemdir.

(it) A, 0 iglemine gore bulanik kapahdi.

Ispat (i)=> (ii) : a,b € A ve ¢ € G icin p5(a,b,c) = 1 olsun. 8|sxax4, A iizerinde
bir bulamik ikili islem oldugu icin 6yle bir d € A vardir ki,

(a,b,d) = 1 = ps(a, b, d)

15| g axa

Diger yandan; &, G iizerinde bir bulanik ikili islem ve ps(a,b,c) = 1 = ps(a,b,d)
oldugu icin, (F-2) ozelligi geregince, ¢ = d, yani ¢ € A olmahidis

()= (i) * (I-2) ozelligi her z,y,2,a,b,¢c € G igin saglandigindan, z,y, z,
a,b,c € A igin de saglamir. Ayrica, < (7,6 > bir bulanik grup oldugundan her
a,b € A igin dyle bir ¢ € G vardir ki, ps(a,b ) = 1 'dir. Bulamk kapalilik ozelligi
getegince de, ¢ € A ohmalidir. Bu nedenle, 8|4x4x4, A Gzerinde bir bulanik ikili

iglemdir. O

26

TN

AR AT X Y KR SRR




Teorem 2.2.3 (Demirci 1999-b) < G,3 > bir bulanik grup, # £ A C ¢ olsun. Bu

takdirde, agagidakiler denktir:
(i) A, G ’nin bir bulanik altgrubudur, ‘

(i) Va,b € A,Ve € G icin ta{a, b7l c)=1= cc A dn. ' .

Teorem 2.2.4 (Demitci 1999-b) < G, > bir bulamk grup, # # A C G olsun. Bu 3o

takdirde, asagidakiler denktir:
(1) A, G "nin bir bulamk altgrubudur.

(ii) A, 6 iglemine gore bulanik kapal ve het @ € A icina~' ¢ A’du

Sonug 2.2.5 < G,6 > bit bulamk grup, § £ A C G ise, agagidakiler denktir:
(1) A, G 'nin bir bulamk altgrubudur.

(i1) 8, A {izerinde bir bulanik ikili iglemvehera € Aigina™! € A 'dir.

ispat: Bunun ispat:, Onerme 2.2.2 ve Teoremn 2.2.4 vatdimyla kolayca elde

edilebilir. O

Sonug 2.2.6 (Demirci 1999-b) < G,5 > bir bulanik grup ve {A; : 7€ J} ailesi

G “nin bulanik aligruplaninm bog olmayan bir ailesiyse, 1 A; de G "nin bir bulamk
JET

altgrubudur.

Tamm 2.2.7 (Demirci 1999-b) < G,5 > bir bulamk grup, 0 # A C G ve {4
7 € J} de A’yrigeren ¢ 'nin biitin bulanik altgruplarinin ailesi olsun. Bu durumda,

1 A; ’ye G icinde A 'nin direttigi bulanik altgrup denir ve < A > ile gosterilir.
jeF

. _1‘“\“"3

CTIAALOT TURNEEE

Tanim 2.2.8 (Demirci 1999-b) < G5 > ve < H.% > iki bulank yarigiup ve
P : G — I bir fonksiyon olsun. Eger

15

@

pa(a,b,¢) < pii(®(a), @(b),9(c)), Va,b,c€G
ise, ®, < G,6 >dan < H,* > ’ya bir bulanik homomorfizmdir denir.
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Onerme 2.2.9 (Demirci 2002) < (7,8 > ve < M, % > bulamk gruplar ve @, <
G, 6 >’dan < H,% > ’ya bit bulanik homomot fizm ise, ®, < (o >dan < H,* > ’a

bir homomorfizindir,

Asagidaki drnek, Onerme 2.2.9 *daki ifadenin tersinin her zaman icin doffry ol-
g ) <

mayabilecegini gostermektedir:

Ornek 2.2.10 < G,5 >, Orek 214 *de tanimlandigr gibi (o > 0 alinarak);
< G,% > da, Ornek 2.1.4 'de o yetine § alinarak elde edilen bulamik gruplar ve
® : -~ bitim {onksiyon olacak sekilde tamimlansin. Bu durumda, ® bir klasik

homomotfizm olut, fakat uygun ¢, b,c € G i¢in

[0

o = ps(a,b,¢) 7 pz(®(a), @(b), ®(c)) = pz(a,b,c) = 3
olacagindan, @ bir bulamk homomorfizm olamaz.

Onetme 2 2 9 daki ifadenin tersinin hangi kogullar altinda saglanacagi (Demirci
2002) ’de verilmigli

Onerme 2.2.11 (Demitci 1999-b) < (5,6 > ve < H,% > iki bulamk grup ve @ :
G — H bir bulanitk homomorfizm olsun  Bu takdirde,

i) e ve ey smasiyla < G, 6 > ve < H.% > ’mn birim clemanlart olmak tizere
i ) y 3

(I’(e(;') = ey "dir.

(ii) Her e € G igin ®(a)~! = ®(a~?) *dir.

Tamm 2.2.12 (Demirci 1999-b) < G,6 > ve < H. % > iki bulanik grup olsun.

(i) ® : G -5 H bir bulamk homometfizin olmak iizere {9eG : ®(g) =cy}

. . % . . - . . " .e
klasik kiimesine @ "nin bulamk gekirdegi denir ve Qeky® ile gosterilir,

(11) [ : G'— 1 bir fonksiyon olmak iizere, efer hera,b € Gigin Ey(f(a), f(8)) <
Eg(a,b) ise [ fonksiyonu, Eg ve By ‘ye gote, bhulanik bire-bir (vague injective)

fonksiyondur denir.
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Klasik durumda bit bulanik bire-bir fonksiyonun bir bire-bir fbxlksiybn 'olduéu.

kolayca gortilebilir.

Onerme 2.2.13 (Demirei 1999-b) < G, 6 >, < H,% > bulamk gruplar, & : G = Hf

bir bulanik homortmot fizin ve eg de < G, > "mn birim clemant olsun. Bu takdirde,
(1) & bire-bit <= Ceky® = {eg}

(1) © bulamk ikili iglemi bitinci gitdide gegigli, ® bulanik bire-bir ve orten bir

fonksiyon ise, @' : 11 — @ bir bulanik homomotfizmdir

Tanim 2.2.14 < G,6 > ve < I, % > bulanik yanigruplar ve @ : G = H bir bulanik
homomotfizm olsun. ger, ® bulamk bire-bir, orten ve @1 : Il -3 G de bir bulanik

homomotflizim ise, ® : G —+ I bit bulanik izomorfizmdir denir.

Tamm getegi, ® : G — I bir bulanik izomorfizmi ise, Onerme 2.2.9 "dan & bir
homomortfizmdir. Ayrica, Tamm 2.2.12 geregince @ bir bire-bir {onksiyondur, ¢ 'nin

orten oldugu verildigine gore de @ : (¢ — H bir izomotfizmdir.

Asagidaki onerine ile, klasik bir izomorfizmin hangi kogullar altinda bir bulanik

izomotfizm olacagi incelenmekiedin:

Onerme 2.2.15 < G,3 > ve < I, % > bulamk gruplar, ¢ ve %, sirasiyla G ve [
uzerinde birinci gegiglilik ozelligine sahip olsun. Iger, & : G — H | her a,b € G igin
Ega,b) = Ey(®(a), ®(b)) olan orten bir homomorlizin ise, ¢ : G — H bir bulanik

1zomorfizmdir.

ispat: Verilen ozellikler geregi, ®, < (0 > dan < H,* > "a; ©7' de < H,x >

dan < (7,0 > 'ya klasik izomotfizindir. Dolayisiyla, (Demirci 2002) 'deki Teorem
5.13 geregi @ ve ' bulamk homomorfizmlerdit. Diger yandan, her a,b € G i¢in
Eql(a,b) = Ey(0(a), ®(b)) ve & drien oldugundan, @, bir bulamk izomo:fizmdir.
0
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Sonug 2.2.16 < G0 > ve < H,% > bulank gruplai, ® : ¢ — /I bulantk bire bir,

orten bir bulanik homomoerfizm ve & bulanik ikili islemi birinci girdide gegisli ise, @

bit bulanik izomoilizmdir. P

Ispat: Tanim 2.2.14 ve Onerme 2.2.13.(1i) geregince ispat aciktir. 0O ¥

Tamm 2.2.17 < G,6 > bit bulantk grup, her a,z,y € G icin

M(aa”) G~ G M’(g’a‘ ,)(."c,y) = ps(a, z,y)

(6,,,,,) G~ G ﬂff,a, )(:c,y) = ps(z, a, y)

olmak tizere; M(‘aa’ ) ve M(‘.‘),a.‘)’ G lizerinde kuvvetli belittisiz fonksiyonlardir. Bu-
1ada; M(‘-’a”) 'va < (G,6 > "min bir sol déniigtimnii, M(E‘,ﬂ') 'va da < (7,0 > 'min bir

sag doniigimil denir. Ayiica,
LT(G,8) = {M{’m ¢ @ € G} kiimesi G 'nin sol dontigimler uzay |
RT(G,8) == {M‘."ﬂ‘) : a € G} kiimesi G ’nin sag doniigtimler uzay

olarak adlandirihiz.

Onerme 2.2.18 Tamm 2.2 17 *deki gosterimler kullamilmak tzete; eger
L LT(G,8) x LT(G,8) ~ LT(G,8) , pa( MG, MG, s ME. ) o= ps(a, b, c)
Errae) : LI(G,8) x LT(G,8)~[0,1], Evy(cs)( M. MG, ) = Eg(a,b)

Eryce)xnriea (Mg, MG ), (M(ac, M) = Eaea({a,b), (¢, d))

ise, < LT(G,6),8 > bir bulamk gruptur. Aynca, < G,5 > abelyen bulanik grup
ise, < LT((Z,6), > da abelyendir.

ispat: -
It:= f"’i(M((;,.,)a (i,,)vM(E:;,_,}) :,“55((*‘7[)’6)?

'5' = ’L;(ﬁi(a} R )1 111(61,! s )'J M(az‘ ,)) = IIG(T? y‘! Z)!
T = Epyesyxrrcas((ME p MG, s (ﬂ'f{;,,,), M, ) = Eoxe((a,b),(z,v))
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olarak tanumlandiginda; < G, 8 > bir bulak grup oldugu icin,
R/\S/\T S E(;(C,Z) = ELI'(G,B)(A/l(.C‘ ) JM(OZ‘ , })
dir Aynica, her M(‘—;‘ Ny (66 ) € LT(G,8) igin dyle bir ¢ € G vardir ki,
pa(a,bye) = 1= pa(M{, MG, ML)

oldugundan; &, LT((G,0) izerinde bir bulamk ikili islemmdis. < G, 8 > bir bu-
lanik grup oldugu igin & “min bulanik birlesme ézelligine sahip oldugu agiktir ve e,

< (,6 > 'min bitim elemani olinak tizere,
!li(ﬂ’f(i,_,,), A-f{ae,‘,.), M((; )) = psla,e,a) =1 = ps(e,a,a) = ﬂ;(M{';” ),ﬁf(aa“ ),M&‘ ' ))

ps(ME ) Mie  ME ) = ps(a,ae) = 1 = (M1 ME, L ME )

oldugundan < LT(G,8},8 > bir bulanik gruptur. Eger, < ,& > bir abelyen

bulanik grup ise,

;1;(11-!(5“‘“ ) M(‘-}]l ) M((:;, ) A ;L;(M(‘i‘ Y M(‘;M » 11{&__‘_)) = ps{a,b,c}Aus(b,a,d)
S E‘G (CI, (]) pumd E‘LI(G,E))(A/"(G{” }, 11'1(6({' , })

egitsizligi saglanacagindan < LT(¢,8),% > bir abelyen bulamk gruptur. O
Bu bilgilerin 118 altinda asagidaki 6nerme kolayca ispatlanabilir.
Onerme 2.2.19 [ < G5 > — < LT(G,3),8 > dyle ki, f(a) :
déntisimii bir bulanik izomorfizmdir.
ispat: Her a,b,c € G i¢in
1”5((17 b1 C) = ﬂ;(]w(ﬁa” ) fw(i, L j”(ac,., )) = [ ([(a)v f(b)v I(C))

dir. Aynica, Brfes mn tammi geregince ELI(G.G)(A"](E;M)aA!S’;,,')) = Fg(a,b)
oldugundan; f, bulamk bire-bir bir doniigiimdir ve [ ’nin Srten oldugu agiktir.

Bu nedenle,

ma(MG, MG M ) = ps(a,b,c) = pel THME ), ST (MG, ), (Mg, )

31

SEEAIITAST IRG B IR TEHWE .




olacagidan, f bir butamk izomorfizindin. O

Yukanida sol ddniigiimler uzayi igin elde edilen 6nerme ve sonuglatin benzerleri

sag donigiimler uzayi igin de elde edilebilir. Bu nedenle,
[ < L1(G,08),8 > — < RI(G,8),% >, [(M{, ) =M,

dontugimiiniin bir bulanik izomotfizm oldugu kolayca gorillebili (burada; %,
RT(G,8) tzerinde ;;,;(M(‘""a‘ Y (‘-?‘,,‘ . M(‘."c' y) = ps(a, b, ¢} bigiminde tanimlanan bu-
lantk ikili iglemdir).

Teorem 2.2.20 (Demirei 1999-b) < ,6 > ve < H,% > iki bulamk grup ve @ :

G — H bir bulamk homomorfizm olsun. Bu durumda,
(i) Ceky® kiimesi (' *nin bir bulamk altgrubudur,
(11) A, G 'nin bir bulamk altgrubu ise, ®(A) da I "nin bir bulanik altgrubudur.

(11i) B, H "nin bir bulanik altgrubu ise, ®1(/3) de 7 'nin bir bulanik alt-

grubudur.

Asgagida, Tanim 2.2.1 "in bir genellemesi olan ve bundan sonraki tanimlarda taban

teskil edecek olan, ikinci bir bulanik altgrup tanmimina yer verilmektedir:

Tanum 2.2.21 < G,6 > bir bulantk grup , § # 4 C G ve O, A dizerinde bir
bulanik ikili iglem olsun. Eget her a,b,c € A igin talabel < ps(a,b,c) ve
< A, 0, Eaxa, E4 > b bulanik grup ise, < A,0 > 'va, < G,8 > 'min bir bu-
lanik altgrubudur denir, < A, & > 2 < (7,6 > ile gosterilir

Tanun 2.2.1 ’e gbre cfer, A, < G,8 > ’nin bir bulamk altgrubu ise, < 4,3 >
v.a
< < G,0 > olacagutdan; Tannn 2.2.21 ’in Tanun 2.2.1 "in bir bir gencllemesi oldugu

elde edilis.

— .
< (,0 > bit bulanik grup ve < A,0 > < < G, > ise, < A,0 >=<
Ay0o > ve dolayisiyla < A,® > 'mm < G,0 > 'nun bir klasik altgrubu, yani
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< A© >2< G0 > olacaf agtktir. Bu nedenle, bulamk altgruplar klasik giu-

plara indirgendiginde, bulamk altgrup kavramiyla klasik altgrup kavramimm bis-

birine kargihk geldigi goriilmektedir.

- v.a - . .

< ;0 > bir bulanik grup ve < A,0 > < < (|0 > ise, €4, cg siasiyla, >

< A, & > ve < (G,5 > 'mn birim elemanlan olmak tizere ¢4 = g 'dir. Ayrica,
x € Aigin z3' ve 27 sirasiyla z 'in < 4,0 > ve < (7,6 > icindeki tersleri olmak

iizere x ! = x5! "dir,

Ornek 2.2.22 G =7, A:=2Z, a,f,7 e Ricin 0< 7y << a<l,
; 1, u=wvw
bz : 2 x Z—0,1], Ez{u,v) =
a , uFv
Ezyz = Fg. 7,

L0z 1 27 x 20—0,1] , Faz(m,n) := Fz(m,n),

Lazvoz = By o , her z,y,2 € Z icin

I, ety=2=
j.ta(.’l.',y,Z) =
ﬂ , T + Yy ?é z
VYa,y,z € 2Z icin
1, z4+y==2
rele,y,z) =
v, vty
olsun. 27 C Z ve her a,b,c € 2Z icin pig(a, b, ¢) < ps{a,b, ) oldugundan, < 22,5 >

Uv.a

< < Z,5 > olmass igin < 2Z,0 > ve < Z,5 > 'min birer bulanmk grup oldugunu

gostermek yeterlidir.

T, Y, z,u,v,t € 4 olmak izere; Lzyz((z,y),(u,v)) = 1 ve z # t igin ya

I
il
r

ps(x,y,2z) # 1 yada ps(z,y,1) # 1 dir. Bu nedenle;
sz, y, 2)Apa (e, v, DA Bz z (2, ¥), (v, v)) < 8 < a < Eg(2,1)

ve sz, y,z +y) = 1 oldugundan 3, Z tizerinde bir bulantk ikili islemdir Ayrica;

e A RLON TEHNEEEE

her a,b,e,d,m,qw € Ziginm #wise,b+c=d,a+d=m,a+b=gq,qg+c=w

egitliklerden en az birisi saglanmayacagindan

ts(by e, d)Aps(a, d,m)Aps(a, b, g}Aps(q, ¢, w) < 0 < a < Ez(m,w)
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olmalidir. Dolayisiyla, < Z,06 > bit bulamik yangiuptur

Het & € Z icin ps(2,0,2) = 1 = p(0, z,2) ve ps(z,—2,0) = 1 = ps(~z,,0)
oldugu i¢in < Z,6 > bir bulantk gruptur.

Benzer gekilde < 27, > "min bir bulamk grup oldugu gorilebilir. Bu nedenle,
< 24,0 > USG < Z,06 > olmalidm.

. . (IR N _
Onerme 2.2.23 < G,3 > bit bulak grup, < A,& > < < G,0 > ve < B, & >
v . ) . .0 v -

< < A,O > olsun. Bu dutumda, < B,& > < < (,0 > du

v

ispat: < A5 > g<(},6>ve< Be> < < AO>ise, BC ACG, her

z,y,z € Bicin py(z,y,2) < pglz,y,2) < pe(z,y,z) 'dir. Aynca, < B,® > bit

V.
bulanik grup oldugu igin de, < B,& > < < G,06 > olmaldu. O

Onerme 2.2.24 < (7,5 > bir bulanik grup, < A, > 2 <Go>,<Be><

< (G, 8> ve %, AUB iizerinde bir bulanik ikili iglern olsun Bu durumda,

CAUBE> € <G5> e (i) pala,be) < ps(a,bc), Ya,b,c€ AUB
(ii}y AC BveyaBC A

Ispat (=) < AUB,¥ > 2’ < (5 > oldugundan her z,y,z € AUD igin
z(a,b,c) < psla,bye) 'dit Aynea, < A,0 > << G,0>,< B,e> << G,0 > ve
< AUB,* > < < (,0 > oldugundan, klasik cebirden, A C B veya B C A olmalidu
(Karakag 1998).

(«=): Genelligi kaybetmeden, B C A oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
%, A iizerinde bii bulanik ikili iglem olur éyle ki, her z,y,2 € A kin pz(z,y,2) <
1s{z,y, z) "dir. Bu nedenle bitlegime ozelligi saglanir. Aynica, < A6 > v_<a < G,0>
oldugu i¢in e € A ve het = € A igin 27! € A oldugundan

< AUB,E >=< A% > < < (G,5 >

olmahdiy O

THREAE
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v.a

Sonug 2.2.25 < (.6 > bir bulanik grup, < AO> < <G8 >, < B,e> ﬂga

< (7,0 > olsun. Bu durumda,
v.a
< AUB,6 > < < (,6 > e>AC Bveya BCA

*dir

ispat: ispat, Onerme 2 2.24 "ten kolayca elde edilebilit. O

Asagidaks Onerme 2.2.26, Sonug 2.2.27 ve Onerme 2.2.28 "den; Tanum 2.2.1 ’in

Tamm 2.2.21 "in bir 6zel durumu oldugu elde edilmektedir:

Onerme 2.2.26 < (3,5 > bir bulantk grup, § # A € G olsun. Bu durumda ¢, A
iizerinde bir bulanik ikili islem olmak iizere agagidaki denklik saglanir:

cAG>E <G o> () melabo)=l=sceA, Yabc A, Veel,
(i) pgla,b,c) < psla,bc), Ya,bc€ A

Ispat (==): a,b ¢ A ve c € G igin pz(a,b7,c) = 1 olsun. be Aiginb 't € Ave®,
A tizerinde bir bulanik ikili iglern oldugundan oyle bir s € A vardu ki, ps(a, b7l s) =

1 °dir. Bu durumda, (F-2) dzelliginden

1 = ,ua(a,b_l,s)/‘\,ua(a,b"l,c)/\lﬁ(;xg((a,b""),(a,b“)) < Eg(s,c),

yani ¢ = s € A ’dir. Digier yandan, < A, > U_{a < (3,8 > oldugundan (ii) 6zelliginin

saglanacag agikir.

(<=): < A,® > 'nin bir bulanik grup oldugunu gostermek ispatt bitirir. Bulamk

MY

birlegme ozelligi (@ 'nin tim elemanlan iin saglandigmdan A 'nin elemanlati igin

de saglanit. a € A ve e, < G,5 > "mn birim eleman olmak iizere, us{a,a™,e) =1

fAlrLE L H I

oldugundan e € A ve ji5(e,a”t,a”") = 1 oldugu igin de, a! € A’dir. Bu nedenle,

< A, > bir bulanik grup, dolayisiyla < AG > U_<a < (G,0 > du. O

Sonug 2.2.27 < (G, > bir bulank grup, § # A CG olsun. Bu durumda,

v.a

<A,B>< <G,0> <> Herabe A, e € Gigin ps(a, b7, ¢) = lise, c € A’dir.




- {spat: Bunun ispati Onerme 2 2.26 *dan kolayca goriilebilin. O

Onerme 2.2.28 < (G, > bir bulamk grup, § # A C G olsun. Bu dutumda; G, A

- iizerinde bit bulanik ikili iglem olmak iizere agagidaki denklik saglanir:

CcAO>C <G> & (i) VeecAiina ' CA
(ii) Hé(a,b, C) S !1’5(0'7 bv C) » vaabac €A

fspat (=) : Ispatin bu yonii, Tanim 2.2.21 geregi, asikar,

(¢=) : Taniun 2.2.21 geregi < A, > ’mn bir bulamik altgrup, hipotez geregi de
e € A oldugunu gostermek ispati bitirir. z € A i¢in 27! € A oldugundan, oyle bir
s € A vardir ki, ps(z,27",8) = 1 < ps(w, 27, s) 'dir. Bu da, (I'-2) ozelligi geregi,

s=e, yan € € A demekinn. U

Sonug 2.2.29 < G, 5 > bir bulamk grup, # # A C G ve &, A tizetinde bir bulansk

ikili iglem ise agagidaki denklik saglansr:

v.a

<AB><<(,o> <= VreAdiginz e A

ispat: Onetme 2.2.28 "den kolayca goriitebilir. 0

Sonug 2.2.30 < (7,3 > bir bulanik grup; e, G ’nin birim elemani ve 8, G iizerinde
her a,b,c € G icin ps(a, b, ¢) < ps(a,b,c) kogulunu saglayan bir bulanik ikili islem
olsun. Bu durumda, < {e},5 > Ti<_a <G o> ve< G 8> << (7,8 > 'du.

o

5

TS g"?;\‘%

Ispat : ¢! = ¢ € {¢} veher z € G igin 7! € G oldugundan, Onerme 2 2.28 geregi

AL LK RCLEADE

v.a v.a - .
<{e},6>< <G o>ve<Ga>< <G, 6> dnr O

e

v.a
Sonug 2.2.31 < (,6 > bir bulanik grup, her j € J igin < A;,8;, > < < G,6 >

olsun. Bger ¥, [ A; iizerinde, her z,y,2 € () A; igin piz(w,y,2) < A pa, (2,4, 2)
jel i

jel jet

kogulunu saglayan bir bulanik ikili iglem ise, < N Aj,* > < < Aj 8 > dir
Jel
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Ispat: Oncrme 2.2.28 *deki (z) ve (21) kogullarun saglandigim gostermek yeterlidir:

(1) x € -Q, Ajise, x € Aj(Vy e J) dit ve < Aj, 85 > Ig < (/,8 > oldugu igin de
j

z7he A, dola_yiSI_yla, z7te N A; dir
Jed

(ii) % " tammm geregl, her z,y,2 € N A;j igin pz(z,y,2) < pa;(z,y,2) dic. O
ield '

Sonug 2.2.32 < (¢,6 > bir bulamk grup, < A, > USE < (G,0 >, < B,e > ﬂSa
< (,0 > ve x, AN uzerinde bir bulanik ikili iglem olsun. Iger, her z,y,2z €
ANB icin pz(z,y, 2) < pale,y, 2)Apg(e,y, 2) ise, < ANBF > Uﬁa < A0 > ve
< AN, * > Uéa < B,® > du

Ispat: Bunun ispati Sonug¢ 2.2.31 "in ozel bir durumudur O

Sonug 2.2.33 < ., > bit bulawk grup; A, G "nin bog kiimeden farklr sonlu
elemanlt bir altkiimesi ve ¢, A iizerinde bit bulamk ikili islem olsun. Bu durumda

~agagudaki denklik saglanir:

<A, > vSa < (1,8 > <= ler a,b,¢c € Aicin pig(a,b,¢) < ps(a,b,c).

Ispat (=): Agikar,

(<=): ©, A iizerinde bir bulanik ikili islem oldugundan, her z,y € A icin
zoy € A’dr Bu nedenle, < A,0 ><< G,0 > 'dur (Karakag 1998). Dolayisiyla,
herz € Aiginz ! € A olacagindan, Onerme 2.2.28 geregince, < A, 0 > Tg < G,0>

olmahdu. O

TR

v.a

Onerme 2.2.34 < G, 8 > bir bulamk grup ve < 4,0 > < < (,5 > olsun. Eger
ACBCG, herz€ Bicine™' € BB ve

T iR R e SN AR L ED, 3R

X Ij ~ ]3 3 fi (..l-’ 'i)', Z) = ( )
L ( ° 'g ? ) Y al:-)] (lul UII’ldB,

. 1 eqe . . ~ V. . . . -
bir bulanik ikili iglem ise, < 4,0 > < < B3> < < G,8> 'dir.




Avynica,

X B\, 2 T,z € A
1 Bx B~ B pi(z,y, )= Ic)( ) s

Loz ©y,z) , aksi durumda

' . v.a ~ v o
bir bulanik ikili iglem ise, yine < A, > < < B,% > < < (,0 > 'dir.

Ispat: Bunun ispati, Onerme 2.2.28 geregince, agikardir. O

Onerme 2.2.35 < G5 > bit bulamik grup, < G,8 > < < G,6 > ve < G, % >
v.a
< < (7,0 > olsun. Bu takdirde; < G, V¥ > bulamk grubu < G, > i

v.a o v.a -
<Ge> < <G, ovk> < <G00 >

" v.a o - V. -
<G x> < <G ovhk > < <G8 >
ozelligine sahip bit bulamk altgrubudur. Aynica, < G,® > bu dzellige sahip bir
v.a . -~ ~
bulanik aligrup ise < G,8vE > < < G, O > dir, yani < G,eVE >, < ,3 > 'nin
istenen ozellige sahip en kiiiitk bulanik altgtubudur. (Burada, her a,b,¢c € G igin

tava{a, b, ¢) := (uaVuz)(a, b, ¢} = ps(a,b,¢)Vuz(a,b, c) olatak tammlanmaktadir.)

Ispat: Her a,b,e,x,y,z € (7 igin

([L;VH;)(G, b, C) N (ﬂ;\/ﬂ;)(ﬂ'ﬁ, Y, z)AEGXG((aw b)? (:Ea y))
< psla,b,c)Aps(e,y, 2)AEges ((a,0), (z,y))
<

(e, 2)

oo AL Ry W, AR W
TN

div. Aynica, a,b € G igin p(a,b,c) = ps(a,b,¢) = pale,b,c) = 1 olacak sekilde

¢ € & vardir. Bu nedenle, pz(a,b,c)Vii(a,b,c) = 1 olacagindan, ¥ve, G iizerinde

JESEEE XY

bir bulanik ikili islemdit Bu nedenle, Onerme 2.2.28 *den

'y

.a u.a

<G> < <G Ve > < <G 0>




*dir. Kabul edelim ki, bit < G, > bulamk altgrubu i¢in < G, % > USCL <G00 > Uﬁa
<G00 > ve < (8 > El <G,0> 2 < (,0 > olsun. Bu durumda, her a,b,¢ € ¢
igin pi(a,b,¢) < pgla,b,¢) ve pi(a,b,c) < pgla,b,c) olacagindan pivi(a,b,¢) <
1tela, b, c), yanmi < G 4Ve > ﬂéa < (G, & > olmalidir. Bu da, istenen ozellige sahip en

kiigiik bulamk altgrubun < G,*Ve > oldugunu kamtlar. O

Onerme 2.2.36 < (7,6 > bii bulamk grup veher j € Jicin < H;,8; > < < G, >
olsun. Bu durumda, < G,o0 > i¢inde | II; 'nin trettigi allgrup I :==< U H; >

jed jeg
olmak dzere

"\ s R Yy € H;
G X T~ 1, piay(2,y,2) = f3;(2, 9, 2) 2,y,2 € H;

Ef(roy,z) , aksi durumda
1se,
o v.a - . -
<Hpo;>< <M\ o><<Ho>
it
olut Aynca, < H,0 > "nin, her j € J i¢in < I{;,0; > ’leri bulamik altgiup olarak

kabul eden, en kigik bulanik aligiubu < H, V #; > *dir. (Bu grup, < H;,6; >
i€l

lerin < G, 6 > icinde iiretligi bulamk altgrup olarak adlandirilr.)

ispat: Onerme 2.2.98 *den < H;,0; > g < e > tgl < H,0 > dir. Aynca,

V pai(a,byc) AV pai(e,y, 2) A Eaxe((a,b), (2, )
ey Jeg

IA

ps(a, bye)nps(2,y, 2)A Egxa((a,b),(z, y))
< FEgle, z)

ve a,b € Il igin V ps;(a,b,a0b) = | oldugundan, V &;, H tizerinde bir bulanik
el jelT

ikili iglemdir. Onerme 2.2.28 geregince de,

<Hu6;>< < H\ 4> < <8 >
iet

oldugu goriliir,
IKabul edelim ki, < H,% > bir bulanik grup ve
< H. B> < <Hi><<Ub>
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olsun. Bu durumda, a,b,¢ € H igin, eger a,b,c € H; olacak sekilde bir j € .J:'

varsa, fig;(a,b,c) < psj{a,b,c) < pala,b,c) ve dolayisiyla, V pua;la,b, ¢) < pz(a,b,c)
' el

olacaktir. Eger aob = cise, 1 = pzj(a,b,¢) < pzla,b,c) = 1 ve son olarak, eger

aob#cisede, 0 = yiz;(a,b,c) < pa(a,b,c) olacagindan, < H, V ;> US < H, %>
‘ ied

elde edilit. Bu da ispals bitirir. O
Sonuc 2.2.37 < (,0 > bir bulanik grup, 7 € J igin H;, I ve s; Onerme 2.2.36
"daki gibi olsun. Bu takdirde,

k (2, y,2) w2z € 1

ps(z,y,z) , aksi durumda

olmak uzere,

“d.
ispat: Bunun ispati, Onerme 2.2.36 kullamlarak, kolayca elde cdilebiliv. O

Onerme 2.2 38 < G, > bit bulamk grup ve
Scoiss = {< Ao > < Ao > < <G>}

olimak iizere, Scass kiimesi bulamk altgrup olma bagintisina gore kismi siralt bir

kimedir ve bu kume bir tam lalistit

+ v.a
Ispat: Her < A,8 >€ S5 igin < Ao > < < Ao >,

v.a - 1. —
<A 8>, < Bi>ESqpas igin< Ao > < < Bi>ve< Bhk> < <A 08>

ise, < A 0 >=< &>,

. . N v.a N N

< Ao >, < Bk >, <C,0>CSgss igin < Ao > < < Bk >ve < By*x>
v.a . - . N v.a . 9y
< < (0,4 > ise Onerme 2 2.23 gereffince < A, > < < C,( > olacagmdan Scgs>

kiimnesi, bulanik allgrup olma bagmtisina gote, kismi sirah bir kimedir.

A8

T




7€ Jigin < A, >€ S olsun. Bu durumda, A = _ﬂj A4, ve
e

o:Ax A~ A, ila,bc) = /\ s (. b, c)

et

P

L o
o .

olarak tammlandiginda; < 4,0 >€ S5, veher j € Jicin < A& > < < Ao > N
‘dir ve tanminn geregit bu ozellige sahip en biviik bulamk altgrup < A8 > ‘di.

Dolayisivla. 8.5 ‘nm keyfi bir altkiimesinin inimumu S.r; 5 “va aittir. T

Diger vandan, Her 7 € J igin < A;,0; >€ S.g3s5 olsun. Bu durwmda, A ;=<
U 4, > ove

e

palab.c) . abec A

;oA x A A yi(a,be)i—
! IP{aob, ¢} , aks duramda

k4

v.a 1.2 v
olmak iizere. her § € J icin < A;. o; > < <AV 8, > < < (7.5 > "dir ve Onerme
e
2.2.36 gerefiince. istenen Gzellige sahip en kiicik bulamk altgrup < A,V &; > 'dir,
i€’

Buradan. Scan ‘min keyfi bir aitkiimesinin supremumunun S.c s “va ait oldugu

gorulir. { Seras ‘min en kiciik ve en biivitk elemanimm sirasivla, < fe}.6 > ve

< G.¢ > oldugu agiktir.) 0

Tamm 2.2.39 < (.4 > bir bulamk grup. § CG. H :=< § >: k. S iizetinde her

a.b.c€ S icin pala b o) < pafa, b.c) ozelligine sahip bir belirtisiz fonksivon ve
=< H,o>< <G5> pateoy. 2) <ps{z,y,z) ., Veoyoz € 5}

olarak tanimlanmak izere, & - I % If - J1 belintisiz fonksivonu govle tammlansin:

her z.y.z € H oicin

T

fale,y, 2y = /\{;r,g‘{rr,y, sy H)o5 e | 1
Bu durumda. < H. e > bulamk altgrubu (S.%) nm < .6 > icinde urettigy bulanik

altgrup olarak adlandinhir ve < (5.%) >=< /.8 > ile gosterili

< (7.6 > bir bulantk grup ve z € G igin pa{z. ., 2) = o olsun. 0 < 3 < o olmak

nuzere

*

e} e}~ {o} gl zx) =4

11




i ({ef. %) nmm < (.o > icinde drettigi bulamk altgrup helirflenmek istenirse:
Tanim 2.23% "in gosterimlerivle, 1 H =<z >ve®:< 2> X <12 >wl 1>
{r1CH<e
ovle ki her a,b ¢ €< @ > igin
1 pela,b,e) =1
fafa,bo) = A, mlabe)<lvea=b=c

0 , akst durunda

olmak tzcic.

<(ab*) > =<<r> 0>

oldugu elde edilir. Burada. # = 0 olmasi durumunda {{z}. %) ‘in {rettigi bulamk
altgrubun: < (7,0 > “min indirgenmis klasik grubu icinde. {&} 'in tirettigi klasik

altgruba karsihk gelen bulanik allgrup oldugu gorilmekiedir.

Onerme 2.2.40 < (7,5 > bir bulantk grup. $ € G. H :=< 5 >; . 5 uzetinde her

a.b.c € Sicin pala, b, ¢) < pala,b. ¢} ozelligini saglavan bir belirtisiz fonksivon ve

pala by} =1
a,bc € Sve pgla.be) <1

aksi durumda

olsun. Bu durumda: (S.%) 'nin < G. 0 > i¢inde iirettigi bulanik altgiup < H. e >

‘dn

ispat: Bunun ispatr. Tanim 2.2.39 geregince. agikardn. O

Teoreny 2.2.20. Tamum 2.2.21 ‘e géie asagidaki gibi genellestivilebilir:

Onerme 2.2.41 < (.6 >. < H.% > bulamk gruplar ve & : (-~ bir bulamk

-
hOIHOIT'IOI' fizm ()ISH n

{a} Cekyd dzerinde tanimlanan o bulanik ikili islemi icin

paley z) <psle.y.z) o Vooyoz € Cekyd

12




" v.a - N
kosulu saglanivorsa. < Cek, @, > < < (G.6 > “dir.

v.a

(b) < 4,7 > < < (3,5 > ve 8, ®(A) dizcrinde bir bulamk ikili iglem 8yle ki

b

her r.v. = € €1 icin palr,y, 2) < palx.y. z) olsun. Bu durumda. < ¢(A),
i

< M % > dir

> < > ve & @YY Gzerinde bir bulamk ikili islem
) igin pale.y.z) < paleoy z) olsun Bu durumda.

b < < (7.6 > “dir

Ispat: Ispaty vapmak icin Onerme 2 2.28 ‘deki iki kosulun saglandigini gostermek

veterhidin
(a) (i) r € Colyb=d(1) = cpm=P(z 1) = (D2 = cp== =" € Cckyd
(ii) Hipolez geregi, her vy, z € Cekn® igin ez (ruo2) < paleny. 2) din
Bu nedenle, < Cokn®, 0 > vjf < (7,0 > 'dirn
(b (i) red(A)=Tdaec A2 dP(a)=avea ¢ \=d(a ") =27 € ¢(A)
(11} Hipotez geregi, her .y .z € ®(A) igin pelr.y. 2} < pz{z.y.z) din
Bu nedenle, < $(A). 8 > < < k> di
(c) (Yred M B)=3ac Badlz)=avealech
=é N = () = e b= e 07 ()
(i1) Hipoter gerefil, her z,y.z € 71(B) igin pa (o, v, 2) < pala, gy, z) din

Bu nedenle, < @ (B).5 > < < G.o> dn. D

Onerme 2.2.41 “deki (b) ve {¢) siklanimn tersleri ber zaman i¢in dogru olmayabilir.

asagidaki ornek bunu kamtlamaktadi:

Ornek 2.2.42 (7 ::¢Z4 toidy € Mve 0 £ v <3 < o < 1 olsun. Avrica;
logy 2 Ly x Ty > {0, 1] ovle ki

bz, (u,v) =




Egyxza = 17,2, , 04y x Ly~ Ly Gyle ki

I, z4+y=z(modd)
B , z+y#z(modd)

pHalz,y,2) =

H =7y 5 Lg,(u,v) == Bz, (u,v) , Bz,xz, = £ 2, »*: g X Ly~ 2y oyle ki

1 , =4+y=z(mod?2)
vy , =ty FEz{(mod?2)

iz, y, 2) =

® : Zy—7Z, fonksiyonu her ¢ € Zy igin ®(x) = 0 olarak tanimlansin ve A :=
{0.1} olsun. Bu durumda, her z,y, 2 € Z4 igin pz(z,y, 2) < p:(®(x), ®(y), 8(2))
I oldugundan @ bir bulanik homomorfizmdir. Aynica, ®(A) = {0} C Z; ve <
b(A),* > vSf! < g, % > dir. Fakat, < A, > !jéa < 44,0 > olacak sekilde A iizerinde

1l

hig bir & bulamk ikili islemi tanimlanamaz. Aksi durumda; dyle bir s € {0, 1} vardur
ki, I =g {1,1,s) < pa(d,1,8) < ps(l,1,2) = 1 geligkisi elde edilir. Bu da, Teorem

2.2.11 "deki (b) sikkinun tersinin her zaman igin dogru olmadigini gosterir.

G = 4o, H = 2y ve o,0,v, Ez,, Ez,42,, Ez,, Fz,vz, yukanda tammlandig

gibi olmak fizere; 6 : Zy x Ly ~s Zy Ovle ki

1 , 24y=2z(moed?)

A, 1t y#Ez(med?)

fa(a,y, z) =

* 1 By X Fg ~> Ly Ovlc ki

I L aty=:z(mod1)
v, 1y FE: (mod 1)

iz, y, 2} =

O 1 Zp—Z,4 fonksivonu her & € Z3 igin ®(2) = 0 olarak tanimlansin ve B = {0. 1}
olsun. Bu takdirde. ¢ bir bulantk homomorfizmdir. Avrica. ®75(#3) = {0.1} = Z,

ve< @130 >

v.a
< Fig, 0> < < Z3.0 > i, Fakat. < e >

o

.
< < 4y % > olacak

sckilde 3 tizerinde hig bir @ bulamk ikili islerni tammmlanamaz  Aksi durumda; ovle
bir s € {0. 1} vardir ki, | = pe(b, bos) < pa(t. 1) < pe{1,1,2) = | ¢eligkisi eide
edilir. Bu da, Teotem 2.2 11 "in (¢} siklkinin tersinin her zaman icin dogru olmadigim

gosterir.

11
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Tamm 2.2.43 < G,6 > bir bulamk grup ve r € {0, 1] olinak tzere i

ST = {(.’I?.,y,Z) : 1["5('1'.$y72) 2 7'}

kumesi, (¢ x G x G 'nin 1-diizey altkiimesi olarak adlandiriliz !

gATT I I T F

Tanim 2.2.44 < (,6 > bir bulamik grup ve her r € {0, 1] igin
- ,H.a((l,b.,C) ’ (a,b,c)ESr
O, : G X G~ G ps{a,bc) =
0 , aksi durumda
olmak tzere < G0, > v_<G < (,0 > 'du. Bu grup, < G, ¢ > 'nin bulanik r-dizey
altgrubu olarak adlandirilir.
Asgagidaki onerme sayesinde, klasik gruptan farkh bir bulamk altgruptan,
saytlabilir sonsuz sayida bulanik altgrup elde edilebilecegi goriilmektedir:
Onerme 2.2.45 < G,6 > bit bulamk grup, < A, > LSG < G,5 >ven € Nt
olsun. Bu durumda,
1 O LY (it,_ ,z) =1
* i AX A~ A, oy, 2) = (2] ol y, 2)
i@_ﬂ}‘_ , akst durumda
olarak tamimlanmak iizere, < A %, > g < A,G > dir.
: 2
Ispat: Va,b,c¢,z,y,z € A icin rE

”;n(aabvc)/\”in(mu yaz) A EAXA((a?b)‘!(I!y))
< J”(:)(aa b, C)Aﬂé(:ﬂs ¥, 2)AEaxa((a,b),(z, y))

* S E(;(C,z) = EA(C,Z)

ve %, ‘nin tammi geregi her a,b € A icin ps,(a,b,¢) = 1 olacak gekilde ¢ € G
bulunabilmesi nedeniyle; %,, A tzerinde bir bulamk ikili islemdir. Bu nedenle

1

Onerme 2.2.28 geregi < A,*, > [:<_a < A,® > olmalidir 0




2.3.  Bulamk Normal Altgruplar
Tanim 2.3.1 < (6 > bir bulanik grup ve < N, & > Sﬂ < ;0 > olsun. Fger her
x € G vehern e N igin

pa(x n, s)Aps(f,z, 1) < Ba(s, 1), Vs,te G

olacak gekilde z ve n 'ye bagli bir i € N varsa; < N, >, < (,5 > 'mn bir bulantk
.1l
normal altgrubudur denir ve < N, 8 > 4 < G, 5 > ile gosterilir.

Lger, Lg = E%, Loxa = Ef,q, her v,y,2z € G igin ps(z,y,2) € {0,1} ve
< N,e > Lflf < GL6 > ise, N QG dir. Cinki, z € G, n € N icin
tis(x, n, singea(Ti, o, t) < Bg(s,t), Vst e
olacak sekilde @ € N vardir. s=xon,{=moz ign
L= ps(z,n,xon)Aps(,z,moz) < Eg(ron,Roz)=>r0n=nozx

olmalidir. Bu da, V < & oldugunu gosterir. Yani, bu 6zel secimle bulanik normal

aligrup kavrami klasik cebirde bilinen normal altgrup kavramina kargihk gelmekte-

dir.

 Onerme 2.3.2 < (7,8 > bir bulanik grup, < N,# > < < G, 6 > ise, < N, o ><<

(G,0 > olur.

< N,&a > ”531 < (,6 > oldugundan her x € G ve her n € N igin dyle bir
7€ N vardir ki,

palz,n, s)A s, o, t) < Fg{s,t) Vsl e

e 1

I 1 . — - _ —_— w
dir. s=zon,t=rRoziginzon=noz, yanizonoas ' =mwe N olacagindan,

< N,e ><d< (7,0 > olmalidu. O

Onerme 2.3.3 < G,5 > bir bulank grup; e, < (,0 > "win bitim elemani, & :

Gx G~ (7 bir bulamk ikili islem Oyle ki, her z,y,z € G icin pa(x, y, 2) < ps(z,y, 2)
olsun, Bu duruinda, agagidaki ozellikler saglanir:

() <{ehéo><d<Gos> (b)) <Ge>d<G o>
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Ispat: (a) Sonug 2.2 30 *dan < {e},5 > 2 < G,6 > 'du. Diger yandan, z € G ve

7 = ¢ € {e} olmak tzere,
(T e, s)A s (e, 2,1) < Bo(x, s)AEg(x,1) < Eg(s,1), Vs, 1 € G

UL
oldugundan, < {e},6 > < < G, 5 > dur.

v v.a .. _ .
(b) Onerme 2230 ’dan < GLé > < < G,6>dir. a,neGicinn=zonog!

olmak uzere, her 5,1 € G i¢in

s{x, n,s)/\;ga(ﬁ, ."C,t) = ;1,5(.1:,11, .s)r'\u;,(.;r ono .?3"',.;2:, t)
Fo(zon,siAEg(zon, 1}
Eg(s,1)

v.n Lo
oldugundan, < G,8 > < < (.6 > 'dir. O

v.n

Sonug 2.3.4 Tamim 2243 “teki gosterimler kullanilmak iizete, < G,0, > 4

< G,6 > dir.
ispat: Bunun ispati, Onerme 2.3.3.(b) geregince agiktir, O

Onerme 2.3.5 < G, 6 > bir abelyen bulanik grup ve < N8 > < < G,8 > ise,
v.n

<N,#8> < < G,o> dir.

Ispat: ze€ G, ne N igin @ := n olarak tanimlanmak iizere,

1-55(':‘7,77‘v'5)/\ﬂ'5(ﬁ1 Tsi) = [.!.5(.’1,‘,11,-9)/\[15(?1,.17,” < EG(‘Sat) ’ V'Sai €G

A% 1

oldugundan, < N,#*> < < (7,6 > olmahidir. O

Onerme 2.3.6 < (7,6 > bir bulamk grup, < (,0 > ’nun merkezi M(G) olmak

- v.a - . - rrn . o~
uzere, eger < M(G), 8 > < < G,0 > Ise, < M(G), 8 > 9 < (.6 > olur.
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sy

3

r € Gven € M{G)icin zon = nox oldugu gozénine alinacak olursa:
G gu g 1

ve her 5,7 € (G igin

(T, m, s)Aps (M, 2, t) = ps(z,n, s)Aps(n, o, t) < Eg(zon, s)AEg(nox, t) < Eg(s,t),
yani < M(G), 8 > viél < G,0 > olur. O

Asagidaki 6nerme, bir bulanik normal altgruplar ailesinin kesisiminin yine bir

bulanik normal altgrup oldugunu ifade etmektedir:

w.n

Onerme 2.3.7 < (7,6 > bir bulamk grup, 7 € Jicin < N;,6; > 4 < (G,8 >

olsun.  Bu durumda; %, N N; lizerinde her a,b,c € } N; icin (e, b,c) <
ied i€t

v.n
'{E\] t15;(a, b, ¢) 6zelligini saglayan bir bulanik ikili iglem ise, < ‘ﬂj Nj+>d<G,6 >
j&! JE.

“dis .

Ispat: N := (1 &¥; icin, Sonug 2.2.31 ’den < N, & > E‘ < (7,06 > 'dir. Bu durumda,
1€
v € Gyn e N=3m; € Nj 3 pa(w,n, s)Aps(it;, 7, 1) < Bg(s, 1) ,Vs,l € G

Ozel olatak, s =z on ,t =Tjoziginzon =7, 0x,(Vj € J), yanin; = zonog™?

oldugundan # :=m; olarak tammlandigmda,
ja(x,m, s)As(R, 2, 1) < Eg(s,t), Vs, i€

elde edilir. Bu nedenle, < 1 N;,* > US.? < (7,0 > olmahdu. O
i€l

Onerme 2.3.8 < ,6 > bir bulanik grup, & dgiincii girdide gegigli ve < N, & >
v.a v.n
< < (,% > olsun. Bu durumda, < N, > 4 < (7,6 > olmasi icin gerek ve yeter

kogul her x € G, Ber n € N igin & ve n ’ye bagh 6yle bir w € N vardir ki,
pslz,n, s)Aps(s, 27 1) < Eg(t, ), Vsle G

olmasidir,




[spat (=>): z € ,neNignzon=7oz, yani @ = zonoz ! olacak gekilde
7 € N vardir. Bu nedenle, her 5,1 € G igin

,U,a(..'l?, n, 'S)/\”G(sv ‘T_l': t) g EG('T on, -9)/\]1&5(3, 3:—17 t)

< ps{ron, !, 1)

A

Ec(zonoxz™ 1)

= Bg(m,1).

(=) zr2€G,nENves:=azon,{:=zonox ' icgma=¢t=zonoz ' €N,

yani x on = 7 0 z olacak sekilde W € N vardir. Bu nedenle, her 5,1 € G i¢in,
fa(zyn, s)Apus(m, 2,t) < Eg(z on, s)AEg(it o z,t) < Eg(s,t)

v .
oldugundan, < N, > Q9 < (,6 > 'dir. O

Onerme 2.3.9 < (7,6 >, < H% > bulanmk gruplar, f : G—H bir bulamk
homomorfizin olsun. Bu durumda; 8, Cek(f) iizerinde bir bulamik ikili iglem ve her

z,y,z € Cek(f) icin pe(z,y,2) < ps(a,y, 2) ise, < Cek(f), e > U_<_T3L < (,0 > dur.

ispat: n € Cek(f),z € Giginzonoxz '€ Cek(f) 'dir. Cinky,

flronoz V)= fx)+ )+ f(z7) = [(&)» fz"") = f(zox ™) = f(eg) = en .

Mi=xonox™ icin

pa(myn, s)nps (i, w, ) = ps(z,n,s)Aps(zonoa™! z,1)

< Bg(ron,s)AEg(zonoz™'oz,t)

< E(;(.S,f) ) V‘S,i cG
oldugundan, < Cek(f),® > U<:11 <(G,6>du. I

Asagidaki 6nerme ile, bir bulanik normal grubun bulanik homomotfizm altindaki

£y

Onerme 2.3.10 < G,6 >, < H,% > bulanik gruplar, [ : G—H bir bulanik

v.n
homomotfizm ve < N,8 > < < (,3 > olsun. Bu durumda; e, f(/N) tizerinde biz
bulantk ikili islem ve her z,y,z € f{N) i¢in ps(z,y, 2} < pa(z,y, 2) ise, < [(N),® >
v.n
4 < f(G),* > dir.
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pat: @ € J(NYicin 6yle bir n € N vardir ki, f(n) =z ven ! ¢ N dit. f(nl) =
e [(N} olacagindan, Onerme 2.2.28 geregince, < f(N),& > < < f(@),* > :
'Il.I.lalldll" Diger yandan, ' € [(G}iginoylebir z € G vardir ki f(z) = 2, n’ € f(N )
¢in oyle bir n € N vardir ki f(n) = n' egitlikleri saglanit. < N,e > < G,o
Jdugu icin de, oyle bir w € N vardn ki,

palz,n, 8)Aps(T, z,1) < Eg(s, i), Vs, € G

e dolayisiyla, zon = fioz dir. Burada, #' := f(7) € f(N) olmak tizete, [{(zon) =

(77 0 x) ve buradan z’'+ n' = @’ x 2’ olacagindan,

IA

Ep(z’ 0, s WLy« ' 1)
< Enx(sh,t), V& e f(G)

pa{e n' s YA (R, 20 1)

ldugu elde edilir, bu da ispata bitirir. O

‘Onerme 2.3.11 < G5 > bir bulanik grup; M(G), < G, 0 > 'nun merkezi ve
M:(G) = {a :Vz,y,2,w € G ; ps{a 27", y)Aps(y, a, 2)Aps(z, z,w) < E(w,e)}
‘olmak tizere M;(G) C M(G) ’dir. Bger & iigiinci girdide gecishi ise, M(G)

- Ms() *dir. (Burada tanunlanan M;(G) kimesine < ,6 > 'min bulanik merkezi

adi verilir.)

1

Ispat: a € M;(G)ise,y:=a oz !, z:=yoa=a oz 'cavew:=zox =
s Y s Y

atoxzloaoaxicn

b= ps(a™ 27 ) Ausly, a, 2)Aps(2, 7,10) < Eg{w,e)=>w = e==rz0a =aoz
olacagindan a € M(G) ¢ikar.

1

Eger, ¢ tigiincii girdide gegisli ise, a € M(G) igina™ oz 'oaoz =¢, (Vo € G)

olacagindan

1

,(1:5(0,_ :-T#lay)/\lia(y,‘laz)/\ﬂa(za-’fﬂﬂ) < JG’(U: !

oz )Aﬂé(yw a, Z)/\[.L(,(Z,.'E, w)

-1 1

oz a,z)Apns(z, 2, w)

AN

ps(a
1

Eg(z,a oz oa)Aps{z, @, w)

<

< ps{a oz 'oa,x,w)
< Eg(w,a'oz loaox)

Lo(w,e)=>a € M;(()




olmahdie Ba aedenle, M) = A{GY din O

\sagudaki ornekle. & wim deinad gindide gegshi olmamas durnmmnda {0 #

V(G olabilecegi gorulmckiedin:

Ornek 2.3.12 G = RY a ¢ [0.1) ve her royonr € Gicin

| 1=y fﬁ.
Pelo y): avi A ) B Foyoay ol
(3 o ahst durwimnda
I cry) = ()
Legafloy) (uov)) = nV(;i—.;/\y%/\;l;/\r%) . (roy) #E () w21
0 . aksi durumda
ve
1 Loz =y
o lr e G el gy Th i n.{'{i/\ﬁ/\%) CorAays vy 2
0 . alst durumda
olmak fizere < (7,6 > bir bulamk gruptur (Demitc ve Coker 2002)  Burada.
a1 '~ DA GULDY £ pa(h, % 2) oldugundan; o, ¢ tzerinde tigiina gidide gegish
demildit Ayviica { c M{() = T olmasmna ragmen l 7 AM;(() dir Cunku,
51 1 , 13 3
1502, LOA L0, 5 BV TRIE N i E) > I',rf_,‘("'l Y
“dir Z;f"

'

Onerme 2.3.13 < (.6 > bir bulamk grup, < % > << < (.

MYy ={ae G :¥Vhell.aoh=hoa}.

MH) = {a € :¥he H Vs € G icin pslah. ) Apals a™ 1) < Lelh 1)}

olsnn. Bu durumda, MY © M) du Lger o ticiincii girdide gecisl: ise.

M{H.) = M(H5) “du




ispalﬁ: a oo YY) vo hev o f icin
I = gzla v a0 )npaor, atacroa Y < Ly(raoro r:._‘}

— gqogeg =g —qotr—10a

oldugundan, « € M, olimahidir.

Simdi ficiinai girdide gecighilik oldnguna sarsavalim a & V(/{,) ise. har r € H

cinaoroa™l =4 ve & niciindi girdide gecishi oldngundan:

pala v sihpalsa™t oy < Lelsca o r)Aps(s.a )< paleo et
 Fellaoroa ™y = Lol

e U{HR)

bulunur. Sonudta. V{1,) = V() clde edibie. O

ot

Onerme 2.3.44 < (.5 > bir hulanik grup. < 11 % > ; < (0>
\V{fl)y=fac G¥Yhe Haoh cate I}

Ni{Hs):=dae G ovhe A e TNt € 15 pslahos)ips(hoad) < Egls. t)]

olsun. Bu takdivde, N(11,) = N(I13) "dn.

ispai: a ¢ N{H:) olsnn, Her b€ H icin oyle bir hell vadin ki, s i = aoh
{:=hoaicin,
[ = pala b s)npa(hoad) < Fola ) = s=1{==ach= hoa
= hemagohoa e ]

olnr. Bovleee, N(#H;) © A (11,0 dlde edibin

Diger vandan. a € N(HL) ve € H idin ovle bin hofl vardu ki.h =aohoa™

i *

a ¢ N{H == pala b, ‘&)/\,’La(_ﬂ.‘ all < FPalaoh s\hEo(loal)

< Felaoh. s)ZWFlaohoa ™ oad)
= !‘;(_;(“‘:f‘l
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olur. Boviece, N(I1,) € N{Il5) bulunur. Bu nedenle, N{(1l5} = N(I,) *dir O

Yukanda tammlanan N(I1,) kiimesi; klasik cebirde bilinen H altgrubunun G

icindeki normallestiricisinden bagka bir gey degildir. Bu nedenle, N(H,) < G *dut

ve tamimu geregi f1 'vi kapsayan en biiyiik normal altgrup N(/1,) "dir. Dolayisivla,
N(H;) <G dir ve ’

.G

1mn
< H %> << N, 0> < <G0o>

olacags agiklir, bu bulantk altgruba < H,% > mn < ;0 > icindeki bulanik not-

malleyicisi denir. Aynica, bhurada

[N

cHi> 4D <Ko, > < <Go>==h CNH)

vy .
“dir ve dzel olarak, < H. % > < < (7,8 > ohmasi igin gerek ve vetersartin N(Hz) = G

=

olacagr agiktir,

Onerme 2.3.15 < (7.6 > bir bulamk grup. < I, % > lf_? < (7.0 >,

N{ll,)y:={ac G:¥hellaoho ale T},

N'(IT:) e={a € G:Vhe 1.3 ¢ HNs L e Gipalach s)Aps(s a1 < Eg(i h)}

olsun Bu takdivde, NY(HH;) < N(H,) dur. Eger. & 'min ticiinet girdive gore gegishilik
oz gt varsa da. ML) = V() “d

P — qgohoa ! olarak

ispat: a & N(H)y ve oo 1 igin s := woh, t := soa”

tammlandigmda dvle biv b ¢ 1 vardn ki
U= prala hos)apa(s.a™ i 1) < Folty==h=i=achoa™' ¢ H

ctkar Buradan, V(10 < VU clde edilin

e .o RN P . “ L oqepey o ¥
Thger vandan. & ‘min iciincd girdive gore gecislilik ozelligh varsa da. T

ae N V= pala b npa(s,a ) < Falaoh sinpa(s a™h 1)
< palaohoa )
< Flandaa
—  Foh 0
= N30
cIde ediliv Bovleco, NOHLY S N okar. Bu durumda, NOHL) = V() esitlig

elde il O




e .

Onerme 2.3.16 < (,3 > bir bulanik grup, < N,® > < < (,6 > olsun. Eger,
< N,e > abelyen ve < (,0 > abelyen degil ise, < N,® > abelyen fakat < G,6 >

abelyen olmayan bir bulamk gruptur

Ispat: < (3,0 > abelyen olmadig: igin, (Demirci 2002) 'deki Teorem 5.10 geregt,
< (.5 > abelyen olamaz. Diger yandan, her z,y,s,{ € N icin xoy = youz

oldugundan

pale,y, DAa(y, v,8) < En(z oy, )AEN{y oz, s) < Fin(s,1)

egitsizligi saglanic. Bu da, < N, & > 'mn bir ahelyen bulantk grup oldugunu gosterir.

O

Onerme 2.3.17 < G,5 > bir bulamk grup ve < N,o >< < (.0 > olsun. Bu

durumda, g € G i¢in
goN = {gon:neEN}, GIN:={goN:gcG}
ve 0 <o <3 <+ <1 olmak tzere;

' I, aob'eN
E(_;/N : (,‘/1\[ e (:/N—}[(]? ]] , E(}‘/N(ao EVJ)O IP\.T) o
~v , aksi durumda

EG/NXG/N : (G’/N X G./]V) x (G/.N X (;/N)——)'[O, l] .

i, gaox™' ,boy'e N i
EG/NXG/N((” o] A’r, bo A‘r), (ZI 0 J’\'r, yo .f'\'r)) = -
3 , aksi durumda

3 GIN x GIN ~ Q[N bvle ki,

- ) | , aobocteN
jiilao NboN,ca N} :=
a , akst durumda

ise, < G/N,* > bir bulanik gruptur. Ayrica, < G, & > bir abelyen bulanik grup ise,

< G/N,* > da bir abelyen bulanik gruptur.
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Ispat: Het ao Nbo N € GfN igin, 0 <« < 8 < v < Ign(ao N,bo N)
oldugundan, (F-2) ozelligi i¢in pz{x o Nyyo Nzo N) = pz{ao N,bo N,co N) =
EGleG/N((a: o N,yo N),(ao N,bo N}) = 1 durumunu incelemek yeterlidir. Bu

durumda,
zoN =(z0y)oN = (roN)o(yoN) = (a0 N)o(ba N)=(aobjoN =coN
olacagidan,

1 =ps(zoN,yoN,zoN) A pilaoNboN,coN)
A Eginxon((xoN,yo N),(ao N,bo N))
<

E(;/N(ZON,CO N) =1
esitsizligi saglanir. Ayrica, het zo N ye N € GfN igin prz(zoN,yoN,(roy)oN} =1
oldugundan; %, G/N tzerinde bir bulamk ikili iglemdir. Birlesme ozelligi icin
pi(bo N coN,do N} = pzlaoN,doN,mohN)
= ta{ao N,bo N,goN)
= pi(goN,coNwoN)=1
durumunu incelemek yeterlidir. Bu durumda, (boc)oN = doN ve (aod)oN = moN
esitlikleri saglanacagmdan,
moN =(ao(boc))oN=({acb)oc)oN=woN
elde edilir. Bu nedenle,
1 =p;(boN,coN,doN) A plaoN,doN,moN)

A pz(ao N,bo N, go N)Ajz(qo Nyco Nywo N)
< Egmn(moN,wolN)=1

oldugundan birlegme ozelligi saglamr. Diger yandan, ao N € G/N ve e, < G,0 >

\ . .
nun birtm clemans oiﬂg_nak uzere,
pi(laoNeoNjaoN)=1=p;(coN,aoNao N)

Ve

pifaoN,a'oN,eoN)=1= (e o N,aoN,co N)

95




esitlikleri saglandigindan < (/N ,% > bir bulamk grup olmahdir. s

< (3,5 > bir abelyen bulanik grup veao N,bo N,soNjio N € (/N olsun. Bu

durumda,
pilao NoboN,so N)=pi(boNyao N,to Ny =1

ise,soa N =(aob)oN = (bo a)o N =10 N olacagindan,
| = pz{@ao N,bo N,so NYApz(bo N,ao N.to N) < Egn(soN,loN)=1

olmalidir. Bu da, < G/N,* > bulanik grubunun abelyen oldugunu gosterir. O




s BULANIK HALKALAR VE BULANIK CISIMLER

3.1.  Bulamik Halkalar

Bundan sonraki gosterimlerimizde, < H,0,, yxu, By > sirali beglisi ile, H
*nin bir kiime oldugu, & ve ® 'nin da, H lzerinde Eyxyu ve Iy belirtisiz esitliklerine
gore bulamik ikili iglemler oldugu, ifade edilecektir. Asagidaki Tanim 3.1.1 ve Tamim
3 1.2, siasiyla, Demirci (2002) *deki Tanim 7.1 ve Tanim 7.12 ’nin ozel bir durumuna

karsihk gelincktedir

Tamm 3.1.1 < H,0,8, Eyxu, iy > bulanik cebirsel yapisi verilmig olsun. Eger

her =, ¥y, 2, t, a, b, ¢, d € H igin
,u;(:c,y,a)/\p,;(ﬂ:,z,b)/\;aa(a,b,c:)/\;ta(y,z,d)/\u;(:t:,d,i) < Ey(t,c)

ise, < M, 5,8 > sirah iglusiiniin sol dagilma ozelligi vardir, denir. Eger
w3z, 2, @) Apa(y, 2, b)Apa(a, b, ) Aps (e, y, ) Apald, 2, 1) < Jsu(d, €)

ise, < H,5,8 > sirali iigliisiiniin sag dagilma 6zelligi vardir, denir

Tamm 3.1.2 < H,5,%, Euxi, Ey > bulank cebirsel yapisi igin, eger agagidakl ug

ozellik saglamyorsa < H,0, >, Fyyy ve By belirtisiz egitliklerine gore, bir bulantk

halkadir, denis:
(BH 1) < H,0 > bir abelyen bulamk grup,
(BH 2) < #,# > bir bulanik yangtup,
(BH 3) < H,5,% > 'mn sol ve sag dagiima ozelligi var
Eger, < H, 5,: > bir bulamik halka ve

(BH 4) Vz ¢ H icin piz(z,e5,2) = 1 = ps(es, , )

olacak sekilde e; € H varsa < H,5,@ > "ya birimli bulanik halka,




(Bll 5) V‘rv y,s,i = H i(;ill [1,;(13, yvs)/\p!;(y)mat) S "—';H(qv]’)

ise de, < H, 5,8 > "ya degigmeli bulanik halka denir,

Bundan sonraki gosterimlerde, < H,0,8 > bir bulanik halka ise, < H,6 > 'nin
birim elemant Oy veya 0 ile, < H,® > "nin birim elemam da 1y veya 1 ile sembolize
:edliecekt” Aynica, ¢ € H igin —z ile z 'in < H,d > ’daki tersi; 27 Vile de z 'in .

M, > 'daki tersi (eger varsa) temsil edilecektir

‘Onerme 3.1.3 (Demirci 2002, 2003) < H, 6,8 > bir (birimli , degigmeli) bulanik
halka ise < H,0,e > bir (birimli, degigmeli) halkadir.

Tanum 3.1.4 < H,5,8 > bir bulamk halka olsun. A C H ve her a,b,c € A igin
sy b,c) < pa(a,b,c) ve pelab,c) < pafa,b,c) ve < A, (B3, & > bir bulanik halka

ise < A, G, 0 >, < H,6,8 > "mn bir bulanik althalkasidi denir, < A, 8,6 > ih "

<« H,5,8>ile gosterilir.

Bir altkitmenin bir bulanik althalka olup olmadigim aragtuirken tammdaki tum
kosullara bakmaga gerek olmads agiktir. Asagidaki 6nerme, hangi kogullara bakila-

cagi belirtmektedir:

Onerme 3.1.5 < H,0,8 > bir bulantk halka, A CH ve & , ¢ A tigerinde bulanik
ikili iglemler olsun. Bu takdirde, agagidaki denklik saglami:

-~ o~ wh A . - v.a
< AHO> <<H B> (1) <4e><<Ho>

(i) pgle,b,c) < pala,b,c), Va,be€ A .

Ispat (=>): [spatin bu yonii, Tanim 3.1 4 geregi, agikar.

(e=): (i) ve (ii) *den her a,b,c € A icin pgla,b,c) < psla,b,c) ve pole bc) <
pa(a,b,c) 'dit. Ayaica, yine (i) *den dolay1 (B 1} kogulu saglamir, Diger yandan,
her a,b,c € Aigin pgla,b,c) < pafa,b,c) ve < H,® > bir bulanik yangrup oldugu
icin, < A, & > bir bulamik yatgrup olacagindan (B312) kosulu saglanit. Son olarak,

< ‘H,5,8 > 'nm sol ve sag dagilma ozelligi oldugundan, < A, @, > icin (BH3)
v.h
kogulu da saglamir. Bu nedenle, < A, 8,0 > < < H,5,8 > ’dir. O
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wh
her a,b,c € Aligin

ji(a,b,0) < A 1ig;(a, b, ¢} ve pp{a,be) < N pgi(a,be)

e jed

. v.h
olacak gekilde bulantk ikili islemler ise, < A,8,0 > < < H, 0, > dur.

. - . v.h . B
Ispat: < A;,0;,0; > < < H,0,0 > oldugundan Onetme 315 'ten < Aj,@; >
vél < H,5 > dolayisiyla, Sonug 2.2.31 "den < A, o > véa < H,0 > 'dir. Diger
yandan; & 'min tanumi geregi her a, b c € Aicin pgla,bc) < psla,b,c) oldugundan,

Onerme 3.1.5 geregi, < A,H,O> <<’Hoo>’du 0

Sonug 3.1.7 < H,5,# > bir bulaml halka, & ve @, H tizerinde bulantk ikili iglemler
6yle ki, het #,y,2z € H icin pg(=,y,2) < ps(z,y,2) pip (2, y,7) < jalz,y, 2) olsun.
Bu durumda asagidaki ozellikler saglani:

wh

v.h - o~
(a) <{0},5,8>< <H,5,8> (b) <H,BO>=<H8>

Ispat: (a) Sonug 2.2.30 'dan < {0}, > 2" < H,5 > oldugundan, Onetme 3 1.5
u.h

geregi, < {0},0,8 > < < H,0,8 > "die

(b) Sonug 2.2 .30 *dan < H,® > v<a < H,5 > ve her q, b ¢ € Gigin, pgla,bc) <
ps(a, b, c) oldugundan, Onerme 3.1.5 den, < H,H,O > < < H,5,8>"du. O

Onerme 3.1.8 < H,6,8 > bir bulamk halka olsun. Bu durumda, her

Ty, z,myn,w € H igin,
(1) gz, 0,m)ANG0, 2, n) < By(m,n)
(2) (e, —ym)Am(—o,y,n) < Eu(m,n)

Ayrica, 6 ikinci gitdide gegigli ise,

ps(z, —y, m)A (2, y,n) < Ey(m,—n),
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;Sonug 3.1.6 < H,5,& > bir bulauk halka ve j € J = .{1,2, ,n} 1§m <
'A,,EB;,O > < < H,0,® > olsun. Bu durumda, A= (1 Aj @ ve O, A lizerinde. :
: el




pa(—,yym)Apa(z,y,m) < Eulm, —n)

(3) e =z, —y, m)Aps(x,y,n) < Ey(m,n).
(4) o,ikinc ve figtinci girdide gegishi olsun.
(i) Eger @ iglemi iiciincii girdide gegigli ise,

sz, —y, ) Aps(u, z,mYApa(e, 2, ) Apaly, 2, tyhps(v, —t, ) < Ey(m,n)

(i1) Eger & bulanik ikili iglemi ikinci girdide gecisli ise,
(21 Aia (s, A, s D) 2, DA (0, =) € By )

(5) < H,5,8 > bir birimli bulanik halka ise, ps(—1,a,—a) = 1 = (=1, 1, 1)
"dir.

Ispat ( 1 ): < H,5,& > bi1 bulamk halka oldugu i¢in < H, 0, > bir halkadir. Bu
nedenle, her z € HiginOexz =ze0 =0 'dir. Dolayisiyla, her m,n € H igin,
pa(,0,m)Aps(0,2,n) < F};{(Jto[},m)/\ﬁ‘y(ﬂom,n) < (0, m)AEy(0,n) < Ey(m,n)
bulunur.

(2) < HM,o,e> bir halka olacagindan, her ,y € Hignze(—y) = (—z)ey=
—(x  y) 'dir. Dolayisiyla; het m,n € H igin,

sz, —y, A (—2,y,m) < Fy(z e (—y), m)AEy((—z) ey, n) < Ey(m,n)

olur Simdi & *mn ikinci girdide gegigh oldugunu varsayalun. Ayrica, Teorem 2.1.9

geregince Fy(z ey,n) = By(—(z e y),—n) olacagindan,

s, —y,m)Aa (e, yan) < Ex(z e (=y),m)AEy(z e y,n)
Ey(—(z o y),?n)/\]_;;y(*(flf *y), —n)
< Ey(m,—-n)
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mal =1y, NGz, y,n) < Ey((—a)ey,m)Aliy(z ey, n)
Ey(—(z ey),m)AEy(—{(zoy),—n)
< Ey(m,-n)

Il

imalidir.

(8 ) palar g m)Auslngyn) < Bul(=2) o (—y),m)ALx(z o y,m)

= FEylzey,m)Aly(zey,n)

< Ly(m,n).
(4) (i) & ikina ve ticinch girdide gegisli, @ da girdide gecisli ise, Teorem 2.1.9
'.gerefgince het @,y,z,t € Higin I5y(y e z,0) = En(—(y® z),—t) ve Ey((xo(—y))e

.z,m) = Ey{(z ® 2z) o (—(y ® 2)),m) “dir.
a = g, —y, w2, m)Aus (e, 2, 0)Apss(y, 2, ) Aps (v, —t,n)

olarak tanumlanmak tzere,

o < ("ro( y), w)Aps(u, z, ALy (z o z,v)A Ly (y ® 2, ) Aps (v, —t, 1)
< Ey(zo(—y),W)Aus(u, z,m)AEy(z o 2, )ALy (—(y ® 2), —1)Aps(v, —t,n)
< pa({x o (=), 2, m)ALu(z @ 2, )ALu(—(y ® 2}, ~) Apa{v, =L, n)
< Exl(wo (~9)) s (2)m)ALx(e o 2, 0)Aps(o, ~(y » 2),m)
< Byl(z o (—y)) o 2 m)us(a o 5, —~(y # 2),m)
< Bul(s o (—y)) e 2 m)AEx((z 0 2) o (—(y » 2)), )

Ey(m,n)

oldugu elde edilir.

(it) o, ikinci ve tiglincii girdide gegighi, 8 da ikinc girdide gegigli 1se, Teorem
2.1.9 geregince her x,y,2,4 € H igin Iy{z  2,t) = ly(—(x ® 2),~1) ve aynca

Iz e (yo (—z)),m) = Ey((x ey) o {(—(z ® 2)),m) olacagimdany;

B = psy, —z, w)Nus (@, w, m)N (2, y, v) Apa{ T, 2, D) Aps (v, =1, n)
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olarak tanunlanak uzete,

g < bylyo (—z), u)Aps(z,u,m)ALy(z o y, v)A Ly (2 0 2, 1) Ajis(v, =1, n)

< pi(z,yo(—z),m)AEy(z ey, v)ALw(z o 2, 1) Aps(v, ~i,n)
< Ex(ze(yo(—z)),m)AEu(ze y, v)\us(v, —(z @ z),n)
< Bure(yo(~=)mAns(a ey, —(® 2)n)
< Bules(yo (=) m)ABx((z vy)o (—(ze2)n)
< Ey(m,n)
olmalidir.

(5) < H,5,8 > bu bitimli bulantk halka ise, < H,o0, > bir birimli halka
olacagindan, het a € H icin —1 ®a = —a 'dir Bu da, pa(—1,a,—a¢) = 1 oldugunu

gosterit. Burada, @ = —1 igin de, pi(—1,—1,1) = 1 esitligi elde edilir O

3.2. Bulamk Idealler

. y.h
Tanmim 3.2.1 < H,5,% > bir bulamk halka ve < Ad GO > < < H,5,8 > olsun.
Eger her a € A ve her h,t,s € H igin

pa(a,ht) =1=>t € A
ve
ps(hya,8) =1=s€ A

~ ~ . . g . = jad vt
ise; < A,®,O >, < H,5,8 > 'mm bir bulanik idealidir denir, < A,,0 > <
< H,5,8 > ile gosterilir.

Onerme 3.2.2 < H,5,# > bit bulanik halka, A C H, D ve (O, A tizerinde bulamk
ikili iglerler olsun. Bu takditde,

< A, B, O >§ <H,58> = (i) < A D> g <H, 5>
) (if) 1, (e, b, €) < pala,b,c),Ya,b,c € A
(iti) jiz(a, hyt) = =21 € A
(iv) pa(h,a,8) = 1==s € A,Va € A,¥s,L € H

dir
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pat (=)t [spatin bu yénii, bulanik idealin tanimi geregi, agiklir .
: I v.h .
(==): Onerme 3.1.5 ten < A,®,0 > < < H,0,8 > ‘dir. Ayrica, (iil) ve

v). szellikleri nedeniyle, bulanik ideal tammimdaki kosullar saglani. Bu da, <

[t

HO> < <H, 5,8 > oldugunu ispatlar. O

f)_'nerrne 3.2.3 < H,5,8 > bir bulamk halka olmak tizere, eger < A,8,0> US <

5,8 > ise; < A,®,0 >, <H,0,0> ‘nin bir idealidit.

1.1

Ispat: < A, 6 > < < H,0,8 > 1se, < A®,6 >, < H,o,e > nn bir alt-

halkasidit. Diger yandan, her it € H vea € Aicin psl{h,a,hoa) =1 = psla,hyao
£) oldugundan bulamk idealin tanims getegi hoa,aoh € A olmalidu. Bu da,

< A, D,® > min < H,o0,e> ‘min bir ideali oldugunu gosterir. U

Onerme 3.2.4 < H,5,8 > bir bulank ideal olmak tzere; < {0},0,8 > g
< H,5,8 > ve < H, &, 6 > Ti<_z < H, 5,8 > di. (Burada, O ve (0, H tlizerinde
bulanik ikili iglemlerdir dyle ki, her a,b,c € H icin pgla,bc) = psla,b,c) ve

ngla,b,c) < psla,b, c) 'dir )

v.h

ispat: Sonug 3.1.7 'den < {0},0,# » < < H,5,8 > 'dit ve aynica, het hys,t € H

icin ps(0,0,8) = 1ise,s =0eh =0¢€ {0} 5 pa(h,0,1) = Lise, & = het=0¢ {0}

oldugu i¢in < {0},06,8 > 1i<_t < H,o,8 > du.

v.h

Yine Sonug 3.1.7 ’den < H, DG > < < H, 5,8 > 'di, aynica her a,h,s,t € I

icin ps(a,h,s) =1ise, s =aeh € H ve pa(hya,t)y =1lisel =heac ‘H oldugundan

~ ~ v.t
< H, &, > < < H,5,8> olmabdn. U

Onerme 3.2.5 < H,5,8 > bir bulanmk halka, j € J igin < A:?-,(}'}j,@j > Sz <

- v.i L.
H, 5, & > olsun~Bu dutumda, her 7 € Jicin < N A; @505 > S < H,5,8 > dir.
ied

Ayrica, € ve (&, [ A; lizerinde bulanik ikili iglesnler oyle ki, her a,b,c € Alcgin
jel i€t

/L@(a,b,C) < ‘/e\lluaj(aabac) ve J“'@)(a‘vba C) < Aé\]#ij((&,b,(i) ise, < I_Q] Ahé}sé > S <
FASH 1 J

H,5,8 > olur




v.h

w.h
spat: Sonu¢ 3.1.6 "dan < ﬂ A,,(B',,OJ > = <H, 08> ve< N ALGHG> <<
167
5, > "dir. Diger ya,ndan a€ ] A;ve h st € Hicin
iel

fala,hyt) = 1={ ¢ A, jeJ=1l¢ ﬂ A;,
JET

pl,a,s) = 1l=ss€ A;, jeJ=ssc [ A
jeF

ldugu igin < ﬂ A, D;,6; > < < H,5,8 > ve < ﬂ A ®,0 > < < H,o

Imahdir. O

Tamm 3.2.6 < H,6,¢ > bir bulantk halka ve < AB,G > < < H,0,& > olsun,

Fgel ¢ bulamk ikili islemi # \ A tizerinde de bir bulank ikilj iglemise, < A, D, >,

< H,6,8 > "nin bir bulanik asal idealidir denir.

Eger, < A, & > ideali < H,6,8 >

min bit bulanik asal ideali ise < A, ®,0 >,
< H,o0,e > mn bir asal idealidir.

: (")nerme 3.2.7 < H,5,8 > bit bulanik halka ve <AD, G > US! < H,o0,® > olsun.

- Bu takdirde agagidakiler denkiir:
(i) <4,8,6> < H,5,8 > "nm bir bulamk asal idealidir,

(ii) her 2 € A ve her T,y € H\ Aigin pa(z,y,2) < 1 'dir.

Ispat (1) = (ii): Kabul edelim ki, uygun bit z € Avex,y € H\ Aicin ITh

(’E y? Z) -
1 olsun.

Bu duruinda, bulanik asal ideal tannm gereginee o, H \ A iizerinde bir
bulank ikili islem oldugu icin 6yle bir 1 € H \ A vardu ki, pa(z,y, 1 ) = 1 ’dir. Bu

da, belirtisiz fonksiyonun tanim geregi z =1, yani z € H\ A ¢eligkisini verir.

(i) == (i): o, 7 iizerinde bir bulamik ikiit islem oldugundan, ¢,b € H \ A igin
oyle bir ¢ € H vardn ki, p15(a,b,¢) = 1 “dir.

Yacagmdan, c € H\ A olmalidir. D

(11) kosulu geregince ¢ € A olama-

64




ranim 3.2.8 < H,0,e > bir bulank halka, M C H ve < M, &0 > UEI < H,5,8 >

olsim. Eger N C H olmak iizere,
<M, $,0>C< N, &, ¥ >C< H,5,8 >

“olacak sekilde < H,5,8 > 'nmin <N, &, % > bulamk ideali yoksa, < M, ®,0 > 'ya
"< H,5,8 > "mn bir maksimal bulanik idealidir denir. (Burada, < M, D,0 >C<
E'N,é,% > gosterimi; M C N (M # N), pgla,b,¢) < pola,bc) , pgla,b,c) <
.' pza, b, c), (a,b,c € M) ozelliklerinden en az birisinin saglandig) anlaminda kul-

anilmghr )

Onerme 3.2.9 < M,®, & >, < H,5,& > "mn bir maksimal bulawk ideals ise,

< M,®,0 > da < H,o,e > "mmn bir maksimal idealidit.

ispat: Onerme 3.2.3 "ten < M, %, 0 > 1{{ < H,5,8 > ise < M, 0,0 >, <H,0,0>
'min bir idealidir. Kabul edelim ki; < M,@®,® >, < H,0,® > "mn bir maksimal ideals
otmasin. Bu durumda, M C N C H olacak sekilde N ideali vardir ve dolayisiyla

<M, D,0>C< N,o,8>< < H,5,8>

olmasim gerektirir ki, bu da < M, @, ® > nm bir maksimal ideal olmasiyla geligir.

il

Onerme 3.2.10 < M,5,% > “mm maksimal bulanmk idealleri; M, < H,o0,e > 'nin

bit maksimal ideali olinak iizeie, < M,5,® > ideallerinden ibaretiir.

Ispat: M, < H,o,e > ‘min bir maksimal ideali olmak uzere, Onerme 3.2.9 *dan,
< M,5.8 >, < H,5,8 > " bir maksimal bulanik idealidir. Eger, < N,O,% >,
< H,o6,8 > " bir maksimal bulamik ideali ise, Onerme 3.2.9 geregince, N, <

H,0,e > "mn bif maksimal ideali olacagindan ve her zaman igin
o v.i . vt o
<N,OF>< < N,g,8>< <H,0,8>

saglanacagindan; < H,&,é > 'min maksimal bulanik ideallerinin, M, < H,o,e >

"nin bir maksimal ideali olinak lizere < M, 3,8 > dan ibaret oldugu gorillir. D
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3.3, Bulanik Cisiinler
_ Agagidaki Tanum 3 3.1, Demirci {2003) "deki Tanim 2.93 *iin dzel bir durumuna L
karsilik gelmektedir. T

“Tanum 3.3.1 < F,0, > biuiml, dc?,igmeli bir bulanik halka; 0 ve 1 sirasiyla &
Bu durumda, eger her

‘ve ® bulamsk ikili iglemlerine gore birim elemanlar olsun. ;

g€ F\ {0} igin ps(a,b,1) =1 = 115(b, a,1) olacak gekilde b € F varsa, < F.6,8>
bir bulanik cisimdir denir
Onerme 3.3.2 (Demnirci 2003) < F,0,8 > bir bulanik cisim ise, < F,o0,® > bir

cigimdbi.

bir F cisminin idealleri {0} ve F "den ibarettir,

Bilindigi lizere; klasik cebirde
Bulamk cisimler igin bu

Yani herhangi bir cismin idealleri yalmzea iki tanedir

durum biraz daha farklidir:

Ornek 3.3.3 a,b,c,z,y,o 3,71, € R dyleki, 0 <<y = f<a<l

B R x R—[0,1], En(a,b) =

mem((a,b),(rc,y)) i

1 , atb=c
5: I x IR~ IR, ps(a,be) =
v , atb#ec
1, ab=c
e R xR~ R, psla,be) =
n , ab#c

olinak tizere, < IR,6,8 > bir bulantk cisimdir. Bu durumnda, v, SelR, << yve

0 < § < i olmak uzere,

- 1, at+b=c

H:R xR~ R, Hé,(a,b,c) -
v, at+b#c
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1 , ab=c

§ , ab#ec

O:RxR~ R, pyla,b,c):=

: — v . .
lJarak tammlamisa, < B, $,0 > < < IR,0,8 > olur. Bu da, bir bulamik cismin

yulanik ideallerinin sayisinin sonlu olmasi gerekmedigini ifade eder

Tamm 3.3.4 < 7,5, > birinli, defigmeli bir bulanik halka; 0 ve 1 sirasiyla &
ve & bulanik ikili iglemlerine gore birim elemanlar olsunlar. Bu dutumda, eger her

a,b € T\ {0} icin p;(a,b,0) # 1 ise, < 7,6,& > bir bulanik tamhk bélgesidir denir.

Onerme 3.3.5 < 7,5,8 > bir bulanik tamhk bdlgesi ise, < T,0,8 > bir tamlik

bolgesidir.

Ispat: < 77,5,& > bir bulanik tamhk bdlgesi olsun. Bu durumda, Onerme 3.1.3
geregince < T ,0,® > aym zamanda bir birimli degismeli halka ve a,b € T\ {0} i¢in
- pa(a,b,0) £ 1 oldugundan « e b # 0 olmalidir. Bu da, < 7,0, > ’nun bir tamhk

bolgesi oldugunu gosterir. [

Onerme 3.3.6 < F,0,® > bir bulanik cisim ise, < F,0,e > bir bulanik tamhk
bolgesidir.

iSpat: < F, 6,8 > bir bulanik cisim ise < F, 0, e > bir cisim, dolayisiyla bir tamlk
bolgesidir {Karakag 1998). Bu nedenle, her a,b € F\ {0} icin a e b # 0 ’dir. Bu da,
ta(a,b,0) # 1 oldugunu gosterir. 0

Onerme 3.3.7 < 7,5,# > sonlu elemnanh bir bulanik tamlik bolgesi ise, < 77,5,8 >

bir bulamk cisimdir.

ispat: < T,5,8 > sonlu elemanh bir bulamk tamhk bélgesi ise, Onerme 3.3 5
gereginee < 7,8, @ > soulu elemanh bir tambik bolgesidir. Klasik cebirden bilindigi
uzere, her sonla tambk bolgesi bir cisim oldugu i¢in (Karakas 1998), < 7.0, e >
aym zamanda bir cisimdir. Ba nedenle, her v € T\ {0} icin dvle bir b & T vardiv ki,
aeb=1="hea dn Dolavisivla, pi(a. b 1) =1 = j(ba 1) olacak sekilde b & T

vardir Be die « T 6,8 > 'nm bir bulaml: cisim oldugunn gésteriy. 0




4. BULANIK GRUPLAR KATEGORISI

4.1. Kategorilerle ilgili Bazi Temel Tanimlar

Bulank gruplarn kategorisini incelemeden once, asagida Wong (1976) ’da yer
alan, kategori, altkategori, lonklor ve kategorilerin izomorfizmi gibi kategorilerle ilgili

bazi temel kaviamlarm tanunlarima yer verilinekiedir.

Tamm 4.1.1 Elemanlan X, ¥, Z, . ile gostetilen ve nesncler diye adlandirilan bir

C toplulugu; her (X,Y)} € C x C igin elemanlarma moifizmler denilen ve M(X,Y)
ile gosterilen aynk kimeler verilmig olsun. Eger [ € M(X,Y) bir morfizm ise,

f: XY ile gosterilsin. Aynica, her X, Y, Z €C icin bir
o: M(Y,Z) x M(X, Y} M(X, Z)

doniigiimii verilsin (burada, o(f,g) := [ og ile gosterilir ve bu doniigim f ve g
motfizmlerinin bileske fonksiyonu olarak adlandirlir). Eger, bu verilenler agagidaki

iki kogulu saglarsa, C nesneler topluluguna bu morfizmler ve bilegke fonksiyonu ile

birlikte bit kategori denir:

(Ky) Her X,Y,Z,7 € Cve f € M(Z,T),g € M(Y,Z),h € M(X,Y) icin
folgoh)=(fog)oh

(K2} Her X € Cicin 6yle bir 15 € M(X, X} vardir ki, her f € M(X,Y) ve her
gEM(Y,X)icin folx = [, 1x 0g =g dir

C bir kalegori ise, yukarida tannnlanan |y motfizmi tek tiirli belirlidir. Cunki,
eger verilen Gzellikleri saglayan bir 1% motfizmi varsa, (K3) den 1% = 1x01% = 1x
elde edilir Bu da, 1x "in tek oldugunu gosterir. Bu nedenle, 1y e X "in birim

motfizmi adr verilir,
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Tamm 4.1.2 C bir kategori, Me, C nin tim wotfizmler kiimesi; S de, C *nin baz
nesnelerinden ve bazi morfizmlerinin bir toplulugu olsun. Bu dutumda, Mg, S “deki

tnotfizmler kitmesi ohmak uzere,

(1) X € Sise, 1y € M,

(it) f : X—Y morfizmi Mg 've ait ise, X, Y € S,

(i) f : X—Y ve g: Y —7Z morfizmleri Mg 've ait ise, go | € Mg

~ kogullani saglamiyorsa, S 'ye C “nin bir altkategorisidir denis.

Altkategori tammindan anlagilacagi tizere, bir altkategori avni zamanda bir kate-

goridiv. Asagida, kategotiler atasinda iligki kurmada onemli bir yere sahip olan

fonktor tammna yer verilmektedir:

Tanim 4.1.3 C ve A kategoriler, Mo ve My suasivla, C ve X "nin morfizmle
kitmesi olsunlar. Eger

(F1) her X € C icin X' = F(X) olacak sekilde bir tek X' € A var,

(F2) M¢ ‘"nin her [ @ X—Y motlizmi i¢in dyle bir F(f) € My vardir ki,
FUf) s FIX)—F(Y) ve

(a) FUx) = lzx) (b) F(fog)= F([)o Fly)

ise, F 'ye C 'den K ya bir fonktordin denir ve F : C—K ile gosterilir,

Tanim 4.1.4 Tanun 4. 1.3 "in gosterimleriyle, F : C—3A bir fonkt6r olsun.

(1) Iiger her Ay € Cvehber fg: X—Y € Mc igin F(X) = F(Y ) oldugunda

X =Y ve F([)= Flg) oldugunda | = ¢ ise, F bite-bir bir fonktérdiir denir.
(2) Lger
(1) her X" € K i¢in Gyle bir X € C vardur ki, X' = F(X),

(1) her XY € C ve Mg 'min her f': F(X)—7(Y } morfizmi icin 6vle bir
J i X—Y € Me vardin ki, [' = F(f) ise, F : C—K 6rten bir fonktordir denir.
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(8) Lger, F o C—sh bite-bir ve Orten bit fonktor ise, J ltonktérd bir izomor- -

fizmdir ve bu durumda C ve A kategorileti izomorftur denir, C = X ile gosterilir.

42 Bulanik Gruplar Kategorisi

G nesneleri klasik gruplar, morfizmleti grup homomot fizinleti ve bileske iglemi
fonksivon bileske iglemi olan bir kiime ise, G kiirnesi bu morfizmicr ve bileske iglemiyle
birkikte bir kategoridir ve bu kategoti gruplar kategotisi olatak adlandiribir (Hunger-

ford 1989).

Bu boliimde oncelikle; “nesneleri bulantk monoidier (gruplar}, morfizmleri bu-
lanik homomorfizmler ve bilegke iglemi fonksiyon bilegke iglemi olan bir B kiumesi

acaba bi1 kategoii midir!” sotusu cevaplandinlacaktin.  Daba sonra da. “bulanik

gruplar kategorist ile gruplas kalegorisi atasinda ne gibi bir iliski vardir? Acaba bu

kategotiler birbitine izomor mudur?” sorular cevaplanditilacaktir

Ornek 4.2.1 B,, :={ < (.0, Laxe, i > bir bulanik monoid}.

< G0, Egxa, I >, < G 8, Egrar, ligr > € B igin,

Mo (GG =4 [ | G— G bulamik homomotfizm}

o

-4"\/{7)1 = {Il < ("76a H(?x(,‘-, -I"J‘G >, < (’d! ;! ](J‘G’J(G'a ]::(;' >E Brn-e j : (»;—_—)'(;I bul. hOlH‘.}

olarak tammlansim. Avrica, G, G0, G" € By, igin

vid

01 MG G") % MGG )= M (GG o g) = fog
olmak uzere,

(K1) GGG G E By, [ € My (GG, g € M (GG ve b € M (GG
ise. f.g,h bulanik homomorfizmler kiasik fonksivonlar oldugundan bilegke 15lemi,
vani fo(goh)=(log)oh saglanir,

(Kg) < G0, laxa, i >€ D icin 1g : G—=G birim donagimu G ‘den G 'ye
bit bulantk homomortfizm oldugundan her | € My (G, G') ve her g € MG G)

icin folg = [ ve lgog = g esitlikler saglanir. Bu nedenle, B, bir kategoridir, bu

kalegorive bulanik monoidler kategotisi ad1 verilir.
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Ornek 4.2.2 B .= {< 6,8, bgxa, o > | < G,6, Faxa, I5g > bir bulanik grup},
< G0, lgxe, g >, < G’,i,Eergr,ch > € B igin,
M(G,G"):=={ [ |/ : G—G" bulanik homomorfizm}

M= {/] < G,E), EG’XGaI?G >, < G’v ;7 EG’XGH EG" € Baf : (—=G bul. 110111‘}

G,G,G" € Bveo: M(G',G") x M(G,')—M(G,G") icin o(f, g) := fog olarak

tammlansm. Bu durumda,

(Ki) [ e M(G",G"), g € M(G',G") ve h € M(G,G") ise f,g,h bu-
lak homomorfizmleti klasik fonksiyonlar oldugundan bilegke iglemi saglanit, yani

fo(goh)=(fog)oh dir

(Kz) < G,0, Egea, g >€ B igin lg : G—=+G bitim doniisiini ¢ 'den G ye
bir bulanik homomorfizm oldugundan her f € M(G,G') ve her g € M(G',G)
igin folg = f ve lgog = g esitlikleri saglan. Bu nedenle, B kiimesi yukarda

tanimlanan morfizmler ve bilegke islemiyle bitlikte, bir kategoridir, bu kategoriye

bulamlk gruplar kategorisi denir.

Ornek 4.2.3 B, := { < G,6, Eaxa, Eq > bir abelyen bulanik grup }
< (;, 6, E:GX(,T, L >, < G’,;,Ec,vx@r, E'G"' > C B/; igin,

MG, G :={ | |] : G=>G" bulanik homomorfizm}

My = {” < G,a, EGxG, I >, < (;’.,5, E'IG"XG",' Lo >€ BA,f : (——G' bul hOIH.}

olmak uzere;

(i) < G,8, Egxa, B >¢ By ise g, G *den G yve bulanik birim homomorfizmi
M4 Tya aittin,

(1) f : G—=G" € M, ise, My nin tanum geregi, G ve (7 hulamk abel gruplarn
olacag i¢in bu gruplar B, ’ya aittir,

Y

(i) [ : G'—G" ve g : G—G" motlizmleri M, “ya ait ise, fog: G—G”

bilegke fonksiyonu da bit bulamk homomot fizin oldugundan fog e M, *dir

Bu nedenle; By, B 'nin bir altkategorisidir, bu kategoriye de abelyen bulanik

gruplar kategoiisi adi verilir.
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Ornek 4.2.4 B* .= {< G,8, By g, B8 > | < G,8, S, E% > bir bulanik grup},

.MB' = {[ i< G, 6, [gaXGi I"Ja >,< (,;", ;., IEE’XG'? ﬂ&y s NB‘,
f : G—G" bulanik homomorfizm}

olmak tizere (burada, Ff, o ve Ef klasik belirtisiz esitliklerdir),

(i) < G,8, B0, 25 >€ B ise, 1, G 'den & "ye bulanik birim homomotfizmi

M= ’a aittin,
(1) [ : G— G € Mp. ise, Mg. 'nin tamm geregi, bu gruplar B* ’a aitiir,

(iti) [ : G'—G" ve g : G—G" motfizinleti Mpe "a ait ise, fog : G—G”

bilegke fonksiyonu da bir bulanik homomotfizin oldugundan [ o g € Mp. dir.
Bu nedenle; B*, B 'nin bir altkategorisidir bu kategotiye de B ’nin indiigenmisg

kategorisi adi verilis.

Ornek 4.2.5 Ornck 4.2.2 deki B bulanik gruplar kategorisi, Ornek 4.2.1 'deki By,

bulamk monoidler kategorisinin bir altkategorisidir.

Sindi, gruplar katcgorisi G ’den bulamk gruplar kategotisi B 'ye bir fonktor
bulahm: Mg ve Mgy siasivla G ve B ’nin motfizmleri kiimesi olmak tizere,

F:G—B; <G,o>€eG, [f€ Mgign,

I, zoy=2=z

palz,y,2) =
0, zoys#z
olmak iizere, F(< o >) =< G,0,L% By > ve F(f) = [ olarak

tammlandiginda,
(Fy) < Gyo>¢ G igin F{< G,0>) =< U,8, iy, 1o >€ B dir,
(Fz) f < (0 > — < (', 8 > bit grup homomorfizmi isc,

F(f): F(< Gro »)—F(< Gy >)

(a) F(lcoox) = lccos> = lr(<go>)
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(b) F(fog) = fog = F(f)oF(g)oldugundan yukarida tammlanan F : G—1B

bir fonktordur.
Simdi de, F 'nin bire-bir ve ortenligini aragtiahm:

Bire-bitlik: < G0 >, < G',e > G ve f,g:< G,0 > — < (', e > homomor-

fizmler olsun. Eger
Fl<Gox)=F(< G e>)=0C=0G, pts=m=><Go>=<Ge>.

Ayrica
F(=Flg): F(« Go>)—F(< G e >)

1s€,

*

f — g 1< C’,a, ]’/Yavxg, Iﬂa > C;’, ‘, E“G!XGI’ ]56! >

olacagindan, F bire-bir bir fonktordur.

Ortenlik:

(1) < G.9, Egxg, Fo >€ B icin efer Eg # Ff; ise, her < G0 >€ § igin
F(< G0 >) #< G0, bgxa, Foa >
olacagindan, F bir orten fonktor degildir.
F orten olacak sekilde B 'nin bir altkategorisi agagidaki gibi olugturulabilir:
B*, Ornek 4.2.4 *teki gibi tanimlanmak tizere,
FiG—B igin Fl< G0 >) =< (8, K5 e I >€ B
olacagindan,

(1) < (1,8, by, 150 >€ B igin oyle bit < 0 >€ G vardu ki, F{< G,0>) =

< G0, B o, e > dar,

i) < (Lo >, < (e >e Gve f': F(< G0 >)—F(< (', e >) bir bulanik
homomotfizm olsun. Bu durumda, ' ayn1 zamanda bir homomorfizm olacagindan

1 = f’ biciminde tammlandiginda f" = f = F(f) esitligi saglanmg olur. Bu da,
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. F ’unin ortenhgini, dolaysiyla F : §—B* "in bir izomorfizmn, yani ¢ & B* C B

‘oldugunu ifade eder.

Bulamk gruplar kategorisi B 'den gruplar kategorisi G ye bir fonkior, agagidaki

gibt bulunabilir:
F:B—G, <. 0, FEqa,g>eB, [e Mgicin
0:G x G-—G, ofz,y) := z oyle ki pg(z,y,2z) =1

olmak iizere; F(< G0, Egxg, Fg >) =< (0 > ve F(f) := f olarak tanimlansim.

Bu durumda,
(F1) < G0, FEgxa, kg >€ Bicin F(< G,8, Egxg, Fo >) =< G0 >€ G dir.

(F2) [ :< G,0, Egyg, g > — < G, 8, Ecvger, B > bir bulanik homomorfizm

ise,

() (<65 Borarfio>) = 1<G5.Banobs> = 1F(<G5.Egxa.Fe>)
(b) F(fog)= fog= F(f}o F(g) olur

Bu nedenle, yukanida tanimianan F : B——G bir fonktordir.
F ’nin bire-bit ve értenligini araghiralon:

Bire-bitlik: < G, 8, ligyg, g >, < G, 8, Egixar, Eegr >€ B, F(< G, 8, Egxa, g >)
= F(< G,s,

icin

Grxars logr >) ise, < (G0 >=< (', e > olabilir, ama bu her zaman

< Ga 61 JEG)(G; EG' =< G,-r ;1 EG’XGH EG’ >

egitligini gerektirmedigi i¢in ( Ornek 2.1.4 ), F bue-bir bir fonktor degildir.
Ortenlik: (1) < G,0 >€ G igin oyle bir < G, 8, Fgxg, Eg >€ B vardir ki
F(< (7,0, Egya, Fg >) =< G0 >
olur
(i) < .8, Fgxe, g >, < G, 8, Egryar, g >€ B ve

[ F(< G5, Fgxa, Fg >)—F(< G, 8, Egryar, B >),

74




yani f':< (/0 > — < G',0 >, G "nin bir morfizmi olsun. Bu durumda, Orek
2.1.4 geregince, her [ homomorfizmi bir bulamk homomorfizm olamayacag igin
I'= F(f) = [ esitligi saglanmaz. Bu pedenle, F 6rten degildir. Fakat; B*, Ornek
4.2.4 ’teki gibi tanmmlanmak tizere, 7 'nin B* ’dan G ’ye bir izomorfizm olacag:

aciktir
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SONUC

Bu cahgmanm i1k kismnmda belirtisiz egitiiklerle ilgili gegithi ozellikler belirlenmig
ve bulamk yangruplarda gencllesmis bitlegme ozelligiyle ilgili baz sonuglar elde
edilmigtir. Avyrica, bir bulamk grubun sol doniigiimler uzayuwimn (sag donigimler
uzayinm) uygun bir bulanik ikili islemle beraber bir bulanik grup olugturdugu ve bu

iki grubun birbirine bulanik izomorf oldugu gorilmugtur

Daha sonra, Demirci nin (1999-b) tanimladigs bulamk altgrubun bir genelleg-
tirilmisi olan yeni bit bularuk aligrup tanini verilmis ve sagladigi 6zellikler ince-
lenmigtir. Bu ozelliklere gore, Demirci’nin (1999-b) bulantk altgruplarla ilgili olarak
ilade ettigi teorem, dnerme ve sonuglatn genellegtitilmis bigimdeki ifadelerinin elde

edilebildigi belirlenmigtir.

Ayrica, bir bulamk grubun tiim bulamk aligruplarmdan olugan kiimenin bir
tam latis oldugu ve bir bulamk grubun en azindan sayilabilir sonsuz sayida bulanik

altgruba sahip oldugu elde edilmigtir.

Bulanik gruplaria ilgili olarak bugiine kadar yapilan ¢aligmalarda, bulanik nor-
mal altgrup, bulamk normallestirici, bulanik ideal {asal, maksimal), bulanik cisim
ve bulamik tamhk bolgesi kavramlart ele ahnmanustiz. Bu cahgmada, sozi edilen
kavramlar tanimianmig; bu tammlann klasikte saglanan bazi ozelliklere sahip olup
olmadigt arastinilmig ve bu konuda olumlu sonuglat gozlenmistit. Son ofarak da,
bulamk gruplar kategorisi incelenmig ve klasik gruplar kategorisinin bulanik gruplar

kategorisinin bir altkategorisine izomorl oldugu elde edilmigtir.

Klasik cebir oldukga genig bir alana sahip oldugu icin; dogaldir ki, bir tez
cahismasinda, tiim cebirsel yapilann tek tek bulamk cebirdeki kargibgmin ifade
edilmesi ve bunlatm sagladigi 6zelliklerin belirlenmesi miimkiin degildir. Bu ne-
denle, burada ancak klasik cebirdeki grup, allgrup, normal aligrup, halka, ideal,
cisimn, tambk bolgesi v.b. gibi temel kaviamlann tamm ve 6zellikleri bulanik cebire

taginmalk istenmisg, sahip oldugu baz 6nemli 6zellikler incelenmistit.

 Bundan sonraki ¢alhigmalarda da, diger cebirsel kaviamlar (permutasyon gruplar,
Sylow gruplan, modiller v b.) tammlanip sahip oldugu 6zcllikler aragtinlacakti.
Hatta, burada elde edilen sonuglann benzerleri, ozel bir integral degigmeli cl-monoid
olan ([0, 1}, <, A) yerine, genel bir integral degigsmeli cl-monoid (Demirci 2002, 2003,

2003-b) tizerinde inceleneccktir.
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