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' FOURIER DONUSUMU BILINEN FONKSIYONUN TOPLANABILIRLIK
- METODLARI iLE OLUSTURULMASI

Melih ERYIGIT

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Agustos-1998, 33 Sayfa

B Tiim reel eksende Lebesgue anlaminda integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier
' d6niiglimii verildiginde fonksiyonun kendisinin olusturulmast meselesi ve benzer gekil-
" de, [0, 27} arlifinda integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier katsayilan verildiginde,
. bu katsayilar vasitasiyla fonksiyonun kendisinin olugturulmas meselesi Harmonik
~Analizin énemli problemi olarak ortaya cikmug ve bir cok iinli matematikginin,
- 5rnegin, Hardy ve Littlewod, Cesaro, Poisson, Bochner, Riesz, Zygmund’un vs 1lgi
- odag olmustur.

integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier doniigimii integrallenebilir olmaya-
- bilir. Dolayisiyla, bu durumlarda Fourier déniigiimii vasitasiyla fonksiyonun ken-
. disini olugturmak igin Ters Fourier doniisimiini uygulamak mitmkiin olmayabilir.

Fakat fonksiyon hakkinda tiim bilgiler, onun bir anlamda duali olan Fourier donii-
siimiinde bulundugundan, matematikgiler bu bilgileri Fourier déniigimiinden edin-
menin yollarin: diigiinmiisler ve bdylece degisik toplanabilirlik (summability) metod-
lari ortaya cikmistir. Bu metodlarin iginde en iinliileri Abel-Poisson, Gauss-Weijerstr-
ass ve Riesz-Bochner metodlaridir.

f Biz bu calismada adi gegen toplanabilirlik metodlarini ayr ayri inceleyerek

§ onlarin Harmonik Analizde oynadiklari 6nemli rolii ortaya koyduk. Ayrnica tezimizin
é bulgular kisminda Riesz-Bochner ortalamalarinm fonksiyona bir tiir plrizsitizlik
. noktalarinda yakinsama hizim gosterdik.

ANAHTAR KELIMELER : Fourier Déniisiimii, Abel-Poisson Toplanabilirlik,
Gauss-Weierstrass Toplanabilitlik, Riesz-Bochner

Toplanabilirlik, p-piiriizsizliik, Lebesgue noktalax1,
Yakinsama hizi.
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ABSTRACT

THE RECONSTRUCTION OF A FUNCTION WHOSE FOURIER
TRANSFORM IS KNOWN BY MEANS OF SUMMABILITY METHODS

Melih ERYIGIT

M.S. in Mathematics
Advisor: Dog. Dr. Itham ALIYEV
August, 1998, 33 pages

' The question “ Given the Fourier transform of a Lebesgue integrable function
how do we obtain f back again from its Fourier transform, similaily given the
urier coefficients of a Lebesgue integrable function at {0, 27], how do we obtain f
back again from its Fourier coefficients ? ” was an important problem of harmonic
analysis and its applications, and it has drawn many famous mathematicans’ atten-
tions, for example, Hardy and Littlewod, Cesaro, Poisson, Bochner, Riesz, Zygmund

The Fourier transform of a Lebesgue integrable function may not be integrable B

erefore we could not obtain f back again by inverse Fourier transform of f. In order ¥ |
to get rid of this difficulty, mathematicians reached different summability methods.
The most well-known ones of these methods are Abel-Poisson, Gauss-Weierstrass

and Riesz-Bochner.

. In this work we concentrate on the above mentioned summabilitiy methods.
" 'We have olso pointed out their significant role in harmonic analysis In the last
-~ section, we study Riesz-Bochner means’ convergence rate at some kind of smoothness

~ point of the function in details.

 KEY WORDS : The Fourier transform, Poisson-Gauss Summability,
Gauss-Weierstrass Summability, Riesz-Bochner Summability ,
pi-Smoothness, Lebesgue point, Convergence rate.

COMMITTEE : Dog. Dr. ilham ALIYEV
Prof. Dr. Halil . KARAKAS

Prof. Dr. Dogan COKER

.




ONSOZ

Fourier dontigiimii verilen fonksiyonun, cesitli toplanabilirlik metodlariyla olus-
drulmasmin incelendigi bu tez caligmasi ii¢ bélimden olugmaktadr.

.- Tezin birinci bélimiinde ilerki bolimlerde kullanilacak olan bazi kavramlar
hakkinda 6n bilgi ve tamimlar verilmistir. Ikinci bélimde Fourier déniigiimiiniin
giri-gim operatori ile arasindaki 6nemli iligkiler incelenmis ve Fourier dontigiimi
erilen fonksiyonun toplanabilirlik metodlariyla belirlenmesi igin yeteri kogullar ver-
ilmistir. Tezin son boliimiinde 6zel bir toplanabilirlik metodu olan Riesz-Bochner
metodu incelenmis ve Riesz-Bochner ortalamalaiimn fonksiyona bir tiir piiriizsuzlik
‘noktalarinda yakinsama hizi belirlenmistiz.

: Bu tez ¢aligmasi boyunca ilgi ve destegini benden esirgemeyen danigman hocam
Dog¢. Dr. Tlham ALIYEV’ e sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.
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Cahgmanin Kapsam

. * Tiim reel eksende Lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyonun Fourier
déniigtimii verildiginde fonksiyonun kendisinin olugturulmasi meselesi Harmonik Ana
in ve onun uygulamalarinin dnemli bir problemi olarak ortaya gikmigtir.

Bu calsmada esas olatak, “ f € LY(R™) fonksiyonunun Fourier dondgumi f
vemldgmde, acaba f’den yararlanarak fyi nasi elde ederiz?” sorusuna cevap veren
gigik toplanabilirlik (summability) metotlan tanitilmg ve 6zel olarak Bochner-
‘Riesz metodu igin Bochner-Riesz ortalamalarimn bir tiir piriizsiizliik noktalarinda
sbzkonusu fonksiyona yakinsama hizi incelenmigtir.

- 1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler.

Bu béliimde tez boyunca sikca kullamlan bazi kavramlarin tanimi ve gdsterimleri
“verilecektir. Bagka 6zel kavramlarin tammi ve gosterimleri, tez boyunca konu igerisinde
- agiklanacaktir.

R™ ile n-boyutlu (reel) okhd uzayint ve £ = (&1,%2,...,%,) ile bu uzaym 0
- elemanlarini gosterecegiz. z.y = Z} z;y; sayist z,y € R® nin i¢ garpim, |¢] = r.z r .
=1 . .

" say1s1 ¢ € R® nin normudur. dz = dz1de, ... dz, ile R®’ de bilinen Lebesgue ol¢itmil
kastedilmistir.

IF = IF(R™),1 < p < oo, ile R™ iizerinde tanmls ve ||f]|, = (] If]P)F < o0

olan dlgiilebilir fonksiyonlar uzaymni gosterecegiz. Burada [|f}], sa,y1sma, fin I?
normu denir. L® = L=(R"™) ile de R™ iizerinde tanimh ve || f||., = ess sup{f(z)| <
o olan fonksiyonlar uzayim gosterecegiz. Cy = Cp(R®) ile sonsuzlukta sifira giden
stirekli fonksiyonlar uzay: gosterilecektir. Ayrica aksi belirtilmedigi takdirde bu
tez boyunca tiim fonksiyonlarimiz kompleks degerli diigiiniilecektir, Egeer flz)dz

integrali var ve sonlu ise, bu integrale yakinsak, aksi halde iraksak denir. Ayrica bit
bzellik hemen hemen her z icin saglantyor denildiginde, bu 6zelligin saglanmadifs x
noktalar: kiimesinin ol¢timiiniin sifir oldugu anlagilacaktir.

® € Cy(R*)NLYR?) ve ®(0) = 1 olmak flizere f f{z) dz integralinin (1raksak
R»

veya yakinsak) ®-ortalamalan
Mea(f) = M(f) = [ 0(e)f()de , (¢ > 0)
Rl’l
seklinde tamimlanir. Bu takdirde, eger
Iim MAf)=1

sonlu limiti varsa, (1raksak) j f(z) dz integrali I’ye yakinsar denir. ® fonksi

yonunun bu veya bagka §ek11de secimi degisik toplanabilirlik (summability) metodlan




doguruyor. Ornegin, &(z) =e ¥ ,®(z) = e ve § > 0 olmak iizere,

— lz|%y¢ T
<I>(:c)=<I>5(x)={(1 ll)o : Ix{ii

 ahindifinda, sirast ile klasik Abel, Gauss-Weierstrass ve Bochner-Riesz ortalamalan
ve uygun toplanabilirlik (summability) metodlar elde ederiz.

Sézkonusu toplanabilirlik metodlarinin uygulandify en onemli problemlerden

birisi, f fonksiyonunun, Fourier doniigiimi (ki onu f ile gésterecegiz) f ye gote
~ olugturulmas: (restoration) problemidir.




9. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Fourier Donitigiimu ve Girisim.

Bu kesimde f € L!'(R™) fonksivonun Fourier doniigiimii ve iki olctilebilir
fonksiyonun girisimi tanimlanini verip, Girigim ve Fourier doniigiimiiniin onemli
gzelliklerini inceleyecegiz.

Tamm 2.1.1: f € L'(R®) fonksiyonunun Fourier donigumii
Fle) = [ fojeet

Rn
gseklinde tamimlanan fonksiyondur.

Teorem 2.1.2: (a) f — f: déniigiimit L' (R™) den L= (R™) i¢ine dogrusal ve simrh
bir déniigiimdiit. Dahas: ||flle < ||f]]1 olur.

(b) Eger f € L'(RP) ise, f diizgiin siireklidir,

ispat: (a) Sézkonusu déniigiimiin dogrusal oldugu agik, sinirhhg icin;

AF@) = 1S (e di]
< S f)lle= dt

i
< S 1f®lde=1lfl

R'n.

Dolayisiyla egitsizligin sag tarafi 2’ den bagimsiz oldugu igin ess.sup,| F@) =l file <
£l olur

(b) Bunun icin H_ﬂ% sup |flz — y) — F(z)| = 0 oldugunu gdstermemiz yeterli
Y z

olacaktir O halde,
flz - y) - F @)

| J f(t)e'—2zri(x—y)fdt— | f{t)em it gt
R Hn

= | ] femey (et~ 1) d
Rﬂ-

< If@ller 1] de
Rﬂ

Buradan Lebesgue’nin integral altinda limite gegme teoremini uygularsak ve son
esitsizlikte sag tarafin 2’den bagimsiz oldugunu goz Sniinde tutarsak,

oIz~ o) = o)l [HglAOm ~1] =0 ol




Teorem 2.1.3: (Riemann-Lebesgue): Efer f € L*(R") ise, |2} — oo iken
f(z) — 0 olur.

Ispat: (Stein and Weiss, 1971.)
Bu iki teoremden agagidaki sonucu hemen gorebiliziz:
Sonug 2.1.4:f € L}(R®) fonksiyonunun Fourier déniigimii Co{R"™) sinifindandu.

Tamm 2.1.5: f ve g gibi R™ iizerinde tanimli iki fonksiyonun girigimi {convolution),
agagidaki integralin yakinsak oldugu z’ler icin

(f * g){z) = f flz—y)g(y)dy

Hﬂ.

bigiminde tanimlanir.

Asaghida, sz konusu girisimin varhigini garanti eden ve Young esitsizligi olarak
bilinen teoremi veriyoruz.

Teorem 2.1.6: (Young Esitsizligi) f € LYR®) ve ¢ € L/(R*)}(1 < p < o0)
olsun. Bu durumda (f * g)(z) hemen hemen her € R™ i¢in iyi tanimhdir. Aynca,
(7 +.9) € LP(R®) ve [If # ally < llFllsllglly dur.

Ispat: (Folland, 1984)

Onerme 2.1.7: Yukandaki teoremin kogullarim saglayan f ve g i¢in

frg=gxf

dir.

Ispat: Asagida z = r — y donligimii uygulanarak,

(f+9)(a ffx— @—fﬂzw*ﬂ@—WMN)

oldugu goriiliir.
Simdi, harmonik analizde 6ze! bir yeri olan bir teoremi veriyoruz:

Teorem 2.1.8: f ve g € L'(R™) olan iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

(frg) =

Ispat: Teoremin ispat: dogrudan Fourier déniisiimii ve girigim tanimlan kullamlarak
kolayca yapilabilir.

g T i B




“Tamm 2.1.9: f(z), R fizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon ve 2 € R ol-
“sun. Bu durumda 7;(f()) ile

(@) = fa—h)
- fonksiyonunu tanimliyoruz. Bu donilisiim keyma ddniisiimii olarak adlandirihir.
- Onerme 2.1.10: f(z) € L'(R®) ve k € R olsun. Bu durumda,
(8) (mf)(a) = e f(a)
(B) (¢ f(B))(2) = (mF)(2)

-~ egitlikleri saglanr,
ispat: (a)

-~

(rf)(z) = Rjﬂ (74 f (£))e~2m=4 gt :Rjn F(t — R)e 2= gt

O a0

(b)
(821:'371 tf(t)y(ﬂ)) — j e?m'h t‘f'(t)EﬂQWiz‘i dt = 1{[ e—2wi(x—h)‘tf(t) dt
R» "

= (nmf)(z) = flz - R)

Onerme 2.1.11: Kayma, L? (1 < p < co) normuna gore stireklidir. Yani,

,1}_1)% ”Th.f - f”p =0

Ispat: (Folland, 1984.)




3. MATERYAL VE METOD
3.1.Toplanabilirlik (Summability) ve Abel Ortalamalar:

Bu kesimde toplanabilirlik kaviami ve degisik toplanabilirlik metodlaiin: verece-
giz. Bunun igin dnce gbyle bir soruya cevap arayalm:f € LI(R“) Jonksiyonunun
Fourier dondigimd f verilmis olsun. Acaba f’den yararlanarak f i nasd elde ede-
riz? Fourier serileri ve integralleri teorisinden az ¢ok bilgisi olan bir kisi, bu sorunun
cevabi olarak f(t) nin,

f(t) = I Fla)eim=!da (3.1.1)

integraline egit olmasim diigiinecektir. Fakat ! (Rn)’den olan f(:r:) fonksiyonu igin
F(z) integrallenmeyebilit (Ornek olarak n = 1 i¢in f, [a,b] aralhfimn kasakter-
istik fonksiyonu alinabilir). Dolayisiyla, (3.1.1) integrali wraksak olabilir. Simdi
yukaridaki soruya cevap bulmak igin, integraller i¢in toplanabilirlik metodlarim kul-
lanacagiz. Bunun icin ilk olarak Abel metodunu tanitiyoruz.

Tamm 3.1.2: Her ¢ > 0 igin,
A(f) = A, = ] Fa)e! du
Rn

integraline Abel ortalamas: denir.

f € L*{R™) olmast durumunda limA = [ f(z)dz oldugu agiktir (Lebesgue’nin

k3

majorant yakinsama teoreminden). Dlger yandan, Abel ortalamalan, f fonksiyonu
integrallenebilir olmasa bile iyi tanimh olabilir (Ornek olarak, f’yi sinirh fonksiyon
olarak diisiinsek, her € > 0 icin A.(f) iyl tanimhdir). Hatta bu ortalamalarin limiti,

i = |i ‘ —els] ‘ A
lig 4.(f) = litg | f(o)e ¥z (313)
f Lebesgue anlaminda integrallenebilit olmasa bile, var olabilir. Bu soylediklerimizi

dogrulayan bir teorem verelim.

Teorem 3.1.4: Her z > 0 icin jm'f(t) dt var olsun ve lim fxf(t) dt = Off(t) dt sonlu
0 s

limiti olsun. Bu halde,

e
0

lim [ e f(z)dz = /f(a:) dz
0

dir.

i




e=<= d([ f(t) dt)

0

Ly
|
m
]
=4
Loum
8
—
au
3]
Il
o

xr

= [e"”(f () d:t)r0 +s-;f(0ff(t) dt}e™* dx

0

r=0

m

(f f&)dt)e v du

oy
o &

il

(F 10 de=d(ea) = fr =] =

oz} = ff(t) dt fonksiyonu [0,00) ’ da siirekli fonksiyondur ve lim e(z) =
0 T—O0

f(t)dt = ¢ sonlu limiti var oldugundan, ¢(x) fonksiyonu [0, 00)’da sinirhdiz:
M = sabit ¥ z € {0,00) igin |p(z)| < M.

Oyleyse,

ufe

I f Ftydt| < M (Yu ve Ve igin)
L]

5 oo ufe
Dolayisiyla, yukanidaki [( [ f(t) df)e™ du integraline Lebesgue’ nin integral altinda
80

rite gegme teoremini uygulayabiliriz, Bu durumda,

lim ?O(ujef(t) dt)e---u du = T(hm ‘U/Ef(t) dt)e._u du
&30 6 0 5 50 5
= }O(T.f (t)dt)e ™ du
0 0

o o0 [
— (FraJeran =T
' Yukanidaki teoremden sonra f mutlak integralinebilir olmad:f1 halde, (3.1.3) esitliginin
‘saglandis fonksiyona, R’ de f(z) = ﬂgﬂ fonksiyonu érnek gosterilebilir.

Tamm 3.1.5: (3.1.3) limitinin var ve sonlu oldugu durumlarda J f(z) integrali bu
_ A

limite Abel toplanabilir diyoruz.




2. Gauss-Weierstrass Ortalamalan

Tamm 3.2.1: Her £ > 0 igin

GAf) = /,f(x)e“€|”52 dz

Rﬂ

integraline Gauss- Weterstrass ortalamas: denir.
Tamm 3.2.2: Eger,

limG.(f) = lim | Fx)e~elF do (3.2.3)

£—3 Rn
© limiti var ve l'ye egitse, | f (2) dz, integrali I've Gauss toplanabilir diyoruz.
: o

Iyi bir gbzlemle (3.1.3) ve (3.2.3)"iin, @(z) € Co(R™) ve ®(0) = 1 olmak {izere,

M. o(f) = MAf) = Rjn Slex) f(z) dx (3.2.4)

- formunda yazilabilecegini gorebiliriz.

~ Tanim 3.2.5: Eger, Iirré M.s(f) = 1 ise, [ f(z)dz, I’ ye ®-toplanabilir denir.
£— ) R»

M, $(f)’ve de integralin ®- ortalamas: diyecegiz.

Caligmalarimizda bu e~<l= ve e~<l#l fonksiyonlarimin Fourier doniigiimlerine

ihtiyacimiz olacak. Asagida bu déniiglimleri hesaplarken bize yardimer olacak iki

teoremi veriyoruz.

Teorem 3.2.6: T : R® — R®'e lineer bir doniigiim olsun. bu durumda,

/I f(z) dz = |detT| j foT(z)dx
Rr Bo

esitligi saglanir,
Ispat: (Folland, 1984)

Teorem 3.2.7: 8 > 0 i¢in,

esitligi saglanir.




. Ispat: Teoremi ispat etmek icin

2 T cos(Bz)

. _"3___
(i} e == T+ dz

~(14+2%)u
(it ‘1+x2 --] Y gy

eglthklermden yararlanacagiz. Bu egitliklerin ikincisinin saglandigi acik, birincisini
' ise e~ P*/(1++*) fonksivonuna Rezidii Teoremini uygulayarak elde edebiliriz. Boylece,

Il

ERLM

-3 _ 2 Fcosfz
e = #f Tror dz

Tcos ,tfiar:[j?e"“e"“322 duldz
8 0

2 F _ur T euz? 2 (=] ;% .
= 7 f € u[f e v COSﬁZII dx]du == f e_u[§ f' e pifiT d.’L‘]du
0 0 0 -
o0 o0 . o0 .
= -:—_- f e‘—u[ﬂ_ ]‘ e—4ar2uy2e_12:rﬁy dy]du p— %f e—u[%\/i___e..g-/%]du
1] — 2

bu teoremti ispatlar.
Teorem 3.2.8: Her o > 0 igin,

(e—walziz)"—: f e—-ra|y[26—27rit.y dy — a—n/2e—1r|t[2/a

Rﬂ-
di.
Ispat:
wdn?iz|? -2mit z ST —axz?—2mitiz;
J e~ iEle de = ] [ e i 7% dg,
R® i=1—oo
n
= I ghee i/t = 27 mp 2t
i=1 V¥

Simdi, (v/a/2/7)y = z doniigimii yapilirsa Teorem (3.2.6)’dan istenilen sonug elde
edilir.
Teorem 3.2.9: Her a > 0 igin,

«
((1‘2 + |t!2)("+1)/2

(e—2fra|xi) — e—2rra|y[e-—2mt‘y dy =c,

nR»

dir. Burada, ¢, = I'{(n + 1)/2)/(x"T1/2)dir.

ispat: Uygun degisken degistirilmesi yaparak, ispati o = 1 i¢in yapmak yeterli
olacaktir. Bu durumda, Teorem (3.2.7) ve (3.2.8)’ii kullanarak,

v 1 MIVERSITES:
9 T
ﬁlw}:f@;;;uzum i quNE,;Sl

st B o™ T U S

o 'P‘“W*--“"*‘"Wwp_ﬁt e




—2raly| ,~2nity L F et —an? [yl /4u —2rit
[ e e dy = [ﬁ [ &=e dule Y dy
R» Hidg 9

D

e” Y [ j e—4w2 |y|2/4ue——27rit ¥ dy]du
r

Ry

o

I
]
E

1
RV

g
En

e o3
— - — 2
_ _—ﬂ(n-il:l)ﬂ fe uu(” 1)/26 ult| du
0

o0
— i 1 s (n—-l) 2
— .‘-:-(ﬂ+1)/2 (1+itE2)(n+1)/2 g‘ [+ S / ds

I[{n+1)/2] 1
A/ (1) R/

elde edilir. e~*lWl® ye ¢~2maldl fonksivonlanmin Fourier déniigiimlerini siasiyla
LWt a) = (dra) T2 (e M4 ve P(t, @) = colarf (o [t2)(F /2] ile gisterecegiz. Bu
~ fonsiyonlardan ilki “ Weierstrass Cekirdedi”, ikincisi de “Poisson Cekirdedi” olarak
- adlandinhr. =

Bundan sonraki calismamizda ilk olarak (3.1.1) integralinin Abel ve Gauss-
Weierstrass ortalamalarimin f’ye yakinsadigini gosterecegiz (hem norma gore, hem
de hemen hemen her z i¢in). Bunun igin asagidaki hazithklara ihtiyag olacaktir:

Teorem 3.2.10: f,g € LY(R™) olsuniar. Bu halde,
[ F@@)ds = [ f@)3e) do

R» Rr
egitligi saglaniz.

ispat: Fubini Teoremini uygulayarak,

o~

J Falga)da = T fOe = dilg(z) da

R® R™

= J[J gle)e™®* da]f(t)d

R" R®

J F(t)g(t)di

Rn.

Il

esitligi elde edilir.
Teorem 3.2.11 f,® € LYR") ve & = ¢ olsun. Bu halde her ¢ > 0 igin
[ Fwyet=a(ea) do = [ f(e)oule 1) do
Rn Rn




esitligi saglanir. Burada ¢.(z) = e "¢(%) olarak tanimlanmigtir.

ispat: Oncelikle Fourier déniigiimiiniin direkt tanimim kullanarak (®(ez)) = p.(z) =
 £"p(2) esitliginin saglandigim kolayca gorebiliriz. Simdi f(z) ve e?™**®(ezx) fonksi-
yonlarina Teorem (3.2.10)’ i uygulayarak ve onerme (2.1.10)’un (b) kismindan

-~

P:[r;f(m)eff‘“’“'“@(sm) dz = ﬁ’n f(z) (e =D(ez)) du

S f&)pe(z —t)da

R»

egitligi bulunur.

Sonug 3.2.12: f € L'(R") olsun. Bu halde her ¢ > 0 i¢in,
/ f(x)ehrit :ce—.21r.-:|-‘-] dr = / f(.’E)P(:L‘ — t, E‘) dr
R“ Rn

ve
/f(n:)e%"""“e““”?"‘|’°|2 dz = jf(:c)W(a, —t,e)dx
R™ R iy
egitlikleri saglanir. L

Ispat: Teorem (32.11)'de ®(y) = e~?*l¥l alarak birinci esitlik, @(y) = g~ 4medyl’
alarak ikinci egitlik goriliir.

Lemma 3.2.13: Poisson ve Weierstrass ¢ekirdekleri igin

(a) fW(a:,a) dr =1 her a>0;
RTI.

(b} /P(m,a)dm =1 her ¢>0;
RTI.
esitlikleri saglanir.
Ispat: Oncelikle uygun degisken degigtirilmesi ile j. W(z,a)dz = [ W(z,1)dz ve
R® R
J P(z,e)dz = [ P(z,1)dz esitliklerinin saglandifini gorebiliriz. Yani Lemma'y1
Rr R

a =1 = ¢ icin gostermek yeterli olacaktir.

Boylece, (@) icin esitlik 78—22/4 dz = 24/% olmasindan hemen goriiliir (n
-0

boyutlu integral, béyle n tane integralin carpim olarak yazlabilir). (b)’yi elde
etmek icin dncelikle sunu belirtmeliyiz ki 1/¢, = (x{"+9/2)/T[(n+1)/2] sayst, R***
de birim kiire £,,’in ylizey alanimin yarisidiz. Bu alani w, ile gosterip, (b)’nin

/ 4z _ Un
g, (l+l$|2)(n+1)/2 - 9
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oldugunu gorecegiz.

Bununicinr = |z}, ' =z/r;{z#0), ZD.a={z:z€R*; |z|=1}
ve r = tan# koyarak,

da'fr -t dr

| e = LS apen
+=zp)=+072  — ) s (PP tii7z

Rn E'n 1

0 pr-l d
= Wt [ rpmen ¢
/2
= w,_, [ sin"'0df
0

esitligini elde ederiz. (Yukanda da’ ile ¥, in alan elamanin gosterdik).

Fakat w,_isin™"16, sayiss .-, in z, = cosf hiper diizlemine kisitlanarak
elde edilen, sinf yar: caph kilrenin yizey alanidir. Boylece, bu (n — 2)-boyutlu
alanlan 6 y1 [0, 7 /2] arasinda degistirerek “toplarsak” £,_;’nin st yan diizlemindeki
alanini elde ederiz. Yani,

#f2
L w
wn_ljsm“ 19d9z-—5'1;
/ 2

bu da istenilen egitliktir.

Teorem 3.2.14: ¢ € LY(R®), [ o(z)de =1vehere > 0igin, pc(z) = e "p(%)
Rn

olsun. Eger f € LP(R?), (1< p<oo)veya f € Co(R") C Le(R7) ise f *@(z)

fonksiyonlar ailesi f’ve L, normunda yakinsar. Yanie — 0 iken |f*@e=fllp -—— 0.

ispat: Oncelikle Teorem (3.2.6)’dan
£
/ e(t) dt = / eo(2) dt = j o(t) dt = 1
R= nR» J n»
esitliginin saglandif goriiliir. Boylece,

(Frod(@) = 1z) = | fle=tet)di= | f@)pdlt)

I

Rjn [f(z = 1) ~ f(z)le(t) di.

Buradan, integraller i¢in Minkowski esitsizligi uygulanirsa,

Ifrge—fll < [LS 1w =0 = f@Pdalre (Dl d

= [[J |f(x—et) = fo)P da]"?lo(t)| dt
R® R»




Diger yandan, || f (z)— f ()|} < 2|[[f]] oldugundan, Onerme (2.1.11) ve Lebesque’nin

integral altinda limite gegme teoreminden istenilen sonug elde edilir.

Sonug 3.2.15: u(z,e) = [ f(t)P(x — t,e)dt ve s(z,e) = [ f()W(z — t,e)dt,
R» Ro

¢ = 0 iken L, normunda f fonksiyonuna yakinsarlar.

Buradaki u(z,¢) ve s{z,e) fonsiyonlarina sirasiyla f'nin Poisson integrali ve
Weierstrass integrali denir. .

ispat: ®(z) = e *"FF icin Teorem (3.2.8) den Blex) = plz) = W(a,e?) ,
&(z) = e 2l i¢cin Teorem (32.9)’dan ®(ex) = @e(z} = P(x,¢) oldugu gdzoniine
alinarak ve Lemma (3.2.13) den istenilen sonug elde edilir.

(3.2.10) ve (3.2.14) Teoremlerinden bu kesimin bagindaki sorumuz igin agagidaki
coziimi elde ederiz:

Teorem 3.2.16: ® ve onun Fourier doniigiimi ¢ integrallenebilix ve j olz)de =1
olsun. Bu durumda [ f(t)e?™* integralinin ®- ortalamalan f(z) fonkswonuna L

Rn

normunda yakinsar. Ozel olazak bu integralin Abel ve Gauss-Weierstrass ortala-
malan f(z) fonksiyonuna L! normunda yakinsar.

Gozlem 3.2.17: s(z,0) = f Flt)eritzeg=4="alt’ dt o — 0 iken f(z) fonksiyonuna
L; normunda yak1nsad1g1nda.n bu a’lardan oyle {a;} altdizisi segebiliriz ki, s(x, o)

dizisi hemen hemen her z igin f(z) fonksiyonuna yakinsar.
Sonug 3.2.18: f ve f her ikisi de integrallenebilirse,
f(I) — /f(t)e%rz‘txdt

RI’I
esitligi hemen hemen her z icin saglamr.

Ispat: Gézlem (3.2.17)'den dolay:, f{z) fonsiyonuna hemen hemen her z igin yakinsayan
bir s(z, o) dizisi vardir.

Bu durumda, Lebesgue’nin integral altinda limite gegme teoreminden,

fla) = lLim J fit)etritzemtm ol d = | lim f(t)em=emtm sl dt

o;—0gn R e

f ]?(t) e2mite gt

na

Hl

diye istenilen egitlik gosterilir.

Gozlem 3.2.19: Teorem (2.1.2)’den biliyoruz ki, f siirekli bir fonksiyondur. Diger
yandan, eger f integrallenebilirse, j F(t)e?™*= dt fonksiyonu da stireklidir (aslinda,
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bu fonksiyon f (—z)% esittir). Bdylece, f'nin degerlerini 6lglimi sifir olan kiimede
diizenleyerek Sonug (3.2.18)’deki egitligin tiim z’lerde saglandigim sOyleyebiliriz.

Gozlem 3.2.20: Sonug (3.2.18)'i kullanarak Teorem (3.2.13)"{i uzun hesaplamalar
yapmadan ispatlayabiliriz. Bunun i¢in Sonug (3.2.18)’1 f(z) = e~ 7<%l fonksiyonuna
uygulayarak ve Teorem (3.2.9)'u kullanarak [ P(t,¢) e2rits gt — ¢=27elz| glde ederiz.
Rﬂ.
Egitlikte = = 0 konursa | P(t,e)dt = 1 esitligi kolayca elde edilir. Aym yolla (a)
Rﬂ

sikki da gosterilebilir.

 Sonug 3.2.21: f1,f2 € L'(R") ve het = € R” igin ﬁ(x) = E(m) olsun. Bu
durumda hemen hemen her z igin fi(t) = f2(f) esitligi saglanr.

Ispat: Teorem (3.2.14)'den efer f(z) = 0 ise hemen hemen her z i¢in f(z) = 0
~ oldugu agiktir, Bunu f = f; — f» fonkiyonuna uygulayarak istedigimiz sonucu elde
ederiz.




3. Lebesgue noktalar: ve Yakinsama
Tamm 3.3.1: f, R® {izerinde lokal integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

limL | .[f(m ~t) — f(z)]dt=0 (3.3.2)

sitliginin saglandify & noktalatina f fonksiyonunun integralinin diferansiyellenebildid
joktalar denit.

eorem 3.3.3: Lokal integrallenebilir her fonsiyon icin (3.3.2) esitli§i hemen hemen
ter = noktasinda saglanir.

{ispat: (Folland, 1984)
Tamm 3.3.4: £, R® iizerinde lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda

limt [ |f(z~t)—f(z)|dt=0 (3.3.5)

r
r—0 M<T

fegitliginin saglandifi z noktalan kiimesine f’nin Lebesgue ktimest denit ve Ly ile
“gosterilir,

Teorem 3.3.6: f lokal integrallenebilirse, hemen hemen her z igin (3.3.5) esitligi
~saglanir.

: ispat: Teoremi ispat etmek igin énce ¢ € C igin g(z) = |f{z) — ¢} fonksiyonunu
tammlayahm. f lokal integrallenebilir oldugu i¢in g. de lokal integrallenebilirdir,
béylece g.(z) = [f(z) — ¢| forksiyonuna Teorem (3.3.3)’u uygularsak, élgimi sifir

~ olan bir E, kiimesi diginda

. 1 ¢
iy / [g:(z — £) — ga(@)] dt =0

esitligi veya
lim L [ [f(z~t)—cldt = w,lf(z) — ¢

r—0 17
Jt|<r

saglanir. Burada w, birim yuvann hacmidir.

Simdi R’ C, nin yogun bir alt kiimesi olmak lizere, B = UREc kiimesini
¢

diigiinelim. Bu durumda, E kiimesinin él¢iimiiniin sifair oldugu agiktr.

Buradan, eger € R™\E ise, (3.3.5) esitlifinin saglandigim iddia ediyoruz. Bu
iddiay: ispatlamak icin; her € > 0 verildiginde |f(z) — ¢| < 75 olacak gekilde c € 12

gt | T W C B i e T e e e T g




iriz. Bu durumda,

[ fle—t) = fl)ldt < & [ |flz—t)—cldt

™ lti<r Iti<

itsizligin sagindaki ilk terim r — 0 i¢in #’in segiminden dolay1 wn|f(z)—c| saylslna
linsar (ki bu sayminin da § den kii¢iik oldugunu biliyoruz). Ikinci terim de ¢’nin
minden (le— fl)f <¢f 2wn) istenilen kadar kiiciik yapilabileceginden, yeterince
ciik r > 0 igin .
| = [ -t - fe)ldt <e

f<r

olur ki bu da istenileni ispatiar.

rem 3.3.7:p(z) € L}(R") olsun ve bu ¢(z) fonksiyonu i¢in ¢/(z) = ess. sup [o(¢)]
[tz ia]

onksiyonunu tammlayalim. Eger 1 < p < oo igin ¢(z) € L'(R") ve f(z) € LP(R”)

e; f(x) fonksiyonunun Lebesgue kiimesinden olan her z igin (6zel olarak f ’nin

iireklilik noktalarinda) 11_1}13(‘]‘*995)( z) = f(z) | ¢(t) dt esitligi saglanir. Yani (3.1.1)
€ e

nt:egrali, Lebesgue kiimesindeki her ¢ i¢in f(t) ye ®-toplanabilirdir.
spat: (Stein and Weiss, 1970.)

So'nug 3.3.8: f(z) € LP(R") fonksiyonun Poisson ve Gauss-Weierstrass integrallexi,
FFO)P(z —t,e)dt ve | f(t)W(z —t,e)dt, &~ 0 iken hemen hemen her z i¢in
n Rﬂ

f(z) e yakinsar,

- Ispat:Sonucun direkt ispatim Teorem (3.3.7)" den gérmek i¢in p(x) = P(t,1) =
a[1/(1+ [t2)012] ve o(z) = W (2,1) = (47) /(" /4 fonksiyonlan icin ¢(x) =

‘ess. sup |(t)| fonksiyonlarinin integrallenebilir oldugunu gormeliyiz. P(z,1) ve W{z,1)
: [ (=|

fonksiyonlar: radyal ve }¢| nin azalan fonksiyonlar olduklari igin

Y(z) = sup P(t,1) = sup ¢, ! = P(z,1) € L'(R")

122 pizle | (1 [t}

lur. Aym diistinceyle ¢(z) = sup W(t, 1) fonksiyonunun integrallenebildii gérulur,
' ftizizl

| Onerme 3.3.9: Eger f(z) € L'(R") fonksiyonu 0 noktasinda strekliyse

: r} —2melx| —
i | Fige ™1z = 10

egitligi saglanir.




jspat: Teorem (3.2.10) 'da g(z) = ®(ez) = e~ 27kl alarak , Teorem (3.2.11) i
uygulayarak

[F@pen)is= [ $@)8(e)de = [ F@)ede)dz = (f +0)(0)
& i o

olur. Simdi Teorem (3.3.7) 'den
lim(f * 9)(0) = £(0)

esitligi elde edilir.

Onerme 3.3.10:f(z) € LY(R") ve f(z) > 0 olsunEger f(z) fonksiyonu 0 nok-

—~

tasinda stirekliyse f(z) fonksiyonu integrallenebilirdir ve

)= [ Fleyemt de
R®

esitligi hemen hemen her ¢ i¢in saglanir. Ozel olarak

olur.

o~

fspat:g.(z) = F(z)e 2™ ailesine ¢ — 0 igin Fatou Lemmasim uygularsak (f(z) >
0 oldugunu unutmayahm)

o~ -~

/ Fz)dz < lim [ F(z)e > dz = 7(0)

Rﬂ. Rﬂ

dolayistyla, f(z) € L}(R") oldugu ve Sonug (3.2.18) den

i) = [ fa)e=tde
R»

esitligi gbriiliir.
Sonug 3.3.11:Her a > 0 icin

(a) f “(:L‘, a)e2ﬂ'ir t dx — 6_4'-‘20'”12
Rn

(b) ] P(:E,a)e2“i”‘t dr = e-——21.'o:|t[
Rﬂv

esitlikleri saglanir.

Ispat: Teorem (3.2.8) , Teorem (3.2.9) ve yukaridaki énermeden istenilen egitlikler
goriliir.

o TR,
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Sonug 3.3.12: a; ve ap pozitif reel sayilar olmak {izere,Weierstrass ve Poisson
- gekirdekleri igin,

(a) W{z,o1+ap) = j Wz —t,a))W(t, ap) dt = Wy, xW,,
Rﬂ

(b) P(z, 01 + as) = j P(z — t,01) P(t, o) dt
e

esitlikleri saglanir.

fspat: (a) icin ispat, Sonug (3.2.21) 'den esitligin her iki yaninindaki fonksiyonlarin
 Fourier doniigiimlerinin esit oldugunu gostermekle bitecektir. Bunun igin Teorem
(2.1.8) 'den

-~

-~

(Rjn W( —t,a)W(t, as) dt) = (I/V(.‘,al))h(W(.,ag))

— e-*iﬂ'zal 1#? 8—411'2 aglt)?

-~

= ettt — (W;(“, a) + az))

i S i P
L




4. BULGULAR
4.1 Bochner-Riesz Toplanabilirlik.

Tezin bu kesiminde integraller i¢in bagka bir toplanabilirlik metodu olan Bochnex-
Riesz metodu tanitilacak ve bize, daha ¢ok bu béliimiin ikinci kesimi i¢in lazim olan
essel fonksiyonlari 'nin asimtotik davramslar incelenecektir.

Tezin (3.1) kesiminde & € Co(R*)NLYR™) ve &(0) = 1 kogullarim
afilayan ® fonksiyonu i¢in [ A(z)dz integralinin ¢-ortalamalarim

M. o(k) = M.(h) = ] &(ex)h(z) dz
Rn

“olarak tammlamstik.

®(z) = e 1#t alarak Abel ortalamalarr, @(z) = e~12 alarak Gauss-Weierstrass
ortalamalari elde edilmigti. Toplanabilitligin baska bir 6nemli metodu da é > 0 i¢in
P yi

(a4 AP Jels 1 s
B =mle) = { 0, Jo|>1 ise

secerek elde edilir.

Tanim 4.1.2: Yukandaki ®5(z) = ®{x) fonksiyonunun dogurdugu toplanabilirlik
metoduna Bochner-Riesz toplanabilirlik metodu denir.

Tanim 4.1.3: € = 1/R alarak [ h(z)dzr integralinin Bochner-Riesz ortalamalar:
Rn

M. o(h) = Myrye(h) = / ( —g—f)ah(ﬂ?)dw

|z|<R

olarak yazilabilir,

Eger f € LY(R®),® = ¢ ve h(z) = f(z)e**? ise, bu durumda (bakiniz
2 ) = f(z)e?=* fonksiyonunun Bochner-Riesz ortalamalan i¢in

2y 6 ‘
St f) = [ f‘(a;)e%“(l - %) h(z)dx = /f(a:)R"go(R(x—t))d:c (4.1.4)
Rn

lz|<R

formiiliini elde ederiz. Sayet ® = ¢ fonksiyonu L*(R®) uzayindan ise Teorem(3.2.14)
'den S$ nin f ye norma gore yakinsadigini biliyoruz; ek olarak eger ¢ Teorem (3.3.7)
'nin hipotezlerini saglarsa,

lim Si(t) = f(t)
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eglthglmn hemen heren het £ i¢in sagland1gm1 biliyoruz. Agsagidad > ((n—1)/2) i¢in
. nin Teorem (3.2.14) ve Teorem {3.3.7) ’nin hipotezlerini sagladifini gisterecegiz
Bunun i¢in ilk olarak @ 'nin Fourier donu§umu ® = ¢ yi hesap edecegiz. @ yi hesap
etmek icin bize yardimel olacak bazi lemmalan agagida veriyoruz.

Not:(n — 1)/2) sayisina Bochner-Riesz metodu igin kritik indeks denir.

Lemma 4.1.5: p > Sl ise J; bessel fonksiyonlar i¢in ([ Stein and Weiss, 1971},

o+l 1
Jﬂ+u+1 (t) QVP I/+1 /JP‘ ts 3#+1( 32)11 ds
0

___é§itli§i v > ~-1 ve t > 0 igin saglanir.

= : E42j
Bt = 2 (-1 5w (4.16)

1 1] co . ;
R P R e

j=o

+2
= ( 1) 1(;{?:#.:1)2.[ #+J(1 "'T) dr

_ 2”P(V+1 Z ( ) 3{2)H+V+1+2J

- trtl JIT{p+r+5+2)
2YT(r+1
= B a(t)

olur ki bu da lemmanin ispatim bitirir.

.'-’!.:eorem 4.1.7: f € LY(R") fonksiyonu, n > 2, radyal ise onun Fourier dontigiimi
[ de radyaldir ve

Fy(jz)) = Folr) = 2y ~ln2/2 f fo(8)Jin-2)2(27r5)s™? ds
0

olmak iizere, f(z) = Fy(Jz|) formundadir. Burada fo(s) = f(|2])]jsi=. dit

-'_'_iSpat: r=lz|, z =rl2'l, s = |u| ve v = su' olmak lizere Fy(r) = flz) =

P:f flu)emtmiz s dy = ofo‘fo(s) [ [ e 2mirs(a’ v du} 5" ds egitligi elde edilir. Egitlikte
" 0 Yoy

‘igerideki integrali hesap edelim: Oncelikle 0 < 8 < 7 olmak {izere u &' = Cost
alarak ¢’ y1 tanimlayalim. Simdi, z’ ye dik olan Ly = {v' € X, r' = Cosf}

P o




alelini diigiinelim. Boylece icerideki ¥,,_; tizerinden integrali, 6nce Ly {izerinden
ak, 8 mn, [0,7] arahginda integrallenebilen fonksiyonunu elde ederiz, . Bu
ekleri ve Ly’ min olglimintn (R™! ’de Sin# yaricaph kiirenin yiizey alam)
(Sind)"~ P’ve esit oldugunu kullanarak, d§’ Ly mn yiizey elamani olmak tizere,

l 8—27rirs(n:' u’) du' = ‘F{j 6—27“'130039 dgr} de
pIEEY 0 Lg

e—?'m'r sClosl Wy—p (S% ng) n—2 a8

Il
oy

1
= Wp_s J‘l eZﬁrsﬁ(l _ {_"2)(11—3}/2 dg

2r(n DT [(n—1)/20 (5 n— ‘
= F{(n[—l}/z)]/] (2)(7.”‘3)( 2)/2J(n—2)/2(27?78)

= 27?(7‘3)—(”_'2}/241(,1_2)/2(275’?‘8)
e de ederiz ki bu da ispat: bitirir.

Not: Bu teoremin n = 1 icin ispati [ Stein and Weiss,1970.] sf:172 (Sonug:1.2) 'de

Teorem 4.1.8: § > 0 i¢in,

~ fonksiyonunun Fourier doniiglimui

&(z) = 708 + 1) ][ /DFLT o s(27)z))

: Ispat: @ fonksiyonu radyal oldugundan Teorem (4.1.7)’den
1

&(z) = 27|x|"Un=2/2 /(1 — |8*)8 sy (27)z|5)s™/ % ds
0

esitligi elde edilir. Simdi Lemma (41.5)f w=4§ ve p={(n—2)/2 alarak son
~egitlige uygularsak

~

@(.’E) = 27r]m|'[(”’2)/2](27r)“5“1251‘(5+1)]ml"s_lJ(np.g)/2+5+1(27r|3:I)

= 7:'_6].—‘(5 + 1)lz]_[(“/2)+5]Jn/2+5(27r[a:])

esitligi elde edilir ki bu da ispat: bitirir.




orem 4.1.9: m € (—3,00) olsun. Bu takdirde
(a) r—0% igin Jn(r) ~ o™ (4.1.10)
(b) r—roo ign Julr)=y/Eeos(r— % - §) + 00

olayisiyla

r — 00 igin Jnu(r)=0@F"Y?)
(4.1.11)

spat:  (a) Yukaridaki kogullar altinda (4.1.6)’dan

NLAY SVERYY (r/2)% T 244
Jlr) = (3) jgo( 1) G = (PHa+or+eart+ )
¢ dolayisiyla
R _

.2 x4
s = € Gt G

(r)*

. (b) Burada bizim i¢in asil gerekli olan (4.1.11) esitligi oldugu icin ilk kismin
spatini burada vermiyoruz. Bu ispat (Stein and G Weiss, 1971. sf:158) ’de bulun-

‘Sonug 4.1.12: § > (n—1)/2 olmak tuzere,

—~ |z}?)® z ise
<I)(a:)=¢>5(a:)=={(1 ||)0 ’ Mf; ;Se

~fonksiyonunun Fourier doniigiimii

&(z) = 17T + 1) |z| "D, s (2]
integrallenebilirdir. Yani &(z) =¢ € LYRr)dir

.. Ispat: &(z) = ¢ € Co(RP) ve Jn(t) , (m € (—=1,00) , t > 0) fonksiyon-

larmin asimptotik zellikleri gbz oniinde tutulursa, ¢ 'nin integrallenebilir oldugunu
gostermek icin, ¢ 'nin je] — 0 ve |2} — oo i¢in nasil davrandifin incelememiz

yeterli olacaktir. Bunun igin (4.1.10) ve (4.1.11)’den

N bt I e
o)~ | e | oo

oldugunu séyleyebiliriz ki bu da da B(z) =¢ € L'(R?) oldugunu gosterir.




gonug 4.1.13: R>0 , ¢ > ==, eu/r)(z) = R"p(Rz} ve 85 = /ey * f

)
olmak iizere effer f € LP(R®),1 < p < oo ise
() 1Sz—fll,—0 , B—oo

(b) }%gn S8(x) = f(z) esitlikleri f ’nin tiim Lebesgue noktalarinda (yani
hemen hemen her z icin) saglanir
fspat: ®(z) = p(x) nin (3.2.14) ve (3.3.7) Teoremlerinin hipotezlerini sagladigim

gdstermemiz ispata bitirecektir. Bunun igin, Gdzlem (3.2.25) ve Sonug (4.1.12)’den
. p(z)dz = @(0) = 1 oldugu gortlir. Diger yandan ¢’nin radyal ve Cy simfindan
Rn

{oldugu goz oniinde tutulursa ¢(x) = ess. sup |p(t)| = sup |p(t)| = ¢(z) € LY(R™)
: [£i2 || ft1>]=|

oldugu gorukir. Béylece ispat igin gerekli hipotezlerin saglandigini gdstermis olduk.
4.2 p-piiriizsiizlik ve Onemli Sonuglar

Uciincii boliimden buraya kadar S2-Bochner-Ries ortalamalarinin f{zr)’e nok-

‘tasal olarak yakinsadigim gosterdik. Bu kesimde esas amacimuiz S3-Bochner-Ries or-

talamalarimin f{z)’e , f nin bir tiir piiriizsiizlik (smoothness) noktalarinda yakinsama
izt incelemektir. Burada f nin lokal ptirtizstizliigii 6zel bir maksimal fonksiyonun

terimlerinde ifade edilecektir.

Tanim 4.2.1: p(r), (0,00) araliginda poxzitif, siirekli ve lim p(r) = 0 ozelliklerini
aglayan bir fonksiyon olsun Eger lokal integrallenen f fonksiyonu igin bir x5 € R?
noktasinda

my, (o) = Sup ) lziLr |f (2o — z) — f(zo}| dz < 00 (4.2.2)

saglanirsa, f fonksiyonu |zo| noktasinda g -pliriizsiizlik (smoothness) 6zelligine
sahiptir diyecegiz.

Gézlem 4.2.3: p -pliriizsiizhiik (smoothness) 6zelligini saglayan her nokta f fonksi-
yonunun Lebesgue noktalar: kiimesine aittir.

Ispat: Tanmm (3.3.4) ’ii kullanarak,

0<% [ f(z—t) = flo)|dt = H(T)Wl [ 1f(z—t) - f(=z)|dt

[¢]<r t<r

< ulr) swp e [ 1f(@—6) - f@)] b
o<r<l ft|<r

Yukaridaki esitsizlikte 7 — 0 igin limite gegerek

0<lim = [ Ufe =)= f@)]dr < lmp(r)e=0

ftl<r

oo s
i 2 i




rem 4.2.4: f € LHR®) fonk51yonu bir zg € R® noktasinda p-plrazstizlik
igine sahip olsun. Aynca § > #7= L olmak tizere,

lim r'""z:l“sy(r) =0 (4.2.5)

T+

giaﬁsm” Bu takdirde, ¢ ve d, ¢ ’dan bagiunsiz sabitler olmak tuzere
158(x6) — flzo)| < b T +df pler)rs 5[Jn+5+1(27'7)[ dr (4.2.6)

5 izligi saglanir.

Ik 6nce, klasik Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonunun bir genellegmesini
animlayalim, onunla ilgili ve Teorem (4.2 4)"lin ispatinda 6nemli rol oynayacak olan
‘Lemma ispatlayalim.

‘I‘amm 4.2.7: Negatif olmayan v(z) , = € R™ ve pozitif u(r) , (0 £ r < o0)
onkmyonlau verildiginde

(mu ) (y) = sup Whi'f%r | (z, y)lv(z)| dz (4.2.8)

O<r oo

seklinde tanimlanmis m,, ¥ fonksiyonuna ¢(z,y), (¢,y) € R™ fonksiyonunun (g, v)-
maksimal fonksiyonu diyecegiz.

v =1, p(r) = sabit = {R™ 'nin birim yuvanmn hacmi} ve ¢{z,y) = ¥(y—x)

~ olmasi durumunda klasik Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu (Stein and Weiss
, 1971, sf:53) elde edilir.

Lemma 4.2.9: m,, % maksimal fonsiyonu (4.2.8) ’deki gibi tanimlansin ve diferen-
siyellenen ¢(r), (0 < r < oo} fonksiyonu

lim r*u(r)e(r) =0 ve }.L%}r ru(r)e(ry =0 (42.10)

o0

kogullarimi saglasin. Bu takdirde her y € R™ igin
S e )ellz)lv(z) dz < (m¥)v) | rmu(r)le'(r)ldr (42.11)

esitsiziligi saglanir.

Ispat: Lemmanin ispatinda Stein ve Weiss'in kitabindaki ( sf:64) baz fikirleri kul-
lanacagz.
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birim kiiresinin alan elemanina do(6) diyerek

I(y) EP.!’; [4(z, )|z |v(z)dz =

08D lvr) do(0))ar

I

" Ho(M{ J [b(ré,9)|v(r8) do(8)}dr

elde ederiz. Simdi, 0 <t < oo ve 0<r < oo olmak iizere

A(t) = / (8, ) |w(t8) do () ve A(r)= ] M) dt

|8]=1

dersek,

=
=
1

" Hp(r)|Mr) dr = T lp(r)] dA(r)
= Jp(riA)g - ZfOA(r)sgnp(r)p'(f) dr
olur. Ote yandan

A = [a@etat= [ e piv(e) de < p) mau ()
0 |zf<r

esitsizliginden ve (4.2.10) kosullarindan

lo(IAMI =0

olur ve buzadan da

1) = ~ [ A)sanp(r)¢' (1) dr < FAE)P () dr < () @) T ()l ()] dr
- elde edilir.

Bu hazirhktan sonra artik Teorem (4.2.4) {in ispatim yapabiliriz.

kullanacagz:

0<r<oo |zl<r

Teorem 4.2.4 ’iin ispaty: § > 0 olmak fizere

— |z}?)¢ z| <1; ise
<I>($)=(I’.s(:v)={(1 H)O : {:c]lii, ise

Degigkeni, = 16, (0 <r < o0), 8= z/|z|) seklinde degistirerek ve [§] = 1

Not:Biz asaida v = 1 alacagiz ve bu halde m, % simgesi yerine (m,?)) simgesini

(mud)(y) = sup o5s [ [Y(e,y)|de (42.12)




fonksiyonu icin, e > 0 igin ¢.(|z]) = (%)”go(%l) olmak tizere Gozlem (3.2.20) ve
Teorem (4.1.7) ’den

8(z) = p(lzl) v / pellel)do = [ e(lal)de = 2(0) = 1

R»

olur. Bunu ve S¢ lerin (4.1.4) deki tanimim goz oniine alarak sunlan yazabiliriz:

152(2%) - f(=°)| < il' e ([2Dlf (=" — ) — f(a°)| dz

+ |z|'1>1 lpe(laDlIf(° = =) — f(z°)| de
= Ay (€) + As(e) (4.2.13)

Ilk 6nce Lemma (4.2.9) 'dan yararlanarak A;(¢) 'nun tahminini yapalim:

o _ [ F@ =)= @) , le<1
‘I'(“”"”)—{ 0 lz[>1
dersek,
| = [ lee(laDll¥(z,2")] dz

olur. A;{¢)’na, lemmadaki (4.2.11) esitsizlifini » = 1 icin uygulayarak, (Lemmanin
kogullarinin saglandigim daha sonra agagida gosterecegiz)

A1(6) < (mu ) (w0) [ () lellr)] dr

egitsizligi elde edilir. f fonksiyonu, teoremin varsayimina gore o noktasinda p-
piiriizsiizlik ozelligine sahip oldugundan (m,¥)(zq) < oo olur ve dolayisiyla, bir
¢; > 0 sabiti igin,

Ax(e) S e [ ()l dr (4214)

dir.

d+1 "\ (n 2my

el = (o) = LG9 s
formiiliindeki Bessel fonkswonlau icin iyi bilinen ( [Stein and Welss, 1971], sf:111)

1 d —-m —{m
() T (®)) = £ S 1)

ozdesligini kullanarak sunlarn yazabiliriz:

Ai(e) < Cz[{T‘"#(’*’)(%)”%(5)(—”/2“5)1Jn/2+5+1(2?)[d?"




= c3 [ pler)r™? 78| Jujgisq (207 )f dr (4.2.15)
D

imdi Lemmanin kosullanimn saglandigin: gosterelim. Bunun igin Bessel fonksiy-
nlanmin (4.1.10) ve (4.1.11) ’deki asimptotik formiilleri kullanacafiz. r — 0’a
tiginde, (4.1.10) dan dolay: r™u(r)p.(r) ~ csr"p(r) olur ve sonuncu ifade ise teo-
emde p(r) nin seiligine gore sifiza gidiyor. r — oco’a gittiginde (4.1.11)’e teoremin
4.2.5) sartina gore " pu(r) o (r)] < ca(e)r™p(r)r /25~ Y? = ey(e) p(r)rin02-8
ve dolayistyla, 7" u(r)we(r)] — 0 dir.

Simdi de (4.2.13) deki A,() ifadesinin tahminini bulahm. p + ¢ = pg olmak
“{izere Holder esitsizligini kullaniursak,

Aofe) < [fwo)] ] leellelide

|z|>
1/p N\ Ve
M (l iI>1 Iz - :::)|Pd:1:) (a i£1 l%(E)IQdm) (4216)

‘elde ederiz. z =18, (0 < o0, |6] =1} dersek,

J lpe(lz))]de

|z|>1

It

TT"‘I{ISI.I_I lpe(|2])| do(8)} dr = cs TTH_IM(I-'E])!‘“

o0
= css_“+1 ]r T_n/2_5|Jn/2+,§(2?TT)]dT
/e

Jm (1) fonksiyonunun, r — oo i¢in (4.1.11) 'deki asimptotunu kullanirsak, sonuncu
ifadeden

[ loellal)do < cremntt T ronfi-bpmiagy = cgsb02 - (4217)
[z]>1 1/e

olur

Benzer sekilde, 7 — oo igin (4.1.11) deki asimptotik formiil kullanilarak

/g o g
Q [ ledalfis) = (; 1 stz )
z|>1 1/
0 1/q
S CloE-—-n+1/q (‘f lf.—(n+1/2+delta)4 dT) — 61156_{(1;—1)/2} (4-218)
1/« _




“elde edilir. Simdi (4.2.17), (4 2.18) tahminlerini ve
1/p

[ 1@e—a)Pdz| < Iflls, <00

z|>1

‘oldugunu (4.2.16) 'da gézéniine alarak,

Ayfe) < 01255-'[(71—1)/2]

sonucuna variriz. Nihayet, A;(e) ve Aa(e) i¢in buldugumuz tahminleri (4.2.13)
'de gdz Oniine alarak teoremin ispatimi bitiriyoruz.

Sonug 3.2.19: Teorem (4.2.4) *iin kosullaui altinda p(r) = r®{ln7|®, (>0, 8>
- 0) alinursa, § > o + (n 4 1/2) saglandifinda

| 1S8(z0) ~ f(z0)] = O(e*|Inel?) , (e —0)

:_ olur.Ozel olarak u(r) = r* igin

|52(z0) = f(zo)| = O(%) » (6 = 0)

olur.

ispat u(r) = r*|ln7}®, (@ > 0, 8 > 0) olsun, § parametresi {izerine konulmug
§ > a + [(n + 1)/2] kosulunu kullanarak teoremin (4.2.5) kogulunun saglandgim
gormek kolaydir. Simdi p(r) = r®|Inr}? igin (4.2.6} esitsizli§inin saf tarafinin listten
tahminini bulalim.

Integralde p(r) = 7%} Inr}? koyarsak, yeteri kadar kiigiik € > 0 igin

o0 o
g'p(sr)r'"/2“6|Jn/2+5+1(27rr') < €“|1n5'|ﬂafr‘“‘+(”/2)”‘s(1 + [BEN | Tn2q 42 (27 | dr

< eoflnel? rete A8t [l Joosrse(2r)] dr
0

Sonuncu integralin yakinsak oldugunu gorelim. Bunun icin integral altindaki fonksi-
yonun (ki ona I{r) diyelim) r = 0 ve r — oo igin davramglanim incelemek
veterli olacaktir. Bessel fonksiyonu J,(¢)'nin (4.1.10) ve (4.1.11) deki asimptotlarin:
gozoniine alirsak, r — 0 icin '

I{r) ~ cyar®t™ | 1nr|?

ve r — o0 i¢in

I{r) ~ cygrotln=/ A8 nrs|?

olur. Sonucundan goriiniiyor ki, § > a +[(n + 1)/2] olursa a+[(n—1)/2] -6 < -1
olur ve dolayisiyla I(r)'nin integrali yakinsak olur. Béylece, 6 > o + [(n+ 1)/2]
esitsizligini saglayan her 4 icin

ng(:’EO) - f(mo)l S 61586_'[(71_'1)/2] + Cleé'al lné|ﬁ S Cl‘rfal In Slﬁ




olur.

Sonu¢ 4.2.20: Teorem’ in kogullar altinda p(r) = r*I®(r +1), (@ >0, 5> 0)
alnirsa, d > a+f+ (n+1/2) saglandiginda

18¢(20) - £(20)] = O(e™**) , (€ — 0)
olur.Ozel olarak pu(r) =In’(r +1), B> 0 igin
15(@0) = F(zo)| = O(eP) , (e = 0)

ispat: p(r) =< In®(r+1), (>0, f>0)olsun. o, ve & parametrelerinin
sagladifn 6 > a + B + (n + 1/2) kosulunu kullanarak teoremin (4.2.5) kogulunun
saglandiinm gormek zor degildir. Simdi (4.2.6) esitsizliginin sa§ tarafindaki integ-
ralde pu(r) = r*In?(s +1) koyarak

o0 ) (o]
f,u(er)r"/z“ﬂJn/2+5+1(2m) dr = fa""r“ln’g(l 4 e ) ™27 T 51 (27| dr
0 0

© Her ¢ > 0 igin In{1 +t) < t oldugundan § > 0 igin In?(1 +er) < €18 ve
dolayisiyla

f #(57‘)T'n/2_5|-]n/2+5+1(27”') dr < goth f pothtin/2) _6|Jn/2+5+1(2'7”’)|d7
0 ]

Yine Bessel fonksiyonunun r — 0 ve 7 — oo igin (4.1.10) ve (4.1.11) ’'deki
asimptotlarim goz oniine alisak § > o + § + (n + 1/2) esitligini saglayan her ¢ igin
sonuncu integralin yakinsak oldugunu gorebiliriz

Boylece, § > a+ 8+ (n+1/2), (>0, 3 > 0) olunca

| Sg (o) — Flao)| < CISEJ—I(H—U/?} + e168%HP = 9 coth




4. TARTISMA VE SONUC

Fourier doniisiimii bilinen bir fonksiyonun olugturulmasinda kullanilan onemli
oplanabilitlik metotlarimin incelendigi bu ¢alismann bulgular kisminda Bochner-
Riesz oratalamalarimin fonksiyona yakinsama hizi incelenmistir.

Cahsmada da goriilecegi gibi (3.1.1.) integralinde, ®(2) = el alarak Abel-
Poisson, ®(z) = e~#I" glarak Gauss-Weierstrass ve

1—|zi®Y |, lzf<1 ise
B(z) = 0s(2) = (=i )0 , Ixi >1 ise

arak Bochner-Riesz toplanabilirlik metotlan olugturulmus ve Bochner-Riesz or-
alamalarnin fonksiyona ait p-piiriizsiiz noktalarinda yakinsama hiz incelenmistir.
‘Burada tartigmaya agik olarak, Teorem (3.3.7) ’nin hipotezlerini saglayan fonsiy-
nlar segilerek degisik toplanabilirlik metotlar olusturabiliriz ve Bochner-Riesz o1-
alamalar1 i¢in buldugumuz fonksiyona yakinsama hizlari bu fonksiyonlar icin de
_bulunabilir.




5. OZET

Bu ¢alsmada esas olarak: “Lebesque anlaminda integrallenen bir fonksiyonunun
: Fourier dontistuma verddidinde, acaba verilen bu dontigiimden yararlanarak fonksi-
‘yonun kendisini nasi elde ederiz? 7 sorusuna cevap veren degisik toplanabilirhik
'(summability) metotlar: tanitilmmg ve Bochner-Riesz metodu igin Bochner-Riesz or-
talamalarinin birtiir ptirtizsiizlitk noktalarinda sézkonusu fonksiyona yakinsama hiz
“incelenmigtir.

: Tezin ilk iki boliimiinde, Abel, Bochner-Riesz ve Gauss- Weierstrass ortalamalar:-
nin fonksiyona noktasal olarak yakinsadiklarn ispat edilmis daha sonra bu ortala-
‘malarin fonksiyona yakinsamasi icin saglamalar gereken yeterli kogullar daha genel
Jarak gosterilmisgtir.

_ Ayrica tezin son boliimtinde Bochner-Riesz ortalamalarinin fonksiyona yakinsa-
‘ma hizinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynayan Birinci tip Bessel fonksiyonlary’
‘nin asimtotik davramislazi incelenmistir.

i umvmﬁ"“@s‘
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6. SUMMARY

One of the main problems of Harmonic analysis is the question “ given the
Fourier Transform of a Lebesque integrable function f, how do we oblain f back
again from its Fourier transform ¢ 7

In this work, we introduce some of the summability methods which answer
this question.

In the first two parts of this work we prove that Abel-Poisson, Bochner-Riesz
and Gauss-Weierstrass means converge to the function and we obtain sufficient con-
ditions for the convergence of more general types of means.

In the last part of this work, we investigate and determine the rate of con-
vergence of the Bochner-Riesz means to the function at some points of smoothness
(p-smoothness).
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