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OZET

LINEER REKURANS BAGINTILARI YARDIMIYLA BAZI OZEL SAYILARIN
VE POLINOMLARIN URETEC FONKSIYONLARININ TANIMLANMASI VE
BUNLARIN UYGULAMALARI

Yagmur CETIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Temmuz 2023, 25 sayfa

Bu tezde lineer rekiirans bagintilar1 yardimiyla bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin
iireteg fonksiyonlar1 verilmis ve bundan faydanilarak bazi uygulamalar yapilmustir. Ureteg
fonksiyonlar1 yardimiyla bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin 6zellikleri incelenmis ve
bunlar arasindaki bagintilar ve formiiller tizerine ¢alisilmugtir.

Bu tez caligmasinda, iki sifirn ve iki birin yan yana gelmemesi kosuluyla {0, 1,2}
kiimesi lizerinde yazilabilecek tekrarli s-li tiim permiitasyonlarin sayisina karsilik gelen
bir say1 dizisi ele alinmigtir. Charalambides (2002) tarafindan verilen rekiirans bagintisi
yardimiyla bu say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu iizerinde ¢aligilmistir. Bu iirete¢ fonksiyo-
nunun baz1 6zel fonksiyonlar ile iligkileri verilmistir. Ilgili iirete¢ fonksiyonu yardimiyla
Charalambides (2002) kitabindaki Problem 7.7.11 ile verilen homojen lineer rekiirans
bagintisinin ¢oziimii de verilmistir. Buna ek olarak, bu tez ¢alismasinda elde edilen bazi
sonuglarin Simsek (2023) tarafindan verilmis olan ve 6zellikle de Fibonacci tipli ve Lucas
tipli say1 ve polinom ailelerini kapsayan bir polinom ailesi ile iligkileri de elde edilmis-
tir. Ayn1 zamanda ilgili tirete¢ fonksiyonu ile yeni bir 6zel polinom ailesi tanimlanmis ve
bu polinomlarin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bu 6zelliklerden bazilar1 kullanila-
rak, matematikte ve diger uygulamali bilimlerde kullanilabilecek bircok yeni formiil elde
edilmistir. Bu polinomlara tiirev operatorii uygulanarak yeni formiiller de elde edilmis-
tir. Ayrica bu polinomlar i¢in Riemann integral gosterimleri de verilmistir. Elde edilen
yeni sonuglar birinci tiirden Stirling sayilar1 , ikinci tiirden Bernoulli polinomlar1 (Cauchy

sayilart), Fibonacci sayilar1 ve Pell sayilar1 gibi 6zel say1 ve polinomlar1 icermektedir.



Bu tez calismasinda, tez kapsaminda elde edilen sonuglar hakkinda kargilagtirmali cok

sayida notlar verilmis ve bunlara bagli olarak da yorumlamalar yapilmstir.

ANAHTAR KELIMELER: Bazi 6zel say1 ve polinom aileleri, Bernoulli sayilari ve po-
linomlar1, Fibonacci sayilari, Fibonacci tipli sayilar ve polinomlar, Lineer rekiirans bagin-

tis1, Ureteg fonksiyonlari, Stirling sayilari.
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ABSTRACT

BY THE HELP OF LINEAR RECURRENCE RELATIONS DEFINING
GENERATING FUNCTIONS OF SOME SPECIAL NUMBERS AND
POLYNOMIALS AND THEIR APPLICATIONS

Yagmur CETIN

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
July 2023, 25 pages

In this thesis, generating functions of some special numbers and polynomials are defi-
ned with the help of linear recurrence relations and some applications are made by making
use of this. With the help of generating functions, the properties of some special number
and polynomial families were examined and the relations and formulas between them
were studied.

In this thesis, a sequence of numbers corresponding to the number of all repetitive
s-permutations that can be written on the set {0, 1,2}, provided that two zeros and two
ones do not come together are discussed. With the help of the recurrence relation given by
Charalambides (2002), the generating function of this number sequence has been studied
and the relations of this generating function with some special functions are given.With
the help of the related generating function, the solution of the homogeneous linear recur-
rence relation given by Problem 7.7.11 in the book of Charalambides (2002) is also given.
In addition, in this thesis some obtained results have been related to a polynomial family
given by Simsek (2023), especially including Fibonacci type and Lucas type number and
polynomial families. At the same time, a new special polynomial family was defined with
the related generating function and some basic properties of these polynomials were exa-
mined. Using some of these properties, many new formulas have been derived that can
be used in mathematics and other applied sciences. By applying the derivative operator
to these polynomials, new formulas are also obtained. Also, Riemann integral representa-

tions for these polynomials are given. The new results which are obtained, include some
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special numbers and polynomials like Stirling numbers of the first kind, Bernoulli poly-
nomials of the second kind (Cauchy numbers), Fibonacci numbers and Pell numbers.

In this thesis, a large number of comparative notes have been given about the results
obtained within the scope of the thesis and interpretations have been made depending on

these.

KEYWORDS: Bernoulli numbers and polynomials, Generating functions, Fibonnaci
numbers, Fibonnaci type numbers and polynomials, Linear recurrence relations, Some

special numbers and polynomials, Stirling numbers.
COMMITTEE: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
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ONSOZ

Bu tezde, baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin 6zellikleri tirete¢ fonksiyonlar1 kullani-
larak incelenmis ve bu 6zel say1 ve polinom ailelerinin arasindaki bagintilar ve formiiller
tizerine ¢alisilmistir. Bu aileler arasinda kurulan bagintilart anlatabilmek i¢in her bir aile-
nin Ozelliklerine detayl sekilde yer verilmistir. Tiirev operatdrii kullanilarak bu 6zel say1
ve polinom aileleri i¢in yeni formiiller elde edilmistir. Ayni1 zamanda bu polinomlarin Ri-
emann integral gosterimi yapilmistir. Bulunan yeni sonuclar birinci tiirden Stirling say1-
larini, ikinci tiirden Bernoulli say1 ve polinomlarini, Pell say1 ve polinomlarini ve Cauchy

sayilarini icermektedir.

Ureteg fonksiyonlar1 yardimiyla yeni bir say1 ve polinom ailesi tamimlanmus, iyi bili-

nen bazi 0zel say1 ve polinom aileleri ile arasindaki 6zellikler incelenmistir.

Bu tezde baz1 6zel say1 ve polinom ailelerini, iirete¢ fonksiyonlarini, rekiirans bagin-

tilarin iceren tanimlara, teoremlere ve bunlardan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

Ureteg¢ fonksiyonlar1, matematik, fizik, olasilik ve istatistik gibi birgok uygulamali

bilim alaninda kullanilmaktadir.

Bu tez; Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma ve Sonuglar

olmak iizere bes ana boliimden olugmaktadir.

Giris boliimiinde, tirete¢ fonksiyonunun tarihinden ve iirete¢ fonksiyonu yonteminden

bahsedilmistir.

Kaynak Taramasi boliimiinde bu tezde kullanilan bazi 6zel say1 ve polinom ailelerinin

tanimlarinin yani sira iirete¢ fonksiyonu ve rekiirans bagintis1 tanimlarina yer verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde (Simsek 2023) calismasinda verilen bir¢ok 6zel say1 ve
polinom ailesini iceren genel formiiliin yanisira bunlarin baz1 6zel say1 ve polinom aile-
leri ile arasindaki iligkisinden bahsedilmistir. (Ozdemir and Simsek 2016) calismasinda

tanimlanan iki degiskenli bir polinomunun tanimina ve bulunan sonuglara yer verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde 6zel say1 ve polinomlarin yeni bir ailesi iirete¢ fonk-

siyonlar1 yardimiyla tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu polinomlara tiirev



operatorii uygulanarak yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir. Benzer sekilde Riemann
integral gosterimi de yapilmistir. Elde edilen sonuclarin birinci tiirden Stirling sayilari,
ikinci tiirden Bernoulli polinomlart ve Cauchy sayilari ile arasindaki bagintilar bulunmus-
tur. Ayrica Charalambides (2002) calismasindaki Aligtirma 7.7.11 alistirmasinda verilen
homojen lineer rekiirans bagintisinin iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla ¢éziimii verilmig-
tir. Daha sonra 6zel say1 ve polinom aileleri ile olan iligkileri incelenerek yeni teorem ve

sonuglar elde edilmistir.
Tezin son kisminda Kaynak Listesi ve kisa 6zge¢misim bulunmaktadir.

Bu tez caligsmas siiresince bilgisi ile yolumu aydinlatan, her daim destegini esirgeme-
yen yol gosterici danismanim Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK e tesekkiirlerimi ve saygilarimi
sunarim. Her zaman yanimda olan degerli aileme ve manevi destegini hep hissettigim

Osman Bozkurt’a yiirekten tesekkiir ederim.
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Simgeler:

Ys ()
Yo, S,
E, (k)

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Tam sayilar kiimesi

: Negatif tam sayilar kiimesi
: Z- U {0}

: Pozitif tam sayilar kiimesi

: N U {0}

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Birinci tiir Stirling sayilari
: Bernoulli sayilari

: Bernoulli polinomlari

: Ikinci tiir Bernoulli sayilari
: Ikinci tiir Bernoulli polinomlari
: Pell sayilar

: Azalan faktoriyel

: Binom katsayis1

: {a,(x)},—, dizisinin adi iirete¢ fonksiyonu

: {b,,(x)} 7~ , dizisinin iistel iireteg fonksiyonu

: A= {x1,29,...,x:} kilmesinin s-1i permiitasyonlart

: Tekrarh ve kisitlama kosulu ile iki tane sifir ve iki tane birin hi¢ yan yana

gelmeksizin A = {0, 1, 2} kiimesinin s-li permiitasyonlarinin sayisi

:ys (0) = y, Ozelligini saglayan yeni bir polinom ailesi
: Cok degiskenli Fibonacci ve Lucas tipli polinom aileleri

: k basamakl1 n dall1 benzenoid zincirlerini sayan say1 ailesi

X
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1. GIRIS

Sayilarin tarihgesi cok eski zamanlara dayanmaktadir. Insanlik tarihi de sayilarla baslar.
Hemen hemen her ¢agda sayilar ve bunlarin uygulamalari insanlifin vazgecemedigi ve
her asamada kullandig1 araglarin basinda gelmektedir. Bilimin gelisimi de sayilarin ge-
lisimine baglidir. Her bulunan yeni say1 kiimesi de yeni teknolojilerin gelismesine ya da
icadina kaynak tegkil etmistir. Ornegin i (42 = —1) sayisinin bulunmasiyla, basta komp-
leks analiz olmak iizere (belki de iiretec fonksiyonlarimin gelisimine kaynak tegkil etmis)
elektrik ve elektronik miihendisliginin ve fiziksel olaylarin degerlendirilmesine sebep ol-
mustur. Bu nedenle, arastirmacilar yeni say1 kiimelerinin bulunmasi i¢in her ¢agda ¢abalar
harcamaktadir. Bu cabalarin ve ¢alismalarin sonucunda sayma sayilari, tam sayilar, rasyo-
nel sayilar, reel sayilar, karmagik sayilar ve p-adik sayilar kiimeleri bulunmustur. Hemen
hemen her kiime iizerinde de yeni bir analiz ve cebir insaa edilmistir. Sayilarin gelisimi
bilimin ve teknolojinin gelisimine esdeger oldugundan, giiniimiizde de 6zel sayilar ve
0zel polinomlar bu gelismelerde ¢cok 6nem arz etmektedir. Artik, fonksiyonlar yardimiyla
sayilar ve polinomlarin temel 6zelliklerini aragtiran yeni bir analiz ingaa edilmistir. Bu
analizler, Urete¢ fonksiyonlar teorisi, Umbral calculus (analiz), p-adic g-analiz vs. gibi
alanlarda yeni say1 aileleri iiretilmekte ya da kesfedilmeyi beklemektedirler. Bu nedenle
her donemde ve her yeni ¢agda yeni bulunacak sayilar ve polinomlar ve bunlarin iirete¢
fonksiyonlar1 hem matematigin, hem olasilik ve istatistigin, hem kuantum fiziginin ve

hem de miihendisligin ve ayrica diger bilimlerin gelismesine katkilar saglayacaktir.

Ureteg fonksiyonlarin tarihi 1730’lara kadar gitmektedir. Ureteg fonksiyonu; bir (a,, )
say1 dizisinin girdilerini katsayilarinda tutan kuvvet serisi olarak tanimlanabilir. Genel
lineer rekiirans problemini ¢6zmek i¢in 1730°da ilk olarak Fransiz matematik¢i Abra-
ham de Moivre, iirete¢ fonksiyon yontemini kullanmistir. Abraham de Moivre tarafindan
verilen bu yontemden esinlenilerek, bu tezin sonug¢larinin sunulmasi planlanmistir. Dola-
yisiyla, bu tezin ana motivasyonu, Charalambides (2002) kitabinin Aligtirma 7.7.11’inde

verilen homojen lineer rekiirans bagintisinin ¢oziimiinii vermektir.

Uretec fonksiyonlar1, Fibonacci ve Lucas tipli sayilar ve polinomlar icin, bircok yazar

tarafindan incelenmistir. Bu sayilarin ve polinomlarin matematikte ve diger uygulamali
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bilimlerde bir¢cok uygulamasi vardir (bkz. Alkan 2021; Simsek 2023).

Yukaridaki yorumlar goz oniine alindiginda 6zel sayilar ve 6zel polinomlar ve bun-
larin iirete¢ fonksiyonlarinin uygulamalarin1 vermek ve incelemek, bu tezin temel amaci
olmustur. Bu tezde yeni say1 ailelerinin temel 6zellikleri ve uygulamalar tirete¢ fonksi-

yonlart yardimiyla verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde tezde kullanilacak tanimlarin ve teoremlerin yani sira tezin dayandigi bazi
0zel sayilara ve polinom ailelerine, iirete¢c fonksiyonlarina ve rekiirans bagintilarina yer
verilmistir.

m, j € Ny olmak iizere,
J 0, m<j

seklinde tanimlanir (Roman 1984).

x € R olmak iizere, (z); ile ifade edilen azalan faktoriyel

zx—1)(z—2)...(x—j5+1), jeN
1 =0

(z); =

seklinde tanimlanir (Roman 1984).
Tamim 2.1. R € (0, 00) olmak iizere |z| < R bélgesinde

H,(z,z)= i an(x)z" (2.1)
agilimiyla verilen H, (z, x) fonksiyonuna {a,(x)}, ", dizisinin adi iirete¢ fonksiyonu de-
nir (Volkovysky ve ark. 1977).

Tamim 2.2. R € (0, 00) olmak iizere |z| < R bélgesinde
oo Zn
Hp (2,2) = ) _bu(2) (22)
n=0

agilimiyla verilen Hg, (z, x) fonksiyonuna {b,(x)} ", dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu

denir (Volkovysky ve ark. 1977).

Tamim 2.3. s € Ny olsun. d say: dizisini goz oniine alalim. 7 = 0,1, 2, ..., r olmak iizere
s’nin lineer fonksiyonlari olan, cy (s) # 0ve ¢, (s) # 0 sartint saglayan c; (s) katsayilart
ve v () igin;

co (8)dsyr +¢1(8)dsir1+ ...+ (8)ds = v (s) (2.3)

ifadesine d4 sayi dizisinin r. dereceden lineer rekiirans bagintisi adi verilir (Charalambi-

des 2002).
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Egerv (s) = 0, s € Nise, o zaman (2.3) bagintisina homojen lineer rekiirans bagintist,
v (s) # 0, s € Nise, o zaman (2.3) bagintisina tam lineer rekiirans bagintist denir. Eger
denklemin katsayilar1 s degiskeninden bagimsiz sabit sayilar ise, 0 zaman (2.3) baginti-
sma 7. dereceden sabit katsayili lineer rekiirans bagintis1 denir (Charalambides 2002).

(2.3) denklemi ile verilen rekiirans bagintisinin genel ¢oziimii r tane keyfi sabit ice-
riyorsa ve bu denklemin ayn1 zamanda r tane baslangic kosullart olan dy, dy, ..., d,._;
sabitleri de biliniyorsa, bu denklemin ¢oziimii tektir. Ornegin; c; ve c, birer sabit olmak
izere d,, ve d,, 1 baslangi¢c kosullariyla birlikte verilen 2. dereceden sabit katsayili ho-

mojen lineer rekiirans bagintisin1 s € N i¢in ele alalim:
dsio+crdsi1 +cods =0, s=m,m+1, ... 2.4
Burada ¢, # 0 ve m negatif olmayan tamsayidir.
d(s)=p°,s=m,m+1,..
dizisi (2.4) esitliginin bir ¢oziimiidiir ¢iinkii p asagidaki denklemin bir kokiidiir:

t8+2 + CltS-‘rl + CQtS — 0

(Charalambides 2002).
Ornegin, (2.4) esitliginde s = 0, ¢; = —1 ve ¢, = 1 alindiginda karakteristik denklem
asagidaki gibidir:
tP—t—1=0.
Bu denklemin kokleri p; = 115 ve p, = 155 olmak iizere

(Pl)s - (02)8

V5

Binet formiiliiyle verilen Fibonacci sayilarinin sagladigi lineer rekiirans bagintisi, Fi = 0

F, =

ve [} = 1 olmak lizere s > 0 i¢in

Fs+2:-Fs+1+FS

seklinde verilir (Koshy 2001; Charalambides 2002).
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Tanim 2.4. m, j € Ny olmak iizere, Sy (m, ), birinci tiir Stirling sayilart asagidaki iirete¢

Jfonksiyonu ile tanimlanir:

(log1+t Zslmj t 2.5)

(Riordan 1958; Roman 1984; Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

Tanim 2.5. w € Rve |w| < 27 olsun. B,,, Bernoulli sayilar: asagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tamimlanir:

Fy(w) = = Z B, (2.6)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Roman ] 984, Srivastava ve Choi 2012).

Tanmm 2.6. w € R ve |w| < 27 olsun. B, (z), Bernoulli polinomlar: asagidaki iirete¢

Jfonksiyonu ile tanimlanir:

Fpy(w,z) = .

o xt __ - w_n
—et = ; Bu(w)— 2.7)
(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Roman 1984; Srivastava ve Choi 2012).

J € Ny igin (2.7) bagintisinda 6zel olarak = = 0 alinirsa, B; (0) = B; oldugu goriiliir.
(2.6) bagintisi icin By = 1 ve v € N olmak iizere, Bernoulli sayilar1
B, = Z (“) B (2.8)
=0
rekiirans bagintist ile hesaplanir (Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Roman
1984; Srivastava ve Choi 2012).

(2.8) esitligi kullanilarak bazi Bernoulli sayilar1 asagida verilmistir:

1 1 1 1
By =1, 312—57 3226, B4=—%, BG:E'

v € N i¢in By, = 0 dir.
(2.6) ve (2.7) kullanilarak, Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli polinomlar: cinsinden
Bu(z) = i ("> ¥ B, (2.9)
=0 \J
sonlu toplam1 seklinde yazilir (Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Roman 1984;
Srivastava ve Choi 2012).
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(2.9) bagintis1 yardimiyla elde edilen bazi Bernoulli polinomlar1 agagida verilmistir:

B(]<£L'> = 1,
1
Bl(l') = $—§,
1
By (x) = x2—x+6,
32
Bs(z) = 903—7 5
1
B A 9,8 2 L
1 () x s 30’
hxt bxd
B A
5 () 2 T3 6
Sxt o x? 1

Bu tez ¢calismasinda Fibonacci ve Lucas tipli sayilarin yanisi sira Pell sayilar1 da cali-

stlacaktir.

Tamim 2.7. Fibonacci sayilarumin iirete¢ fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimlanir:

> t
Fi'=— " 2.10

(Koshy 2001; Koshy 2014; Simsek 2021; Simsek 2023).

Tamim 2.8. Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimlantir:

2—1t
 Ltt=—— (2.11)
(Koshy 2001; Koshy 2014; Simsek 2021; Simsek 2023).

Tamim 2.9. Pell sayilarimin iiretec fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimlanir:

> t
Ptt=— 2.12
>R - @

(Koshy 2001; Koshy 2014;, Simsek 2021; Simsek 2023).

Fibonacci ve Lucas tipli sayilarin kimya alaninda uygulanan bir 6rnegini verelim. Bu
uygulamalarin detaylar: ve ilgili kimyasal yapilarin tanimi i¢in (Cyvin ve Gutman 1988)

calismasina bakilabilir.
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Hidrokarbonlar, yapisinda sadece karbon ve hidrojen atomlar1 bulunduran kimyasal
bilesiklerin genel adidir. Benzin, benzen, naftalin ve asetilen de birer hidrokarbon kari-
stmidir. Hidrokarbonlar yapilarina bagh olarak alifatik, aromatik ve alisiklik bilegsikler
olarak simiflandirilir. Aromatik hidrokarbonlar bir veya daha ¢ok benzen halkasi ihtiva
ederler. En basit aromatik hidrokarbon benzendir. Benzenoid hidrokarbonlar odun, komiir
veya petrol gibi tamamlanmamis oksidasyonla iiretilen ve her yerde bulunan maddelerdir.
Kekule ilk kez benzenin yapisi i¢in uygun bir oneride bulunmustur. Bu 6neride alt1 kar-
bon atomunun altili bir halka olusturdugunu ve bu karbonlarin her birine bir hidrojenin
bagl oldugunu belirtmistir. Tek dogrusal ve zikzak zincirler, tekrarlanan birimleri olan
benzenoid sistemler olarak yorumlanabilir. Katakondense merdivenler olarak adlandiri-
lan ve E, (k) ile gosterilen benzenoidler ise n > 3 igin dalli zincirlere sahiptir (Cyvin ve
Gutman 1988).

Bu tez calismasinda, tekrarli ve kisitlama kosulu ile iki tane sifir ve iki tane birin
hi¢ yan yana gelmeksizin A = {0, 1, 2} kiimesinin s-li permiitasyonlarinin sayisi y; ile
gosterilmigtir ve A kiimesi lizerinde ingaa edilen bu permiitasyonlarin sayisini hesapla-
yan iirete¢ fonksiyonu ve bunlarin bazi uygulamalari arastirilmistir. , sayilar1 Benzenoid
hidrokarbonlardaki Kekulé yapilariyla ilgilidir. Ozellikle, bir benzenoid sisteminin mii-
kemmel eslesme sayisinin, ilgili sisteme karsilik gelen benzenoid hidrokarbonun Kekulé
yapilarinin sayisina esit oldugu bilinir. Bu da ilgili yapilarin ve sayilarin kombinatorik
ve ayrik matematigin ¢esitli alanlarinda arastirilmasimi saglar. Ayrica bu tezde, 6zel bir
durumda her i¢ yiiziiniin kenar uzunlugu 1 birim olan bir diizgiin altigen ile sinirlandiril-
mis benzenoid sistemlerini temsil eden bir say1 ailesi iizerinde calisilmustur. Ilgili sayilar:

veren yapilar Sekil 2.1 ile gosterilmisgtir.
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Sekil 2.1. £ basamakl1 n dalli bir Katakondense merdiveni 6rnegi

Sekil 2.1 ile verilen ve Katakondense merdivenleri olarak da adlandirilan & basamakli

n dalli benzenoid zincirlerini sayan say1 dizisi {E, (k)} -, ile gosterilmektedir. Es (k)

sayilart igin ti¢ terimli rekiirans bagmtist Fs (1) = 3, E3 (2) = 8 olmak iizere £ > 3
asagidaki gibidir:

Ey (k) =2E,(k—1)4+2FE, (k—2) (2.13)

(Cyvin ve Gutman 1988).
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Sekil 2.2. k£ basamakl1 2 dalli bir Katakondense merdiveni 6rnegi

Ayrica bu dizi agagidaki formiil yardimiyla da hesaplanabilir:

By (k) = ﬁ { (1+v3) . (1-v3) m} 2.14)
(Cyvin ve Gutman 1988).
n,k € Nve k > 2i¢in {E, (k)} ~, dizisinin genel rekiirans bagitisi ise agagidaki
gibidir:
E, (k) = nE, (k= 1)+ nkE, (k — 2) (2.15)
(Cyvin ve Gutman 1988).
k degeri degistik¢e F,, (k) ; k. dereceden n nin bir polinomudur.
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Ornegin, k = 0,1, ..., 10 degerleri igin asagidaki polinomlar elde edilir:
Ey (0) 1, (2.16)
E, (1) n+1,
E,(2) n(n+2),
E, (3) n(n®+3n+1),
E,(4) = n*(n+1)(n+3),
E, (5) n® (n®+5n* +6n+1),
E, (6) n® (n+2) (n*+4n+2),
E, (7) n® (n+1) (n®+6n° +9n + 1),
E, (8) n* (n* +8n® +21n* 4+ 20n + 5)
E, (9) n* (n® +9n* + 28n” 4 35n° + 150 + 1),
E, (10) n’(n+1)(n+2)(n+3) (n* +4n+ 1)

(Cyvin ve Gutman 1988).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, bu tez calismasinda kullanilan materyal ve metotlar tamimlariyla birlikte
verilmistir.

Simsek (2023) calismasinda, Fibonacci ve Lucas tipli sayilar ve polinomlar, Sextet
tipli polinomlar, Humbert tipli polinomlar ve diger polinom ve say1 aileleri ile iligkili bir-
cok belirli 6zel say1 ve polinom sinifini iceren adi iirete¢ fonksiyonlarinin genel yapisini

asagidaki gibi olusturmustur:

m ! = i\Yn (P(?}m)> " (3.17)
1+ Z Pj(z)t) n=0
A~
k
— — ;Qj(xj)tj > — —
G (1 P(X); QX)) = = =Y s (P, (3a8)
L+ > Pi(z;)t?  n=0
burada
P(X0) = (Pi(21), Pa(2), - - ., Po(am))
ve
QXom) = (Q(21), Qs(w2), .., Qulas)
ayrica
d
Pj(xj) = Z avx;’
v=0
\~

QZ(IZ) = Z bvx?,

v=0
burada m € N, ¢,d,k € Ny, 0 < [ < kve 0 < 7 < m. Detaylar icin (Simsek 2023)

calismasina bakiniz.
Ikinci tiir b,, () Bernoulli polinomlar asagidaki iirete¢ fonksiyonu yardimiyla tanim-

lanir:

t R "
log(1 +1t) (1+8)" = nZ:o bn(x)n! ©-19)

(Boyadzhiev 2019; Comtet 1974; Kim 2015; Roman 1984; Simsek 2019; Simsek 2021).

11
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(3.19) denkleminde x = 0 alinirsa, ikinci tiir Bernoulli sayilarini (veya birinci tiir

Cauchy sayilarini) elde ederiz:

b, (z) polinomlart ve b,,(0) sayilart ayn1 zamanda sdyle tanimlanir:
z+1
by(z) = / vo—1)(v—=2)...(v —n+1)dv (3.20)
ve
1
b (0) = / oW —1)w=2).. (v —n+1)dv (3.21)
0

(Comtet 1974; Kim 2015; Roman 1984; Simsek 2019; Simsek 2021).
Ozdemir and Simsek (2016) iki degiskenli G,,(x; y; k; m; v) polinomunun iirete¢ fonk-

siyonunu k, m, n € Ny icin agagidaki gibi tanimlamigtir:

1 - ,
Jj=0
N ]
gj (ZL‘, y; ]{3, m, n) _ (] c (m +n )) ymcx]k—mck—nck (3.23)
C
c=0

(Ozdemir ve Simsek 2016).

(Ozdemir ve Simsek 2016) ¢alismasinda G,,(x; y; k; m; v) polinomlarmin; Fibonacci
polinomlar1 ve sayilari, Lucas polinomlar1 ve sayilari, Pell polinomlar1 ve sayilari, Ja-
cobsthal polinomlari, Vieta-Lucas polinomlari, Chebyshev polinomlari, Humbert poli-
nomlari, Geganbauer polinomlar: gibi bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin genellestiril-
mesi ve birlestirilmesi olarak yazildigina dikkat cekilmistir. Dahas1 Ozdemir ve Simsek
(3.22) esitligini kullanarak Apostol tipli sayilari ve polinomlari ve G,, (z, y; k, m, n) poli-
nomlarini igceren bircok ilging sonuglar vermistir.

(3.17) ile (3.22) denklemlerini kullanarak asagidaki esitligi elde ederiz:

gj (xuya k7m7n) = Y] (P1<'r1)7 P2<x2>7 s 7Pm+n(xm+n))

= ¥ [ =500, .0 —y"

m-+n—2 tane

12
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde tez ¢caligmasinda elde edilen tiim sonuglar verilmistir. Ozellikle bu béliimde,
ys sayilarinin Fibonacci tipli ve Lucas tipli say1 ve polinom aileleri ile iligkisi incelen-
mistir. Ayrica yeni bir polinom ailesi iirete¢ fonksiyonlar yardimiyla tantmlanmistir. Bu
polinomlarin iirete¢ fonksiyonu kullanilarak bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bu poli-
nomlara tiirev operatorii uygulanarak bazi tiirev formiilleri verilmistir. Bu polinomlar i¢in
Riemann integral gosterimleri de verilmistir. Bu sonuclar, birinci tiirden Stirling sayila-
rini, ikinci tiirden Bernoulli polinomlarint ve Cauchy sayilarini igerir. Ayrica bu tezde,
Charalambides’in 7.7.11 alistirmasinin ¢oziimiinii arastirllmistir (Charalambides 2002).
Bu aligtirma, (4.24) denklemiyle verilen homojen lineer rekiirans bagintisini icerir.

ys, iki sifirin ve iki birin yan yana gelmemesi kosuluyla {0, 1,2} kiimesi iizerinde
yazilabilecek tekrarli s-1i tim permiitasyonlarin sayist olsun.

(Charalambides 2002) calismasinda, yo = 1 ve y; = 3 baslangic kosullar: altinda vy,

sayilarinin rekiirans bagintisini s € Ny i¢in asagidaki sekilde vermistir:

Ys+2 = 2ys+1 + Ys. (424)

Bu boliimde y, sayilarinin adi iirete¢ fonksiyonu (Charalambides 2002) ¢alismasinda

oldugu gibi
K(t) =)yt (4.25)
s=0

ile gosterilecektir.
Ureteg fonksiyonunu, (4.24) esitligi yardimiyla vermek i¢in rekiirans bagitis1 metodu
kullanilmustir.

s € Ny i¢in, (4.24) ile (4.25) bagintilar1 kullanilarak

i ys+2ts+2 = 9 i ys+1ts+1 + t2 i ysts
s=0 s=0 5=0

elde edilir. Boylece
K(t)—1—-3t=2tK (t) -2t +t*K (t)

bulunur. Yukaridaki esitlik yardimiyla y, sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu elde ederiz:

13
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1+1¢
K (it = Al 4.26
O =155 Zy (4.26)
Bu durumda,
1+v/2 12
K (t) = 2 - :

1—(1+V2)t 1-(1-v2)t

bulunur. |#| < min { 1+l 75 1_1 \/i} icin yukaridaki esitlikte geometrik seri agilimi uygula-

nirsa

gysts — %i ((1 + \/5)5+1 +(1-v2) SH) t 4.27)

s=0
elde edilir.

Esitligin her iki tarafinda ¢° katsayilan karsilagtirilirsa y sayilari i¢in iyi bilinen asa-
g1daki formiil elde edilir:

(1+v2)" (1= v2)™
2

Y = (4.28)

(Charalambides 2002).

(4.28) denklemi yardimiyla y, sayilarinin birka¢ degerini verelim:
Yo = 1, U :3, y2:7, y3:17, y4:41,y5:89,... .

s € {1,2,3} oldugunda elde edilecek y, sayilarina kargilik gelen ilgili permiitasyon-

larin kiimesi sirasiyla asagidaki gibidir:

y1 = 3 icin;
{(0),(1),(2)}.
Yo = 7 icin;
{(0,1),(0,2),(1,2),(1,0),(2,2),(2,0),(2,1)}.
ys = 17 icin;

{(0,1,2),(0,2,1),(0,2,2),(0,1,0), (0,2,0), (1,2,0), (1,0,2), (1,2,2)

(1,0,1), (1,2,1),(2,2,0), (2,0,2),(2,1,0),(2,0,1),(2,2,2),(2,2,1)} .

14
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4.1. y, sayilarimin bazi ozellikleri ve bilinen 6zel sayilarla iliskileri
(3.18) esitliginde P (x) = —2, Py(z) = —1; Qo(x) = 1,Q1(x) = 1 yazarsak

s+1 s+1
B G o U ) M PRI (4.29)

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
(4.26) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu, P;(z) = —2, Py(z) = —1, Qo(z) =
ve (Q1(z) = 1i¢in (3.18) denklemi yardimiyla asagidaki esitlikle verilebilir:

G(t,—2,—1:1,1) ZS —1;1,1)¢t Zysts—

(Cetin and Simsek 2023).
(4.26) denkleminde ¢t = % (a € Nve a > 2) koyarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.1. a € Nve a > 2 olsun. O zaman

a(a+1)
2 _2a—1

Mg

(4.30)

:0

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).

(4.30) esitliginin bazi a 6zel degerleri i¢in sonuglar1 agagidaki gibi verilmistir:

s=0
i ys 10100
= 10% 9799
ve ~ .
S{HPEE
—~\3 7

Teorem 4.2. s € N olsun. O halde

(ke (AT e () e (o)

4.31)

k=0

(Cetin and Simsek 2023).

15
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Ispat (4.31) esitliginin sag tarafi kullanilarak

(1+v2) " (1-v2) e i (1+=0") (S Z 1) (\/§)S+1_k (4.32)

elde edilir. 0
Bu esitlik asagidaki sonuca indirgenir.

Sonuc 4.3. s € Ny olsun. O halde

S ([ (v

k=0
s+1—k odd

(Cetin and Simsek 2023).

Benzer sekilde, (4.31) ile (4.32) denklemleri yardimiyla, asagidaki sonug da elde ede-

lir:

Sonuc 4.4. s € Nolsun. O halde

[*3%]

s+1
s+1 s+1—Fk sHl—k s—k s—k—1
27 [1 _1 ] — 25—2k‘+1 28—2k
S () e A Dl
k=0 k=0 k=0
elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
Teorem 4.5. s € Ny olsun. P,; Pell sayilarin temsil etmek iizere;
ys = Py +G5(2,1;1,1,1) (4.33)

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
Ispat Esitlik (4.33) ayn1 zamanda
Ss (—2,—1;1,1) =S4 (—2,—-1;0,1) + Y4 (-2, —1)

seklinde de yazilabilir.
(4.29) esitligi yardimiyla (Simsek 2023) calismasindaki Lemma 1 ve Teorem 9 kulla-

nilarak y,, sayilar1 i¢in asagidaki formiile ulagilir:

[y

s =Sa (=2, =L 1L,1) = > Qy(z,)Ye; (-2,-1).

J=0

16
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Boylece

e = 50 (“2, -1 1,1) = Q)Y (—2,—1) + Qu(an)¥o 1 (-2, 1)
elde edilir.
Qo(zo) = Q1(x1) = 1 alinirsa,
Ys = Ys (—2’ _1) + Ys—l (—2, —1)

bulunur. O

Yukaridaki esitligi

8
(R, Plew) = Y07 () (R (P

k=0
(Simsek 2023) formiiliiyle birlikte kullanarak (4.31) esitliginin bir gelistirilmis hali olan

asagidaki sonucu elde ederiz:

Sonug 4.6. s € N olsun. O halde

yk[i]o(s kk)282k+[§] <s—]1€—k)2s _

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).

4.2. Polinomlarin Yeni Bir Ailesi

Bu alt boliimde verilen tanimlarin ve sonuglarin bazilari ilk olarak (Cetin ve Simsek 2023)
calismasinda verilmistir. Oncelikle bu alt boliimde Simsek (2020) tarafindan uygulanan

bir metod yardimiyla « € R olmak iizere asagidaki adi tireteg fonksiyonu ile tanimanigtir.

(e 9]

1+t x+1
B(t,z) = 1(_ Ter Zys (4.34)

(Cetin and Simsek 2023).
(4.34) denkleminde x = 0 alinirsa,

Ys = ys(o)a
oldugu goriiliir (Cetin and Simsek 2023).

17
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(4.34) ve (4.26) denklemlerini kullanarak ve || < 1 olmak iizere binom ac¢ilimidan

yararlanarak
o oo T o0
S utnr =3 (1)r S
s=0 s=0 s s=0
bulunur (Cetin and Simsek 2023).
Yukaridaki serilerde Cauchy carpimi uygulanirsa,

g Ys ()t = i Z @) Ys—it,

5=0 k=0
elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
Elde edilen esitligin her iki tarafinda ¢° katsayilar1 karsilastirilirsa asagidaki teoreme

ulagilir:

Teorem 4.7. s € Ny olsun. O halde

r(z—-1)(z—-2)---(z—k+1)
2 i

ys(~r) = Ys—k (435)

k=0
dir (Cetin and Simsek 2023).

Si1(k, ), birinci tiir Stirling sayilarini temsil etmek iizere (4.35) esitligi

k

ve—1)(x—-2)(x—k+1)=> Sk j)’

Jj=0

formiilii ile birlikte isleme alinirsa agsagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.8. s € Ny olsun. Olmak iizere

Zzslk]ys ko (4.36)

k=0 7=0

dir (Cetin and Simsek 2023).

ys(z) polinomlart ile ilgili tiirev formiilii vermek amaciyla asagidaki polinomun tiirev

formiilii kullanilacaktir:
Pu(z)=z(z—1D)(z—2)--- (x —k+1).

Yani
dm

dzm

{Py(z 251 (k,ryr(r—1)(r —2)---(r—m+1)z"™

r=0
aracihiyla y,(z) polinomu i¢in agagidaki tiirev formiilii elde edilir:

18
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Teorem 4.9. s € Ny olsun. O halde

{ys } Zzslkrys 1)(T_2)...(T_m+1)l.r—m

k=0 r=0

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
Simdi y;(z) polinomlart i¢in integral ifadeleri verilecektir.

Teorem 4.10. s € Ny olmak iizere

u+1 S
/ ys(z)de =y bk(u)%-k (4.37)

dir (Cetin and Simsek 2023 ).

(4.37) esitliginde v = 0 alinirsa ve (3.21) esitligi kullanilirsa asagidaki sonug elde

edilir:

Sonug 4.11. s € Ny olsun. O halde

! (z)d _zs:bkys—k
UysIE T = il

k=0

dir (Cetin and Simsek 2023).

(4.36) esitliginde u’dan u + 1’e integral alinirsa, y,(x) polinomlar: i¢in asagidaki in-

tegral ifadeleri elde edilir:

Teorem 4.12. s € Ny olmak iizere

[ ionte = 3> S (-

=0

dir (Cetin and Simsek 2023).
(4.38) ile (4.37) birlikte uygulanirsa asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.13. s € Ny olsun. O halde

Zbk( Yo _Z

s k
k=0 0 j=0

J +1
(J )Sl k j)ile_' ku” (4.39)
0

v=

elde edilir (Cetin and Simsek 2023).
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(4.39) esitligi kullanarak

(e

k=0

Zk:i: j+1 Slk])uv 0
i v ) (j+ 1)k Ysk
elde edilir (Cetin and Simsek 2023).

ys—r 7 0 olmak iizere, ikinci tiir Bernoulli polinomlar1 i¢in iyi bilinen sonug elde

edilir:

22<J+1) S (k )/3;1 , 40,

7=0 v=0

(Comtet 1974; Kim 2015; Roman 1984; Simsek 2019). Bu polinomlar ayn1 zamanda asa-
gidaki gibi de verilebilir:

bi(z) = i() w@—1)(z—k+j+1)

k
= b0+ ZSilk—1j- 1o

j=1
(Comtet 1974). u = 0 icin (4.40) esitliginin agsagidaki ikinci tiir Bernoulli polinomlarina

ingirgendigi goriiliir:

(Comtet 1974; Boyadzhiev 2019).

4.3. k basamakh n dall bir Katakondense merdiveninin bazi say aileleri

Bu boliimde (2.15) ve (2.16) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuglar verilmistir.
n=0vek=0,1,...,10 i¢in E, (k) sayilarinin baz1 degerleri agagidaki gibidir:

Eq (0) = 1,
Ey (1) = 1
Ey(2) = ---=E(10) =0,
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n=1vek=123,4,5...i¢in E,, (k) sayilarinin baz1 degerleri asagidaki gibidir:

Burada elde edilen bu say1 dizisi, Sloane (2023) tarafindan yayinlanan OnLine Encyc-
lopedia of Integer Sequences (OEIS) isimli dizi veri tabaninda A0O00045 numarasiyla da

verilen Fibonacci dizisine karsilik gelmektedir. Yani; asagidaki sonuca ulagilir:

Sonug 4.14. £ € N olsun. O halde asagidaki esitlik gecerlidir.
By (k) = Fiqa.

n=2vek=1,2,3,4,5icin F, (k) sayillarinin baz1 degerleri asagidaki gibidir:

E;(0)=1, EBs(1)=4,
Es(2) =15, E5(3) =57,

Es5(4) =216, F5(5) =819, ....

E((2) =24, E,(3) =116,
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5. SONUCLAR

Bu tezde, baz1 6zel say1 ve polinom aileleri arasindaki iligkiler iirete¢ fonksiyonlart kulla-
nilarak incelenmistir. Benzer sekilde bu 6zel say1 ve polinom ailelerinin arasindaki bagin-
tilar ve formiiller iizerine ¢alisilarak yeni sonuclar elde edilmistir. Elde edilen sonuclarin
icerdigi birinci tiirden Stirling sayilarinin, ikinci tiirden Bernoulli say1 ve polinomlarinin,
Pell say1 ve polinomlarinin ve Cauchy sayilarinin temel 6zelliklerine yer verilmistir. Buna
ek olarak, iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla yeni bir say1 ve polinom ailesi tanimlanmus, 1yi
bilinen baz1 6zel say1 ve polinom aileleri ile arasindaki 6zellikler incelenerek yeni 6zdeg-

likler verilmistir.
Bu tezde ulasilan sonuclarin bazilar1 asagida verilmistir:

Teorem 4.15 teoreminde iirete¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanan yeni polinom ailesi
ile (Ozdemir ve Simsek 2016) calismasindaki polinomlar ailesi arasindaki bagint1 veril-

misgtir.

Yeni tantmlanan polinom ailesi ile birinci tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski Teorem
4.19 ile ifade edilmistir. Bu polinom ailesine tiirev operatorii uygulanarak elde edilen
Ozdesliklere Teorem 4.20’de ve Teorem 4.21 ile yer verilirken, Riemann integrali uygula-

narak bulunan bagintilar Teorem 4.22 ve Teorem 4.23 teoremlerinde yer almistir.

Bu tezdeki sonuglar, hem matematigin bir¢ok alaninda hem de baz1 6zel cizge(graf)
kuramindaki polinomlarin uygulamalarinda ve matematiksel modellemelerin ingaasinda

katkilar saglayacak potansiyele sahiptirler.
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