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Haziran 2022; 47 sayfa

Bu çalışmada, lineer cebir yöntemleri ve matris cebiri kullanılarak Fibonacci ve Lu-

cas sayıları için daha genel bağıntılar elde edilmesi amaçlanmaktadır. Bunun için ilk

olarak Fibonacci ve Lucas sayılarının temel özellikleri ile bu sayı dizileri arasındaki il-

işkiler lineer cebir yöntemleriyle ele alınmıştır. Ardından Fibonacci ve Lucas sayılarının

genellemesi yapılarak, lineer cebir yöntemleri yardımıyla bu sayı dizileri için bazı özdeş-

likler incelenmiştir. Burada bulunan özdeşlikler, Fibonacci ve Lucas sayılarına indirgenerek

yeni özdeşlikler elde edilmiştir. Bu tez çalışması ile elde edilen sonuçlar hem matematik

hem de diğer bilim dalları için kullanılabilir niteliktedir.
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numbers by using linear algebra methods and matrix algebra. For this, first of all, the
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Çizelge 4.1. Gn için bazı değerler............................................................. 21

Çizelge 4.2. Hn için bazı değerler............................................................. 22

viii



GİRİŞ A. YALÇIN

1. GİRİŞ

Fibonacci sayı dizisi ve Fibonacci tipli sayı dizileri, sayılar teorisinde büyük öneme

sahip olmasının yanı sıra, matematiğin diğer dallarında, mühendislik, fizik ve hatta sanat

biliminin de bir çok dalında sıklıkla kullanılan ve uygulama alanı bulan sayı dizileridir.

Bu tez çalışmasında lineer cebir yöntemleri ve matris cebiri kullanılarak Fibonacci ve

Lucas sayıları için daha genel bağıntılar elde edilmiştir. Bunun için Fibonacci ve Lucas

sayı dizilerinin genellemesi yapılmış ve yeni sonuçlar elde edilmiştir.

Bu tez çalışması sırasıyla Kaynak Taraması, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartışma,

Sonuçlar bölümünden oluşmaktadır.

Kaynak Taraması bölümünde; ilk olarak Fibonacci sayılarına adını veren Leonardo

Fibonacci hakkında bazı bilgilere, meşhur tavşan problemine, Fibonacci sayı dizisinin

tanımına, Altın oranın doğadaki ve sanattaki örneklerine yer verilmiştir. Ardından Lucas

sayıları ile bilinen François Edouard Anatole Lucas’ın hayatı hakkında bazı bilgiler ve

Lucas sayı dizisinin tanımı verilmiştir. Son olarak Fibonacci ve Lucas sayılarının temel

özellikleri ile bu sayı dizileri arasındaki bağıntılar incelenmiştir.

Materyal ve Metot bölümünde; özdeğer ve özvektörlerin uygulaması olarak

A =

 1 1

1 0


matrisinin köşegen matrisi hesaplanmıştır. Ardından tümevarım yöntemi ile A matrisinin

n. kuvveti bulunarak Fibonacci sayılarının matris gösterimi olan

An =

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1


matrisi elde edilmiştir. Bu matris gösterimi yardımıyla da d’Ocagne Özdeşliği’nin ve

Honsberger Formülü’nün ispatı yapılmıştır.

Bulgular ve Tartışma bölümünde; Fibonacci ve Lucas sayı dizilerinin genellemesi

yapılarak Gn ve Hn sayı dizileri elde edilmiştir. A matrisinin genel hali olan

T =

 a b

1 0


matrisi alınarak özdeğer ve özvektörler yardımıyla D köşegen matrisi bulunmuştur. Ayrıca

özel olarak oluşturulan
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GİRİŞ A. YALÇIN

S =
1

2

 a ∆

1 a


matrisi kullanılarak Gn ve Hn sayı dizilerinin ortak matris gösterimi olan

Sn =
1

2

 Hn △Gn

Gn Hn


matrisi elde edilmiştir. Sn matrisi yardımıyla Gn ve Hn sayı dizileri için Binet formülleri

aynı sonuçta hesaplanabilmiştir. Bununla birlikte Sn matrisi, Binet formülleri ve matris

cebiri yardımıyla Gn ve Hn sayı dizileri için bir çok özdeşlik incelenmiş ve bunlara dair

sonuçlar verilmiştir. Bu sonuçlar Fibonacci ve Lucas sayılarına indirgenerek yeni özdeş-

likler elde edilmiştir.

Sonuçlar bölümünde; bu çalışmada elde edilen genel bağıntılar Fibonacci ve Lucas

sayı dizilerine indirgenerek yeni bağıntılar verilmiştir.
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KAYNAK TARAMASI A. YALÇIN

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde tez çalışması boyunca sıkça kullanılan Fibonacci ve Lucas sayı dizilerinin

tanımları verilecektir. Ardından bu sayı dizilerinin temel özellikleri ve birbirleriyle olan

ilişkileri incelenecektir. Bu bölümdeki temel kavramlar Koshy (2001) kitabından derlen-

miştir.

2.1. Fibonacci Sayıları

Rönesans öncesi Avrupası’nın en önde gelen matematikçilerinden biri Leonardo Fi-

bonacci olarak bilinmektedir. Fibonacci’nin hayatı ile ilgili matematik yazıları haricinde

pek az şey bilinmektedir. Bilinen ilk ve en iyi kitabı olan Liber Abaci’nin yazıldığı 1202

tarihine bakıldığında, 1170 yılı civarında doğmuş olabileceği sanılmaktadır. Pek kanıt

olmamasına karşın İtalya’nın Pisa kentinde doğmuş olma olasılığı vardır. Pisa’lı bir tüc-

car olan babası Guglielmo, Fibonacci henüz çocuk yaştayken Pisalı tüccarların yaşadığı

Bugia adlı Kuzey Afrika limanına Konsül olarak atanmıştır. Burada babası Fibonacci’nin

hesap öğrenmesi için bir Arap hocadan ders almasını sağlamıştır. Fibonacci sonrasında

Liber Abaci adlı kitabında hocasından "Dokuz Hint Rakamının Sanatını" öğrenirken duy-

duğu mutluluğu anlatmıştır. Hindu-Arap sayıları Avrupa’da Harzemli Muhammed Bin

Musa’nın eserlerine ait çevirileri okuyabilmiş bir kaç "aydın" dışında, Fibonacci’nin Liber

Abaci adlı kitabının yayınlandığı senelerde bilinmemektedir. Liber Abaci’de Fibonacci

bu rakamları şu şekilde anlatmıştır: Dokuz Hint Rakamı 9 8 7 6 5 4 3 2 1 dir. Bu dokuz

rakama "0" işaretinin de eklenmesi ile birlikte, herhangi bir sayı yazılabildiği görülmüştür.

13.yy. Avrupa’sında büyük ilgi gören Liber Abaci, çok sayıda kopya edilmiş ve Arap

sayıları kilisenin yasaklarına karşın İtalyan tüccarlar arasında yayılmıştır. Liber Abaci

adlı kitap bilime düşkün ve bilim adamlarını koruyan bir imparator olan Kutsal Roma İm-

paratoru II. Frederick’in dikkatini çekmiştir. Bu sebeple kendisine Stupor Mudi (Dünya

Harikası) denilmektedir. Fibonacci 1220 senesinde imparatorun huzuruna çağrılmış ve

Frederick’in bilim adamlarının biri tarafından sınava tabi tutulmuştur. Sonunda göze

giren Fibonacci yıllar boyu imparatorla ve imparatorun dostlarıyla yazışmıştır. M.S. 1225

yılında yazdığı Liber Quadratornum adlı kitabını imparatora ithaf etmiştir (Koshy 2001).

Arap Matematiği’nin kullanışlı Hindu-Arap sayılarını Batı’ya tanıtmakta çok büyük

3
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katkıda bulunan Leonardo Fibonacci çağımız matematikçileri tarafından daha çok, Liber

Abaci adlı kitabında yer alan bir problem ile ortaya çıkan bir sayı dizisi sebebiyle bilin-

mektedir. Liber Abaci kitabındaki bu problemin metni aşağıdaki gibidir:

-Adamın biri, dört bir yanı duvarla çevrili yere bir çift tavşan koymuş. Her çift

tavşanın bir ay içinde yeni bir çift tavşan doğurduğu, her yeni çiftin de ergenleşmesi

için bir ay gerektiği ve tavşanların ölmediği var sayılırsa, 100 ay sonunda dört duvarın

arasında kaç çift tavşan olur?-

Tavşan problemi olarak da bilinen problem Koshy (2001) kitabında aşağıdaki şekilde

incelenmiştir.

Biri dişi, biri erkek olan yeni doğmuş iki tavşan olduğu farzedelim.

1) Her çiftin olgunlaşması için bir ay gerektiği,

2) 2.aydan itibaren her çiftin, her ay bir çift tavşan doğurduğu,

3) Yıl boyunca hiçbir tavşanın ölmediği,

koşulları altında yılda doğan tavşan çiftlerinin sayısını bulalım.

İlk tavşan çiftinin 1 Ocak’ta doğduğunu farzedelim. Bu ilk tavşan çiftinin olgunlaş-

ması bir ay alır. Bu yüzden 1 Şubat’ta, hâlâ, yalnız bir çift vardır. 1 Mart’ta bu tavşan çifti

iki aylıktır ve yeni bir çift doğururlar. Toplamda iki çift olur. Bu şekilde devam ederek, 1

Nisan’da 3 çift olacak, 1 Mayıs’ta 5 çift olacaktır. Bu durum aşağıdaki Çizelge 2.1.1 ile

sunulmuştur:

Çizelge 2.1.1. Aylara göre tavşan çiftlerinin sayıları

Çiftlerin sayısı Ocak Şubat Mart Nisan Mayıs Haziran Temmuz

Bebekler 1 0 1 1 2 3 5

Yetişkinler 0 1 1 2 3 5 8

Toplam 1 1 2 3 5 8 13

Buradan,

{0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...}

sayı dizisi elde edilir. Bu diziliş dikkatle incelendiğinde, ilk iki terim haricindeki her

bir terimin, kendinden önceki ardışık iki terimin toplamı olduğu görülmektedir. Bu sayı

dizisi istenildiği kadar genişletilebilir ve sonsuz bir sayı dizisi elde edilebilir.
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Tanım 2.1. Fn , n. Fibonacci sayısını göstermek üzere, F0 = 0 ve F1 = 1 başlangıç

koşulları ve her n ≥ 1 tam sayısı için,

Fn+1 = Fn + Fn−1 (2.1)

özyineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine Fibonacci sayı dizisi denir (Vajda 1989;

Koshy 2001).

(2.1) bağıntısı kullanılarak elde edilen Fibonacci sayılarının aldığı bazı değerler aşağı-

daki Çizelge 2.1.2 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.1.2. Fn için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21

2.1.1. Altın Oran

Fibonacci sayılarının birbirlerine oranının oldukça önemli bir yere sahip olduğu bil-

inmektedir. Her bir Fibonacci sayısının kendisinden hemen önce gelen sayıya bölünerek

elde edilen oranlara bakıldığında, bu sayıların giderek 1, 618 değerine yaklaştığı görülmek-

tedir. Bu değer "Altın oran" olarak adlandırılmaktadır (Lines 1990). Ayrıca Altın oran

aşağıdaki karakteristik denklemin pozitif köküdür:

x2 = x+ 1

Buna Altın bölüm denklemi de denir. Bu denklemin iki reel kökü vardır. Bunlar

x1 =
1 +

√
5

2
ve x2 =

1−
√
5

2

dir (Stakhov ve Rozin 2006).

Altın orana olan ilgi 2000 yıldan daha fazla eskiye dayanmaktadır. Bir çok mimari

ve sanat eserinde göze güzel göründüğü için altın oran sıkça kullanılmıştır. Eski Yu-

nan Mimarisinden Rubens, Raphael, Leonardo Da Vinci, Boticelli gibi ünlü ressamların

resimlerinde altın oranı kullandığı bilinmektedir. Mısır piramitlerinde de bu orana rastlan-

mıştır (Koshy 2001). Eski Yunan’da uzun kenarının kısa kenarına oranı altın oran kadar

olan “Altın dikdörtgene” Kutsal Kesit adı verilmiştir. Altın dikdörtgenin bir kare ile daha

5
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küçük bir dikdörtgene bölünmesiyle elde edilen küçük dikdörtgenin de ‘Altın dikdört-

gen’ olduğu görülür. Aynı şekilde devam edildiğinde bu küçük dikdörtgen de bir kare

ile daha küçük bir dikdörtgene bölündüğünde elde edilen dikdörtgen yine altın dikdört-

gendir. Bu durum benzer şekilde uygulandığında giderek küçülen altın dikdörtgenler ve

kareler ortaya çıkar. Bu dikdörtgen ve kareler köşegenlerinden geçen düzgün bir eğriyle

birleştirildiğinde altın sarmal olarak bilinen bir sarmal elde edildiği görülür. Bu düzgün

eğri bir sarmal oluşturarak sonuç olarak bir noktaya yönelir (Lines 1990).

Şekil 2.1: Altın Sarmal (Anonymous 2008)

Bu eğrinin matematikteki adı eşit açılı sarmal ya da logaritmik sarmaldır. Bu özel

sarmal doğada bir çok yerde bulunur. Deniz kabukluları, ayçiçeği sarmalı, salyangozlar,

boğanın boynuzları, pençeleri ve uzun azı dişleri logaritmik sarmaldan oluşur. Ayrıca

galaksilerin de dışa doğru dönen yıldızlardan oluşan dev boyuta sahip eşit açılı sarmal

kolları bulunmaktadır. Bu örneklerden de görüldüğü üzere altın oran oldukça önemli bir

sayı olmakla birlikte sahip olduğu özellikler nedeniyle hem matematikçileri hem de diğer

bilim dallarıyla uğraşan insanları da etkilemeyi başarmıştır (Lines 1990) .

Fibonacci sayıları doğada da beklenmeyen yerlerde ve şekillerde karşımıza çıkmak-

tadır. Bazı bitki ve ağaç türleri incelendiğinde doğada Fibonacci sayılarıyla karşılaşıldığı

görülebilir. Farklı bitkiler ve ağaçlar için yapraklarından biri başlangıç noktası olarak

alınıp, başlangıç noktasının tam olarak altında ya da üstünde bir yaprak bulunana kadar

sayma işlemi yapıldığında elde edilen sayı her zaman bir Fibonacci sayısıdır. Üstelik

yaprakları sayarken süreç kendini tamamlamadan önce yapılan devir sayısı da bir Fi-

bonacci sayısıdır. Ayrıca papatyaların da bir Fibonacci sayısı kadar taç yaprağı bulun-

maktadır. Bir papatyanın yaprak sayısı genel olarak Fibonacci sayılarından 21, 34, 55 ve

89’dur. Doğada karşımıza çıkan Fibonacci sayılarıyla ilgili en bilinen örneklerden biri
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de ayçiçek örneğidir. Ayçiçeğinin çiçek kısmında baklavaya benzer bölmelerde tohumları

vardır. Bu bölmelerin sınırları merkezden başlayarak çiçeğin dış kısmına doğru giden sar-

mal eğriler şeklindedir. Bu şekilde bir modelde saat yönünde olan ve olmayan sarmallar

sayıldığında Fibonacci dizisindeki ard arda gelen sayılarla karşılaşıldığı görülür (Lines

1990).

Şekil 2.2: Ayçiçeği Sarmalları (Koshy 2001)

Bir çok çiçeğin tohum başı, ananas ve çam kozalaklarının kat kat kabukları, bir soğanın

katmanları, bir kıvırcığın yaprakları gibi bitkisel şekillerin çoğu da Fibonacci sarmallarını

içermektedir.

Şekil 2.3: Çamkozalağı Sarmalları (Koshy 2001)

2.2. Lucas Sayıları

Lucas sayılarına adını veren François Edouard Anatole Lucas 1842’de Fransa’nın

Amiens kentinde doğmuştur. Lucas École Normale Supérieure de eğitimini tamamlamış
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ve Paris Rasathanesinde asistan olarak çalışmıştır. Rusya ile Fransa arasındaki Prusya

savaşında topçu subay olarak görev almıştır. Paris Charlemagne lisesinde öğretmenlik

yapmış ve sonrasında Paris’te matematik profesörü olmuştur. Lucas’ın bir bilgisayar

için planlar geliştirdiği fakat gerçekleştiremediği bilinmektedir. Bunun yanında Lucas,

sayılar teorisine katkıları ve oyun matematiği üzerine Récréations Mathématiques (1882-

94) isimli dört ciltlik klasiği ile tanınmaktadır. Günümüzde Hanoi Kuleleri adıyla bili-

nen Brahma Kulesi oyununu 1883 yılında icat etmiştir. Lucas bir şölende yanağından

yaralanıp enfeksiyon kaparak 3 Ekim 1891’de talihsiz bir kaza sonucu ölmüştür (Koshy

2001).

Fibonacci özyineleme bağıntısında farklı başlangıç koşullarını alarak Fibonacci dizi-

sine benzer bir sayı dizisi olan Lucas sayı dizisini elde etmiştir.

Tanım 2.2. Ln , n. Lucas sayısını göstermek üzere, L0 = 2 ve L1 = 1 başlangıç koşulları

ve her n ≥ 1 tamsayısı için,

Ln+1 = Ln + Ln−1 (2.2)

özyineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine Lucas sayı dizisi denir (Vajda 1989;

Koshy 2001).

(2.2) bağıntısı kullanılarak elde edilen Lucas sayılarının aldığı bazı değerler aşağıdaki

Çizelge 2.2.1 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.2.1. Ln için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47

2.3. Fibonacci Sayıları İle İlgili Özdeşlikler

Fibonacci sayıları ile ilgili bazı özelliklere aşağıda yer verilmiştir (Koshy 2001). Her

n pozitif tam sayısı için

1.
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1,

2.
n∑

i=1

F2i−1 = F2n,

3.
n∑

i=1

F2i = F2n+1 − 1,

8
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4.
n∑

i=0

(
n
i

)
Fi = F2n,

5.
n∑

i=1

F 2
i = FnFn+1,

6.
n∑

i=0

(
n
i

)
(−1)iFi = (−1)n−1Fn,

7.
n∑

k=0

(
n
k

)
2kFk = F3n,

8. (Cassini Formülü)

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n (2.3)

9. x2 − x− 1 = 0 ikinci derece denkleminin kökü α olmak üzere

αn = αFn + Fn−1 (2.4)

10. x2 − x− 1 = 0 ikinci derece denkleminin kökü β olmak üzere

βn = βFn + Fn−1 (2.5)

11. (Fibonacci Binet Teoremi) x2 − x− 1 = 0 ikinci derece denkleminin kökleri α ve

β olmak üzere

Fn =
αn − βn

α− β
(2.6)

12.

F−n = (−1)n+1Fn

13. (Catalan Özdeşliği) Her n ve k pozitif tam sayısı için, n ≥ k olmak üzere

Fn+kFn−k − F 2
n = (−1)n+k+1F 2

k

14. (d’Ocagne Özdeşliği) Her n ve m pozitif tam sayısı için, m ≥ n olmak üzere

FmFn+1 − FnFm+1 = (−1)nFm−n

15. (Honsberger Formülü) Her n ≥ 0 ve m ≥ 1 tam sayısı için

Fn+m = Fn+1Fm + FnFm−1

9
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Bunlardan bazılarının ispatına aşağıda yer verilmiştir.

1) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için F1 = F3 − 1, F1 = 1 ve F3 = 2 olduğundan iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1 doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

Fi =
n∑

i=1

Fi + Fn+1

= Fn+2 − 1 + Fn+1

= Fn+3 − 1

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

2) n üzerinden tümevarım yöntemi ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için F1 = F2 olduğundan iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

F2i−1 = F2n doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

F2i−1 =
n∑

i=1

F2i−1 + F2(n+1)−1

= F2n + F2n+1

= F2n+2

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

3) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için F2 = F3 − 1 dir. F2 = 1 ve F3 = 2 olduğundan iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

F2i = F2n+1 − 1 doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

F2i =
n∑

i=1

F2i + F2n+2

= F2n+1 − 1 + F2n+2

= F2n+3 − 1

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

5) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için F 2
1 = F1F2 dir. F1 = F2 = 1 olduğundan iddia doğrudur.

10
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n için
n∑

i=1

F 2
i = FnFn+1 eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

F 2
i =

n∑
i=1

F 2
i + F 2

n+1

= FnFn+1 + F 2
n+1

= Fn+1(Fn + Fn+1)

= Fn+1Fn+2

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

8) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için F0F2 − F 2
1 = 0.1− 1 = (−1)1 olduğundan iddia doğrudur.

n için Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

FnFn+2 − F 2
n+1 = (Fn+1 − Fn−1)(Fn + Fn+1)− F 2

n+1

= FnFn+1 − FnFn−1 − [F 2
n + (−1)n]

= FnFn+1 − Fn(Fn−1 + Fn) + (−1)n+1

= FnFn+1 − FnFn+1 + (−1)n+1

= (−1)n+1

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

9) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için α = αF1 + F0 = α.1 + 0 = α olduğundan iddia doğrudur.

n için αn = αFn + Fn−1 eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

αn+1 = ααn

= α(αFn + Fn−1)

= (α + 1)Fn + αFn−1

= α(Fn + Fn−1) + Fn

= αFn+1 + Fn

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

10) αβ = −1 olduğundan β = −1
α

dır. Eşitlik (2.3) ve (2.4) yardımıyla

11
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βn =
(−1)n

αn

=
(−1)n

αFn + Fn−1

=
(−1)n(βFn + Fn−1)

(αFn + Fn−1)(βFn + Fn−1)

=
(−1)n(βFn + Fn−1)

−F 2
n + Fn−1(Fn + Fn−1)

=
(−1)n(βFn + Fn−1)

(−1)n

= βFn + Fn−1

bulunur ve böylece ispat tamamlanır.

11) Eşitlik (2.4) ve (2.5) kullanılırsa

αn − βn = (αFn + Fn−1)− (βFn + Fn−1)

= Fn (α− β)

bulunur. Buradan

Fn =
αn − βn

α− β

elde edilir.

12) αβ = −1 olmak üzere Eşitlik (2.6) yardımıyla gerekli düzenlemeler yapıldığında

F−n =
α−n − β−n

α− β
= (−1)n+1α

n − βn

α− β

= (−1)n+1Fn

elde edilir.

2.4. Lucas Sayıları İle İlgili Özdeşlikler

Lucas sayıları ile ilgili bazı özelliklere aşağıda yer verilmiştir (Koshy 2001). Her n

pozitif tam sayısı için

1.
n∑

i=1

Li = Ln+2 − 3,

2.
n∑

i=1

L2i−1 = L2n − 2,

12
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3.
n∑

i=1

L2i = L2n+1 − 1,

4. Ln−1Ln+1 − L2
n = 5(−1)n−1,

5. (Lucas Binet Teoremi) x2 − x − 1 = 0 ikinci derece denkleminin kökleri α ve β

olmak üzere

Ln = αn + βn (2.7)

6. L−n = (−1)nLn,

7.
n∑

i=0

(
n
i

)
Li = L2n,

8.
n∑

i=0

(
n
i

)
(−1)iLi = (−1)nLn.

Aşağıda bazılarının ispatı verilmiştir.

1) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için L1 = 1 ve L3 = 4 olduğundan, L1 = L3 − 3 sağlanır ve iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

Li = Ln+2 − 3 eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

Li =
n∑

i=1

Li + Ln+1

= Ln+2 − 3 + Ln+1

= Ln+3 − 3

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

2) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için L1 = 1 ve L2 = 3 olduğundan, L1 = L2 − 2 sağlanır ve iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

L2i−1 = L2n − 2 eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

L2i−1 =
n∑

i=1

L2i−1 + L2n+1

= L2n − 2 + L2n+1

= L2n+2 − 2

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

3) n üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.
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n = 1 için L2 = 3 ve L3 = 4 olduğundan, L2 = L3 − 1 sağlanır ve iddia doğrudur.

n için
n∑

i=1

L2i = L2n+1 − 1 eşitliği doğru olsun. n+ 1 için

n+1∑
i=1

L2i =
n∑

i=1

L2i + L2n+2

= L2n+1 − 1 + L2n+2

= L2n+3 − 1

bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır.

5) n = 1 için L1 = 1 = α + β dir.

n = 2 için L2 = 3 = (α + β)2 − 2αβ = α2 + β2 bulunur.

n ≥ 3 için Ln = αn + βn, Ln−1 = αn−1 + βn−1 ve Ln−2 = αn−2 + βn−2 olduğundan

Ln = Ln−1 + Ln−2 gösterilmelidir.

Ln−1 + Ln−2 = αn−1 + βn−1 + αn−2 + βn−2

= αn−2(α + 1) + βn−2(β + 1)

= αn−2α2 + βn−2β2

= αn + βn

= Ln

bulunur ve ispat tamamlanır.

2.5. Fibonacci ve Lucas Sayıları ile İlgili Özdeşlikler

Fibonacci sayılarıve Lucas sayıları arasındaki bazı temel özelliklere aşağıda yer veril-

miştir (Koshy 2001). Her n pozitif tam sayısı için

1. F2n = FnLn,

2. Ln = Fn−1 + Fn+1,

3. Ln = Fn+2 − Fn−2,

4. 5F 2
n = L2

n − 4(−1)n,

5. 5Fn = Ln−1 + Ln+1,
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6. 5F2n+1 = L2
n + L2

n+1,

7. L2n = 5F 2
n + 2(−1)n.

Bazılarının ispatına aşağıda yer verilmiştir.

1) Eşitlik (2.6) ve (2.7) yardımıyla

FnLn =
αn − βn

α− β
(αn + βn)

=
α2n − β2n

α− β

= F2n

bulunur ve ispat tamamlanır.

2) Eşitlik (2.6) ve αβ = −1 olduğu kullanılırsa

Fn−1 + Fn+1 =
αn−1 − βn−1

α− β
+

αn+1 − βn+1

α− β

=
−(αβ)αn−1 + (αβ)βn−1 + αn+1 − βn+1

α− β

=
αn(−β + α) + βn(α− β)

α− β

= αn + βn

= Ln

bulunur ve ispat tamamlanır.

3) Eşitlik (2.6), (αβ)2 = 1 ve α + β = 1 kullanıldığında

Fn+2 − Fn−2 =
αn+2 − βn+2 − αn−2 + βn−2

α− β

=
αn+2 − βn+2 − (αβ)2αn−2 + (αβ)2βn−2

α− β

=
αn(α2 − β2) + βn(α2 − β2)

α− β

= (αn + βn)(α + β)

= αn + βn

= Ln

olarak bulunur ve ispat tamamlanır.
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4) Eşitlik (2.7), αβ = −1 ve α− β =
√
5 olduğu kullanılırsa

L2
n − 4(−1)n = (αn + βn)2 − 4(−1)n

= α2n + β2n + 2(αβ)n − 4(−1)n

= α2n + β2n − 2(αβ)n

= (αn − βn)2

= 5F 2
n

olarak bulunur ve ispat tamamlanır.

5) Eşitlik (2.6), αβ = −1 ve α− β =
√
5 kullanılırsa

5Fn = (α− β)2
αn − βn

α− β

= (α− β)(αn − βn)

= (αn+1 + βn+1)− αβ(αn−1 + βn−1)

= αn−1 + βn−1 + αn+1 + βn+1

= Ln−1 + Ln+1

bulunur ve ispat tamamlanır.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, Koshy (2001) kitabından yararlanarak tez çalışması boyunca sık kul-

lanılacak olan ve lineer cebirin en temel konularından olan özdeğer, özvektör ve köşe-

genleştirme kavramları hatırlanacaktır. Bu kavramlar yardımıyla Fibonacci sayılarının

bazı temel özelliklerinin rahatlıkla ispatlanabileceği görülecektir. İlk önce, Fibonacci

sayılarına karşılık gelen kare matrisin köşegen matrisi bulunacak ve ardından bu ma-

trisin n. kuvveti ile n. Fibonacci sayıları arasındaki ilişki görülecektir. Son olarak da

Fibonacci sayılarının matris gösterimi iki önemli özellik olan d’Ocagne Özdeşliği’nin ve

Honsberger Formülü’nün ispatları tekrarlanacaktır.

Bu bölüm boyunca A matrisi, A =

 1 1

1 0

 şeklindedir. A’nın karakteristik poli-

nomu

det (xI − A) = x2 − x− 1

dir. A matrisinin özdeğerleri ve karakteristik polinomunun kökleri olan

x1 =
1 +

√
5

2
ve x2 =

1−
√
5

2

dir. x1 özdeğerine karşılık gelen özvektör uzayı tanımı gereğince

Wx1 =

(x, y) ∈ R2 : (x1I − A)

 x

y

 =

 0

0


dır. Buradan uygun satır işlemleri ile  1 −x1

0 0


matrisi elde edilir. x1 özdeğerine ait özvektör

v1 = (x1, 1)

ve x1özdeğerine ait özvektör uzayı

Wx1 = {x (x1, 1) : x ∈ R}

olarak bulunur. Benzer şekilde x2 özdeğerine ait özvektör

v2 = (x2, 1)
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ve x2 özdeğerine ait özvektör uzayı

Wx2 = {x (x2, 1) : x ∈ R}

olarak bulunur. Buradan öz vektörler yardımıyla

P =

 x1 x2

1 1


matrisi şeklinde tanımlanırsa

P−1 =
1

x1 − x2

 1 −x2

−1 x1


olarak hesaplanır. Böylece

D = P−1AP

=

 x1 0

0 x2


köşegen matrisi elde edilir.

Teorem 3.1. Her n pozitif tam sayısı için

An =

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1


dir (Koshy 2001).

İspat n pozitif tam sayısı üzerinden tümevarım ile ispatı yapılacaktır.

n = 1 için A =

 F2 F1

F1 F0

 =

 1 1

1 0

 olduğundan iddia doğrudur.

n için doğru kabul edelim. n+ 1 için

An+1 = AAn

=

 1 1

1 0

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1


=

 Fn+2 Fn+1

Fn+1 Fn


bulunur ve n+ 1 için de iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır. □
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Ayrıca n pozitif tam sayısı için

An = PDnP−1

=
1

x1 − x2

 xn+1
1 − xn+1

2 xn
1 − xn

2

xn
1 − xn

2 xn−1
1 − xn−1

2


=

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1


elde edilir. Matris eşitliğinden Binet teoremi

Fn =
xn
1 − xn

2

x1 − x2

kolaylıkla elde edilir (Koshy 2001).

Teorem 3.2. (d’Ocagne Özdeşliği) Her n, m pozitif tam sayısı için, m ≥ n olmak üzere

FmFn+1 − FnFm+1 = (−1)nFm−n

dir (Koshy 2001).

İspat Her n, m pozitif tam sayısı için, m ≥ n olmak üzere Teorem 3.1’den

Am−n =

 Fm−n+1 Fm−n

Fm−n Fm−n−1


dir. Matris çarpımından

AmA−n =

 Fm+1 Fm

Fm Fm−1

 1

Fn+1Fn−1 − F 2
n

 Fn−1 −Fn

−Fn Fn+1


dır. Eşitlik (2.3) kullanılarak

AmA−n =
1

(−1)n

 Fm+1Fn−1 − FmFn FmFn+1 − FnFm+1

FmFn−1 − FnFm−1 Fm−1Fn+1 − FnFm


bulunur. Matris eşitliğinden

FmFn+1 − FnFm+1 = (−1)nFm−n

elde edilir. □
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Teorem 3.3. (Honsberger Formülü) Her n ≥ 0 ve m ≥ 1 tam sayısı için

Fn+m = Fn+1Fm + FnFm−1

dir (Koshy 2001).

İspat Her n ≥ 0 ve m ≥ 1 tam sayısı için Teorem 3.1’den

An+m =

 Fn+m+1 Fn+m

Fn+m Fn+m−1


dir. Diğer taraftan matris çarpımından

AnAm =

 Fn+1 Fn

Fn Fn−1

 Fm+1 Fm

Fm Fm−1


=

 Fn+1Fm+1 + FnFm Fn+1Fm + FnFm−1

FnFm+1 + Fn−1Fm FnFm + Fn−1Fm−1


bulunur. Matris eşitliğinden

Fn+m = Fn+1Fm + FnFm−1

elde edilir. □
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, Fibonacci ve Lucas sayı dizilerinin bir genellemesi yapılarak, matris

cebiri ve lineer cebir yöntemleri yardımıyla bu sayı dizileri için bazı eşitlikler elde edile-

cektir. Böylece Fibonacci ve Lucas sayı dizileri için de bu yöntemlerle eşitlikler bulunmuş

olacaktır.

Tanım 4.1. a,b ∈ R olmak üzere, G0 = 0, G1 = 1 başlangıç koşulları ve her n ≥ 2 tam

sayısı için

Gn = aGn−1 + bGn−2 (4.8)

özyineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine Gn sayı dizisi denir ve {Gn}∞n=0 ile gös-

terilir (Horadam 1965).

(4.8) bağıntısı kullanılarak elde edilen Gn sayılarının aldığı bazı değerler Çizelge 4.1

ile sunulmuştur:

Çizelge 4.1: Gn için bazı değerler

n 0 1 2 3 4 5

Gn 0 1 a a2 + b a3 + 2ab a4 + 3a2b+ b2

Bundan sonra tez çalışması boyunca a ve b reel sayıları Gn sayı dizisi için sabit olarak

kabul edilecektir. Ayrıca b = 0 iken geometrik seri elde edileceğinden b reel sayısı da

sıfırdan farklı kabul edilecektir.

Fibonacci sayılarından yararlanarak Lucas sayıları tanımlandığı gibi, Gn sayılarından

yararlanarak da aşağıdaki özyineleme bağıntısı verilebilir.

Tanım 4.2. H0 = 2, H1 = a başlangıç koşulları ve her n ≥ 1 tam sayısı için

Hn = Gn+1 + bGn−1 (4.9)

özyineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine G-Lucas sayı dizisi denir ve {Hn}∞n=0

ile gösterilir (Horadam 1965).

(4.9) bağıntısı kullanılarak elde edilen Hn sayılarının aldığı bazı değerler Çizelge 4.2

ile sunulmuştur:
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Çizelge 4.2: Hn için bazı değerler

n 0 1 2 3 4

Hn 2 a a2 + 2b a3 + 3ab a4 + 4a2b+ 2b2

a = b = 1 olması durumunda Fibonacci ve Lucas sayılarının elde edildiği açıktır.

Önerme 4.3. Her n ≥ 2 tam sayısı için

Hn = aHn−1 + bHn−2 (4.10)

dir. Burada H0 = 2 ve H1 = a dır (Horadam 1965).

İspat Her n ≥ 2 tam sayısı için (4.8) ve (4.9) bağıntısı kullanılarak

Hn = Gn+1 + bGn−1

= (aGn + bGn−1) + b (aGn−2 + bGn−3)

= a (Gn + bGn−2) + b (Gn−1 + bGn−3)

= aHn−1 + bHn−2

elde edilir. □

Fibonacci sayılarının matris gösteriminin bir genellemesi elde edilerek lineer cebir

yöntemleri yeni sayı dizilerinde de kullanılabilir. (4.8) ve (4.9) bağıntısı yardımıyla T = a b

1 0

 matrisi tanımlanabilir. Bu tez çalışmasının devamında da T matris gösterimi

kullanılacaktır.

Önerme 4.4. Her n pozitif tam sayısı için

1.

 Gn+1

Gn

 = T n

 1

0

 ,

2.

 bGn

bGn−1

 = T n

 0

1

dir.

İspat 1) n üzerinden tümevarım ile ispat yapılacaktır. n = 1 için iddianın doğru olduğu

açıktır. n için

T n

 1

0

 =

 Gn+1

Gn

 .
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doğru olsun. n+ 1 için

T n+1

 1

0

 = TT n

 1

0


= T

 Gn+1

Gn


=

 a b

1 0

 Gn+1

Gn


=

 Gn+2

Gn+1


bulunur ve n+ 1 için iddia doğrudur.

2) Tekrar n üzerinden tümevarım ile ispat yapılacaktır. n = 1 için doğru olduğu

açıktır. n için

T n

 0

1

 =

 bGn

bGn−1


doğru olsun. n+ 1 için

T n+1

 0

1

 = T

 bGn

bGn−1


=

 b(aGn + bGn−1)

bGn


=

 bGn+1

bGn


bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır. □

Önerme 4.5. Her n pozitif tam sayısı için Gn+1

Gn

 = T

 Gn

Gn−1


dir.
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İspat (4.8) bağıntısı kullanılarak

T

 Gn

Gn−1

 =

 aGn + bGn−1

Gn


=

 Gn+1

Gn


elde edilir. □

Teorem 4.6. Her n pozitif tam sayısı için

T n =

 Gn+1 bGn

Gn bGn−1


dir.

İspat n pozitif tamsayısı üzerinden tümevarım uygulanacaktır. n = 1 için doğru olduğu

açıktır. n için doğru kabul edelim. n+ 1 için

T n+1 = TT n

=

 a b

1 0

 Gn+1 bGn

Gn bGn−1


=

 aGn+1 + bGn b(aGn + bGn−1)

Gn+1 bGn


=

 Gn+2 bGn+1

Gn+1 bGn


bulunur ve n+ 1 için iddia doğru olduğundan ispat tamamlanır. □

Önerme 4.7. T matrisi için, D = P−1
1 TP1 olacak şekilde D köşegen matrisi vardır.

İspat T matrisinin karakteristik polinomu

det (xI − T ) = x2 − ax− b

dır. det (xI − T ) nin kökleri olan T matrisinin özdeğerleri

x1 =
a+

√
a2 + 4b

2
ve x2 =

a−
√
a2 + 4b

2
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şeklinde kolaylıkla hesaplanır. x1 özdeğeri için özvektör uzayı tanımı

Wx1 =

(x, y) ∈ R2 : (x1I − T )

 x

y

 =

 0

0


olduğunu tekrar hatırlayalım. Uygun satır işlemleriyle x1özdeğerine ait özvektör

v1 =

(
1,

−x2

b

)
ve x1 özdeğerine ait özvektör uzayı

Wx1 =

{
x

(
1,

−x2

b

)
: x ∈ R

}
olarak bulunur. Benzer şekilde x2 özdeğerine ait özvektör uzayı

Wx2 =

{
x

(
1,

−x1

b

)
: x ∈ R

}
olarak bulunur. Buradan özvektörler yardımıyla

P1 =

 1 1

−x2

b
−x1

b


matrisi şeklinde tanımlanırsa, P1 matrisinin tersi

P−1
1 =

1√
a2 + 4b

 x1 b

−x2 −b


olarak hesaplanır. Böylece

D = P−1
1 TP1

=
1√

a2 + 4b

 x1 b

−x2 −b

 a b

1 0

 1 1

−x2

b
−x1

b


=

 x1 0

0 x2


köşegen matrisi elde edilir. □

∆ = a2 + 4b olmak üzere,

P =

 1 1

1√
∆

−1√
∆
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matrisi ve Önerme 4.7’deki gösterimler ile S = PDP−1 matrisini hesaplayalım.

P matrisinin tersi

P−1 =
1

2

 1
√
∆

1 −
√
∆


dir. Buradan gerekli matris işlemleri ile

S = PDP−1 =
(
PP−1

1

)
T
(
P1P

−1
)

=

 1 0

a
∆

2b
∆

 a b

1 0

 1 0

−a
2b

∆
2b


=

1

2

 a ∆

1 a


olarak bulunur. Buradan sonrada tez çalışmasının devamında α = x1, β = x2, ∆ =

a2 + 4b ve S = 1
2

 a ∆

1 a

 gösterimleri kullanılacaktır. Bu çalışmanın Gn ve Hn sayı

dizileri arasındaki ilişkiyi veren en önemli sonucunu ispatlayabiliriz.

Teorem 4.8. Her n pozitif tam sayısı için

Sn =
1

2

 Hn △Gn

Gn Hn


dir.

İspat Her n pozitif tam sayısı için S = PDP−1 olduğundan Sn = PDnP−1 açıktır.

Ayrıca Önerme 4.7’de D = P−1
1 TP1 olduğundan Dn = P−1

1 T nP1 olacaktır. Burada (4.8)

ve (4.9) bağıntısı kullanıldığında
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Sn = PDnP−1

= P
(
P−1
1 T nP1

)
P−1

=

 1 0

a
∆

2b
∆

 Gn+1 bGn

Gn bGn−1

 1 0

−a
2b

∆
2b


=

1

2

 2Gn+1 − aGn ∆Gn

4bGn−a2Gn+2aGn+1−2abGn−1

∆
aGn + 2bGn−1


=

1

2

 2 (aGn + bGn−1)− aGn ∆Gn

4bGn−a2Gn+2a(Gn+1−bGn−1)
∆

aGn + bGn−1 + bGn−1


=

1

2

 Gn+1 + bGn−1 ∆Gn

4bGn−a2Gn+2a.aGn

∆
Gn+1 + bGn−1


=

1

2

 Hn ∆Gn

Gn Hn


elde edilir. □

S matrisi yardımıyla Gn ve Hn sayı dizileri için Binet Teoremlerini aynı anda elde

edebiliriz.

Teorem 4.9. (Gn ve Hn için Binet Teoremi) Her n pozitif tam sayısı için

Gn =
αn − βn

√
∆

Hn = αn + βn

dir.

İspat S = PDP−1 ve Önerme 4.7 yardımıyla D =

 α 0

0 β

 olduğu kullanılırsa

Sn = PDnP−1

=

 1 1

1√
∆

−1√
∆

 αn 0

0 βn

 1

2

 1
√
∆

1 −
√
∆


=

1

2

 αn + βn
√
∆(αn − βn)

αn−βn
√
∆

αn + βn
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bulunur. Matris eşitliğinden de

Gn =
αn − βn

√
∆

Hn = αn + βn

elde edilir. □

Teorem 4.9’un sonucu olarak Fibonacci ve Lucas sayıları için Binet teoremi hemen

elde edilebilir.

Sonuç 4.10. Her n pozitif tam sayısı için

1. G−n = (−1)n+1

bn
Gn,

2. H−n = (−1)n

bn
Hn dir.

İspat 1) Teorem 4.9’dan

G−n =
α−n − β−n

√
∆

=
β−n − α−n

(αβ)n
√
∆

=
(−1)n+1

bn
Gn

dir.

2) Teorem 4.9’dan

H−n = α−n + β−n =
αn + βn

(αβ)n

=
(−1)n

bn
Hn

dir. □

Teorem 4.11. Her n pozitif tam sayısı için

H2
n −∆G2

n = 4 (−b)n

dir.

İspat S matrisinin tanımından det (S) = −b olarak hesaplanır. Determinant özelliği ve

Teorem 4.8 kullanılarak da

det (Sn) =
1

4
(H2

n −∆G2
n) = (−b)n

bulunur. □
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Teorem 4.12. Her n ve m pozitif tam sayısı için

2Hn+m = HnHm +∆GnGm

2Gn+m = GnHm +HnGm

dir.

İspat Teorem 4.8’den

Sn+m =
1

2

 Hn+m ∆Gn+m

Gn+m Hn+m


dir. Ayrıca matris çarpımından

Sn+m =
1

2

 Hn ∆Gn

Gn Hn

 1

2

 Hm ∆Gm

Gm Hm


=

1

4

 HnHm +∆GnGm ∆(GnHm +HnGm)

GnHm +HnGm HnHm +∆GnGm


bulunur. Matris eşitliğinden de

2Hn+m = HnHm +∆GnGm

2Gn+m = GnHm +HnGm

elde edilir. □

Teorem 4.12’de n = m alınırsa aşağıdaki Eşitlik 1 ve 2, Teorem 4.12’de n = m + 1

alınırsa da aşağıdaki Eşitlik 3 ve 4 elde edilir.

Sonuç 4.13. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 2H2m = H2
m +∆G2

m,

2. G2m = GmHm,

3. 2H2m+1 = Hm+1Hm +∆Gm+1Gm,

4. 2G2m+1 = Gm+1Hm +Hm+1Gm.

Sonuç 4.13 kullanılarak Koshy (2001)’deki sayfa 91’de Eşitlik 83 ve 84, sayfa 96’da

Eşitlik 29 (Eşitlik 1, 2 ve 4) hemen görülebilir.
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Sonuç 4.14. Her n, m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 2Ln+m = LnLm + 5FnFm ,

2. 2Fn+m = FnLm + LnFm ,

3. 2L2m = L2
m + 5F 2

m ,

4. F2m = FmLm ,

5. 2L2m+1 = Lm+1Lm + 5Fm+1Fm ,

6. 2F2m+1 = Fm+1Lm + Lm+1Fm .

İspat (4.8) ve (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn ve Hn = Ln dir.

Teorem 4.12 ve Sonuç 4.13’ten istenilen eşitlikler elde edilir. □

Teorem 4.15. Her n ve m pozitif tam sayısı için

2 (−b)m Hn−m = HnHm −∆GnGm

2 (−b)m Gn−m = GnHm −HnGm

dir.

İspat Teorem 4.8’den Sm matrisin tersi hesaplanırsa

S−m =
1

(−b)m
1

2

 Hm −∆Gm

−Gm Hm


olacaktır. Matris çarpma işleminden

Sn−m = SnS−m

=
1

2

 Hn ∆Gn

Gn Hn

 .
1

(−b)m
1

2

 Hm −∆Gm

−Gm Hm


=

1

4 (−b)m

 HnHm −∆GnGm ∆(GnHm −HnGm)

GnHm −HnGm HnHm −∆GnGm


bulunur. Matris eşitliğinden

2 (−b)m Hn−m = HnHm −∆GnGm

2 (−b)m Gn−m = GnHm −HnGm
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elde edilir. □

Benzer şekilde n ve m’nin özel değerleri için aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.16. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 4 (−b)m = H2
m −∆G2

m,

2. 2a (−b)m = Hm+1Hm −∆Gm+1Gm,

3. 2 (−b)m = Gm+1Hm −Hm+1Gm.

İspat Teorem 4.15’te n = m alınırsa Eşitlik 1 ve Teorem 4.15’te n = m + 1 alınırsa da

Eşitlik 2 ve 3 elde edilir. □

Sonuç 4.16 kullanılarak Koshy (2001)’deki sayfa 97’de Eşitlik 39 (Eşitlik 3) hemen

görülebilir.

Sonuç 4.17. Her n, m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 2 (−1)m Ln−m = LnLm − 5FnFm,

2. 2 (−1)m Fn−m = FnLm − LnFm,

3. 4 (−1)m = L2
m − 5F 2

m,

4. 2 (−1)m = Lm+1Lm − 5Fm+1Fm,

5. 2 (−1)m = Fm+1Lm − Lm+1Fm.

İspat (4.8) ve (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn ve Hn = Ln dır.

Teorem 4.15 ve Sonuç 4.16’dan istenilen eşitlikler elde edilir. □

Teorem 4.18. Her n ve m pozitif tam sayısı için

HnHm = (−b)m Hn−m +Hn+m

GnHm = (−b)m Gn−m +Gn+m

dir.
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İspat Her n ve m pozitif tam sayısı için, Teorem 4.8’den

Sn+m + (−b)m Sn−m =
1

2

 Hn+m + (−b)m Hn−m ∆(Gn+m + (−b)m Gn−m)

Gn+m + (−b)m Gn−m Hn+m + (−b)m Hn−m


hesaplanır. Matris işlemleri yapılarak

Sn+m + (−b)m Sn−m = Sn
[
Sm + (−b)m (Sm)−1]

=
1

2

 Hn ∆Gn

Gn Hn

 Hm 0

0 Hm


=

1

2

 HnHm ∆GnHm

GnHm HnHm


bulunur. Matris eşitliği de kullanılırsa

HnHm = (−b)m Hn−m +Hn+m

GnHm = (−b)m Gn−m +Gn+m

elde edilir. □

Sonuç 4.19. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. H2
m = 2 (−b)m +H2m,

2. GmHm = G2m,

3. Hm+1Hm = a (−b)m +H2m+1,

4. Gm+1Hm = (−b)m +G2m+1.

İspat Teorem 4.18’de n = m alınırsa Eşitlk 1 ve 2, Teorem 4.18’de n = m + 1 alınırsa

da Eşitlik 3 ve 4 elde edilir. □

Sonuç 4.19 kullanılarak Koshy (2001)’de sayfa 90 da Eşitlik 63 ve sayfa 92 de Eşitlik

105 (Eşitlik 2 ve 5) hemen görülebilir.

Sonuç 4.20. Her n, m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. LnLm = (−1)m Ln−m + Ln+m,
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2. FnLm = (−1)m Fn−m + Fn+m,

3. L2
m = 2 (−1)m + L2m,

4. FmLm = F2m,

5. Lm+1Lm = (−1)m + L2m+1,

6. Fm+1Lm = (−1)m + F2m+1.

İspat (4.8) ve (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn ve Hn = Ln dir.

Teorem 4.18 ve Sonuç 4.19’dan istenilen eşitlikler elde edilir. □

Teorem 4.21. Her m pozitif tam sayısı için,

H2m+1 = a

(
m∑
i=0

H2
i b

m−i

)
+ 2abm − a(−b)m

dir.

İspat Sonuç 4.19’dan Hm+1Hm = a (−b)m+H2m+1 olduğu bilinmektedir. Ayrıca (4.10)

bağıntısı kullanılarak Hm+1Hm de hesaplanırsa;

Hm+1Hm = (aHm + bHm−1)Hm

= aH2
m + b (aHm−1 + bHm−2)Hm−1

= a
(
H2

m + bH2
m−1

)
+ b2 (aHm−2 + bHm−3)Hm−2

= a
(
H2

m + bH2
m−1 + b2H2

m−2

)
+ b3Hm−2Hm−3

= a
(
H2

m + bH2
m−1 + b2H2

m−2 + ...+ bm−2H2
2

)
+ bm−1H2H1

= a
(
H2

m + bH2
m−1 + b2H2

m−2 + ...+ bm−2H2
2

)
+ bm−1 (aH1 + bH0)H1

= a
(
b0H2

m + b1H2
m−1 + b2H2

m−2 + ...+ bm−2H2
2 + bm−1H2

1

)
+ 2abm

bulunur. Her iki eşitlikten;

H2m+1 = a
(
b0H2

m + b1H2
m−1 + b2H2

m−2 + ...+ bm−2H2
2 + bm−1H2

1

)
+2abm − a (−b)m

= a

(
m∑
i=1

H2
i b

m−i

)
+ 2abm − a(−b)m

elde edilir. □
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Sonuç 4.22. Her m pozitif tamsayısı için,

L2m+1 =

(
m∑
i=1

L2
i

)
+ 2− (−1)m

dir.

İspat (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Hn = Ln dir. Teorem 4.21’den istenilen

eşitlik elde edilir. □

Teorem 4.23. Her n, m ve k pozitif tam sayısı için

4Gn+m+k = GnHmHk +HnGmHk +HnHmGk +∆GnGmGk

4Hn+m+k = HnHmHk +∆(GnGmHk +GnHmGk +HnGmGk)

dir.

İspat Teorem 4.8’den

Sn+m+k =
1

2

 Hn+m+k ∆Gn+m+k

Gn+m+k Hn+m+k


dir. Matris işlemlerinden

Sn+m+k = Sn+mSk

=
1

2

 Hn+m ∆Gn+m

Gn+m Hn+m

 1

2

 Hk ∆Gk

Gk Hk


=

1

4

 Hn+mHk +∆Gn+mGk ∆(Hn+mGk +Gn+mHk)

Hn+mGk +Gn+mHk Hn+mHk +∆Gn+mGk


bulunur. Matris eşitliğinden

2Gn+m+k = Gn+mHk +Hn+mGk

2Hn+m+k = Hn+mHk +∆Gn+mGk

dır. Burada Teorem 4.12 yardımıyla

2Gn+m+k = Gn+mHk +Hn+mGk

=
1

2
[(GnHm +HnGm)Hk + (HnHm +∆GnGm)Gk]
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bulunur ve

4Gn+m+k = GnHmHk +HnGmHk +HnHmGk +∆GnGmGk

elde edilir. Benzer şekilde Teorem 4.12’den

2Hn+m+k = Hn+mHk +∆Gn+mGk

=
1

2
[(HnHm +∆GnGm)Hk +∆(GnHm +HnGm)Gk]

bulunur ve

4Hn+m+k = HnHmHk +∆(GnGmHk +GnHmGk +HnGmGk)

elde edilir. □

Teorem 4.23 için aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.24. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 4G3m = Gm(3H
2
m +∆G2

m),

2. 4G3m+1 = 2GmHmHm+1 +Gm+1 (H
2
m +∆G2

m) ,

3. 4G3m+2 = 2Gm+1HmHm+1 +Gm

(
H2

m+1 +∆G2
m+1

)
,

4. 4H3m = H3
m + 3∆G2

mHm,

5. 4H3m+1 = H2
mHm+1 +∆Gm(GmHm+1 + 2HmGm+1),

6. 4H3m+2 = HmH
2
m+1 +∆Gm+1(Gm+1Hm + 2Hm+1Gm).

İspat Teorem 4.23’te n = m = k alınırsa Eşitlik 1 ve 4 elde edilir. Teorem 4.23’te

n = m ve k = m+ 1 alınırsa Eşitlik 2 ve 5, yine Teorem 4.23’te n = k = m+ 1 alınırsa

da Eşitlik 3 ve 6 elde edilir. □

Sonuç 4.25. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;

1. 4F3m = Fm(3L
2
m + 5F 2

m),

2. 4F3m+1 = 2FmLmLm+1 + Fm+1 (L
2
m + 5F 2

m) ,
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3. 4F3m+2 = 2Fm+1LmLm+1 + Fm

(
L2
m+1 + 5F 2

m+1

)
,

4. 4L3m = L3
m + 15F 2

mLm,

5. 4L3m+1 = L2
mLm+1 + 5Fm(FmLm+1 + 2LmFm+1),

6. 4L3m+2 = LmL
2
m+1 + 5Fm+1(Fm+1Lm + 2Lm+1Fm).

İspat (4.8) ve (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn ve Hn = Ln dir.

Teorem 4.23 ve Sonuç 4.24’ten istenilen eşitlikler elde edilir. □

Teorem 4.26. Her n, m ve k pozitif tam sayısı için,

(−1)m+k b2n+m−kH2
k−n = H2

n+m +∆(−1)n+k bn−kGm+k(Gk−nHn+m −Gm+k)

dir.

İspat Teorem 4.12 yardımıyla, Hn+m

Gm+k

 =
1

2

 HnHm +∆GnGm

GkHm +HkGm


=

1

2

 Hn ∆Gn

Gk Hk

 Hm

Gm


elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayıları için

B =
1

2

 Hn ∆Gn

Gk Hk


matrisini tanımlayalım. Şimdi Teorem 4.15 kullanılarak B matrisinin determinantı

det(B) =
1

4
(HkHn −∆GkGn)

=
1

2
(−b)nHk−n

olarak bulunur. det(B) ̸= 0 olduğundan B matrisinin tersi vardır. Buradan Hm

Gm

 =
1

2

 Hn ∆Gn

Gk Hk

−1  Hn+m

Gm+k


=

1
1
2
(−b)nHk−n

1

2

 Hk −∆Gn

−Gk Hn

 Hn+m

Gm+k


=

1

(−b)nHk−n

 HkHn+m −∆GnGm+k

−GkHn+m +HnGm+k
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dir. Matris eşitliğinden

Hm =
1

(−b)nHk−n

(HkHn+m −∆GnGm+k)

Gm =
1

(−b)nHk−n

(HnGm+k −GkHn+m)

dir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15 yardımıyla

4 (−b)m =

[
(HkHn+m −∆GnGm+k)

2 −∆(HnGm+k −GkHn+m)
2]

(−b)2nH2
k−n

4 (−b)2n+m H2
k−n = H2

n+m

(
H2

k −∆G2
k

)
+ 2∆Gm+kHn+m (HnGk −GnHk)

+∆G2
m+k

(
∆G2

n −H2
n

)
= H2

n+m4 (−b)k + 2∆Gm+kHn+m2 (−b)nGk−n

+∆G2
m+k (−4) (−b)n

4 (−1)2n+m b2n+mH2
k−n = H2

n+m4 (−1)k bk + 4∆ (−1)n bnGk−nGm+kHn+m

−4 (−1)n bn∆G2
m+k

olur. Buradan eşitliğin her iki tarafı (−1)k

4bk
ile çarpılıp düzenlenirse

(−1)m+k b2n+m−kH2
k−n = H2

n+m +∆(−1)n+k bn−kGm+k(Gk−nHn+m −Gm+k)

elde edilir. □

Sonuç 4.27. Her m pozitif tam sayısı için,

1. 4(−b)2m = H2
2m −∆G2

2m,

2. a2b2m−1 = ∆
b
G2m+1(H2m −G2m+1)−H2

2m,

3. 4(−b)2m+1 = H2
2m+1 −∆G2

2m+1.

İspat Teorem 4.26’da n = m = k alınırsa Eşitlik 1, yine Teorem 4.26’da n = m,

k = m+ 1 alınırsa Eşitlik 2 ve Teorem 4.26’da n = k = m+ 1 alınırsa da Eşitlik 3 elde

edilir. □

Sonuç 4.28. Her m pozitif tam sayısı için aşağıdaki ifadeler doğrudur;
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1. L2
2m = 5F 2

2m + 4,

2. L2
2m + 1 = 5F2m+1(L2m − F2m+1),

3. 5F 2
2m+1 = L2

2m+1 + 4.

İspat (4.8) ve (4.10) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn ve Hn = Ln dir.

Teorem 4.26 ve Sonuç 4.27’den istenilen eşitlikler elde edilir. □

Teorem 4.29. Her n, m, k pozitif tamsayısı ve n ̸= k olmak üzere

(−1)m+k+1 b2n+m−k∆G2
k−n = H2

n+m − (−1)n+k bn−kHm+k(Hk−nHn+m −Hm+k)

dir.

İspat Teorem 4.12 yardımıyla, Hn+m

Hm+k

 =
1

2

 HnHm +∆GnGm

HmHk +∆GmGk


=

1

2

 Hn ∆Gn

Hk ∆Gk

 Hm

Gm


elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayıları için

B =
1

2

 Hn ∆Gn

Hk ∆Gk


matrisini tanımlayalım. Şimdi Teorem 4.15 kullanılarak B matrisinin determinantı

det (B) =
1

4
∆ (GkHn −GnHk)

=
1

2
∆ (−b)nGk−n

olarak bulunur. n ̸= k olduğundan det (B) ̸= 0 dır ve B matrisinin tersi vardır. Buradan Hm

Gm

 =
1

2

 Hn ∆Gn

Hk ∆Gk

−1  Hn+m

Hm+k


=

1
1
2
∆(−b)nGk−n

1

2

 ∆Gk −∆Gn

−Hk Hn

 Hn+m

Hm+k


=

1

(−b)nGk−n

 GkHn+m −GnHm+k

HnHm+k−HkHn+m

∆


38



BULGULAR VE TARTIŞMA A. YALÇIN

dır. Matris eşitliğinden de

Hm =
GkHn+m −GnHm+k

(−b)nGk−n

Gm =
HnHm+k −HkHn+m

∆(−b)nGk−n

dır. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15 yardımıyla da

4 (−b)m =
(GkHn+m −GnHm+k)

2

(−b)2nG2
k−n

− ∆(HnHm+k −HkHn+m)
2

∆2 (−b)2nG2
k−n

4 (−b)2n+m ∆G2
k−n = H2

n+m

(
∆G2

k −H2
k

)
+ 2Hn+mHm+k (HkHn −∆GkGn)

+H2
m+k

(
∆G2

n −H2
n

)
= H2

n+m (−4) (−b)k + 4 (−b)nHk−nHn+mHm+k

−4 (−b)nH2
m+k

4 (−1)2n+m b
2n+m

∆G2
k−n = H2

n+m4 (−1)k+1 bk + 4 (−1)n bnHk−nHn+mHm+k

+4 (−1)n+1 bnH2
m+k

bulunur. Buradan eşitliğin her iki tarafı (−1)k+1

4bk
ile çarpılıp düzenlendiğinde

(−1)m+k+1 b2n+m−k∆G2
k−n = H2

n+m − (−1)n+k bn−kHm+k(Hk−nHn+m −Hm+k)

elde edilir. □

Sonuç 4.30. Her m pozitif tam sayısı için n ̸= k olmak üzere

∆b2m−1 = H2
2m −H2m+1H2m−1

dir.

İspat Teorem 4.29’da n = m ve k = m + 1 alınırsa Önerme 4.10 yardımıyla istenilen

eşitlik elde edilir. □

Sonuç 4.31. Her m pozitif tam sayısı için

L2
2m = L2m+1L2m−1 + 5

dir.
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İspat Önerme 4.10’da a = b = 1 olduğunda, Hn = Ln dir. Teorem 4.29 ve Sonuç

4.30’dan istenilen eşitlik elde edilir. □

Teorem 4.32. Her n, m, k tamsayısı için n ̸= k olmak üzere,

(−1)m+k bm+kG2
n−k = G2

n+m −Hn−kGn+mGm+k + (−1)n+k bn−kG2
m+k

dir.

İspat Teorem 4.12 yardımıyla, Gn+m

Gm+k

 =
1

2

 GnHm +HnGm

GmHk +HmGk


=

1

2

 Gn Hn

Gk Hk

 Hm

Gm


elde edilir. O halde n ve k pozitif tam sayıları için

B =
1

2

 Gn Hn

Gk Hk


matrisini tanımlayalım. Teorem 4.15 kullanılarak B matrisinin determinantı

det(B) =
1

4
(GnHk −HnGk)

=
1

2
(−b)k Gn−k

dır. n ̸= k olduğundan det(B) ̸= 0 dır. O halde B matrisinin tersi vardır. Buradan Hm

Gm

 =
1

2

 Gn Hn

Gk Hk

−1  Gn+m

Gm+k


=

1

(−b)k Gn−k

 HkGn+m −HnGm+k

GnGm+k −GkGn+m


bulunur. Matris eşitliğinden

Hm =
HkGn+m −HnGm+k

(−b)k Gn−k

Gm =
GnGm+k −GkGn+m

(−b)k Gn−k
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dir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.15’ten

4 (−b)m =
(HkGn+m −HnGm+k)

2 −∆(GnGm+k −GkGn+m)
2

(−b)2k G2
n−k

4 (−b)m+2k G2
n−k = G2

n+m

(
H2

k −∆G2
k

)
+ 2Gn+mGm+k (∆GnGk −HnHk)

+G2
m+k

(
H2

n −∆G2
n

)
= 4 (−b)k G2

n+m − 4 (−b)k Hn−kGn+mGm+k

+4 (−b)nG2
m+k

4 (−1)m+2k bm+2kG2
n−k = 4 (−1)k bkG2

n+m − 4 (−1)k bkHn−kGn+mGm+k

+4 (−1)n bnG2
m+k

hesaplanır. Buradan her iki taraf (−1)k

4bk
ile çarpılıp düzenlenirse

(−1)m+k bm+kG2
n−k = G2

n+m −Hn−kGn+mGm+k + (−1)n+k bn−kG2
m+k

elde edilir. □

Sonuç 4.33. Her m pozitif tam sayısı için

b2m = G2
2m+1 − aG2mG2m+1 − bG2

2m

dır.

İspat Teorem 4.32’de n = m, k = m + 1 alınıp Sonuç 4.10 yardımıyla da istenilen

eşitlik elde edilir. □

Teorem 4.32’de n = m+ 1 ve k = 0 alınırsa da aşağıdaki eşitlik elde edilir.

Sonuç 4.34. Her m pozitif tam sayısı için

(−1)m bmG2
m+1 = G2

2m+1 −Hm+1G2m+1Gm + (−1)m+1 bm+1G2
m

dir.

Sonuç 4.35. Her m pozitif tam sayısı için

F 2
2m+1 = F2mF2m+2 + 1

dır.
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İspat (4.8) bağıntısında a = b = 1 olduğunda, Gn = Fn dir. Teorem 4.32 ve Sonuç

4.33’ten

1 = F 2
2m+1 − F2mF2m+1 − F 2

2m

bulunur. (2.1) bağıntısına göre gerekli düzenlemeler yapıldığında

F 2
2m+1 = F2mF2m+2 + 1

elde edilir. □
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5. SONUÇLAR

Bu tezde, Fibonacci ve Lucas sayılarının genellemesi olan Gn ve Hn sayı dizilerinin

temel özellikleri araştırılmıştır. Lineer cebir yöntemleri ve matris cebiri yardımıyla, bu

sayı dizileri için bazıeşitlikler bulunmuştur. Fibonacci ve Lucas sayı dizilerine indirgenerek

eşitliklerden bazıları aşağıda listelenmiştir. Her n, m pozitif tam sayısı için

1. 2Ln+m = LnLm + 5FnFm,

2. 2Fn+m = FnLm + LnFm,

3. 2L2m = L2
m + 5F 2

m,

4. F2m = FmLm,

5. 2L2m+1 = Lm+1Lm + 5Fm+1Fm,

6. 2F2m+1 = Fm+1Lm + Lm+1Fm,

7. 2 (−1)m Ln−m = LnLm − 5FnFm,

8. 2 (−1)m Fn−m = FnLm − LnFm,

9. 4 (−1)m = L2
m − 5F 2

m,

10. 2 (−1)m = Lm+1Lm − 5Fm+1Fm,

11. 2 (−1)m = Fm+1Lm − Lm+1Fm,

12. LnLm = (−1)m Ln−m + Ln+m,

13. FnLm = (−1)m Fn−m + Fn+m,

14. L2
m = 2 (−1)m + L2m,

15. Lm+1Lm = (−1)m + L2m+1,

16. Fm+1Lm = (−1)m + F2m+1,

17. 4F3m = Fm(3L
2
m + 5F 2

m),
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18. 4F3m+1 = 2FmLmLm+1 + Fm+1 (L
2
m + 5F 2

m),

19. 4F3m+2 = 2Fm+1LmLm+1 + Fm

(
L2
m+1 + 5F 2

m+1

)
,

20. 4L3m = L3
m + 15F 2

mLm,

21. 4L3m+1 = L2
mLm+1 + 5Fm(FmLm+1 + 2LmFm+1),

22. 4L3m+2 = LmL
2
m+1 + 5Fm+1(Fm+1Lm + 2Lm+1Fm),

23. L2
2m = 5F 2

2m + 4,

24. L2
2m + 1 = 5F2m+1(L2m − F2m+1),

25. 5F 2
2m+1 = L2

2m+1 + 4,

26. L2
2m = L2m+1L2m−1 + 5,

27. F 2
2m+1 = F2mF2m+2 + 1.
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