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Analiz ve onun uygulamalarmn tnemli teknik araglarindan sayilan klasik Bessel
potansiyelleri igin iyi bilinen problemlerden biri bu potansiyellerin terslerinin belir-
lenmesidir. Bu probleme bir ¢ok yaklagim bilinmektedir. Bu calsmada, yukanda
bahsettigimiz probleme yeni bir yaklagim geligtirilmis ve “ Aguirhikli Dalgacik Donii-
sumleri { Weighted Wavelet Transforms)" olarak adlandirdigimz déniigiimler yardi-
ryla Bessel potansiyellerinin terslerinin agik ifadesi bulunmustur.
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The classical Bessel potentials are known as an important technical tool in Analy-
sis and its applications An familar problem concerning the Bessel potentials is to
obtain explicit inversion for them. A number of approaches to this problem are
known . In this work we develop a new approach to the aforementioned problem
and invert Bessel potentials by means of the so—called weighted wavelet transforms.
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ONSOZ

Bu galigmada, analizde 8nemli bir diferansiyel operatér olarak bilinen Laplace-
Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu Bessel potansiyelleri’nin terslerini “Apg-
likh Dalgacik Déntigtimleri ( Weighted WaveletTransforms)" olarak adlandirdigimiz
dontigtimler yardimiyla bulduk

Tez ¢alismamiz agagidaki sekilde diizenlenmistir:

Bolim 2’de, gerekli notasyonlar ve 6n bilgiler yer almaktadir Calismamizin esas
konularindan biri olan Bessel potansiyelleri 3. boliimde tanimlanmis ve bazi 6zel-
likleri verilmigtir. Teze ait tzgiin sonuglar 4 ve 5. boliimlerde tamtilmigtir. Bessel
potansiyelleri ile iligkili agulkl dalgacik (wavelet) doniistimleri 4 béliimiin esas
konusudur Bu bélimde, tanmmladigimiz wavelet déniigiimilne uygun olan ters belir-
leme formiilii (Calderén tiphi “reproducing” formiili) ispatlanmgtit. L? ve L versiy-
onlan ayri-ayr1 incelenmistir. (Sadece, LP normunda degil, hemen hemen her yerde
yakinsama problemine de bakilmigtir). Bolim 4'teki sonuclar kullamlazak, Bolim
5’te, Tezin esas Teoremi (Bessel potansiyellerinin terslerinin Wavelet dontisim vasi-
tasiyla belirlenmesi) ifade edilerek kamtlanmig ve bilinen klasik ters belirleme for-
miilii bizim teoremden sonug olarak gikarilnugtir Tezin esas sonuglart Akdeniz Univer-
sitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii seminerlerinde ve Mersin Univer-
sitesi - XV Ulusal Matematik Sempozyumunda sunulmugtur.

Bu tezin asil problemini ortaya koyan ve kargtlagtigim problemlerde sabur ve igbit-

ligi ile en iyl ¢6zlimii bulmam saglayan damigmanim, Saymn Dog Dr. flham ALIYEV’e
(Akdeniz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi) tesekkiir ederim
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1. GIRIS

Fourier dontigiimi terimlerinde
(T*))" (@) = 0+ [sP)*2(/) =), (z € R", a > 0)

olarak tanimlanan ve cekirdeginin agik ifadest,

1 1 * 2 . dé
= —7[z|*/8 g —d/dm s{—nta)/2 27
Cale) = e ey / e e 5

olmak iizere,

(TN z) =Gox f(z) = . Goly}f(z — v)dy, o> 0

bigiminde tanimlanan integral operatérler ailesi Bessel potansiyelleri olarak ad-

k1’
landirilir [Stein, 1970] Bu potansiyeller, I-bixim operatdr ve A = > %—Laplace di-
k=1 *
feransiyel operatérii olmak tizere, {J — A) operatériiniin “kesirsel kuvvetleri” ola-
rak yorumlanirlar Klasik Bessel potansiyelleri Harmonik Analiz ve uygulamalarnda

gligli bir ara¢ olmugtur ve Aromszajin vd (1961,1963), Adams v d. (1967), Stein

(1970), Samko v.d. (1993) ve diger bircok matematikci tarafindan incelenmigtir. Bes-
sel potansiyelieri ile ilgili bir problem de onlarn tersinj belirleyen formiillerin acik ifa-
delerinin elde edilmesidir. Bu konu iizerinde bir¢ok ilging sonug bulunmasina ragmen
(Nogin 1982, Rubin 1986,1987), bu problem hala degigik yaklasimlara agiktir Biz bu
caligmada bahsi gegen probleme degigik bir yaklagim geligtirmeyi ve uygun Dalgacik

Déntiglimleri {Wavelet Transforms) vasitasivla Bessel potansivellerinin tersinin agik
ifadelerini elde etmeyi amachiyoruz Benzer problem Riesz potansiyalleri i¢in Rubin

(1996}, Parabolik potansiyeller icin Aliyev ve Rubin (1999} tarafindan incelenmis ve

tezin konusu olan problem orada agik problem olarak konulmustur.

Bilindigi gibi, klasik Harmonik Analiz’in esas inceleme konularindan biri, Tp(x)
= p(z ~ h), (z,h € R") geklinde etki gésteren kayma operatorii ile komutatif ope-
ratorlerdir. Hormander Teoremine gore bu tiir operatéilerin girigim tipli operatorler
oldugu iyi bilinmektedir (Stein and Weiss (1971)) Klasik girigim (convolution) ope-
ratord, g € L' (R")-sabit tutulmug “ cekirdek ” olmak iizere,

(G)(z) = (g% /)(z) = / W) Hz — w)dy, (dy = dydys - dyn)

Rn




olarak tamumlaniyor Bu operatér LP —» LF, (1 < p < co) smirhi olup gekirdegin
iyi huylarmm (diferansiyellenebilirlik gibi) korumaktadir Girisim tipli operatérlerde
ekirdek L'(R™)’ de olmak zorunda degildii Genel halde girigim, genellegmis fonk-

siyonlar (tempered distiibution) anlaminda anlagihiyor

R™de kaymanm yanisira en 6nemli déntligiimlerden biri de a € R! katsayili “ite-
leme” {dilation) yani, z € R" noktasina az € R™ noktasini kars1 koyan déntigiimdiir

Bunu goz ontne alarak, g ¢ekirdegi yerine

%(3) = =9(3), (>0, € RY) 1y

cekirdekler ailesi alahm ve 1 :

(Gef)(z) = (g * ){z) = / 0 () f(z — )y, (> 0)

R

operatorler ailesine bakahm. [ g(y)dy = ¢, dersek, her £ > 0 igin [ 9:(y)dy = ¢,
R» R

olacagmi kontrol etmek zor degildir (G, f) ailesi i¢in iyi bilinen sonuclardan biri

s0yledir:

Ly e

. 1 _ s < |

ImGf =limg « f=c,f, (1<p<oo) (1.2)

Le?
Burada lim, “ LP-normunda limit ” olarak anlagiliyor ve p = oo icin L™ olarak

R™ de stirekli ve I llim f(z) = 0 kogulunu saglayan fonksiyonlar uzay1 ditgiiniiliivor
I|—00

(Bu uzay, Co(R") notasyonu ile gésteriliyor ve f € Co(R™) igin ||fl| = sup |f(z)]
En

ahmiyor). (1.2)'de ¢; # 0 oldugu durumda §.(z) = égg(a;) dersek, liz%ga * f = f
olur ve bu prosediir birimin (birim operatdrin) approksimasyonu olarak adlandmlu
(Aef = 7. * f seklinde tammlanan operatdtler ailesine de yaklagik birim (birim
operator) denir). (1.2) bagintisinin degigik toplanabilirlik metodlarinda (6rn., Abel,
Gauss-Weierstrass v.s ) ve approksimasyon problemlerinde (&rn., I nin “yi huyly”,
her yerde yogun alt kiimelerinin (Schwaitz uzay: gibi) bulunmasi meselelerinde) nasil

kullanildigs gok eskilerden iyi bilinmektedir (bak: Stein and Weiss 1971)

Simdi (1 2)’de ¢, = 0 olursa, her f € L7 igin

L? .
lim(g, * f) = 0 (39
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olur. Ilk bakista “bir ise yaramayan ” ¢y = 0 durumu nisbeten yakin zaman diliminde
(vaklagik olarak, 1970° lerden itibaren) matematikgilerin ve uygulamacilann ilgi alam
olmus ve “ siirekli (integral) wavelet donugtimleri ” (continuous wavelet transforms)
adr altinda bilinen déniigimlerin ve onlarin genis uygulamasinin ortaya cikmasina
neden olmustur. Klasik “integral wavelet déniisiimii” séyle tanimlaniyor: u € L'(R?)
ve [wu(z)dz = 0 olsun (u", v’ nun Fouriler doniigimii ise, bu, v"(0) = 0 ol-
masiyla denktir). Boyle u fonksiyonuna wavelet (dalgacik) fonksiyonu denir. Asagida

tanimlanan,

F@) = (f *ue) (@ /f (o) *— Yy

déniisimiine de integral wavelet doniiglimii denir. Wavelet doniigiimiinii dnemli
yapan etkenlerden biri “ Calderdn Reproducing formulii” adiile bilinen formiil-
diir Bu formiil ashinda wavelet doniisiimii bilinen fonksiyonun kendisini bulmakla

ilgilidir. S6z konusu formiiliin degisik versiyonlarinin bazilarini verelim:

1) [u ()% =1 egitligi saglanacak gekilde u € L'(R') alahm Bu takdirde
0

her f € L*{R?) igin

F3% t

oo , P
f= [ rea =i [(1-w@F
0

o0 0]

olur (f u*(t)% nin yakinsak olmasi icin gerekli kogul, u"(0) = 0 & [ u(z)dz =0
G —0o

koguludur)

oo

2) u,v € LY{R?) ve Zou"(t)v"(t)% =1ise, f(z) = Of(f £ up = u) (z) L egitlig
her f € L%R!) igin saglamiyor. Goérildigu gibi, u ve v’ nin ikisinin birden “sénen
dalgacik” olmak zorunlulugu yoktur. Ormnegin, u ve v’ den biri T-u’\(t)v"‘(t)? =1
integralinin yakinsamasim saglarsa digerinin “6nemli bir rolii OIII?ILIYOI'””

3) f € U(Rl) (1 < p < oo) igin de benzer sonuglar bilinmektedir Bu

kogullaz konuluyoz

R! yerine R" alindiginda yine uygun Caldeién Reproducing formiilleri mevecut-

tur. Bu durumda wavelet fonksiyvonu u(z)’in radial oldugu varsayihr (vani, u{z) =

3
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o{r) of |z| = (22 + - 22)"/%)  R! yerine R" alindiginda Calderén Reproducing
f‘ormiiﬁiniin bir versiyonu goyledir: f € LP(R™), 1 < p < oo olsun ve u € LY{R")-

radial olsun. Ek olarak,

/-u(x)dx =0 ve / 1 u(z) log |z| |d:c < 00

R~ Rn
. I »
saglansin. Bu takdirde ¢, = [ u(z) logﬁ dz olmak fizere, lim JF*xu =cf
R» pe—m;ooé'

saglanir (Rubin 1998).

4) Nispeten yakin zamanlarda (Rubin 1996) “wavelet fonksiyonlan ” yerine
uygun wavelet dlgtimlexi konularak, Calderén reproducing formiilleri ispatlanmustir.

Bu konuya da kisaca deginelim. u, sonlu Borel Slgiimu olsun. Eger f dy = 0 ise,
R! '
p'ye dalgacik 6lgiimii (wavelet measure) denir. Ozel halde, di = u(z)dz, u €

LYR') ve [ u(z)dz = 0 olursa, p bir wavelet dlgiimdiir. g 8l¢iminiin dogurdugu
!Rl

wavelet doniigtimii, dogal olarak gdyle tamimlanir:

(f % pe)(z) & / flz —ty)du(y), t>0

— 00

Calderén Reproducing formiilii ise (uygun kogullar altinda) sdyle yazilir:

7 dt
f@= [T, ser
0
(Yukandaki 6zge integralin L”’ de veya h.h.h. yakinsama kogullan bilinmektedir),
Benzer ¢aligmalar, R' yerine R™ alindiginda da yapilmigtir (Rubin 1996)

Calderén Reproducing formiiliine “uygulamacilar ” ve “teorikciler” tarafindan
gosterilen ilginin esas nedeni, “kétil fonksiyonu” (f’i) “iyi dalgaciklarn” (fx*p, dal-
gaciklarimn) “toplami” bigiminde ifade etmektir. 90’lx villarin ortalarindan itibaren
Analizin ve onun uygulamalaninin birgok énemli operatérlerinin (Radon déniigiimi,
Riesz potansiyelleri, Kesirsel integraller, Singular intergraller ve onlarin kiresel ver-
siyonlart v.s.) wavelet doniigiimi ile ifadesi bulundu. Béylece, bu operatdileri, wa-
velet doniigimleri kullanarak inceleme olanag ortaya qikti, Ornek olarak, Fourier

déniigiimleri terimlerinde
[a)]*(z) = [2|™*¢(z), 0< Rea<n (13)

4




seklinde tanimlanan klasik Riesz potansivellerinin tersini (Riesz kesirsel tiirevini)
bulma probleminde wavelet déniigiimiiniin nasil uygulandigin ayrintilara girmeden

gosterelim p, R™ de 1adial ve sonlu Borel dlgiimt olsun!

(f * ) (z /fx—tyd;u() t>0 (1.4)

£ nin p-wavelet doniigiimii olmak lizere, asagidaki formal integrale bakalm:

oo
[ * /‘Lt tl+a (15)
0

Bu integrale Fourier doniigimil (formal olarak)uygularsak,

[t m@e) ) [ #6853 = a1 E)
0 ]

olur Burada m(r) = p(r) olmak iizere, d,{c) sayisi
0/

olarak tanimlanmaktadin Buradan gériiliiyor ki, f yerine I%¢ konulursa, ({%p)"(§) =

dr<oo

|E]722(€) olacagindan,
[ s 1) 17(6) = dul@iElPIEPR(E) = dul2)2(E)
0

ya da d, (o) # 0 oldugunda,

T | dt
/ %o i) ( t1+°‘ (1 6)
G .

elde edilit Formal olarak, & = 0 konuluisa {1.6) formilii Calderén Reproducing
formiiliine déniigiir. Bu basit gozleme dayanarak, Rubin (1996}, Riesz potansiyel-

lerinin, wavelet doniigiimleri terimlerinde tersini (Riesz kesisel tiirevini) belitleme

Ly nun radial olmast demek, her dlgiilebilis finit ¢ fonksiyonu ve R™ " nin her o dénmest
(rotation) ig¢in
| Ao@dute) = [ e@duta)
R® Rn

egitlidini saflamast demektir




formiillerini bulmugtur. Ortaya ¢ikan has olmayan integrallerin L?’ de ve hemen he-
men her yerde (h.hh.) yakinsamas: kogullan da, harmonik analizin ince teknikleri
kullanilarak bulunmugtur Aynca, p = 2 durumunda Plancherel-Parseval esitligi
({1f iz = c||f1]z2) kullamlabildiginden, istenen sonuca ulasmak nispeten kolay ol-
maktadir. Buna kargin, genel LP, p # 2 durumu ve 6zellikle uygun has olmayan in-
tegrallerin h h h. yakinsamasi problemi ¢ok daha agir teknik araclarin kullanmilmasim:
gerektiriyor (Rubin 1996).

Yukarida da belirttigimiz gibi, Harmonik Analizin 6nemli teknik araclanndan
biri olan klasik Bessel potansiyellerinin uygun wavelet déniigiimleri kullanilarak ifade
edilmesi ve bu déniigiimler yardimiyla, s6z konusu potansiyellerin terslerinin belirlen-

mesi meselesi actk bir problemdir. Caligmamizin ana hedefi bu problemi ¢ézmektir

e itin Y e FFE




5. ON BILGILER

Bu bdliimde tiim ¢aligmamiz boyunca kullanilacak bazi bilgi ve notasyonlar topai-

lanmigtir.

2.1. Notasyonlar

Bu galisma boyunca, aksi belirtilmedikee asagidaki notasyonlar kullanilacaktir:

Z,N, R, C sirasiyla; tamsayilar, pozitif tamsayilar, reel sayilar ve karmasik

sayilar kiimesini gosterecektir.

Rn:{a';: (.'51,"" 1x7’l): Ly ER) 7211 )n}>

ZT—;:{’Y:(/}’l? ?fy’”') DY 203 Y4 EZ)? ]:l: :n'}
z,y € R* ve v € Z" olmak luzere,

TY =Ty 4+ o+ Tl |2 = @+ 22)Y2 8, = 0/0x;, OY =081 O,
=g e, lEnt o+

1] = m(§2), Q2 kiimesinin n-boyutlu Lebesgue dl¢iimii,

LPQ) = {f : [ lleey = (S{ Ha)Pdz)'/? < oo}, (1<p< o),

L) = {f + {1 f | oo(ey = ess Sup f(z)} < oo},

LR ={f:R*"—>C: [{ |f(z)] dz < oo; smirh ve dlgiilebilir her K C R™ igin},

h € R™ olmak lizere, verilen bir f fonksiyonu i¢in kayma 7, f(z) = f(z-+h) (z € R")

olarak tanimlanir.

Ck(A),:

A C R™ kiimesi tizerinde k. mertebeye kadar kismi tiirevleri siirekli olan

fonksiyonlar ailesini ve C®°(A) = [ C*{A) ailesini gosterecektir.
k=1




2.2.  Olgiim Teorisinden Baz Bilgiler

X, bog olmayan bir kiime olsun. Eger 4 C P (X) kiimeler ailesi, sonlu birlegim ve
tiimleyene gore kapal bir aile ise, o zaman .A ailesine X tizerinde bir cebir ad: verilir;
yani, By, ., L, € Alse, o zaman { JE; € A; ve eer E € Aise, 0 zaman E' € A

1
olur o—cebir sayilabilir birlegsime gére kapali bir cebirdir.

Not: Bir X kiimesi tizerindeki o—cebirler ailesinin kesisimi vine X {izerinde bir
o—cebirdir. Buna gore, €, P(X) in herthangi bir alt kiimesi ise, 0 zaman € kiimesini
kapsayan bir ve yalmz bir tane M(E) o— cebiri vardir. Buradaki M(€) ailesi &

tarafindan {iretilen o—cebir olarak adlandirilir.

Eger X bir metrik uzay veya daha genel olarak bir topolojik uzay ise, X
icindeki acik kiimeler ailesi tarafindan tretilen o-cebir, Borel oc—cebiri olarak ad-
landirthr ve bu aile By ile gdsterilit. Bu veni ailenin elemanlari Borel kiimeleri

olarak adlandirilir.

Bog olmayan bir X kiimesi iizerinde M ¢—cebiii verilsin. (X, M) iizerinde bir

olgum agagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyondur (u: M — [0, oo)):

(1) u(®) =0
(ii) Eger {£;}° M icinde ayrik kiimelerin bir dizisi ise p({J £;) = 5 u(E;)
I 1

Eger (X, M, p) élgiim uzay: i¢in u(X) < oo saglantyorsa, 4 sonlu Slgiim
olarak adlanduilir. Diger yandan E; € M olmak iizete, X = |JE;; Vj p(E;) < oo
1

olacak bi¢imde E; kiimeleri bulunabiliyorsa, u Slciimi o—sonlu olarak adlandirilir

Eger (X, M, u) 6lgiim uzay: ise, u(E) = 0 olan E € M kiimesi ihmal edile- f
bilir kiime olarak adlandirilr Eger z € X noktalar: icin verilen bir 6nerme, ihmal |
edilebilir bir kilmeye ait z’ ler hari¢ dogru ise, 0 zaman bu énerme hemen hemen

her yerde (kisaltmasi: h'h.h.) dogiu deriz

Eger u(F) =0 ve I' C E ise, 0 zaman F € M saglandig1 takdirde monotonluk
ozelliginden pu(F) = 0 olur. Fakat genelde F' € M olmasi gerekmez. Eger bir olgiimiin

tanim kiimesi, ihmal edilebilir kiimelerin tiim alt kiimelerini kapsiyorsa, bu 8l¢iime

o o . ;7" T T T T e o W W T e e T, T R T
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tam Olgiim denir.

Teorem 2.2.1. (Folland 1999) (X, M, u) bir dlgtim uzayi, N = {N € M : u(N) =
0} ve M={EUF:E€ Muve FCN, NeN}olsun. O zaman M bir o—cebirdir

ve pi 6lgimunin M iizerinde bir tam dleime bir ve yalmz bir It geniglemest vardar,

Teorem 2.2.2. (Caratheodory) Eger p* X iizerinde bir dis élcum ise, ozaman
w*-oleulebilir kiimeler ailest M bir o-cebirdir ve u™ in M uzerine kisitlamast bir tam

oleumdur

Eger bir topolojik uzayin Borel kiimeleri iizerinde tamimli g dlgiimii her X kom-
pakt kitmesi igin p(K) < oo dzelligini saghyorsa, bu élgiim Borel Sl¢iimii olarak
adlandiilir. Bu galisma boyunca tiim g dlgiimlerinin Borel olgiimii (Bg veya Bgn

lizerinde) oldugu varsayilacaktir,
Eger bir Borel dlgtimii i¢in

p(A) = inf{p(0) : A C O agik} = sup{u(F) : F kapali C A} (2.7)

saglaniyorsa, bu olglime diizgiin Borel Slgiimii denir

Teorem 2.2.3. (Aliprantsis 1989 s.113) R™ wzerindeki tum Borel élgiimier: diiz-

gundur

Teorem 2.2.4. (Aliprantsis 1989, s.210) yu, R™ tzerinde duzgqun Borel 6lguimai ol-
sun. Bu durumda asadidaki iki 6zelligi saglayan bir ve yalnz bir tane kapals £ C R”

vardar:

(1) u(E)=0

(2) Eger V, ENV # 0 olacak sekilde agik bir kiime ise, bu durumda pENnV)>0

Teorem (2.2.4.) ile belirlenmis bu E kiimesine y 6l¢iimiiniin dayanag denir
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Bu ¢aligmada negatif degerler alan Sl¢limler de gz Oniinde tutulacaktir, (X, M)
dlciilebilir bir uzay olsun. (X, M) iizerinde yiik (signed measure) agagidaki dzel-

likleri saglayan bir fonksiyondur g : M — [—o0, 00j:

(i) p, oo degerlerinden en fazla birini alabilir,
o0 o0
(iii) {E;} ler M icinde aynk kiimelerin bir dizist ise, u(lJ By) = 3 p(Ey)
1 1
Teorem 2.2.5. (Jordan Ayrisum Teoremi) Eder p bir yik ise, o zaman oyle bir

ve yalnwz bir u™ ve pu= pozitif éleimlers vardwr ki p = pt — p~ sadlanir

Buradaki p* ve p~ 6lglimlerine sirasiyla, ¢’ niin pozitif ve negatif varyas-
yonu denir ve =y — p~’ ye ¢’ niin Jordan ayrigum denir. Ayrica, 4’ niin tam

varyasyonu

= ) = (@) (B) = [l (veya) [ )
R» R»
olarak tamimlanr. Kolayca goriilebilir ki bir £ € M kiimesinin g’ ye gore thmal
edilebilir olmas: igin gerek ve yeter kosul, |u|(E) = 0 olmasidi. Eger tiim sonlu
olciimlerin kiimesini A ile gosteritsek agagida tamimlanan norm ile birlikte A bir

Banach uzayidir,

lall =l = [/ ®™) = 1+ (RY) + = (RY) = f da] (28)
]Rn

(X, M, pu) ve (Y,N,v), o > 0,r > 0 dlgiim uzaylan verildiginde X x Y
uzerinde p® v carpim Olgiimii tammlanr Carpim uzayinda tanunl bir fonksiyonun

integralini hesaplamada agagidaki iki teorem dénemli bir yere sahiptis

Teorem 2.2.6. (Fubini Teoremi) (X, M, u) ve (Y,N,v) o-sonlu élgim uzaylars,
uXxvise, M x N tzerinde u ve v dlgumlerinin carpyms olsun Efer f : X xY — R

. Jonksiyonu p X v dlgumiine gore integrallenebilir ise , hemen hemen her v € X




icin f f(x,y)dv(y) ve hemen hemen her y € Y igin [ flz,y)du(z) integraller:
Y X

sonludur ve

[t = /ffxydv dpu(a fff:cyaw dv(y) (29)

XxY

egitlikleri saglansy

Onerme 2.2.7. f(z,y), 1 x v-élgilebilir bir fonksiyon olsun, [([|f{z,y)|dp)dv
veya [ ([ |f(z,y)|dv)dy ardigik integrallerinden herhangi biri sonlu ise, f(z,y) ux

v-integrallenebilirdir ve (2.9) saglanar.

2.3. [P Uzaylari

Modern analizde dnemli bir rol oynayan 7 = LP(R"), 1 < p < oo, uzaylan

1]l = ( / )P ) < oo
Rn

normu ile birlikte kompleks degerli dlgiilebilir fonksiyonlann bir Banach uzayidu
p = oo limit degerine kargihk gelen L*(R™) uzay: ise gdyle tammlamr: Eger f R®
tizerinde tamimh &lgiilebilir bir fonksiyon ise, |f| fonksivonunun esas supremumu

Il il ile gosterilir ve

[ flee =inf{a > 0: u({z : |f(z)| > a}) = 0}
olarak tamumlami.

Not. Cogu zaman || f|| = ess sup |f(z)| olarak yazihr

Artik L®°(R™) uzayin tanimlayabiliriz;
L= =L®[R") ={f:R" = C: f lciilebilir ve || f||o < o}

Boylece f € L*(R") olmasi igin gerek ve yeter kogul hhh. f = ¢ olacak bicimde

simirly ve olgtilebilit bir g fonksiyonunun bulunmasidir.

(X, M) dlgiilebilir uzay olsun. E C X olmak iizere, ¥ kiimesinin karakteris-

tik fonksiyonu xg agagidaki gibi tamimlamz:

(z) [ 1, eger z€E
XEVE) =0, eger o ¢ E

11




Eger £ € M ise, xg nin oOlgillebilir oldugu kolayca gorilebilir. E, € M olmak

iizere [(z) = > cxXxg, (z) fonksiyonu basit fonksiyon olarak adlandinhr (£ larin
k=

olcumleri sonludur). Basit fonksiyonlar sinifi 1 < p < oo i¢in tiim L? uzaylarinda

yogundur

Teorem 2.3.1. (X, M, ) dlgiim uzayr olsun. Eder f : X — C olgulebilirse, o za-
man 0 < |¢1] < |da| < - < |f| olacak bigimde f fonksiyonuna noktasal yakinsayan

{¢dn}- basit fonksiyonlar dizisi vardar
Asagidaki onerme LP(R™) fonksiyonlarimin nemli bir ézelligidir

Onerme 2.3.2. Her f € IP(R") (1 < p < o) LP normuna gére sureklidir; yani
B = 0 igin i f — Flly = 0.

LP(R™) uzay: i¢inde {fi} fonksiyonlarmin bir dizisi verilmis olsun:

(1) Eger hemen hemen her z € R™ i¢in klim fe(z) limiti var ve f(z) deferine
—o0
egit ise, h h'h fi(z) — f(z) denir

LP
(2) Eger Hm | fx — fll, = 0 ise, L? normunda fr — f denir ve lim f, = f
k—o0 k—o0

olarak yazilu

p = oo I¢gin L™ normunda yakinsama diizgiin yakinsama ile gakigi.

Teorem 2.3.3. (Lebesgue Integrali Altinda Limite Gegme Teoremi) {f,},
LY wzayinda, (a) hhh fo — f ve (b) g pozitif ve g € L' olmak vzere her n
igin hohh |fa| < g dzelliklerini saglayan bir dizi olsun. O zaman, f € L' dir ve

[f= ?}Lngof fn saglaner.

Not: Karsilikh olarak, 1 < p < oo igin noktasal yakinsama norma gore
yakinsamay1, norma gore yakinsama da noktasal yakinsamay1 gerektirmez Fakat,
norma gore yakinsama var ise, orjinal dizinin 6yle bir alt dizisi bulunabilir ki bu dizi
hhh yakinsaktir. Aynica, hhh. fe(z)} T f(z) (yani hemen hemen her z igin 0 <

fi(z) < falz) < ve klim fr(z) = f(z)) ise, 0 zaman Beppo Levi teoremine gore
—00

12




| fe — flls = O dir. Aynca, hhh fi(z) — f(z) ve hhh fi(z) < P(z), F € L7 ise,
. Ly
o zaman Lebesgue Integral Altinda Limite Gegme Teoiemi'nden klim lfe — fl]=0
— 00

olur.

Simdi, L? uzaylarinin analizdeki uygulamalarinda dnemli yer tutan egitsizlikleri

verelim:

Teorem 2.3.4. (Genellesmis Holder Esitsizligi) f; € L,, 1 < p < o0, 1 =
1,...,m ve > + -+ -+ ﬁ =1 olsun Bu durumda,

/mwmu»mammswm%uwmmm (2.10)
dir,

Bu teoremin sonucu olarak, eger f € P ve g€ LY, 1 < p < o0, ﬁ + ~1q- =1 ise,

ju Dz < || lzellgllie

Diger taraftan p € A ve ¢ € L igin | [ pdu| < ||¢|lellpe]] dur.

Teorem 2.3.5. (Minkowski Integral Egitsizligi) u ve v suasiyla, X ve Y tize-
rinde pozitif o~sonlu dlciimler olsunlar ve f(z,v), ux v—éleulebilir olsun. Ejer he-

men hemen her y igin f(,y) € LP(X,p), (1< p<oo) ve [ (1)l dv(y) < oo
v

ise, 0 zaman hemen hemen her z igin [ f(z,y) dv(y) yokinsakter ve
y

n/ﬂaww@m#s/wummmww (211)
N y )

saglanar.

Teorem 2.3.6. (Young Esitsizligi) p,q,7 € R, 1 <p,q,7 < o0 ve %—i— % =141 .

olsun. Ejer f € LP ve g € L ise, 0 zaman

H/f vyl < | Fllzelloller (212)

13




Bu boliimi asagidaki takdim teoremini vererek bitirelim

Teorem 2.3.7. (F.Riesz Takdim Teoremi) L?’ nin dual uzay: (yani, LP ize-
rinde tanimly tum simarl lineer fonksiyoneller uzayt) (LP) olmak tzere, I € (LPY 1 <

p < oo olmast igin gerek ve yeter kogul, Vf € L? icin I(f) = [ f(z)g(z) dz olacak
Rn

bigimde tek bir g € L¥ %-I— }% =1 bulunmasider

2.4. Fourier Doniigiimii

Bir / € L{(R*) fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii f~ notasyonu ile gdsterecefiz

ve

£ ) = / flaz)e ™4 dz (213)

esitligi ile tanimlayacagiz Daha genel olarak, R™ tizerinde tiim sonlu Borel dl¢imleri
kiimesi M olmak fizere y € M &lciimiiniin Fourier déniigiimiini p” notasyonu ile

gosterecegiz ve

K'© = [ e*<auto 214)
Bn
egitligl ile tanimlayacagiz.

Onerme 2.4.1. (Sadosky 1979} p & M ve y" onun Fourier donusimi olsun. O

zaman

(a) " swarh bir fonksiyondur ve
11" fleo < [l (bak (2.8)) (2.15)
diy
(b) " dizgun siirekli bir fonksiyondur.
(c) Bjer p> 0 ise, o zaman [pl|(R") = 1" (0) = || oo dor
Simdi, Fourier doniigtimil igin baz1 temel formiilleri verelim. Burada listele-

necek titm formiiller e®+? = e%e® formiilii ve uygun degisken degistirmesi yapilarak

ispatlanabilir
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fell yeR veT, RV den R"e tersinir lineer bir déniigim olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir:

1 7, kayma operatorii olmak uzere,
(/) (€) = e £ (9), (216)
9 7~t 7’ nin tersinin transpozu olmak iizere,

(foT)=ldet{T)| " foT™, (2.17)

3. f(z) = f(—z) olmak izere,

(fy =Ff (2.18)

fyi bir gozlemle (2 17) i¢in su Gzel sonuclai elde edebiliriz: Eger T ortogonal bir
déniisiim ise, yani TT* birim déniigiim ise, det(7) = F1 oldugundan foT =foT
dit Eger T bir genigleme ise, yani Tz = rz, (z € R" 1 > 0) ise, bu durumda
(2.17)'den (f(rz))" =r~" f(r=1€) dur.

Simdi f’ in ait oldugu aile ile f arasindaki bazi dzellikleri verelim.

Teorem 2.4.2. (Folland,1999) f € L'(R") olsun

a) Eger fe C*veher a:0< o <k igind*f € Lt ise, 0 zaman

@) (&) = (i0)*f (2.19)

olur ve ilave olarak,
2] = oo igin, (1+[EFf(€)—0 (220)

saglanir

b) Ejer |a| < k iginz®f € L* ise, 0 zaman feCk ve oo f = [(—iz)f]" dwr
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2.5. Schwartz Test Fonksiyonlar1 Uzay1

Eger bir f fonksiyonu sonsuz diferansiyellenebilir ve tiim mertebelerden kismi tirev-

. lerj sonsuzda cok hizl azaliyorsa; yani, her o, 8 € N" i¢in

sup |2°0° f ()] = pa,s(f) < oo

saglaniyorsa, f Schwartz ssmfindandir denir. Schwartz simfina ait tim fonksiyon-

larin kiimesi S(R™) ile gosterilir Burada {p.s} ailesi 8§ lizerinde yarnormlarin

sayllabilit bir simifidu ve bu aile kullanilarak § iizerinde bir topoloji kurabiliriz:

{¢x} dizisinin sifira yakinsamas: igin gerek ve yeter kogul, her o, § € N" igin

kli\nc;lo sup [z%8% g, (7)) = 0 olmasidir. Bu topoloji ile birlikte 8 bir Fréchet uzayidu ve
z

1 € p < oo igin tiim LP(R™) uzaylannda yogundur (Stein 1970)

Ornekler

1. C% ile kompakt dayanakli ve C*° uzayina ait fonksiyonlarm kiimesini goste-

rirsek, o zaman C2° C 8 olur.
2. f(z) = e ™ olarak tammlarsak, f € § olur.

3 g(z) = e ™1 sin(e™**) ve her N pozitif tamsayisi icin fy(z) = (1 + |z5)~V
fonksiyonlar1 8§ uzayinda degildir. Bu iddiay: kabaca séyle dogrulayabiliriz: fy
fonksiyonu oo’ da yeteri hizla azalmaz (azalma hiz bir tstel fonksiyondan daha
yavagtir). Bunun yaninda g(z) fonksiyonu veteri kadar hizla azalsa da tirevleri

hizla azalmaz.

Simdi 8 uzayinin bir diger 6nemli karekterizasyonunu verelim

Onerme 2.5.1. (Folland 1999)

f €8 =Y Nuwveaicn (14 |z))V0*f ssurldur (2.21)
f €8 <=V ave B igin sup |0° (z°f(z))| sonludur. (2.22)

Onerme 2.5.2. C® wzayr S iginde yojundur, yani her f € § igin {fx} C C§°

fonksiyon dizisi bulunabilir ki, 8’in topolojisinde fr, — f olur
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2.6. Girisim ve Plancherel Esitligi

Bu alt boliimde girigim kavramini tanitarak baz onemli dzelliklerini veriyoruz. ¢ ve

f fonksiyonlarimin girigimi

b+ f(z) = / B —v) dy (223)

olarak tamumlanir. Simdi (2.23) integralinin anlamli olmasini saglayan uygun kogullari

hatarlayalim.

1 ¢ellvefelr (1<p<oco)igin (2.23)integralih h h. mutlak yakimsakéu

ve

I filp < lldllall £l (2 24)
egitsizligi saglani
i

2. Eger ¢ kompakt dayanakli siirekli bir fonksiyon ve f € L;,, ise o zaman

(2.23) her z i¢in mutlak yakmsaktir ve ¢ = f siireklidir.

3. $€LPvefelr ;—,—i—% = 1 igin, (2.23) integrali her z icin mutlak

vakinsaktiy. Bundan baska

16 % flloo < ollsll I (2.25)
egitsizligl saglanir.
Bu ézelliklere ek olarak, yukaridaki durumlarin her birinde girigim degigmelidir
Yani, ¢ x f = f x ¢ ve

supp (¢ * f) C supp ¢ + supp f (2.26)

Not: Birgok uygulamada ¢ sabit tutulur, ¢ok “iyi” bir fonksiyon olarak secilir

ve girigim f — ¢ * f bi¢iminde tanimlanan bir operatdr olarak dikkate ahnar.

Lemma 2.6.1. ¢ € C° ve f € L}, ise 0 zaman ¢ = f € C™ ve

loc
0%(¢* f} = (8%¢) = | (2.27)
dir
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Sonug 2.6.2. f,g €8 ise, 0 zaman [ *x g €S dir.

Asgagidaki formiller girisim ve Fourier déniigiimil arasindaki ilgiyi gostermek-

tedir:
(f=9)" =fg (f.9el (2 28)
(19)" = Gyl 5. (f0€9) (2.29)

Teorem 2.6.3. (Ters Fourier Doniiglimil) f € L' olsun. fi(z) ile,

f e E () de, (> 0) (230)

E®

(2m)"

Abel toplamlamiaring gosterelim. Bu durumda

Jlim i f = fll, =0 (2:31)
ve
lim fi(z) = fla) (h-hh) (2.32)

egitliklery saglanar.

Bu teorem gdbz 6niine alnarak, f'in ters Fourier dontisimu

(Qi)n/eimgf(g) dg :

R

seklinde tamimlanir.

Sonuc¢ 2.6.4. Fourier donigumu 8’ den 8 uzerine bire-bir ve drten bir donisimdur.

Lemma 2.6.5. (Folland 1999) u,v € M(R") oldujunu varsayalim Bu durumda,

/[Ldu:/ﬁd,u (2.33)

dir. Ozel olarak f,q € L ise,

[ @ ds = [ o)1) do

dir
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Teorem 2.6.6. (Plancherel teoremi, birinci version) u,v € § ise, 0 zaman
/ it dr = / uv dz (2.34)
R R»

dir  Ozel halde, v = u konulursa, ||il|s = ||ul|s elde edilir.

Dolaywsivla, Schwartz fonksiyonlarina kisitlanan Fourier doniisiimit L? normunda
bir izometridir. Bu da , § L% de yogun oldugundan, Fourier déniigiimiinii L? ye

genigletmenin yolunu gosteriyor.

Teorem 2.6.7. Egfer u € M(R"), f € L? ve f+i=0ise ozaman p = —fdz
dir.

aeq un " — 2 . . . N T e ae ..
Bu béliimit e~**°, Gaussian fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii vererek biti-

relim:

Teorem 2.6.8. (Stein and Weiss 1971)

‘ : 1
(W)lnm / el =i € e — (t)n/ze_lxlzm (235)
R= '

2.7. Laplace Donugiimu ve Gamma Fonksiyonu

Genellestirilmis integralletle sonsuz seriler arasindaki benzerlige bakarak, bir kuvvet
serisine kargilik gelen genellegtirilmis integrali aramak gayet normaldir. Eger kuvvet
serisini

> fn)z" (2 36)

T

olarak vazarsak, o zaman bu seriye kargihk gelen genellegtirilmis integral,

f(t)z*dt (2.37)

it 8T ST




olur. Kiicik bir gisterim farkiyla bu f(¢) fonksiyonunun Laplace ddniigiimidiir.
f(t) fonksiyonunun Laplace déniigiimii tam olarak, (2 37)" de = yerine e™* koyarak

elde edilen o
/f(t)e—“ dt (2.38)
0

integralidir

Ozel olarak, énemli Laplace doniisiimlerinden biri,

o0

/ Betdi, (k> —1, s> 0) (2.39)
0
dir. Burada & sifir veya pozitif tamsay: oldugunda,

oQ

k!
k—st g _
I[teSdt_F, s>40 (240)
0
esitligi timevanmla kolayca gosterilebilir. {2 40) dan, s = 1 igin
oo

k! = /tkﬁ dt (2 41)

0

olur. Bu formiil, faktoriveli genellemenin metodunu vermektedir:

o0

P(z) = / #letdt Rez > 0 (242)
0

olmak iizere (242) integrali gamma— fonksiyonu olarak adlandiiliz, Gamma-
fonksiyonu Rez <0, z #0,—1,-2, ., yan diizlemine, bu integralin analitik de-

vam! ile genigletilix.

Gamma-fonksiyonu i¢in, (2), = z(z+1).. (z+n—1) olmak iizere, agagidaki

formiilleri elde edebiliriz (Samko, Kilbas, Marichev 1987):

1. Genel fark denklems

Iz+n) = (2)al(2),
Mz—n) = Gl I'{z); (2 43)
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2. Fonksiyonel denklem

P(z)[(1 — 2z) =n/sinzm, [(1/2) =7 (2.44)

3. Legendre formuli

2z—1
T(22) = 2 =TT+ %) (2 45)
4. Asimtotik Stirling formulu
T(2) = V2rz Y2 ™[t + 0(1/2)], largz| <7, z = o (2 46)
ve bunun sonucu olarak;
n! =v2mn(n/e)* [l + O(1/n)], n— oo (2 47)

dir.
Bu bélimi agagidaki Snermeyle bitiriyoruz

Onerme 2.7.1. o > 0 olmak iizere, f(t) = t3! fonksiyonunun Laplace donusumu

1 . dt
—shgal? = g 248
Te/2) ) ¢ P (248)
0

dir

2.8. Hardy-Littlewood Maximal Fonksiyonu

(X, 1), (Y,v) Olglim uzaylani ve T, LP(X,u)’ den Y iizerinde tammh lgiilebilir

fonksiyonlar uzayina bir operatér olsun. Eger ¢ < oo icin,

v{{y €Y [THy)] > A}) < (E”T\i)q
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aglanwyorsa, T zayif (p,¢) tiplidir denir. Eger T LP(X,u)’ den L®(Y,v)’ ya
simrli operatdr ise, zayif (p, oo} denir. Eger T, LP(X, p)’ den L4(Y, v)’ ya sinuth ise,
T giiglii {p,¢) tiplidir denir (bak Stein and Weiss 1971, st. 184}

T gii¢lid (p, g) ise, o zaman T zayif (p,q)’ dur: Bunu géimek igin By = {y €
| Tf{y)| > A} olarak tanimlarsak,

v =‘V Ti=)
(Ex) E{dél‘ 3

"oy < VLR ¢ (el

.elde ederiz.

.'.Teorem 2.8.1. (Stein and Weiss 1971)

{T,} LP(X,p) uzerinde tanimly dodrusal operaidrier ailesi ve
T"f(z) = sup T (2)]

olsun. Eger T* zayif (p,q) ise o zaman,

{f e (X, ) Im T f(a) = f(z) hhh}

kimesi LP (X, ) iginde kapalidir.

Burada T, {T:} ailesine iligkin maximal operatér olarak adlanduilir

Not: f € 8 i¢in ¢, * f(z) noktasal olarak f(z) yakinsadig: iyi bilinmektedir.
Eger sup ¢ * f(z) maksimal operatériintin zayif {p,p) (1 < p < o) tipli oldugunu
: £>0

gosterebilirsek, o zaman Teorem 2.8.1.71 kullanarak, f € L? (1 < p < 00) i¢in hemen

~ her yerde noktasal yakinsamay1 gosterebiliriz.

B, = B(0,7), merkezi orjinde olan r yaricapl bir yuvar olmak iizere, R™ iize-

rinde tanimli lokal integrallenebilen f fonksiyonunun maksimal fonksiyonu

| / @y (249)

1 L
My(s) =sup 0o / | (= — y)ldy = sup
B, 1B(z,7)]

1
1>0 r—0 [Br|

olarak tammlanit (Bu fonksiyon +co degerini de alabilir)
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Burada |B,|, B,'nin Lebesgue ol¢imii ve B(z,7)" de & merkezli, » yaigaph

yuvar dir

Not: Eger ¢ = |B1|"'xp, ve Mif(z) = ¢ = f(z) alirsak, o zaman (2 49)’de
tanimlanan maksimal fonksiyon, pozitif f icin Teorem 2.8 1." de oldugu gibi, {¢:}

ailesine iligkin maksimal operatdr ile cakisir.

Onerme 2.8.2. ¢ pozitif, radial, azalan ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

sup |de = f(z)] < ||l M f(z). (2.50)

Ispat. Ik olarak ¢(z)’1 basit fonksiyon alalim. Bu durumda,
¢(z) = ZGjXB,,j (z), a; >0
J

seklinde yazilabilir Bu halde, |[¢||, =} a;|5;,| oldugundan,

7

6+ 1) = S wlB, Iz, * £(2) < 610§ 2)

7
dir. Onermenin hipotezlerini saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonuna, Teorem 2.3.1
den dolay1 monoton artan basit fonksiyonlar dizisiyle yaklagilabilir. Ayrica, her ¢ > 0
icin ¢; bagka bir pozitif, radial, azalan ve integrallenebilen bir fonksiyon oldugundan

ve ayni esitsizligi saglayacagindan, istenilen sonug elde edilir.

Bu bélimi, agagidaki iyi bilinen sonucu vererek bitiriyoruz.

Teorem 2.8.3. (Sadosky sf. 1999) M operatoru zayyf (1,1) ve gucli (p,p), (1 <

p < oo) dir.

2.9. Gauss—Weierstrass integrali ve Yarigrup ézelligi

— A2 2 p . . T '
e~4melvl® fonksiyonunun Fourier déniigiimii

Wiz, t) = (4nt) ™ 2exp(—iz|?/4t), z € R™, t >0 (2.51)
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Causs—Weierstrass cekirdegi olarak adlandirilir. Bu ¢ekirdegin asagidaki dzel-

Jikleri vardar:

[w(,0)]" ) = / e (1, t)dz = e, (2 52)

Er

vt > 0igin / Wz, t)dz = 1; / Wy, )W (z —y, 7)dy = Wiz, t+7), (2.53)
e -
W (VAz, A} = AW (2, t) (2.54)

Ozel olarak, (2.54)'de t = 1 konursa;

Wz, \) = AW (2, 1)
egitligi elde edilir.
Ispat. (2.33) nin bir sonucu olarak,

/ f(:c)e%”e“"‘”z‘”ﬂz dz = f fle)W(z —t,a)dz Vo > 0 (2.55)
R™ R

egitligini soyleyebiliriz Bu esitligin saginda t = 0 ve f(z) = ¢ alusak, (2.52)
ispatlanmig olur (2 53) icin uygun degisken degigtirilmesi ile [ W(z,a)dz =
Rﬂ

oo
| W(z,1)dz esitliginin saflandifim gorebilitiz. Boylece, [ e/ dy = 2/7 ol-
e oo

masindan dolay1 (2.53)’de soldaki ilk esitlik kolayca gériiliit (n boyutlu integral,
béyle n tane integralin carpim olarak yazilabilir). (2.53)’in ikinci egitligi de, (2.55)°
de sol tarafta f(z) = W(z,t) alarak ispatlanabilir. Son esitlik de Gauss—Weierstiass

cekirdeginin tanimindan direkt olarak goriilebilir. ]

f:R™ — C fonksiyonu igin Gauss-Weierstrass yariguiubu G, f ile gosterilir ve
(G f)(=z) = /f'(ﬂ? — 2)W(z,t)dz, t > 0; (Gof)(z) = f(z) (2.56)
Rﬂ

olarak tanimlanir.

24

T = T R T R e
- = PR




Onerme 2.9.1. M(z) Hardy-Littlewood mazimal fonksiyonu olmak zere,

@) |Gefller £ Wfllee, 1<p< o0 (2 57)
(ii) Sup (G f)(@)] < My(z) (2.58)

Ispat. (2.53)’den Gauss—Weierstrass gekirdeginin integralinin 1’ e egit oldugunu bi-
liyoruz. Bu sonucu (2.24)’ de gbz éniine alirsak énermenin ilk kismt ispatlanmig olur.

Onermenin ikinei kisminin ispat1 icin Gauss—Weierstrass cekirdeginin,
Wt q) = (dra)~ e /4q,

Onerme 2.8 2.’nin hipotezlerini sagladigin gérmek yetexlidir, n
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3.  BESSEL POTANSIYELLERI

3.1. Bessel Potansiyelleri’nin Tanimi ve Baz Ozellikleri

Bu boliimdeki bilgileri, [Stein, sf.130] kaynagindan yararlanarak sunuyoruz.
Klasik Bessel potansivelleri, Fourier dontigiimi terimlerinde
(T*HMNz) = 1+ |2P) () (=), (z €R", a>0) (3.1)

esitligi ile tanimlanir. Bu potansiyellerin agik integral gsterimleri de bilinmektedir:

T ) () = Ga * f(z) = . Galy)f(z —y)dy (32)

Burada,
o) = Gy, ¢ (33)
dir Bu potansiyeller, matematik literatiitde I-birim operator ve 4 BT}C_

k=1
Laplace differansivel operatérii olmak iizere, (I — A) operatoriiniin “Kesirsel Kuv-

vetler?' anlamindadir

Onerme 3.1.1.
(1) Her a > 0 igin Go(z) € L*(R") we j Golz)dz =17 dir.
(2) Bessel potansiyelleri, (7% f)(z) = G f(x), her a > 0 1gin guglii (p, p) tiplidir;

yant [[(T*F)llp < 17 llp-

ispat.‘ Fubini tecreminden,

" 1 1 b 2 dé
—rmlx|?/8 =8 /4x s{—n+a)/2
/G&(E) d {4 )el? F(a/?)f/[) ¢ ¢ g 5d$
R~ Rn

1 L™ sy @& o
. ngtnta)z @ [ miapss g
(@m)o2 T(a/2) /0 5 /€ ’

Rn
((2.48) 'den yararlaniyoruz)

_ 1 1 % b s(—nta) 290 cnpp _
= @ ), IS
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dir. Tkinci sonuc, Tntegral 1¢in Minkowski egitsizligi uygulanarak elde edilir:

TPl = 1Ga) f(z - ) dyllpas < / 1Ga)f (@ — 9)llyany

RT}
= [ 16ty = 111 [ Gty = 151,
E® R»

Son olarak, Bessel potansiyelinin gekirdeginin Fourier déniigiimiiniin G (z) =
(1 + fz[*)7*/* oldugunu gbsterecegiz Bunun icin asagidaki énermeye ihtiyacimiz

olacaktir

énerme 3.1.2.

(1) >0 igin

(U oty ol = s [ ertormgen 34)
(2) 6> 0 igin
(€78 (o) = ol ertee 5)
(3)
Caly) = o f WGy o~ [(4n P2 (36
/

Ispat. Onerme 2.7.1.’de s olarak (14 |=[*} alusak, birinci zellik gésterilmis olur.
Tkinei 6zellik, denklem (2.35)’de Gaussianin Fourier déniisiimii olarak verilmigti

(3 3) esitliginde § = 4nt konursa, (3.6) esitligi elde edilmis olur. n

Bu hazirliktan sonra agagidaki Snermeyi ispatlayabiliriz.

Onerme 3.1.3.
Her a > 0 igin, G, ¢ekirdedinin Fourier dénusimi

Gala) = (14 [z?)=/2 37)
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dir.

fspat. Onerme 26 5.’den, her ¢ € § igin

[ 1@pte)da = [ fa)ods 9

dir. O halde, f(z) = e~A+1e1") alirsak

! _ . R N 1 e R
[0 ig@ s = mr [ e e () de
B i3

— ﬂ_n/2/e—lz|2/456—55—n/2€0($)d$

R=n

elde edilir. Bu esitligin her iki yanumé®/?%£ ile carparak integrallersek Fubini teore-

minden,
/gﬁ(m) { / e—(1+|x|2)56a/2@] dz = 7"/ / p(z) [ / e"|”12/456_66*n/25a/2@] dz
.. 5 .‘ ;
R~ 0 g A

esitligi elde edilir. Bu egitligin sol tarafi igin (3 4) ve sag tarafi icin (3 6) goz dniinde

tutulursa,
[(e/2) [ S0+ (o) ds = 272! [ Gupla)de
Rn Rn

bulunur Son olarak (3.8) formiiliinden istenilen sonug elde edilir. |
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4. DALGACIK (WAVELET) DONUSUMU VE CALDERON
TURETME FORMULU

4.1. Bessel Potansiyellerine iligkin Agirlikli Dalgacik
Donusgtimii

Galismamizin Girig kisminda integral dalgacik (wavelet) déntigiimleri hakkinda kisa
bilgi vermistik Simdi, problemimize uygun Wavelet tipli Déniigiimii ve Calderén
Turetme formiliini bulmak istiyoruz Bulacagumz bu doniigiim, Bessel Potansiyel-

leri’'nin terslerinin belirlenmesinde &nemli rol oynayacaktir.

p, R tizerinde u(R') = 0 ve supp p € [0, c0) dzelliklerine sahip bir sonlu
Borel 6lgiimii (yiik) olsun. Bu “dalgacik dlgimii” ve (2.51)’de tammladigimiz Gauss—-
Weierstiass ¢ekirdegini kullanarak, R™ x R! lizerinde agagidaki “dalgacik &lciimii”
kuralim:

dm{z,t) = Wz, t)dzdu(t), = € R", t € R

(Bundan béyle, W (z,t) fonksivonu ¢t < 0 igin sifur olarak genisletilecektir). Agiktir
ki, m sonludur ve (2.53)’den

m(R”le)zjd,u fWa:tdx_/d;L() (41)

R! R?

dir.

Tamm 4.1.1. f:R" - C ve n >0 olsun f fonksiyonunun (V,f)(z,n) agurlikh

dalgacik doniigiimiinii,

(V) m) / = /ny)e™ "Wy, s)dydu(s) (42)

R xR?

esitliqn ile tamumlyoruz.

Not: “Agubkl’” sozciigiinti kullanmarmzin nedeni (4.2} ifadesinde bulunan e=*"

carpanidir.
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(2 53) ve (2 54) denklemleri kullanilarak,

Vo) (m) = / F (& — /FTy)e "W (y, 1)dydu(s)

R™x[0,00)
—u{ONf@+ [ He = e Wy, Ddyda(s) 43)
R7™x (0,00}

esitligi kolayca goriilebilir.
Not:

e = [ 1o =van( [ e saus )ay
E" [0,00)
oldugunu gordik. Burada parantez i¢indeki ifade e™*7 carpam olmadan, ahsilmig

dalgacik fonksiyonu oluyor. Gergekten,

wWF:/WW%@M@)
[0,00)
alizsak
fwwﬂﬁﬁw
Rn
L 1 _ wx—y
R/n f o= V(s = mnﬂ[ Fope(* (14)

olur. Bu (4.4) formiilii ise klasik “integral dalgacik donigtimi” diir

4.2, Bessel Potansiyellerinin Agirlikli Dalgacik Dontigiimii Tle
Ifadesi

Fourier déniigiimii dilinde (3.1) ile tanimlanan Bessel potansivelleri J¢f, (o > 0),

girigim geklinde ifade edilebilir [Stein, 1970]:

(1)) = (Gax 1)(o) = [ Galv)s (o~ )y (45)

Bn

Burada G, ¢ekirdegi,

Ga(y) = cafe‘tlypmtg%&_ldt, Ca = [(471')”/2F(a/2)]_1
0
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dir. W{y,t) Gauss-Weierstiass ¢ekirdegi olmak fizere basit bir hesaplamayla,

D) =t | W@ v (46)
R x{0,c0)

oldugu goriilebilir

Asagidaki 6nerme Bessel potansiyellerinin “dalgacik-tipli” gosterimlerini ver-

b
mektedir. Bu 8nermede [ o{t)du(t) = [ @(t)du(t) oldugu kabul edilmistir Ayrica,
a (a.b)

b
p(a) = 0 oldugunda, [ o(t)du(t) = [ o(t)du(t) kabul edecegiz.
& {a,b)

Onerme 4.2.1. V, f (4.2) de tanamlandit gibi olsun ve [0, 00) kiumesinde

ood,u T def Ood,u T
©(0) =0, / LO!/(Q) < 00 ve  Cap = / q—a(/2) #0 (4.7)
0 0

kosullarine saflasin. O zaman (J°f)(z) potansiyeli mutlak yakinsak oldufunda (me-

sela, f € IP, 1 < p < oo igin}

oo

appym Lt g
U Nle) = g | 7 Vel e )
dir
ispat. Basit bir hesaplamayla,
o0 oo
[ mnEna= [ WD) [ -yt
0 R x[0,00) 0

(n = s/7,dn = ds/7, degigken degistirmesi yapiyoruz)

o

= [ Wlners (o - Vendyds [ o)

E™x(0,00) 0
(y = z//s, dy = s ™/?dz degisken degistirmesi yapiyoruz ve (2.51) yi kullanmyoruz)
= Cop / e s IW (2, 8) f(z = 2)dzds = co,I{(e/2)(J*f)(z)

R 7 % (0,00)

dir Buradan da (J%f)(z) = y [ 727 (Vi f) (2, m) dp elde edilin n
0

1
Co pE(ct/2
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4.3. Agirhkli Dalgacik (Wavelet) Déntiigiimiine Uygun Cal-
derén Tiiretme (Reproducing) Formiilii: L? Versiyonu

Su ana kadar, problemimize uygun dalgacik (wavelet) doniigiimiinii bulduk. Fakat
daha Once de belirttigimiz gibi dalgacik déniisiimiinii 6nemli yapan etkenlerden biri
Calderdn tiiretme (reproducing) formiiliidir. Bu formiili L2 ve I?, 1 < p < oo
durumlan igin ayri ayn ele alacagiz Bu formiili elde ederkien kosullarimiz, L2
halinde p 6lgiimiiniin Laplace déniigiimii {izerinde ve LP genel durumunda ise g

Olgimil tizerinde verilecektir,

Teorem 4.3.1. u bir dalgacik dlcum, fi(t) = [ e tdu(s) fonksiyonu u oleiminun

o0
Laplace donigumii ve ¢, = [ a(t)% integrali sonlu olsun. O halde,
0

(?’2) dn U ‘ 2
lim [ (V, f)(:c,n)-;; = &, f(z), vfe L*(R")

dir.

Ispat. Ilk olarak, f € L' L? alahm. f, ,(z) ile

0

fool®) = [ (VD@ m)

£

gosteritsek, Fubini teoreminden,

E/?p(y) =j%q/e_im Ydz / e MWz, 1) f{z — /3nz)dzdu(s)

3 R" ]R”x‘[a,oo)

(z yerine z - \/smz koyuyoruz ve (2.53)yi kullaniyoruz )

2 )
d .
= fy) f f / e MM g (s) = A (y)ke o)
A

elde edilit. Burada,
p(1+-y]?)

~, L dn
ey (y) = [ i)
e(1+1]2)
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t
dir Teoremin ifadesinde tamimladigimiz €, sonlu oldugundan, [ ;1(77)%” fonksiyonu
0

t

[0, co] fizerinde siireklidir ve bu nedenle ¢ & sup| [ f( d”] sonludur. Boylece,
t>0 o0
p(1+]yl?) e(1+[yl*)
_ AN N
ke o(y)| = u(n)? - u(n)-;; < 2 (49)
0 0

esitsizlifini elde ederiz. Simdi Plancherel formiilii ve Lebesgue Integrali Altinda Li-

mite Gegme Teoreminden ¢ -+ 0, p — oo igin:

oo = Gutlle = @m0, = Guf iz
= 2) 7 ey — Gl — 0

oldugu gorultix. Genel durumda yani, herhangi bir g € L, fonksivonu icin lemmamnn
hitkmii gbéyle ispatlanabilit: f € Ly, N Ly igin tamumlanan

£

(4eoD)@) = feole) = [ (Viuf) @)L, (0 < <p<00)

£

dogrusal operatdrii giicli (2, 2) tiplidir. Gergekten, Minkowski esitsizlifinden
14 [ [ (Vo £) 0], 2 < U1 2 (4.10)

bulunur Burada ||g|| = [ d|u/(t) < oo dur Ashinda, A, , operatorlerinin normlan
0,00}
¢ ve p’dan bagimsizdir. Gergekten, Plancherel teoremi ve (4.9)'dan her f € L, N1y

i¢in
[Aepflle = Hfepllz = c(nv)[if,ll2 = ¢ (n, V) [/ ke pll2

< 2ec(nv)|[f 2 = 2| fi2 (411)

dir. §imdi g € L, olsun. Her d > 0 igin {|g — fl]» < § olacak bigimde f € L;, N L,
alabiliriz . Bu halde, (4.11)’i gbz 6niinde tutarak,

”ga,p - 6;:.9”2 S ”g.e,p - .fs,p“? + ||fs,p - 6,uf”2 =+ Héﬁf - 6#-9“2
= (g — .f)a,,o”2 + |E,uH|f —glla + ”.fe,p - 6,uf||2
< (26 + |Eu|)”f - 9”2 + ”fs,p C,uf”? (20+ |C,u|)f5 + ”fa,p 6,uf|i2

elde edilir. Bundan sonias: agiktir. ]
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4.4. Calderén Tiiretme (Reproducing) Formiiliinin
L? Versiyonu

Bundan sonraki amacimiz, Teorem 4 3.1 ’i L~ fonksiyonlar1 icin genisletmektic

Once agagrdaki yardimer lemmalart verelim.

Lemma 4.4.1. [Rubin , p 189] R! wuzerinde tanimi p Borel élgiimi igin supp u C
0,00), |pl(R') < oo, w(RY) =0ve [ |logt|diu|(t) < oo dzellikleri sagdlansin.

[0,00)
Bu halde,
1
ko) = [ duty
(0,9
olmak uzere, k(s} € L1(0,00) ve [k(s)ds= [ logldu(s) dir
0 {0,00)

Lemma 4.4.2. [Rubin 1999, sf 8] A > 0 ve u R wzerinde asadidaki dzelliklere sahip

sonly bir Borel ol¢timu olsun,

a) supppu C [0, 00),

b) [ sidu(s)=0, j=0,1 [N (\'nun tamdegers),
(0,00}

c) enazbiry>Xigin [ $¥d|ul(s) < oo
[0,00)

Eger p olgtimuniin Rieman-Liouville kesirsel integralini

(P4 (5) = s )'/(s—t)/\az,u(t)

(A+1
(0,5}

ile gosterirsek, o zaman

A+l [ 0N, s—=0
(I ,u)(s) _{ O(s9), 3:00; 6 =min{y — A, 1+ [A] — A} € (0,1]

olur. Bundan bagka,

D(=X) [ s*dp(s), ejerAgN

7 ds [0,00)
I)\—i-l 22— :
/ ( ,u) () s ("1))\,*“ [ s*logsdu(s), ejer \eN
0 - [0,00)
ozellikleri saglanwr
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Teorem 4.4.3. f € LP(R"), 1 <p< oo (L% = |z =+ oo igen sonlu limiti olan

fonksiyonlar sinife) olsun Eder

sup s [0,09),  p{{0.00)} =0, [ lloghalultt) <0 (412)
0
ve oo
oW / log %d,u(t) (413)
0
ise, 0 zaman
N dn
[WienT = tim [n@n e = o (414)
‘U 's

dir. Burada limit, LP-normunda (1 < p < co) veya hemen hemen her z € R™ icin
noktasal limit olarak anlagimakiadi p = oo olmasi durumunda limit, sup-norm

anlamindadar.

ispat .

oo

L@ = [, n)%”, e>0 (415)

£

ve 6 = 4(t) ¢ =0 noktasinda toplanmug birim kiitle (Dirac fonksiyonu) olmak iizere
g (t) = u@t) — p({0})8 olsun. (4.12)'den , {0} 0 dir. Bundan ve (4.3)’den
dolay:

Lifw)) = f dn” W (1, ) (z — /Fy) dydu(t)

R x{0,00)

- O/wdﬂ' ) / f—f?ﬁ/ Wy, 0)f(z - yAy)dy

(y=2//M, n=s/t koyarak (2 54)"ii kullamyoruz)

]o% ]E / e Wiz, s)f(z — 2)dz
0 0 it




tef / Hz — 2)K. (2, s)dzds (4 16)
R“x‘(o,oo)
burada,
ke(z,s) = e7"W(z, s}k.(s), (4.17)
() = KD, k) =1 [ di (0= Zu(0,)) (418)
1}

dir. Simdi (4.16)’de ¢ — 0 icin limite gecelim. Bunun icin (4 16)’da s = e7, ds =
edt; z = /ey, dz = £"%dy degisken degistirmelerini yaparsak ve (2.54)1 goz

oniinde tutarsak,

LEwE = [ Je - EWa e Hn Al (419)
R x(0,00)
egitligini elde ederiz. (4.12) varsayimlan altinda, k() € L0, c0) oldugu iyi bilin-
mektedir (Lemma 4 4.1}, Béylece ¢, = [ k(7)dr dersek, (2.53) ve (419)’den
0

Mty = cufllze < [ [R()e™ W (y, )| f(z — VEy) — f(3)]|ze dydr

R7x(0,00)

+“fHLPRn (fo )Jk(T)IW(y,T)Ie‘”— l|dydr  (420)

elde ederiz. Lebesgue integral altinda limite gegme teoreminden , (4 20)iin sag tarafi
£ — 0 igin sthra gider. Boyvlece agagidaki esitlik elde edilir,

i‘?p}oov an _ 1<p<
El_i%‘ (pf)(ﬂ?ﬂ?)?—%f(m): =P

(L, sup-norm ile birlikte C sufi olarak yorumlanir ).

Simdi (4.14)'de hemen hemen her yerde noktasal yakinsamayi ispatlayalim;
(4.19)’den

254
L)@ S [kl ar [ 1@ W (s er)ez
0 R™
7 (2.58)
Ssupf|,f(:c—z){W(z, s)dz/jk(*r”e‘”d'r < aMi(z)
S>0]R’1 :
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olur. Burada, M;(x) f in Hardy-Littlewood maksimal fonksivonu ve
o = / k(1 dr
0

dir. Boylece sup[ fom)(z) < aM;(2) olur ve buradan, measA, A kiimesinin

olgimii olmak uzere 1<p<ooicin
meas{z € R™ : sup |L(f, p)(z)| > t} < cimeas{z € R": M;(z) > ¢}
>0
< (eallfflzot™h)? (421)
oldugu goriiliir.

& ~» 0 iken her f €C (R™) igin ( bu fonksivonlarn kiimesi I7, 1 < p < oc
da yogundur) hhh L(f, p)iz) — c:uf(..:) oldugundan, (4.21) rahminini ve Teorem
2.8 171 kullanarak, her f € L?, 1 < p < ocigin = — 0 iken hh'h I{f pu)(z) —

c:uf(a:) oldugunu elde ederiz. Teoremin ispatinl tamamlamak icin geriye

c, = / / log édﬂ () =c. (bak (113))
0 0

oldugunu gostermek kaldi. Bu ivi blhnen gercedi tI_emma 4 4.1 ¢ kisaca burada ispat-
layalim. f du(s) = 0 oldugundan j duis) = — f du(s)'dir. Bu esitlikten ve Fubini
0

teor emmden,

olur. -




5.  AGIRLIKLI DALGACIK DONUSUMLERI KULLANILARAK BES-
SEL POTANSIYELLERININ TERSLERININ BULUNMASI

J (> 0) potansiyellerinin tersleri formal olarak (4.8)de o verine —q konulmasiyla

elde edilebilir Simdi bu gdzlemden yola cikarak Bessel potansiyellerinin terslerini

belirleyelim

Teorem 5.1.1. x dayanag [0, 00) olan bir Borel élgumii olsun. Ayrica i oleumi igin,
(i) ftjd,u(t) =0, 7=0,1,-,[e/2] (c/2nin tamdegeri ), (5.1)

0
o0

(ii)  en az bir 8 > a/2 igin /t’sd[,uf(t) < 0o
0

—
1]
[

e

ozellikleri sadlansin. Bu durumda ¢ = Jof, f e [P, 1 < p < oo (L™ EC.’) 1se, 0

Zaman
oo fo<]

[ s 2 i (o) =2 = ot ) (9)

=0 I+a/2
£

esitligi saglanmr Burada d, , katsays,

[(-a/2) [t92du(t)  efer a/2 ¢ N
_ 0 =
da,p: = (_1)r+era oo (0.4)

e J 1 logtdu(t) ejer a2 € N
0

formulu ile belirlenir. (5.3)'de limit 1 < p < oo win IP -normunda ve noktasal olarak

alintyor ( h.h b ) p = oo olmass halinde limit sup-norm alinir

Ispat. (4.2) ve (4.6) goz 6niinde tutularak,
Ve =gorm | [ ] e wen e - vi- 2] «

R x(0,00) R™x{0,00)
xe™ W (y, t)dy du(t)

oldugu gériiliir Fubini teoremini uygularsak,

(vw.f)(m,m:ﬁ;w / 0 /w(y,t)dyx

(0300)
X / e_TT“/z_lT/V(z, T)f(z — /My — 2)dzdr
Rr xl(O,oo)
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1
y=—=£ dy=(—2)"d¢ degisken degigtirmesini yapiyoruz
( Y (7 gigken deg )

=ty | / W_‘E’ 17?)% | e

(0,00} {0,00)

X f Wz, 7)f(z —&—2)dz
B

elde ederiz. Simdi, (2.54)’den

1 1 n
W(ﬁﬁf)(ﬁ) = W(¢,nt)

oldugunu géz dniinde tutarak z yerine z — £ koyarsak,

WVl @) = s | €t / Wi | orrooiar

(0,00) (0,00)
fW Z = f: (ﬁ - Z)
1 | ~tn / —raf2-1 /
= — d TreieTid z — z)d
Ta/2) / e du(t) [oerr 7 | f(z — 2)dz x
(0,00) (0,00 R®

x /W(zﬂf,r)W(é,nt)df
J

253 1

s L [ erautey [ e [ ta =W+ s

{0,00) (0,00) Rn

bulunur. Bu esitlikde 7 yerine 7 — 5t koyarsak,

= F(;/Q) / du(t) / e~ (1 —nt)* dr / flx —2)W(z,1)dz

(0,00) (0,00} Rn

esitligini elde ederiz. Burada

IS B N G 70 Nt Ny ¥ 8
(r—n7)? _{ 0 , it <nr

E/f(a:—z)W(z,T)dz
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gosterimini kullanarak,

T/
V1)@ = w7 | <7 @N@dr [ (=00 aute
(0,00) 0

oldugunu buluruz Bu durumda

oo

Jorpen 2 =

£

o | TEhE) / 7 M

(0,00)
‘ r/e T/t g
— -7 : af2-1 ¢ T af2-1 Ui
a7y | ¢ EN@r [ [E -z T
(0,00) 0 £

olur. 9imdi, agagidaki (5.5) formiiliinde (Gradshteyn (1994) 3.238(3) numarah formiil)
u=0,v=1,0=af2, a=c¢, b=n/7 koyarsak

/b (b— 1)1t — a)u*ldt _Tre) (b- g)F+v-1

o= up+ T0+0) fa—uflb—ap “Fld 63

a

T/t

/(T—nt)a/g_l dp D(a/2) (7/t—¢g)*/?

n toogpltez T P(1 +aj2) e/t

t

£

esitligini elde ederiz. Bu esgitligi kullanarak,

8(r) = 2XalD), dals) = 2 (1%2410) ()

olmak tizere {burada (I of 2+1,u) () u 6lglimiiniin Riemann-Liouville kesirsel integ-
ralidi ( Lemma 4.4.2.)),

o

[ DL = [ 6, far 56)

3 0

elde ederiz. (51) ve (5.2) Szelliklerinden , Aa(s) € L1(0,00) ve [ Ag(s)ds = Aoy
0
olur. Burada d, , (5.4)’de tanimlandig gibidir
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Boylece Teorem 4.4.3.” de oldugu gibi

oo

H Va7 ) (@, 1) ki = da ()

- H Te_TGTf(:E)‘LDE(T)dT—
v 0

- [H@atr)ar | <l e = Larlidr +

4} jitd

+0?° 1Gref(5) = F@)llpulhalr)ldr

esitsizligini elde ederiz Ispat’mn geri kalan1 Teorem 4 4 3. ile aymidur. n

Sonug. Eger Teorem 5.1.1"in 6n kosullarini saglayan bir g Slgiimii bulabilir-
sek (5.3) formiiliind uygulayarak J*f Bessel potansiyellerinin terslerini bulabiliriz.

Asagidaki drnekte istenen kogullan saglayan bir p 6lgiimiinii veriyoruz.

Ornek. §; = dr(t) t =k noktasindaki Dirac fonksiyonu olmak iizere, 1 Slgiimiinii

,u:i:() %6, (1> a/2)

k=0
olarak tanimlayalim (4.2) formiilinden f fonksiyonunun dalgacik déniigiim
!

e = 3 () -0k [ W11 - Emay

{

= X (,)cvreGane),

k=0
olur. (Burada (G:f)(z) f fonksiyonunun Gauss-Weierstiass integralidir (2.56)} Bun-

dan bagka (5.3) formiili verilen g dlciimii igin,

Jonn-tL /Z( ) e G2

0

olarak elde edilir. Geriye p 6lglimiiniin (5 1) ve (5 2) kogsullarint sagladigini gdstermek

kald: Bunun igin,
/t‘gd,u(ﬂ) = A=) ( s )(_1)’%9, 0 >0
) k=0

fonksiyonu # =1,2,3,- - ,I — 1 noktalannda sifir oldugundan { bu noktalar diginda
sifirdan farklidur; Samko, Kilbas, Mazichev (1993) ), u élctimii (5.1) ve (5 2) kosullarin
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saglar Son olarak 5 3 formiiliindeki d, , katsayisinin sifirdan farkl oldugunu goste-
recegiz Bunun i¢in (5.4) formiilii ile verilen d,, , katsayisin asagidaki esitini kulla-

nacafiz d, , katsayisumn bu yeni gdsterimi Rubin (1999. sf 9) kaynaginda verilmigtir:

2,

v

o= [ gz [eautt 57)
[ 0

Simdi,

egtligini (5.7) formiiliinde kullanirsak
Aoy = /v"%‘l(l —e ) dv #0
0

istedigimiz sonucu elde ederiz.
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