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ÖZET

LEİBNİTZ TİPLİ SAYILAR İLE BAZI ÖZEL TOPLAMLAR ARASINDAKİ

İLİŞKİLER

Deniz KAYA

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK

Şubat 2022; 29 sayfa

Bu tezde, Leibnitz sayıları ve Leibnitz tipli sayıları ile fonksiyonların bazı özel top-

lamlar arasındaki ilişkiler çalışılmıştır. Üreteç fonksiyonları ve bu fonksiyonların fonksi-

yonel denklemleri yardımıyla Leibnitz tipli sayıların ve polinomların bazı özellikleri ve-

rilmiştir. Benzer şekilde, üreteç fonksiyonları teknikleri kullanılarak, Bernstein polinom-

ları, Stirling sayıları, Catalan sayıları, Bernoulli sayıları ve polinomları, Euler sayıları ve

polinomları, Genocchi sayıları ve polinomları arasındaki bağıntılar incelenmiştir. Ayrıca,

üreteç fonksiyonları yardımıyla, Leibnitz tipli sayılar ve polinomlar ile bazı özel toplam-

lar, bağıntılar ve formüller verilmiştir. Bu tezde elde edilen sonuçlar hem matematik hem

de diğer bilim dallarında kullanılabilir niteliktedirler.
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polinomları, Leibnitz sayıları ve polinomları, Stirling sayıları.
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ABSTRACT

RELATIONS BETWEEN LEIBNITZ TYPE NUMBERS AND SOME SPECIAL

SUMS

Deniz KAYA
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Supervisor: Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK

February 2022; 29 pages

In this thesis, the relations among the Leibnitz numbers and Leibnitz type numbers

and some of their special sums are studied. With the help of generating functions and

their functional equations, some properties of Leibnitz type numbers and polynomials

are given. Similarly, relations among the Bernstein polynomials, the Stirling numbers,

the Catalan numbers, the Bernoulli numbers and polynomials, the Euler numbers and

polynomials, the Genocchi numbers and polynomials are investigated using generating

functions techniques. In addition, with the aid of generating functions, the Leibnitz type

numbers and polynomials and some special sums, relations and formulas are given. The

results obtained in this thesis may be used both in mathematics and in other branches of

science.
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ÖNSÖZ

Bu tezde Leibnitz tipli sayılar ve bazı özel toplamlar arasındaki ilişkiler incelenmiş-

tir. Bu ilişkileri daha iyi anlamak için her özel sayı ve polinom ailelerine detaylı şekilde

yer verilmiştir. Bernoulli sayıları ve polinomları, Bernstein sayı ve polinomları, Stirling

sayıları gibi daha birçok özel sayı ve polinom ailelerinin temel özellikleri verilmiş ve bir-

birleriyle olan ilişkileri incelenmiştir. Leibnitz tipli sayıların temel özellikleri ele alınmış

ve kat sayıları Leibnitz sayıları olan Leibnitz polinomları verilmiştir. Bernstein baz fonk-

siyonları ve Bernoulli sayıları kullanılarak genelleştirilmiş Leibnitz sayıları verilmiştir.

Bunlara ek olarak Leibnitz sayıları için rekürans bağıntıları ve bazı özel sonuçlar elde

edilmiştir.

Üreteç fonksiyonları, son dönemlerde matematik, matematiksel fizik, olasılık ve is-

tatistik gibi birçok alanda uygulama alanlanına sahiptir. Bu tezde, Leibnitz tipli sayı ve

polinom aileleri, üreteç fonksiyonları, bazı özel sayı ve polinom ailelerini içeren tanımlar,

teoremler, örnekler verilmiştir. Bu tezdeki sonuçlar aşağıdaki şekilde özetlenebilir:

Bu tez, beş bölümde oluşmaktadır. Bunlar sırasıyla Giriş, Kaynak Taraması, Mater-

yal ve Metot, Bulgular ve Tartışma, Sonuçlar bölümü ile bitmektedir. Bölümün sonunda

kaynak listesi ve ayrıca kısa özgeçmişim bulunmaktadır.

Giriş bölümünde, Leibnitz tipli sayılar ve bu sayılarla ilgili olan bazı sayı ve polinom-

lar ve Gottfried Wilhelm hakkında bazı bilgiler verilmiştir.

Kaynak taraması bölümünde, Beta fonksiyonları, Bernoulli sayı ve polinomları, Euler

sayı ve polinomları, Genocchi sayıları ve polinomları, birinci tür Stirling sayıları, ikinci

tür Stirling sayıları, Catalan sayıları, Leibnitz sayıları ve polinomları, Bernstein baz fonk-

siyonları, iki değişkenli Leibnitz polinomları gibi önemli olan sayı ve polinom ailelerinin

tanımı, özellikleri ve ilgili teoeremleri verilmiştir.

Materyal ve Metot bölümde, Leibnitz tipli sayı ve polinomların bazı temel özellikleri,

bazı sayı ve polinom aileleri yardımıyla, genelleştirlmiş Leibnitz tipli sayılar ve bunların

bazı temel özellikleri, Leibnitz tipli sayıların ilişkili olduğu sonlu toplamlar ve binom

katsayılarını içeren bazı sonlu toplamlar verilmiştir.

Bulgular ve Tartışma bölümünde, bazı özel sayı ailelerinin üreteç fonksiyonları ve

bazı temel özellikleri kullanılarak, Catalan sayıları, Bernoulli sayıları, Euler sayıları, Ge-

nocchi sayıları, birinci tür Stirling sayıları, ikinci tür Stirling sayıları ve Leibnitz sayıları
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arasındaki ilişkiler ve Leibnitz sayıları için rekürans bağıntısı verilmiştir.

Bu tez çalışması süresince bilgisi ile bana her zaman lider olan ve yol gösteren sa-

yın danışmanım Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK’e teşekkür ederim ve saygılarımı sunarım.

Çalışma sürecimde desteğini esirgemeyen Dr. Öğr. Üyesi Neslihan KILAR’a saygı ve te-

şekkürlerimi borç bilirim. Her zaman yanımda olan annem Raziye KAYA’ ya ve kardeşim

Ezgi KAYA’ ya teşekkür ederim.
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3.2. Genelleştirilmiş Leibnitz Tipli Sayıların Temel Özellikleri . . . . . . . . 18
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Çizelge 2.3 Gn için bazı sayısal değerler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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GİRİŞ D. KAYA

1. GİRİŞ

Gottfried Wilhelm (von) Leibnitz 1646-1716 tarihleri arasında yaşamış yalnızca ma-

tematikçi değil aynı zamanda filozof, bilim adamı ve diplomat olarak bilinen bir Alman

bilim adamıdır. Bazı kaynaklarda Leibniz olarak da yazılmaktadır. Leibnitz felsefe bi-

limine ve matematik teorisine önemli katkılar sağlamıştır. Bunun yanında teoloji, etik,

siyaset, hukuk, tarih ve filoloji üzerine eserleri mevcuttur. Ayrıca olasılık teorisi, biyoloji,

tıp, jeoloji, psikoloji, dilbilim, bilgisayar bilimleri, fizik bilimi ve mühendisliğe de büyük

katkılarda bulunmuştur. Leibnitz’in bir matematikçi olarak en büyük başarısı, Isaac Ne-

wton’un bulmuş olduğu diferansiyel ve integral teorisinin ana fikirlerini bağımsız olarak

da geliştirmesiydi (Ball 1960). Günümüzde Leibnitz sayıları olarak adlandırılan sayılar

Charalambides’in (2002) kitabında verilmiştir. Bu sayıların üreteç fonksiyonları ve bun-

ların ilişkili olduğu hesaplamalı formül ise bu kitabın sayfa 127 de problem 16 da ve sayfa

275 de problem 40 da verilmiştir. 2021 yılında Simsek tarafından bu problemin Bernstein

polinomlarının integrali ve üreteç fonksiyonları yardımıyla çözümü verilmiştir. Bu sayılar

ve bunların üreteç fonksiyonları analitik sayılar teorisinin önde gelen konuları arasına gir-

diği bilinmektedir. Şimdiye kadar nadiren ele alınan bu sayılar, Simsek (2021) tarafından

hem üreteç fonksiyonu ve bu fonksiyonların fonksiyonel denklemleri ve teknikleri hem

de Volkenborn integral yöntemi kullanılarak temel özellikleri incelenmiştir.

Bu tez çalışmasında Leibnitz tipli sayılar ile bu sayılarla ilişkili olan bazı özel sayı

ve polinom ailelerinin temel özellikleri verilmiş ve aralarındaki ilişkiler incelenmiştir.

Leibnitz sayılarıyla bağlantılı olan Beta fonksiyonları, Catalan sayıları, Bernoulli sayıları

ve polinomları, Genocchi sayıları ve polinomları verilmiş ve birbileri arasındaki ilişki

incelenmiş, bu sayı ve polinom ailelerine ait sonlu toplamlar elde edilmiştir. Ayrıca bu

özel sayı ve polinom ailelerinin özellikleri ve üreteç fonksiyonları verilmiştir. Birinci tür

Stirling sayıları ve ikicinci tür Stirling sayılarının, Bernoulli sayıları ile ilişkisi incelenmiş

ve bu ilişkiden doğan rekürans bağıntıları verilmiştir. Bu tezin ana karakteri olan Leibnitz

sayıları detaylı ele alınmıştır. Leibnitz polinomları, genelelleştirilmiş Leibnitz sayıları ve

polinomlarının değerleri hesaplanmıştır.

Bu tez çalışmasında kullanılan ve elde edilen sonuçların matematik, fizik, matematik-

sel fizik, olasılık ve istatistik teorisi gibi birçok alanda kullanılma potansiyeli vardır.

1



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde, tez çalışması boyunca kullanılacak olan bazı özel sayı ve polinom aile-

lerinin üreteç fonksiyonları verilecektir. Ayrıca, bu sayı ve polinom ailelerinin bazı temel

özellikleri incelenecektir.

n, k ∈ N0 olmak üzere,

(
n

k

)
:=

 n!
(n−k)!k!

, n ≥ k ≥ 0

0, n < k

dir. Ayrıca, bu tez çalışması boyunca

0n :=

 1, n = 0

0, n ∈ N

ve
1

0
:= ∞

olarak ele alınacaktır.

Tanım 2.1. B(α, β) ile gösterilen Beta fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlanır:

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt = B(β, α) (2.1)

(Rainville 1960; Srivastava ve Choi 2012). Burada Re(α) > 0 ve Im(β) > 0 dır.

Ayrıca, B(α, β) ile gösterilen Beta fonksiyonları,

B(α, β) =

∫ b

a

(x− a)α−1 (b− x)β−1 dx (2.2)

= (b− a)α+β−1B (α, β)

integral formülü yardımıyla da tanımlanır (Srivastava ve Choi 2001).

Tanım 2.2. x ∈ [a, b] ve k = 0, 1, 2, · · ·n olmak üzere, Bn
k (x; a, b) ile gösterilen Bernstein

baz fonksiyonları a < b için,

Bn
k (x; a, b) =

(
n

k

)(
x− a

b− a

)k (
b− x

b− a

)k

(2.3)

dir (Goldman 2002; Simsek 2014a, 2014b, 2014c, 2015a, 2015b).

2



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

Tanım 2.3. t ∈ R ve |t| < 2π olsun. Bn, Bernoulli sayıları aşağıdaki üreteç fonksiyonu

ile tanımlanır:

FBs(t, x) =
t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
(2.4)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Manocha 1984; Srivastava ve

Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.4. t ∈ R ve |t| < 2π olsun. Bn(x), Bernoulli polinomları aşağıdaki üreteç

fonksiyonu ile tanımlanır:

FBp(t, x) =
t

et − 1
ext =

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
(2.5)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

(2.5) bağıntısında özel olarak x = 0 alınırsa,

Bn (0) = Bn

elde edilir.

(2.4) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, B0 = 1 ve n > 1 olmak

üzere, Bernoulli sayıları aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesaplanır:

Bn =
n∑

j=0

(
n

j

)
Bj (2.6)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

(2.4) ve (2.5) bağıntıları kullanılarak, Bernoulli sayılarını ve Bernoulli polinomlarını

içeren aşağıdaki sonlu toplam elde edilir:

Bn(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
xjBn−j (2.7)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

(2.6) denkleminde verilen rekürans bağıntısı kullanılarak, Bernoulli sayılarının aldığı

bazı değerler aşağıdaki Çizelge 2.1 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.1. Bn için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn 1 −1
2

1
6

0 − 1
30

0 1
42

0 − 1
30

0 5
66

3



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

Burada, n ≥ 1 olmak üzere,

B2n+1 = 0

olarak bulunur.

(2.7) de verilen formül yardımıyla, Bernoulli polinomlarının aldığı bazı değerler aşa-

ğıdaki gibi verilmiştir:

B0 (x) = 1,

B1 (x) = x− 1

2
,

B2 (x) = x2 − x+
1

6
,

B3 (x) = x3 − 3x2

2
+

x

2
,

B4 (x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
,

B5 (x) = x5 − 5x4

2
+

5x3

3
− x

6
,

B6 (x) = x6 − 3x5 +
5x4

2
− x2

2
+

1

42
,

B7 (x) = x7 − 7x6

2
+

7x5

2
− 7x3

6
+

x

6
,

B8 (x) = x8 − 4x7 +
14x6

3
− 7x4

3
+

2x2

3
− 1

30
,

B9 (x) = x9 − 9x8

2
+ 6x7 − 21x5

5
+ 2x3 − 3x

10
,

B10 (x) = x10 − 5x9 +
15x8

2
− 7x6 + 5x4 − 3x2

2
+

5

66
.

Tanım 2.5. |t| < π olsun. En, Euler sayıları aşağıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlanır:

FEs(t) =
2

et + 1
=

∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
(2.8)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.6. t ∈ R ve |t| < π olsun. En(x), Euler polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonu

ile tanımlanır:

FEp(t, x) =
2

et + 1
ext =

∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
(2.9)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Milne-Thomson 1933; Norlund 1924; Srivas-

tava ve Manocha 1984; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

4



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

(2.9) bağıntısında özel olarak x = 0 alınırsa,

En (0) = En

elde edilir.

(2.4) ve (2.8) bağıntılarında verilen üreteç fonksiyonları kullanılarak,

2t

e2t − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!

∞∑
n=0

En
tn

n!

elde edilir. Buradan,
∞∑
n=0

Bn
(2t)n

n!
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!

∞∑
n=0

En
tn

n!

bulunur. O halde,
∞∑
n=0

2nBn
tn

n!
=

∞∑
n=0

n∑
j=0

(
n

j

)
BjEn−j

tn

n!

elde edilir. Yukarıdaki denklemde tn

n!
’nin katsayıları karşılaştırılırsa, Bernoulli sayıları ve

Euler sayıları arasındaki iyi bilinen ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

Bn = 2−n

n∑
j=0

(
n

j

)
BjEn−j (2.10)

(Srivastava ve Choi 2012).

(2.8) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, E0 = 1 ve n ≥ 1 olmak

üzere, Euler sayıları aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesaplanır:

En = −
n∑

j=0

(
n

j

)
Ej (2.11)

(Erdelyi 1953; Srivastava ve Choi 2012).

(2.8) ve (2.9) bağıntıları kullanılarak, Euler sayılarını ve Euler polinomlarını içeren

aşağıdaki sonlu toplam elde edilir:

En(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
xjEn−j (2.12)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

(2.11) denkleminde verilen rekürans bağıntısı kullanılarak, Euler sayılarının aldığı

bazı değerler aşağıdaki Çizelge 2.2 ile sunulmuştur:

5
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Çizelge 2.2. En için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

En 1 −1
2

0 1
4

0 −1
2

0 17
8

0 −31
2

0

Burada, n ≥ 1 olmak üzere,

E2n = 0

olarak bulunur.

(2.12) bağıntısı kullanılarak, Euler polinomlarının aldığı bazı değerler aşağıdaki gibi

verilmiştir:

E0 (x) = 1,

E1 (x) = x− 1

2
,

E2 (x) = x2 − x,

E3 (x) = x3 − 3x2

2
+

1

4
,

E4 (x) = x4 − 2x3 + x,

E5 (x) = x5 − 5x4

2
+

5x2

2
− 1

2
,

E6 (x) = x6 − 3x5 + 5x3 − 3x,

E7 (x) = x7 − 7x6

2
+

35x4

4
− 21x2

2
+

17

8
,

E8 (x) = x8 − 4x7 + 14x5 − 28x3 + 17x,

E9 (x) = x9 − 9x8

2
+ 21x6 − 63x4 +

153x2

2
− 31

2
,

E10 (x) = x10 − 5x9 + 30x7 − 126x5 + 255x3 − 155x.

Tanım 2.7. t ∈ R ve |t| < π olsun. Gn, Genocchi sayıları aşağıdaki üreteç fonksiyonu

ile tanımlanır:
2t

et + 1
=

∞∑
n=0

Gn
tn

n!
(2.13)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.8. t ∈ R ve |t| < π olsun. Gn (x), Genocchi polinomları aşağıdaki üreteç

fonksiyonu ile tanımlanır:
2t

et + 1
ext =

∞∑
n=0

Gn (x)
tn

n!
(2.14)

6
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(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Horadam. 1991; Milne-Thomson 1933; Nor-

lund 1924; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).

(2.14) bağıntısında özel olarak x = 0 alınırsa,

Gn (0) = Gn

elde edilir.

(2.8) ve (2.13) bağıntılarında verilen üreteç fonksiyonları kullanılarak, n ≥ 1 için,

Euler sayıları ve Genocchi sayıları arasındaki iyi bilinen ilişki aşağıdaki gibi verilir:

En−1 =
1

n
Gn (2.15)

(Srivastava ve Choi 2012).

(2.13) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, G0 = 0, G1 = 1 ve n > 1

olmak üzere, Genocchi sayıları aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesaplanır:

Gn = −
n∑

j=0

(
n

j

)
Gj (2.16)

(Srivastava ve Choi 2012).

(2.13) ve (2.14) bağıntıları kullanılarak, Genocchi sayılarını ve Genocchi polinomla-

rını içeren aşağıdaki sonlu toplam elde edilir:

Gn (x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
Gjx

n−j (2.17)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Comtet 1974; Horadam 1991; Srivastava ve Choi 2012;

Zou 2017).

(2.16) denkleminde verilen rekürans bağıntısı kullanılarak, Genocchi sayılarının al-

dığı bazı değerler aşağıdaki Çizelge 2.3 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.3. Gn için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Gn 0 1 −1 0 1 0 −3 0 17 0 −155

Burada, n ≥ 1 olmak üzere,

G2n+1 = 0

7
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olarak bulunur.

(2.17) bağıntısı kullanılarak, Genocchi polinomlarının aldığı bazı değerler aşağıdaki

gibi verilmiştir:

G0 (x) = 0,

G1 (x) = 1,

G2 (x) = 2x− 1,

G3 (x) = 3x2 − 3x,

G4 (x) = 4x3 − 6x2 + 1,

G5 (x) = 5x4 − 10x3 + 5x,

G6 (x) = 6x5 − 15x4 + 15x2 − 3,

G7 (x) = 7x6 − 21x5 + 35x3 − 21x,

G8 (x) = 8x7 − 28x6 + 70x4 − 84x217,

G9 (x) = 9x8 − 36x7 + 126x5 − 252x4 + 153x,

G10 (x) = 10x9 − 45x8 + 210x6 − 630x4 + 765x2 − 155.

Tanım 2.9. n, k ∈ N0 olmak üzere, S1 (n, k), birinci tür Stirling sayıları aşağıdaki üreteç

fonksiyonu ile tanımlanır:

(log (1 + t))k

k!
=

∞∑
n=0

S1 (n, k)
tn

n!
(2.18)

(Riordan 1958; Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

S1 (0, 0) = 1, n > 0 için S1 (n, 0) = 0 ve k > n için S1 (n, k) = 0 olmak üzere,

birinci tür Stirling sayıları için aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesaplanır:

S1 (n+ 1, k) = S1 (n, k − 1)− nS1 (n, k) (2.19)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.4) bağıntısında t yerine log(1 + t) alınırsa,

log(1 + t)

t
=

∞∑
n=0

Bn
(log(1 + t))n

n!

elde edilir. Buradan (2.18) bağıntısı kullanılırsa

log(1 + t)

t
=

∞∑
n=0

Bn

∞∑
m=0

S1 (m,n)
tm

m!

8



KAYNAK TARAMASI D. KAYA

bulunur. O halde n > m için S1 (m,n) = 0 olduğundan

log(1 + t)

t
=

∞∑
m=0

m∑
n=0

BnS1 (m,n)
tm

m!
(2.20)

olur. Ayrıca,

log(1 + t) =
∞∑
n=0

(−1)n
tn+1

n+ 1
(2.21)

açılımı kullanılırsa
∞∑

m=0

(−1)m
tm

m+ 1
=

∞∑
m=0

m∑
n=0

BnS1 (m,n)
tm

m!

bağıntısı elde edilir. Yukarıdaki denklemde tm’nin katsayıları karşılaştırılırsa, Bernoulli

sayıları ve birinci tür Stirling sayıları arasındaki iyi bilinen ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

m! (−1)m

m+ 1
=

m∑
n=0

BnS1 (m,n)

(Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012; Kim ve Kim 2013; Simsek 2021).

(2.19) denkleminde verilen rekürans bağıntısı kullanılarak, birinci tür Stirling sayıla-

rının aldığı bazı değerler aşağıdaki Çizelge 2.4 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.4. S1 (n, k) için bazı değerler

n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 −1 1 0 0 0 0 0

3 0 2 −3 1 0 0 0 0

4 0 −6 11 −6 1 0 0 0

5 0 24 −50 35 −10 1 0 0

6 0 −120 274 −225 85 −15 1 0

7 0 720 −1764 1624 −735 175 −21 1

Tanım 2.10. n, k ∈ N0 olmak üzere, S2 (n, k), ikinci tür Stirling sayıları aşağıdaki üreteç

fonksiyonu ile tanımlanır:

Fs(t, k) =
(et − 1)

k

k!
=

∞∑
n=0

S2 (n, k)
tn

n!
(2.22)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).
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(2.22) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, ikinci tür Stirling sayıları

için aşağıdaki bağıntı elde edilir:

S2 (n, k) =
1

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)k−j jn (2.23)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

S2 (0, 0) = 1, n > 0 için S2 (n, 0) = 0 ve k > n için S2 (n, k) = 0 olmak üzere, ikinci

tür Stirling sayıları için aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesaplanır:

S2 (n, k) = kS2 (n− 1, k) + S2 (n− 1, k − 1)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.4) ve (2.22) bağıntılarında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak,

t

et − 1
=

log (1 + (et − 1))

et − 1

elde edilir. (2.21) denklemi ve yukarıdaki eşitlik yardımıyla,

t

et − 1
=

∞∑
n=0

(−1)n
(et − 1)

n

n+ 1

bulunur. Buradan (2.4) ve (2.22) bağıntıları kullanılırsa, aşağıdaki bağıntı elde edilir:

∞∑
m=0

Bm
tm

m!
=

∞∑
n=0

(−1)n
n!

n+ 1

∞∑
m=0

S2 (m,n)
tm

m!
.

O halde n > m için S2 (m,n) = 0 olduğundan

∞∑
m=0

Bm
tm

m!
=

∞∑
m=0

m∑
n=0

(−1)n
n!

n+ 1
S2 (m,n)

tm

m!

bulunur. Yukarıdaki denklemde tm

m!
’nin katsayıları karşılaştırılırsa, Bernoulli sayıları ile

ikinci tür Stirling sayıları arasındaki çok iyi bilinen ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

Bm =
m∑

n=0

(−1)n
n!

n+ 1
S2 (m,n) (2.24)

(Boyadzhiev 2012; Charalambides 2002; Srivastava ve Choi 2012).
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(2.23) bağıntısı kullanılarak, ikinci tür Stirling sayılarının aldığı bazı değerler aşağı-

daki Çizelge 2.5 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.5. S2 (n, k) için bazı sayısal değerler

n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 0 0 0 0 0

3 0 1 3 1 0 0 0 0

4 0 1 7 6 1 0 0 0

5 0 1 15 25 10 1 0 0

6 0 1 31 90 65 15 1 0

7 0 1 63 301 350 140 21 1

Tanım 2.11. 0 < |t| ≤ 1
4

ve C0 = 1 olmak üzere, Catalan sayıları aşağıdaki üreteç

fonksiyonu ile tanımlanır:
1−

√
1− 4t

2t
=

∞∑
n=0

Cnt
n (2.25)

(Koshy 2009; Simsek 2015b).

(2.25) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, n ≥ 0 olmak üzere, Cata-

lan sayıları aşağıdaki bağıntı ile hesaplanır:

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
(2.26)

(Koshy 2009; Simsek 2015b).

Ayrıca, n ≥ 1 ve C0 = 1 olmak üzere, Catalan sayıları aşağıdaki bağıntı yardımıyla

da hesaplanır:

Cn =

(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
(Koshy 2009; Simsek 2015b).

n ≥ 0 ve C0 = 1 olmak üzere, Catalan sayıları aşağıdaki rekürans bağıntısı ile hesap-

lanır:

Cn+1 =
4n+ 2

n+ 2
Cn

11
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(Koshy 2009; Simsek 2015b).

(2.26) denkleminde verilen bağıntı kullanılarak, Catalan sayılarının aldığı bazı değer-

ler aşağıdaki Çizelge 2.6 ile sunulmuştur:

Çizelge 2.6. Cn için bazı sayısal değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796

Tanım 2.12. l (n, k) ile gösterilen Leibnitz sayıları aşağıdaki şekilde tanımlanır:

l (n, k) =
1

(n+ 1)

(
n

k

) (2.27)

(Charalambides 2002).

k = 0, 1, . . . , n ve n ∈ N0 olmak üzere, Leibnitz sayıları

l (n, k) =
k∑

v=0

(−1)k−v

n− v + 1

(
k

v

)
(2.28)

sonlu toplam yardımıyla da tanımlanır (Charalambides 2002).

(2.27) bağıntısı kullanılarak, Leibnitz sayıları aşağıdaki üreteç fonksiyonu ile tanım-

lanır

Fl(t, u) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k) tkun =
log(1− u) + log(1− ut)

(1− u)(1− tu)− 1
(2.29)

(Charalambides 2002).

Tanım 2.13. L(t) ile gösterilen Leibnitz polinomları aşağıdaki ş ekilde tanımlanır:

Ln(t) =
n∑

k=0

l (n, k) tk (2.30)

(Simsek 2021). Yani Ln(t) polinomlarının katsayıları, derecesi n olan Leibnitz sayılarıdır.

Ayrıca, (2.29) denklemi yardımıyla, Ln(t) polinomları aşağıdaki üreteç fonksiyonu

ile tanımlanır:

Fl(t, u) =
∞∑
n=0

Ln(t)u
n (2.31)

(Simsek 2021).
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Özel olarak, (2.30) bağıntısında t = 0 ve t = 1 alınırsa,

Ln(1) =
n∑

k=0

l (n, k) (2.32)

ve

Ln(0) = l (n, 0) =
1

1 + n
(2.33)

elde edilir (Simsek 2021).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, üreteç fonksiyonları ile bunların bazı fonksiyonel denklemleri kullanıla-

rak, Leibnitz tipli sayı ve polinomların bazı temel özellikleri incelenecektir. Bu sayılar ve

polinomları ile Bernoulli sayıları, Euler sayıları, Stirling sayıları ve özel sonlu toplamlar

arasındaki ilişkileri içeren bazı formüller verilecektir

3.1. Leibnitz Sayılarının Temel Özellikleri

Charalambides’in kitabında [p. 127, Exercise 16] yer alan problem aşağıdaki şekilde

verilmiştir:

k = 0, 1, . . . , n ve n ∈ N olsun.

l(n, 0) =
1

n+ 1

olmak üzere, Leibnitz sayıları için rekürans bağıntısı aşağıdaki şekilde verilir:

l (n, k) =
k

n+ 1
l(n− 1, k − 1). (3.1)

Bu rekürans bağıntısı Charalambides (2002) tarafından verilmiştir. Bu rekürans bağıntısı-

nın ispatı için (2.28) bağıntısı kullanılırsa,

l(n− 1, k − 1) =
k−1∑
v=0

(−1)k−v−1

n− v

(
k − 1

v

)
=

(−1)k−1

n

(
k − 1

0

)
+

(−1)k−2

n− 1

(
k − 1

1

)
+

(−1)k−3

n− 2

(
k − 1

2

)
+ · · ·+ −1

n− k

(
k − 1

k − 2

)
+

1

n− k + 1

(
k − 1

k − 1

)
=

(−1)k−1

n
+

(−1)k−2

n− 1
(k − 1) +

(−1)k−3

n− 2

(
k − 1

2

)
+ · · ·+ −1

n− k
(k − 1) +

1

n− k + 1

eld edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa,

l(n, 0) =
1

n+ 1

olmak üzere
n+ 1

k
l (n, k) = l(n− 1, k − 1)

14
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olarak bulunur. O halde elde edilen bu son bağıntıdan, istenilen rekürans bağıntısı bulunur.

(3.1) ya da (2.27) bağıntısı kullanılarak, l (n, k), Leibnitz sayılarının aldığı bazı de-

ğerler aşağıdaki Çizelge 3.7 ile sunulmuştur:

Çizelge 3.7. l (n, k) için bazı sayısal değerler

n\k 0 1 2 3 4

0 1 ∞ ∞ ∞ ∞

1 1
2

1
2

∞ ∞ ∞

2 1
3

1
6

1
3

∞ ∞

3 1
4

1
12

1
12

1
4

∞

4 1
5

1
20

1
30

1
20

1
5

(2.30) ve (2.27) bağıntısı kullanılarak, Ln (t) polinomlarının aldığı bazı değerler aşa-

ğıdaki gibi verilmiştir:

L0 (t) = 1,

L1 (t) =
1

2
+

t

2
,

L2 (t) =
1

3
+

t

6
+

t2

3
,

L3 (t) =
1

4
+

t

12
+

t2

12
+

t3

4
,

L4 (t) =
1

5
+

t

20
+

t2

30
+

t3

20
+

t4

5
,

L5 (t) =
1

6
+

t

30
+

t2

60
+

t3

60
+

t4

30
+

t5

6
,

L6 (t) =
1

7
+

t

42
+

t2

105
+

t3

140
+

t4

105
+

t5

42
+

t6

7
,

L7 (t) =
1

8
+

t

56
+

t2

168
+

t3

280
+

t4

280
+

t5

168

+
t6

56
+

t7

8
,

L8 (t) =
1

9
+

t

72
+

t2

252
+

t3

504
+

t4

630
+

t5

504
+

t6

252

+
t7

72
+

t8

9
,
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ve

L9 (t) =
1

10
+

t

90
+

t2

360
+

t3

840
+

t4

1260
+

t5

1260
+

t6

840

+
t7

360
+

t8

90
+

t9

10
,

L10 (t) =
1

11
+

t

110
+

t2

495
+

t3

1320
+

t4

2310
+

t5

2772
+

t6

2310

+
t7

1320
+

t8

495
+

t9

110
+

t10

11
.

Not 3.14. Ln(t) polinomları için verilen yukarıdaki listede yer alan polinomlardan da

görülebileceği gibi t = 0 alındığında

Ln (0) =
1

n+ 1
(3.2)

olarak bulunur. Diğer yandan; yukarıdaki listede yer alan polinomların katsayılarının

paydalarında yer alan sayılar ile herhangi bir özel sayı dizisi arasında ilişki var mıdır?

sorusu akla gelmektedir. Örneğin; L10 (t) polinomunun katsayılarının paydalarında yer

alan

{11, 110, 495, 1320, 2310, 2772, 2310, 1320, 495, 110, 11} (3.3)

sayıları herhangi bir özel sayı dizisi ile ilişkili midir? Bu problem, bu tez kapsamında

araştırılmamıştır ancak ileride çalışılması planlanmaktadır.

Teorem 3.15. n ∈ N0 olmak üzere,
n∑

k=0

l (n, k) tk =
1

t+ 1

n∑
k=0

1

n− k + 1

(
t

t+ 1

)k (
1 + tn−k+1

)
(3.4)

dir (Simsek 2021).

İspat (2.21) ve (2.29) bağıntıları kullanılırsa ve gerekli düzenlemeler yapılırsa
∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k) tkun =
1

t+ 1

∞∑
n=0

n∑
k=0

1

n− k + 1

(
t

t+ 1

)k (
1 + tn−k+1

)
un

elde edilir. Yukarıdaki denklemde un’nin katsayıları karşılaştırılırsa istenilen sonuç elde

edilir ve ispat tamamlanır (Simsek 2021). □

Özel olarak (3.4) denkleminde t = 1 alınırsa,
n∑

k=0

l (n, k) =
n∑

k=0

1

(n− k + 1) 2k

elde edilir. Bu sonuç Leibnitz sayıları için bir sonlu toplamdır (Simsek 2021).
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Teorem 3.16. n ∈ N0 olmak üzere,

n∑
k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

(−1)j
(tn−j + tn+1)

j! (1 + t)n−j+1BvS1 (j, v) (3.5)

dir (Simsek 2021).

İspat (2.29) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu aşağıdaki şekilde yazılır:

Fl(t, u) =
1

1 + t− ut

(
log(1− u)

−u
+

t log(1− ut)

−ut

)
. (3.6)

O halde (2.20), (2.29) ve (3.6) bağıntıları yardımıyla,

∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k) tkun =
1

1 + t− ut

∞∑
n=0

n∑
v=0

(−1)n

n!
BvS1 (n, v)u

n

+
t

1 + t− ut

∞∑
n=0

n∑
v=0

(−1)n
BvS1 (n, v)u

n

n!
tn (3.7)

elde edilir. Buradan,

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·xn, |x| < 1

geometrik serisi ve (3.7) kullanılarak,

∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k) tkun =
1

1 + t

∞∑
n=0

tn

(1 + t)n
un

∞∑
n=0

n∑
v=0

(−1)n

n!
BvS1 (n, v)u

n

+
t

1 + t

∞∑
n=0

tn

(1 + t)n
un

∞∑
n=0

n∑
v=0

(−1)n
BvS1 (n, v)u

n

n!
tn.

elde edilir. Yukarıdaki bağıntıda Cauchy çarpımı yapılırsa

∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k) tkun =
1

1 + t

∞∑
n=0

n∑
j=0

j∑
v=0

(−1)j

j!

tn−j

(1 + t)n−jBvS1 (j, v)u
n

+
t

1 + t

∞∑
n=0

n∑
j=0

j∑
v=0

(−1)j tn

(1 + t)n−j

BvS1 (j, v)

n!
un.

bulunur. Yukarıdaki denklemde un’nin katsayıları karşılaştırılırsa ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa
n∑

k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

(−1)j BvS1 (j, v)

j! (1 + t)n−j+1

(
tn−j + tn+1

)
.

olarak bulunur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur (Simsek 2021). □
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Önerme 3.17. n ∈ N0 olmak üzere,

n∑
k=0

tk

(n+ 1)
(
n
k

) =
1

1 + t

n∑
j=0

1 + tj+1

j + 1

(
t

1 + t

)n−j

(3.8)

dir (Simsek 2021).

İspat (2.27) bağıntısında verilen

l (n, k) =
1

(n+ 1)

(
n

k

)
ve (3.4) bağıntısı kullanılırsa

n∑
k=0

tk

(n+ 1)

(
n

k

) =
1

t+ 1

n∑
k=0

1

n− k + 1

(
t

t+ 1

)k (
1 + tn−k+1

)

=
1

t+ 1

(
(1 + tn+1)

n+ 1
+

t (1 + tn)

n (t+ 1)
+ · · ·+

(
t

t+ 1

)n

(1 + t)

)
elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa,

n∑
k=0

tk

(n+ 1)

(
n

k

) =
1

1 + t

n∑
j=0

1 + tj+1

j + 1

(
t

1 + t

)n−j

bulunur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur (Simsek 2021). □

Özel olarak (3.8) denkleminde t = 1 alınırsa,

n∑
k=0

1

(n+ 1)
(
n
k

) =
n∑

j=0

2j−n

j + 1
(3.9)

sonlu toplamı elde edilir (Simsek 2021).

3.2. Genelleştirilmiş Leibnitz Tipli Sayıların Temel Özellikleri

Bu bölümde, gama ve beta fonksiyonları, integral formülleri, Stirling sayıları, Ber-

noulli sayıları, Euler sayıları, Genocchi sayıları ve Bernstein polinomları yardımıyla, ge-

nelleştirlmiş Leibnitz tipli sayıların ve bunların bazı temel özellikleri verilecektir. Leib-

nitz tipli sayıların ilişkili olduğu sonlu toplamlar ve binom katsayılarını içeren bazı ilginç

sonlu toplamlar da elde edilmiştir.
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(2.2) ve (2.3) bağıntıları kullanılarak, aşağıdaki bağıntı elde edilmiştir:

b∫
a

Bn
k (x; a, b)dx =

k∑
j=0

n−k∑
v=0

(−1)n−j−v

(
k

j

)(
n− k

v

)(
ak−jbn+j−k+1 − an−v+1bv

n+ j − k − v + 1

)

(Simsek 2014).

Bu bağıntı yardımıyla genelleştirilmiş Leibnitz tipli sayılar aşağıdaki şekilde tanımla-

nır:

Tanım 3.18. a ve b negatif olmayan reel parametreler ve a < b olsun. L(n, k; a, b) ile

gösterilen genelleştirilmiş Leibnitz sayıları aşağıdaki gibi tanımlanır:

L(n, k; a, b) =
k∑

j=0

n−k∑
v=0

(−1)n−j−v

(
k

j

)(
n− k

v

)
ak−jbn+j−k+1 − an−v+1bv

n+ j − k − v + 1
(3.10)

(Simsek 2021).

Özel olarak (3.10) denkleminde a = 0 ve b = 1 alınırsa (2.28) denkleminde verilen

bağıntıya indirgenir. Yani,

L(n, k; 0, 1) = l (n, k)

elde edilir. Ayrıca, yukarıda elde edilen bu bağıntı ile (2.27) bağıntısı birleştirilirse

1

(n+ 1)
(
n
k

) =
n−k∑
v=0

(−1)n−k−v

(
n− k

v

)
1

n− v + 1
(3.11)

bulunur (Simsek 2021).

k = 1 ve n = 1, 2, 3, 4 sayıları için L (n, k; a, b) genelleştirilmiş Leibnitz sayılarının
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aldığı bazı değerler aşağıdaki gibi verilmiştir:

L (0, 1; a, b) = 0,

L (1, 1; a, b) = a2 − ab+
1

2

(
−a2 + b2

)
,

L (2, 1; a, b) = a2b− ab2 +
1

2

(
−a3 + ab2

)
+
1

3

(
a3 − b3

)
+

1

2

(
−a2b+ b3

)
,

L (3, 1; a, b) = −a3b+ a2b2 +
1

3

(
a4 − ab3

)
+

1

4

(
−a4 + b4

)
−2

3

(
−a3b+ b4

)
+

1

2

(
−a2b2 + b4

)
,

L (4, 1; a, b) = a4b+ a3b2 + a2b3 − 2ab4 − b5 +
1

4

(
−a5 + ab4

)
+
3

2

(
−a3b2 + ab4

)
+

1

5

(
a5 − b5

)
+

3

4

(
−a4b+ b5

)
+
1

2

(
−a2b3 + b5

)
.

k = 2 ve n = 1, 2, 3, 4 sayıları için L (n, k; a, b) genelleştirilmiş Leibnitz sayılarının

aldığı bazı değerler aşağıdaki gibi verilmiştir:

L (0, 2; a, b) = 0,

L (1, 2; a, b) = 0,

L (2, 2; a, b) = a2b− ab2 +
1

3

(
−a3 + b3

)
,

L (3, 2; a, b) = a2b2 − ab3 +
1

2

(
a4 + a2b2

)
+

2

3

(
−a4 + ab3

)
+
1

4

(
a4 − b4

)
+

1

3

(
−a3b+ b4

)
,

L (4, 2; a, b) = a4b− ab4 +
1

3

(
−a5 + a2b3

)
+

1

2

(
a5 − ab4

)
+
4

3

(
−a4b+ ab4

)
+

1

2

(
a4b− b5

)
+

1

5

(
−a5 + b5

)
+
1

3

(
−a3b2 + b5

)
.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, iyi bilinen bazı özel sayı ailelerinin üreteç fonksiyonları ve bazı temel

özellikleri kullanılarak, Catalan sayıları, Bernoulli sayıları, Euler sayıları, Genocchi sayı-

ları, birinci tür Stirling sayıları, ikinci tür Stirling sayıları ve Leibnitz sayıları arasındaki

ilişkiler verilecektir. Ayrıca, Leibnitz sayıları için rekürans bağıntısı verilecektir.

Teorem 4.19. n ∈ N0 olmak üzere,
n∑

k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
s=0

(−1)j
(
v

s

)
2−v (tn−j + tn+1)

j! (1 + t)n−j+1 BsEv−sS1 (j, v) (4.1)

dir.

İspat (2.10) denkleminde verilen

Bn = 2−n

n∑
s=0

(
n

s

)
BnEn−s

bağıntısı ve (3.5) denklemi kullanılarak,
n∑

k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
s=0

(
v

s

)
(−1)j 2−v (tn−j + tn+1)

j! (1 + t)n−j+1 BsEv−sS1 (j, v)

elde edilir. Buradan verilen teoremin sonucu elde edilir. □

Özel olarak (4.1) bağıntısında t = 1 alınırsa, Leibnitz sayılarını içeren aşağıdaki sonlu

toplam elde edilir:

Teorem 4.20. n ∈ N0 olmak üzere,
n∑

k=0

l (n, k) =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
s=0

(
v

s

)
(−1)j 2j−v−n

j!
BsEv−sS1 (j, v) (4.2)

dir.

(4.2) ve (2.15) bağıntıları kullanılarak, Leibnitz sayılarını içeren sonlu toplam ile Ber-

noulli sayıları, Genocchi sayıları ve birinci tür Stirling sayıları arasındaki ilişki aşağıdaki

teorem ile verilir:

Teorem 4.21. n ∈ N0 olmak üzere,
n∑

k=0

l (n, k) =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
s=0

(−1)j
(
v

s

)
2j−v−n

j! (v − s+ 1)
BsGv−s+1S1 (j, v)

dir.
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Teorem 4.22. n ∈ N0 olmak üzere,

n∑
k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
m=0

(−1)j+m (tn−j + tn+1)m!

j! (1 + t)n−j+1 (m+ 1)
S2 (v,m)S1 (j, v) (4.3)

dir.

İspat (2.24) bağıntısı (3.5) denkleminde yerine yazılırsa,

n∑
k=0

l (n, k) tk =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
m=0

(−1)j+m (tn−j + tn+1)

j! (1 + t)n−j+1

× m!

m+ 1
S2 (v,m)S1 (j, v)

elde edilir. Buradan verilen teoremin sonucu elde edilir. □

Teorem 4.3 bağıntısı (2.30) denklemi ile birleştirilirse, aşağıdaki şekilde de ifade edi-

lebilir:

Ln(t) =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
m=0

(−1)j+m (tn−j + tn+1)m!

j! (1 + t)n−j+1 (m+ 1)
S2 (v,m)S1 (j, v) .

Özel olarak (4.3) bağıntısında t = 1 alınırsa, Leibnitz sayılarının içeren aşağıdaki sonlu

toplam elde edilir:

Önerme 4.23. n ∈ N0 olmak üzere,

n∑
k=0

l (n, k) =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
m=0

(−1)j+m 2j−nm!

j! (m+ 1)
S2 (v,m)S1 (j, v) (4.4)

dir.

Ayrıca, (4.4) ve (2.27) bağıntıları yardımıyla, aşağıdaki sonlu toplam elde edilir:

Önerme 4.24. n ∈ N0 olmak üzere,

n∑
k=0

1

(n+ 1)
(
n
k

) =
n∑

j=0

j∑
v=0

v∑
m=0

(−1)j+m 2j−nm!

j! (m+ 1)
S2 (v,m)S1 (j, v) (4.5)

dir.

Teorem 4.25. n ∈ N olmak üzere,
n∑

k=0

l (n, k)− 1

2

n−1∑
k=0

l (n− 1, k) =
1

n+ 1
(4.6)

dir (Simsek 2021).
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İspat (2.29) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonunda t = 1 alınırsa, aşağıdaki bağıntı

elde edilir:

Fl(1, u) =
1

1− u
2

(
log(1− u)

−u

)
.

Bu fonksiyonel denklem yardımıyla,(
1− u

2

) ∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k)un =
log(1− u)

−u

olarak yazılır. Yukarıdaki bağıntının sağ tarafında (2.21) denklemi kullanılırsa,(
1− u

2

) ∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k)un =
∞∑
n=0

un

n+ 1

bulunur. Buradan,

∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k)un − u

2

∞∑
n=0

n∑
k=0

l (n, k)un =
∞∑
n=0

un

n+ 1

elde edilir. Yukarıdaki denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∞∑
n=1

n∑
k=0

l (n, k)un − 1

2

∞∑
n=1

n−1∑
k=0

l (n− 1, k)un =
∞∑
n=1

un

n+ 1

bulunur. Elde edilen bu denklemin un’nin katsayıları karşılaştırılırsa, n ≥ 1 için,

n∑
k=0

l (n, k)− 1

2

n−1∑
k=0

l (n− 1, k) =
1

n+ 1

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. □

Teorem 4.26. n ∈ N0 olmak üzere,

l(2n, n) =
1

(2n+ 1)(n+ 1)Cn

(4.7)

dir.

İspat (2.27) bağıntısında n = 2n ve k = n alınırsa,

l (2n, n) =
1

(2n+ 1)

(
2n

n

)

23



BULGULAR VE TARTIŞMA D. KAYA

olur. Elde edilen bu son denklem ile (2.26) bağıntısı birleştirilirse, Leibnitz sayıları ve

Catalan sayıları arasındaki ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

l(2n, n) =
1

(2n+ 1)(n+ 1)Cn

.

Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. □

Teorem 4.27. n ∈ N0 olmak üzere,

1

(2n+ 1)(n+ 1)
=

n∑
v=0

(−1)n−v

(
n

v

)
Cn

2n− v + 1
(4.8)

dir (Simsek 2018c).

İspat (3.11) bağıntısında n = 2n ve k = n alınırsa,

1

(2n+ 1)
(
2n
n

) =
n∑

v=0

(−1)n−v

(
n

v

)
1

2n− v + 1

elde edilir. Yukarıdaki denklem ile (2.26) bağıntısı birleştirilirse, Catalan sayılarını içeren

ve iyi bilinen sonlu toplam aşağıdaki şekilde verilir:

1

(2n+ 1)(n+ 1)
=

n∑
v=0

(−1)n−v

(
n

v

)
Cn

2n− v + 1
.

Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. □
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5. SONUÇLAR

Bu tez çalışmasında, Leibnitz tipli sayılar ve polinomlar ile bunların ilişkili olduğu

bazı özel sonlu toplamlar çalışılmıştır. Leibnitz tipli sayıların ve polinomların üreteç

fonksiyonları ve bunların bazı temel özellikleri incelenmiştir. Ayrıca, Catalan sayıları,

Bernoulli sayıları ve polinomları, Euler sayıları ve polinomları, Genocchi sayıları ve poli-

nomları, birinci tür Stirling sayıları, ikinci tür Stirling sayıları, Bernstein polinomları gibi

bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonksiyonları ve bunların sağladığı fonsiyonel

denklemlerin temel özellikleri verilmiştir. Bunlara ek olarak, Leibnitz tipli sayılar, Ber-

noulli sayıları, Euler sayıları, Genocchi sayıları, birinci ve ikinci tür Stirling sayılarını ve

bazı özel toplamları içeren yeni formüller, bağıntılar özdeşlikler verilmiştir.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçların bazıları aşağıdaki gibi özetlenmiştir:

Leibnitz tipli sayılar, Bernoulli sayıları, Euler sayıları ve birinci tür Stirling sayılarını

içeren bağıntılar Teorem 4.19 ve Teorem 4.20 ile ifade edilmiştir.

Leibnitz tipli sayılar, Bernoulli sayıları, Genocchi sayıları ve birinci tür Stirling sayı-

larını içeren bağıntı Teorem 4.21 ile ifade edilmiştir.

Leibnitz tipli sayılar, birinci tür Stirling sayıları ve ikinci tür Stirling sayılarını içeren

bağıntı Teorem 4.22 ile ifade edilmiştir.

Leibnitz tipli sayılar ve Catalan sayılarını içeren bağıntılar Teorem 4.26 ve Teorem

4.27 ile ifade edilmiştir.

Sonuç olarak, bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar analiz ve fonksiyonlar teorisi,

sayılar teorisi, istatistik ve olasılık teorisi gibi birçok alanda kullanılabilir.
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DENİZ KAYA

d.kaya.0764@gmail.com
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