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OZET

2 x 2 TURUNDEN MATRISLERIN KAREKOKUNUN HESAPLAMA
YONTEMLERI

Imren AKGUL (SIK)

Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

Subat 2020, 59 sayfa

Matrisler, afin dontgumlerle birlikte, bilgisayar ve muhendislik teknolojisinde
onemli olarak kullanihr. Ozellikle, 2x2 matrisler diizlemsel hareketlerin incelenmesi
acisindan énemlidir. Matrislerin ve 6zellikle 2x2 matrislerin kdklerinin bulunmasi da li-
neer cebirin dnemli problemlerinden biridir. Literattirde 2x2 tiriinden matrislerin karekok-
lerinin bulunmasi genel olarak Schur teoremi, Cayley Hamilton teoremi ve Newton teo-
remine dayanan yontemlerdir. Bunun yaninda dizisel yineleme bagintilari yardimiyla da
bulunabilmektedir. Bu calismada, dncelikle, literattirde bulunan yontemlerin bazilari ver-
ilecek ve kullanish olup olmadiklari incelenecektir. Bunun yaninda, kompleks sayilar,
dual sayilar ve hiperbolik sayilar yardimiyla da bazi 6zel matrislerin kdklerin bulunabile-
cegi gosterilecektir. Son olarak hibrit sayilar yardimiyla bir matrisin kéklerinin nasil bu-
lunacag! detayh incelenecektir. Ozellikle, hiperbolik hibrit sayilarin idempotent tabani
yardimiyla bir matrisin karekokinun nasil bulunacagi literatlirde bulunmayan bir yon-

temdir. Bu yontem bu tez calismasinda verilmeye calisilacaktir.
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De Moivre Formuld, Cayley Hamilton Teoremi
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ABSTRACT

SOME CALCULATION METHODS OF SQUARE ROOT OF A 2x2 MATRIX

Imren AKGUL (SIK)

MSc Thesis in MATHEMATICS
Superviser : Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

February 2020, 59 pages

Matrices have started to be used in computer and engineering technology to a
great extent with affine transformations. In particular, 2x2 matrices are important for the
study of planar motions. Finding the roots of matrices and especially 2x2 matrices is one
of the major problems of linear algebra with geometry. In the literature, the square roots
of 2x2 matrices are generally based on Schur’s theorem, Cayley Hamilton’s theorem and
Newton’s theorem. It can also be found with the help of sequence recurrence relations. In
this study, first of all, some of the methods found in the literature will be given and their
usefulness will be examined. In addition, it will be shown that the roots of some special
matrices can be found with the help of complex numbers, dual numbers and hyperbolic
numbers. Finally, how to find the roots of a matrix with the help of hybrid numbers will be
examined in detail. In particular, how to find the square root of a matrix with the help of
the idempotent base of hyperbolic hybrid numbers is a method not found in the literature.
This method will be given in this thesis.

KEYWORDS : Hibrit Sayilar, Schur Yontemi, Matrisin Kokleri,

De Moivre Formilu, Cayley Hamilton Teoremi
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ONSOz

Bu tezde, 2 x 2 tirtinden matrislerin karekokleri ile ilgili temel ¢calismalar derlenerek
verilmistir, bazi 6zel matrislerin koklerinin de kompleks sayilar, dual sayilar ve hiperbolik
sayllar yardimiyla da bulunabilecegi gosterilmistir. Ayrica, henlz literatirde yeni calisil-
maya baslanan hibrit sayilar yardimiyla bir matrisin koklerinin nasil bulunacagi detayl
incelenmigtir.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her turli yardim ve fedakarligi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile galismalarimda bana yol gésteren degerli
danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’ e en icten duygularla tesekkiirle-
rimi bir borg bilirim.

Bu calismami, slire¢ boyunca beni cesaretlendiren, manevi desteklerini esirgemeyen

anneme ve esime ithaf ederim.
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SIMGELER

. Reel sayilar kiimesi

. Pozitif tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

. Reel sayilar kimesi

: Hiperbolik (Perpleks) sayilar kiimesi

: Kompleks birim

: Dual birim

: Hiperbolik birim

: Kompleks sayilar kiimesi

. Hibrit sayilar kiimesi

. Z hibrit sayisinin argiimenti

. A matrisinin argiimenti

: A matrisinin izi

. A matrisinin determinanti

. A matrisinin izinin isareti

. A matrisinin karakteristik polinomunun diskriminanti
: Bir vektoriin uzunlugu (normu)

- I carpim

. Lorentziyen i¢ carpim

: Kompleks i¢ carpim

. Hiperbolik i¢ carpim

- u vektorunun eslenik transpozu
N(Z)=NA(a+bit+ce+dh)=—(b—c)+c+d
:C(Z)=A(a+bi+ce+dh) =a®>+ (b—c) — 2 —d?

: n x n boyutlu reel matrislerin kiimesi
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1. GIRIS

Bu bolimde, bir matrisin karekokintn bulunmasi ile ilgili literattirde yapilan ¢alis-
malar ve kullanilan yontemler, tarihsel sirece uygun olarak sirasiyla verilecek, bu yon-
temlerden kisaca bahsedilecektir. Bu tez tic bélimden olusmustur. 11k bolumde, kaynak
taramasi yapilarak, bir matrisin karekokiinin hesaplama yontemleri kisaca verilmistir.
Ikinci boliimde ise, hibrit sayilar yardimiyla tanimlanan bir matrisin kutupsal gosterimi
kullanilarak, 2 x 2 tartinden bir matrisin kokleri, matrisin tirl ve karakterine gore for-
mlize edilmistir. Son bélimde, elde edilen sonuclar kisaca 6zetlenmistir.

Eger B> = A ise, B matrisine A matrisinin karekokudur denir. Bir A matrisinin
karekoki bulunmayabilir, bu durumda A kdku olmayan matris olarak adlandirilir. Eger
bir A matrisi tersinir ve kosegenlestirilebilir ise, mutlaka karekoki vardir. Bir matris,
kosegenlestirilemese bile bir kokl olabilir. Literattrde bir matrisin kare koklerini bul-
mada farkli yontemler veren birgok ¢alisma vardir. Bu yontemler temel olarak Shur Teo-
remi, Cayley Hamilton Teoremi veya Newton Ydntemi’ne baghdir.

Bu yéntemlerden bazilari asagidaki gibidir.

1. Temel cebirsel yontem
. Kdsegenlegtirme

. Cayley-Hamilton Y 6ntemi,

2
3
4. Schur ayristirma yéntemi,
5. Abel-Mdgbius Yontemi
6. Newton Yaklasim Y&ntemi
7. Dizisel Yineleme Bagintilari Kullanilarak

8. Hibrit Sayilar Yardimiyla.

2 x 2 lik bir matrisin koklerini bulmak icin kullanilan temel yontemlerden bazilari
Nortshield’in makalesinde dzetlenmistir. Dahasi 2 x 2 matrisin koklerinin bulunmasiyla
ilgili yakin tarihli calismalardan bazilari sunlardir : (Andrescu, 2014); (Choudry, 2004);
(Jadhav, 2017); (Mackinnon 1989); (Northshiel, 2010), (Sadeghi, 2011), (Sambasiva,
2013), (Scott, 1990), (Sullivan, 1993), (Tamimi, 2011).

Sullivan, (Sullivan, 1993) Cayley Hamilton teoremini kullanarak 2 x 2 matrisin tim

karekoklerini hesaplamak icin, kullanigh bir yontem tanimladi.
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Sullivan bu yontemi, G¢ ana duruma gore vermistir. Bunlar :
i) (izA)? # 4det A,
i) (izA)> = 4det A #£0
iii) (izA)? = 4 det A=0.

2004 yilinda, Choudhry, 2 x 2 matrislerin koklerini veren bir cebirsel formalun belir-
lenmesiyle ilgili bir makale yayimlamistir. Buna gore, eger, A matrisi 2 x 2 tipinde skaler
bir matris ise, B" = A denkleminin sonsuz sayida ¢6zim vardir, eger A skaler olmayan
2 x 2 tipinde matris ise, B™ = A denkleminin sonlu sayida ¢6zimi vardir ve bu ¢éziimler
Choudhry’nin makalesinde incelenmistir (Choudry, 2004).

2 x 2 tlrtnden reel matrislerin karekokleri dizilerin lineer yineleme bagintilariyla da
elde edilebilmektedir. Bu yontem (Andrescu, 2014) bulunabilir. Bunun yaninda, Lucas
ve Fibonacci dizilerinin yineleme bagintilar yardimiyla da, bir matrisin kdklerinin bulun-
masi (Bicknel, 1965), (Arslan, 2016), (Arslan, 2017) ve (Kdéken, 2019) calismalarinda
bulunabilir. Bu tezde, dizisel yineleme bagintilariyla yapilan bu yéntem tizerinde durul-
mayacaktir.

Bu tezin ikinci bélimunde, bir matrisin karekoklerini bulmak icin yukarida verilen
yontemler 6zetlenmistir. Yedi temel yontem kisaca verilmistir. Ugtincii bolimde, (Ozdemir,
2018)’de verilen hibrit sayilar icin bazi tanimlar ve teoremler verilecektir. Ayrica, 2 x 2
matrislerin siniflandirmasini kullanarak 2 x 2 matrisin karekoklerini bulmak igin yeni bir
yontem daha incelenecektir. Daha sonra, hibrit sayilarin bazi 6zellikleri kullanilarak iki
farkli yontemle matrislerin koklerinin elde edilebilecegi gosterilecektir. Bu yontemlerin
bir kismi (Ozdemir, 2018) ve (Ozdemir, 2019) makalelerinde bulunabilir. Hibrit sayilarin
yardimiyla, herhangi bir gercek matrisin kutupsal bir formu tanimlanip, De Moivre for-
mulii verilerek, 2 x 2 bir matrisin koki elde edilebilir. Tez, 3 asamada verilmistir. 11k
bolumde, matrislerin karekoku ile ilgili literatirde yer alan yontemler verilerek, derlen-
mistir. Ikinci bélimde, hibrit sayilarin tanimini ve bazi 6nemli teoremleri verilmis, hibrit
sayilar kullanilarak 2 x 2 matrisler siniflandirilmis ve bu matrisler yardimiyla koklerin bu-
lunmasi ele alinmistir. De Moivre formall, 2 x 2 matrisler igin ayrintili olarak verilmisgtir.
Hibrit sayilar hakkinda ayrintih bilgi icin (Ozdemir, 2018) calismasinda bulunabilir. Son

bolumde elde edilen sonuclar kisaca dzetlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Tanim 2.1. A ve B ayni tirden iki kare matris olsun. Eger,
B*=A

ise, B matrisine A matrisinin karekokuddr denir.

Bu bolimde, literatlirde bulunan :
1. Temel cebirsel yontem
2. Kosegenlestirme
3. Cayley-Hamilton Ydntemi,
4. Schur ayristirma yontemi,
5. Abel-Mdbius Yontemi
6. Newton Yaklasim Yontemi

sirastyla verilecektir.

2.1. Temel Cebirsel Yontem
Bu yontem, dort dogrusal olmayan denklem sisteminin ¢6ziimiine dayanir. Bu yéntemde,

b
A= ¢ matrisinin karekoki
c d

Ty
z t

B—

kabul edilir. Bu durumda, B? = A esitliginden,

(
P +yz=a

ty+xy=>=

tz+zx2z=c

\ 2 +yz=d

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Ancak bu denklemi ¢c6zmek her zaman kolay

degildir
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N 7 6
Ornek 2.2. A = [ } matrisinin karekokd,
4 7

x
B = Y
z t
denilirse, B? = A esitliginden,
(
2 +yz=17
ty+xy==6
tz+a2z=4
2 tyz=7

\

denklem sistemi elde edilir ki, buradan, B matrisi,

13 -1 -3 V6 V6/2 /6  —6/2
2 1| o 1| | VB3 V6 | | —vB/3 -6

olur. A matrisinin 4 tane reel girdili koki vardir. Matrislerin tlriine gore, bu koklerin

sayisl, 0, 1, 2, 4 veya sonsuz ¢oklukla olur.

Ayrica, Ust ucgensel matrisler igin asagidaki teorem verilebilir. Gorildugi gibi, st
tcgensel matrisler icgin, karekok hesaplama olduk¢a kolaydir ve net olarak formdiliize
edilmistir. Bu teoremler, Schur teoremi gibi, ¢genlestirmeye bagh yontemlerde kul-

lanilacaktir.

a b
0

U

Teorem 2.3. Herhangi bir A = [ ] matrisi igin, e = +1 olmak lzere, A i¢cgensel

matrisinin karekoki

b
VA=+ ve Va+e/d (2.1)
0 evd

ile belirlidir ve A matrisinin 4 tane reel veya kompleks girdili koki vardir.
Sonug 2.4. i. E§er b = 0 ve a # d ise,

tya 0
0 +Vd

Ny




KAYNAK TARAMASI

1. AKGUL

ile belirlidir ve A matrisinin 4 tane reel veya kompleks girdili koku vardir.
ii. Eger a = d # 0 ise,

b
Vie+| V" 2/
0 Va

ile belirlidir ve A matrisinin 2 tane reel veya kompleks girdili koki vardir

. 4 6
Ornek 2.5. A = [ ] matrisinin karekokd, a # d oldugundan,

09
6

\/Z:iﬂm

0 +/9

formUlunden,

elde edilir.
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2.2. Kogsegenlestirme

2 x 2 tirinden A matrisinin karekoklerini bulmak igin, en iyi bilinen prosedir A mat-
risini kosegenlestirmektir. Bu bélimde, kdsegenlestirilebilir bir matrisin karekokleri ele
alinacaktir. Bir kare matris, bir kdsegen matrise benziyorsa kdsegenlestirilebilir olarak
adlandirihr. Reel bir matrisin késegenlestirilmesi igin, P~1 AP = D biciminde kdsegen
bir P matrisi bulunmasi gerekir. D 0zdegerlerle, P ise bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorlerin sutun olarak yazilmasiyla olusturulan matris olmak tizere P~'AP = D
esitligi saglanir. Eger 2 x 2 tiriinden bir A matrisi tam olarak 2 ayr1 6zdegere sahipse,
A kogegenlestirilebilirdir. 2 x 2 turiinden bir A matrisinin kdgegenlestirilebilmesi igin
gerek ve yeter kosul A matrisinin lineer bagimsiz 2 6zvektoriinin olmasidir. Yani, eger
bir matrisin 2 farkli 6zdegeri olmasa bile, 2 lineer bagimsiz 6zvektéri olabilir ve yine

kosegenlestirilebilir olabilir.

Teorem 2.6. A, 2 x 2 turunden bir matris olsun. A matrisinin karakteristik denkleminin

diskriminanti A4 = (izA)* — 4 det A olmak iizere,

CL—d—VAA (l—d—i-\/AA

2c 2c
ve
b_ 1 izA — /A4 0
2 0 zZA+ A
icin,
P'AP=D

yazilabilir. Bu durumda,
(£PDY>P = (£PD'2P~Y) (+PD'?P') = PDP™' = A.

olacagindan,
+pPDY2p-!

matrisi, A matrisinin karekoku olur.

Bu yontemde, 6zdegerler karmagik olsa bile, A gercek karekoklere sahip olabilir. Bu

yontemde de, karmasik 6zdeger ve 6zvektorlerle uzun ve sikici islemlerle ugrasiimaktadir.

6
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Ornek 2.7.
-3 =2

6 1

A:

matrisi g6z 6niline alinirsa, bu matrisin 6zdeger ve 6zvektorlerinin

w2 -1

= 2iV2-1
3
—iv2 -1
o =22 -1,
3
oldugu kolayca bulunabilir. Buna gore,
ivV2—1 —iv2-1 2iv/2 —1 0
= ve D=
3 3 0 —2iv/2 — 1
olur. Boylece, A matrisinin, karekoku
+pPDY2p-1
esitliginden,
+1 | ivV2—-1 —iv/2-1 2iv2 — 1 0 3 V241
6v/2i 3 3 0 —2iv2—1| | -3 ivZ2—-1
bulunur ki, bu ¢arpimin sonucu,
0 —1
+
3 2

matrisidir.
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2.3. Cayley-Hamilton Yodntemi

Cayley-Hamilton teoremi matris teorisinde kullanilan olduk¢a 6nemli bir teoremdir. Cay-
ley - Hamilton teoremi, degismeli bir halka (zerindeki her kare matrisin kendi karak-
teristik denklemini sagladigini gosterir. Bu bolimde, Cayley-Hamilton teoreminin 2 x 2
matrislerin tum karekoklerinin acik formullerini belirlemek icin nasil kullanilabilecegi

gosterilecektir (Sullivan, 1993). 2 x 2’lik bir matris i¢in Cayley-Hamilton Teoremi
A? — (izA) A+ (det A) T =0

olarak belirtilebilir. Asagidaki formul bir matrisin karekdklerini bulmak icin en kullanisl

yontemlerden biridir.

Teorem 2.8. (Sullivan, 1993) A, 2 x 2 tiiriinden reel bir matris olsun. (izA)* # 4 det A

ise, e = +1 olmak Uzere

1/2

(2.2)
\/izA + e2vdet A

esitligiyle belirlidir.

Ispat Cayley-Hamilton teoremi, v/ A matrisinin, kendi karakteristik denklemi sagladigini
ifade eder. Buna gore,

A2 — (izV A\ + det VA =0
esitliginden

A = (izVA)WA — det VAI (2.3)

olur. B2 = A olmak Uzere, (det B)* = det B> = det A > 0, oldugundan
det B =+vdet A

olacaktir ve

det VA = +v/det A
esitligi vardir. (2.3) formiiliinde, izv/A bulunmalidir.
2 = ((V/A)VA - (det \/Z)1>2
= (izvV/A)?A + (det A) I — 2(det VA)(izv/A)VA
= (izV/A)?A + (det A) I — 2(det V'A) (A + det \/Z>
= ((i2v/A)? = 2(det VA)) A~ (det A) 1 (2.4)

8
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yazilabilir. Ote yandan, A matrisi icin Cayley-Hamilton teoreminden,
A? — (izA) A+ (det A) T =0 (2.5)

oldugu da g6z 6niine alinirsa, (2.4) ve (2.5) esitliklerinden

izVA = :I:\/izA +2V/det A

denklemi elde edilir. Béylece, izv/A, izA ve det A cinsinden bulunmus olur. izvA
degerinin bir reel say1 olmasi igin gerek ve yeter kosul izA > +2+/det A olmasidir. Sonug
olarak, ( 2.3) esitliginden, izA > +2+v/det A ve e = +1 olmak Uzere,

A AT
\/Z::i: +€(det )

\/izA + e2vdet A
elde edilir. O
- -3 13 _— oy . ) -
Ornek2.9. A = [ ] matrisinin karekokleri, yukaridaki formalle hesaplanabilir.
-1 -1

Teoreme gore, izA = —4, det A = 16 ve (izA)* # 4det A, oldugundan (2.2) formiilii

kullanilabilir. Buradan,

A+441 1
VA = +———— = +4+- (A+4]
v—4+2-4 2( +4)

+1 (] -3 13 10
= — +4
2 (EEI)
I IRVEAR TR
~1/2 3/2

olacaktir.

Bu teoremin sonucu asagidaki gibi verilebilir.

Sonug 2.10. A, 2 x 2 tarlnden bir reel matris olsun.
i. Eger det A < 0 ise, A matrisinin reel koku yoktur.

ii. Eger det A = 0 ise, VA = + ile belirlidir. izA > 0 olmasi durumunda, A

17
matrisinin iki reel karekoki vardir.
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iii. EQer izA > 2v/det A ise, A matrisi dort reel karekdke sahiptir.
iv. Eger izA = det A = 0 ise, izv/A = 0 ve det VA = 0 olur. Bu, v/A matrisinin
Ty
— 2 , r,y e R

— -
y

formunda oldugu anlamina gelir ve A = 0 olur. Yani, sifir matrisin sonsuz ¢oklukta
karekokl vardir. Ayrica sifir olmayan bir matrisin izA = det A = 0 olmasi durumunda
kokleri yoktur.
Skaler olmayan bir A matrisinin karekokinin olmasi igin gerek ve yeter kosul izA ve
det A sayilarindan en az birinin sifirdan farkli olmasidir.
v. Eger izA = 2v/det A # 0 ise, 3.4 esitligi kullanilarak,

VA= i—ZA;\F/%> ! (2.6)
bulunur. Buna gore, A matrisinin karekokinun olmasi icin gerek ve yeter kosul izA > 0

olmasidir.

Ornek 2.11. Bu sonuca gore,

37
i A= matrisinin, det A < 0 oldugundan, reel karekoki yoktur.
1 1
. 4 2 . .1 |42
ii. B = matrisinin, karekokl £— olur.
2 1 Vb |21
11 10 .15 2 1 2
. C' = matrisinin, karekokleri +— ve + olur.
5 6 311 4 10
. 2 - N .
ivD = det D = izD = 0 oldugundan reel karekokl yoktur.
4 -2
_ o 5 11 —12
V. izE = 10, det E = 25 ve (izE)” = 4det £ = 0 oldugundan £ = ma-
3 -1

trisinin karekokleri

2A + 101 ++/5 | 16 —12
VE = 2 2AF 100 V5
21/20 10 3 4

olur.

10
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2.4. Schur Ayrigtirma Yontemi

Ucgen bir matrise benzer bir matrise, ticgenlestirilebilir matris denilir. Schur yontemi
de, kosegenlestirme yontemine benzer bir yontemdir. Her 2 x 2 turiinden reel veya kar-
masik bir matris késegen bir matrise benzemeyebilir. Fakat, her A matrisi bir ist ticgensel

matrise benzer.

Tanim 2.12. Bir U matrisi igin, U* ile U matrisinin eslenik transpozesi gosterilmek tzere,
Ur=u-!
ise, U matrisine uniter matris denir.

Schur Teoremi, eger A bir kare matris ise, A matrisi, kdsegenlerdeki elemanlari A
matrisinin 6zdegerleri olan bir Ust t¢gensel matrise uniter benzer oldugunu ifade eder

(Zhang, 2010). Baska bir ifadeyle, Uniter bir U matrisi ve Ust t¢gensel bir T matrisi igin,
T =U"AU veya (A=UTU")

esitligi saglanir. Schur ayrisimi, tek turli degildir. Bununla birlikte, A matrisi 7" matri-
sine benzer oldugundan, A matrisinin 6zdegerleri her zaman 7" matrisinin kdsegeninde
yer alirlar. Teorem reel girdili bir A matrisi icin bile, U ve T matrislerinin reel matrisler
olacagini garanti etmez. A matrisinin reel 6zdegerleri olan bir kare gercek matris olmasi
durumunda, A = QT'Q! esitligi saglanacak sekilde, ortogonal bir @ matrisi ve Ust lc¢-
gensel bir 7" matrisi vardir. Yani, reel 6zdegerlere sahip her A matrisi icin, ortogonal bir
() matrisi vardir ve

Q™AQ

matrisi, bir Ust Uggensel matristir. Yani, (Q~1AQ),, = 0 olur.

Teorem 2.13. A, 2 x 2 tlrinden bir matris olsun. 7" bir st Gc¢gensel matris ve U bir

uniter matris olmak tzere, U*AU = T ise
+UT\2U1

matrisi, A matrisinin karekokuddir.

11
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Ispat U uniter matris olduundan, U* = U~! vardir. Bu nedenle,
(+UTY?U*)* = UTY? (U-U) TV2U" = UTU* = A.

yazilabilir. Bu, =UT"/2U* matrisinin, A matrisinin karekokii oldugu anlamina gelir. O

Ayrica,
cosf) —sinf
sinf) cos@
) . a b . T
donme matrisi kullanilarak A = matrisi Ucgenlestirilebilir.
c d
cosf sinf a b cosf) —sinf A1
—sinf cos6 c d sinf cos6 0 Ao

esitligine gore,

ccos® — (a — d) cosfsinf — bsin® = 0

elde edilir. sin 6 # 0 kabul edilirse, cot = x olmak Uzere,
cx®*—(a—d)z—b=0 (2.7)

bulunur. Bu denklemin ¢éziminden, 6 ve dolayisiyla da, @ ve T matrisleri bulunur.

. 7 6
Ornek 2.14. A = matrisinin karekokleri Schur yontemiyle asagidaki gibi

9 22
bulunur. (2.7) esitligine gore,

972 — (7T—-22)x—6 = 0,

3(z+2)(3r—1) = 0.

denklemi vardir ve buradan x = —2 veya = = 1/3 bulunur. Bu iki, deger icin incelen-
melidir.
i 2ise, cotf = —2, cosf = —= ve sin 0 — — olacagindan
== ,cotl = —2,costl = —=vesinf = — ,
V5 V5
1 -2 -1
Q=—
VB 1 2

12
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ve
11 -2 1 7 6 -2 -1 4 -3
-1 =2 9 22 1 -2 0 25
bulunur. O halde, A matrisinin karekokleri
VA = xQT'?Q
+1 | -2 -1 4 -3 -2 1
5 ) 0 25 1 -2

olur. (2.1) esitligi gz 6nune alinirsa, sirasiyla e = —1 ve e = 1 igin,

1/2
4 -3 2 1
= ve
0 25 0 -5
bulunur. Boylece,

-1 2 +1
VA =+ veya —
3 4 7

3
7

5

elde edilir. Benzer gekilde, z = 1/3 icin de ayni sonuglar bulunabilir.

13
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2.5. Abel-Mobius Yontemi

Tanim 2.15. a, b, c,d € C ve ad — bc # 0 olmak Uzere,

(x)_a$+b
ra cxr+d

biciminde tanimlanan dénistime Mdébius donlsimi denir. Bu dénusiime, kesirli donistim

de denilmektedir

Bu dénlstimlerin geometride genis kullanim alani bulunmaktadir (Olsen, 2010), (Kisil,

2012). Her 2 x 2 tipinde tersinir bir

a b
c d

kompleks matrisi, ¢ , M6bius déntstimuyle iliskilendirilebilir. Ayrica, A ve B tersinir
matrisleri igin

PA°¥Pp = ¥PaB
esitligi vardir. 2 x 2 bir reel matrisin karekoklerinin Abel-Mobius metodu kullanarak

bulunma yontemi Nortshield’in makalesinde bulunabilir (Nortshield, 2010). (2.7) denk-

lemine gore,
cx’ —(a—d)z—b=0
esitligi
ar+b .
cr+d

biciminde yazilabilir. Buradan, A € R igin

ar +b=\x
cr+d=\

lineer denklem sistemi veya esdeger olarak

a b T T
=A
c d 1 1
T
matris esitligi elde edilir. Bu, \ reel sayisinin 6zdeger ve u = vektorunun, A

matrisinin 6z vektori oldugu anlamina gelir.

14
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a b
Teorem 2.16. (Nortshield, 2010)A = bir reel matrisve R (z) = cz®+(d — a) z—
c d

b polinom olsun. Eger ¢ 4 (z), A matrisiyle iligkili Mébius donustimi ise

dx

F0= 7w

fonksiyonu, m € R igin
F(pa(x) = F(x) +m.
Abel fonksiyonel denklemini saglar. Bu durumda,

_ 2b + a)\1 — d)\g
2b + Cl)\g — d)\l

Ink
Ay — N\

m =

vek:‘

olmak Uzere,

pan (2) = F7'(F () + nm)
esitligi vardir. Ayrica v/A, bir X reel sayisi icin
1 m
A (F P+ )
olur.

Ispat A\; ve g, R (z) = cz® + (d — a)  — b polinomunun kokleri olsun. Eger

P A1 Az |
1 1
secilirse,
D =P AP

bir kdsegen matris olur. Boylece,

2b + Cl/\l — d)\g

k = — ]R.

Wt adg —dh

olmak Uzere,
AMr+1 1 T — Ao
— 1 = ve — k
SDP >\2$+17 SDP 1 )\Q—Al (x_)\l) SOD('%‘) xz

olur. Buradan,
Pp19app () =9p(x) = @p-1(pa(r)) =pp(pp-1 (7))
= op-1 (s (2) = kpp-1 (2).

15
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elde edilir. Simdi

Flea@) = 15 (Mnopm (04 (@) ~ 0 = A)

1
= won (Inkpp-1 (z) —In (A — A1))

1
= wn (Inpp-1(z) —In(A2 — M) +)
Ink

= PO STN
= F(z)+m

olur. Ayrica p 4 o vz = 45 kullanilarak,
Fpaz(2)) =m+ F(p, () =2m + F (2).

elde edilir. Boylece m = olmak tzere, timevarimla

In
Ay — A\
pan () = F7H(F (x) +nm)

bulunur.

0

2 x 2 matrisin karekoklerini Abel-Mobius Teoremi ile bulmak kullanish bir yon-

tem degildir. Logaritmik ve ters trigonometrik fonksiyonlar kullanildigindan dolayi bazi

ugrastirict ve zor problemlerle karsilasilabilir. Bu yontem reel R (x) kokleri igin kul-

lanilsa da, yine de karmasik kokler icin de uygulanabilir.

. 11
Ornek 2.17. A =
1 7

lunur.

R(x)=ct*—(a—d)x—b=2"—4x+3

16
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ve
dz vr—3
F(z) = =In :
22 —4xr+3 vV —1
oldugundan,

11z — 3 2
F =F In —
<:c—|—7) (w)~|—n\/5

- . 2 .
elde edilir. Yani, m = In — olur. Diger yandan

V5

ve

pan (@) = F7H(F (2) +mn)
F

z (4" —3.5") + (3-5" — 3. 4")
z (4" —57) + (57 — 3 47)

. 2 .
bulunur. Boylece, n = 1/2 igin, A\ = \/7_ olur. Boylece A matrisinin karekoki

\/_—ié 2-3v5 3V5—6
2| 2-vB VB

elde edilir.

17
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2.6. Newton Yaklagim Yontemi

Bir A matrisinin karekokinl hesaplamak igin kullanilan, literatlirdeki bir baska yontem
de, Newton’un yontemini f (X) = X2 — A = 0 ikinci dereceden matris denklemine
uygulamaktir. Newton’un matris karekoku yontemi, Higham’in makalesinde bulunabilir
(Higham, 1987). Newton’un yontemi agsagidaki gibidir. f (x) fonksiyonu z, baslangic
degerine sahip bir fonksiyon olsun. Once,

f (an)

bt = O ()
n

dizisi tanimlanir. Bu dizi f (z) kokine yakinsayan bir dizidir. f(X) = X2 — A = 0

matris denklemine gore,

Xpp1 =X, — (X2 - A) (2X,) ' = X1 = = (X, + AX,Y).

N | —

olur. Boylece, asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.18. (Higham, 1987) A ve X, carpimlari degismeli matrisler olmak uzere,

1
Xoi1 =3 (X, +AX )

yinelemeli bagintisi verilsin. Bu durumda, X,, matrisi, X, baslangi¢ degerinin Xy, > 0

veya X, < 0 olmasina gére, sirasiyla v/ A veya —/A matrislerine yakinsar.

. 3
Ornek 2.19. A = matrisinin karekokleri Newton ydntemiyle asagidaki gibi
5 8

bulunur. Baslangi¢ matrisi, A ve X, degismeli olacak sekilde X, = I alinabilir. Buradan,

1 s
Xoy1 = = (X, + AX, 1) esitligi kullanilarak,

2
114 =5 1 [452 —325
X, = 2 . Xo= o :
215 9 244 1395 777
1.9827 —1.0092 2 -1
X3 - X4: .
1.0092 2.9919 1 3
g - 2 - I
bulunur. Eger, baslangi¢ matrisi Xy = —1, alinsaydi X, = — { ] elde edilirdi.
1 3

18
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2.7. Dual, Hiperbolik ve Kompleks Sayilarla Kok Bulma

Karmagik, dual ve hiperbolik sayilarin matris gosterimleri aritmetik islemler igin kul-
lanishdir. Bazi problemlerde, bu sayilar yardimiyla yapilan farkl bakis acilari, problemi

kolaylastirabilir. Bu ¢ sayi kiimesinin matris gosterimleri asagidaki gibidir.

a —b
Mi = :a,bGR >
b «a

a+b —b
M, = ca,beR 3,
b a—>b
a b
My = ca,be R
b a

Bu kiimelerde, M; bir cisim, fakat M, ve M, kiimeleri ise halkadir. Eger,

; pcosf —psind
901(2)901(/)69)[ }

psinf  pcosé
ile, bir
v, : C— M

dontgsumu tanimlanirsa,

pr(ztw) = 91(2) + ¢ (w),
p1(z-w) = 9i(2) -1 (w).
esitliklerinin saglandigi goralir. Yani, o, bir cisim izomorfizmidir ve M; ile C izomorfik

cisimlerdir. Yani, her 2z = a +ib = p(cosf +isinf) = pe’’ karmagsik sayisi, p =

b .
a? + b? ve § = arctan — olmak Uzere,
a

. a —b cosf —sind
z2=a+1ib < =p
b a sinf cos®

matrisine karsilik gelir. Ayrica, her birim karmasgik sayi da, Oklid diizlemindeki bir donme

matrisine karsilik gelir. Benzer sekilde,
0y : C— M.ve p;: C— My
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0+1 —0
0y (2) = ¢y (pe’) =p :
9 1-0

e3(2) = @3(pe") =p
sinh@® cosh®

coshf sinh6 ]

donusumleri de, birer halka izomorfizmasidir. Yani,

oz +w) = pa(2) + pa(w) Ve a2 - W) = pa(2) - Pa(w),

p3(z +w) = ps3(2) + ps(w) Ve p3(2 - w) = p3(2) - ps(w),

esitlikleri saglanir. Bu nedenle, her z = a + cb = p (1 + 02) = ae®’ dual sayisi, p = |a|

b .
ve § = — olmak Uzere,

|al
a+b —b 0+1 -0
z=a-+ gb — =p
b a-—1> 6 1-—46
matrisiyle temsil edilebilir . Her birim dual say1 da Galilean diizlemindeki donme matri-
sine karsilik gelir (Rooney, 1978), (Harkin, 2004).
Son olarak, z = a + hb = kp (cosh § 4 hsinh §) = kpe?? bir hiperbolik sayisi da,

la + b|

ke{l,-1,h,—h}, p=va®—0¥ ve 60=In——=—
{ foop e

olmak tzere,

a b coshf sinh6
z="k(a+hb) —k =kp
b a sinhf cosh@

matrisiyle ifade edilebilir. Hiperbolik sayilara, literatirde double, split kompleks veya
perplex gibi isimler de verilmektedir. Lorenziyen dénmeler de, hiperbolik sayilarla yo-
rumlanabilir (Cakir, 2017), (Rooney, 1978), (Harkin, 2004), (Sobczyk, 1995).
Yukaridaki matris gosterimleri kullanilarak, karmasik, dual veya hiperbolik bir sayiya
karsilik gelen bir 2 x 2 matrisin kokd bulunabilir. Fakat, aciktir ki bu ¢cok sinirli sayidaki
matrisler icin gecerli bir durumdur. Sadece, yukarida verilen 3 matrise uygun matrisler

icin kok bulunabilir. Ornegin,

3 1 5 —2
A= , B= ve C=
-1 3 2 1
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matrisleri

—1
Z4 = 3—i:\/ﬁ(cosﬁA+isin9A),QA:arctan?
2
3’
z¢ = 4+3h=V7(coshfc +hsinhbc), 6o = InV/7.

B = 3%2{:‘:3(1+938), (93:

sayilarina karsilik gelir. Bu sayilarin karekokleri De Moivre formilleri yardimiyla ko-

layca bulunabilir (Sobczyk, 1995).

04+ 2k 04+ 2k
VZa = +10Y4 (COS% + isin #) ,

0 1
VZE = +£V3 (1 + 735> = +/3 (1 + gg)
Vzo = ™4 (cosh%j + hsinh %) )

Boylece, A, B ve C matrislerinin karekokleri

HA . QA
CoS - —Sin—- 1.7553  0.28485
VA = +10Y4 92 62 ~+
sin 2A  cos A —0.28485 1.7553
2 2
- 4 1
-3 —=3
VB — g | W3 1B _ ?\f 23f
/3 2/3 5\/5 gﬁ
i heA . heA
cosh—- smh—= 1.8229 0.82288
_ 1/4 2 2 -
VO = 47 'y NE
Smh7 cosh7 0.82288 1.8229

olur. Goruldugu gibi, bu yontem sadece karmagik, dual veya hiperbolik sayilara karsilik
gelen matrislerin bazilari icin kullanilabilir. Bu tezde, bu Ug say1 sistemi birlestirilerek

elde edilen hibrit sayilar kullanilarak, bu yéntem 2 x 2 matrislere genellestirilmistir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Hibrit Sayilarla Matrisin Karekokinun Hesaplanmasi

Hibrit sayilar, karmasik, hiperbolik ve dual sayilarin yeni bir genellemesidir. Degismeli
olmayan bir halkadir. Bir Hibrit say1, eliptik, hiperbolik veya parabolik olarak siniflandirila-
bilir. Ote yandan, bir hibrit say1, normuna gore timelike, spacelike ve lightlike olarak
siniflandirthir. Hibrit sayilar, melez sayilar olarak cevrilebilir. Fakat, bu tezde orjinal ve

literatiirdeki ismine bagl kalinacak ve hibrit sayilar olarak kullanilacaktir.
Tanim 3.20. (Ozdemir, 2018) Hibrit sayilar kiimesi K ile gosterilir ve
K = {a+bi+ce+dh : a,b,c,d € R, i’=— 1, €2=0, h%=1, ih=—hi=e+i}

biciminde tanimlanir. Herhangi Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisi igin, a degerine skaler
kisim denir ve S(Z) ile gosterilir. bi 4+ ce + dh kismina da, hibrit sayinin vektor kismi

denilir ve V(Z) ile gosterilir. Hibrit sayilarda ¢arpim islemi agagidaki tablo ile belirlidir.

1 € h
1| —1 1—h| e+
h+1 |0 —€
h|—e—1]|¢ 1

Hibrit sayilardaki carpma islemi birlesme 6zelligine sahiptir ama degisme 6zelligi yoktur.
Herhangin bir Z = a + bi + ce + dh hibrit sayisinin eslenigi Zile gosterilir ve Z =
S(Z) —V (Z) = a — bi — ce — dh bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.21. (Ozdemir, 2018) Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayisi igin,
C(Z)=Z2ZZ=7Z=0a>+(b—c)* - —d? (3.1)
degerine, Z sayisinin karakter sayisi denir ve

Z spacelike C(Z) < 0 ise;
Z timelike  C(Z) > 0O ise;

Z lightlike ~ C(Z) =0 ise.

biciminde adlandirilir. Bunlara, hibrit sayinin karakteri denilir.
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Tanim 3.22. (Ozdemir, 2018) Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayisi igin,
A(Z)=—(0b-c)P+c+d
reel sayisina, Z hibrit sayisinin tirlik sayisi denir ve

Z eliptik A(Z) <0 ise;
Z hiperbolik A (Z) > 0 ise;
Z parabolik A (Z) = 0ise.

biciminde tanimlanir. Bunlara da, Z hibrit sayisinin tirt denilir. Ayrica, &z = (b — ¢, ¢, d)

vektorine, Z hibrit sayisinin hibrit vektora denir.

Tanim 3.23. (Ozdemir, 2018) Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayisi igin,

12l = VIC(@)] = \/]a? + (b — ) — 2 - |

reel sayisina, Z hibrit sayisinin normu denir. Ayrica,

N(Z) = A =[]~ (- + 2+ ]
reel sayisina da, Z hibrit sayisinin hibrit vektoriiniin normu denilir.

Sonug 3.24. Hibrit sayilardaki norm tanimi, karmasik, hiperbolik ve dual sayilaridaki
norm tanimiyla tamamen ortusir. Gergekten de,

1. Z bir karmasik say1 ise (c = d = 0), || Z|| = \/ﬁ =Va® + b2,

2. Z bir hiperbolik say1 (b = ¢ = 0), ||Z| = \/\277} = /la® — a2,

3. Z bir dual sayl (b =d = 0), ||Z|| = Va2 = |a] .

Hibrit sayilarin hibrityen ¢arpimini kullanarak, C (Z,Z,) = C(Z;) C (Z.) esitligini
gosterebiliriz. Boylece, timelike hibrit sayilar carpma islemine gore bir grup olusturur.

Z = a+ bi+ ce + dh, ||Z]| # 0 hibrit sayisinin tersi

L Z

~Cz)

olarak tanimlanabilir. Buna gore, lightlike hibrit sayilarin tersi yoktur.
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3.2. Hibrit Sayilari Kullanarak 22 Matrislerin Siniflandiriimasi

Hibrit sayilarin siniflandirildigi bigimde, 2x2 matrisler siniflandirilabilir. Herhangi bir
2x2 matris, hibrit sayilar ile 2x2 matrisler arasindaki izomorfizma g6z 6éniinde bulun-
durularak spacelike, timelike ya da lightlike olarak karakterize edilip ve hiperbolik, elip-

tik, ya da parabolik olarak siniflandirilabilir.

Teorem 3.25. (Ozdemir 2018) Z = a + bi + ce + dh € K olmak (izere, K hibrit sayilar

halkasiyla, My ile gosterilen 2 x 2 reel matris halkasi arasinda tanimlanan,

gD . K — MQXQ

a+c b—c+d
p(a+bi+ce+dh) = (3.2)
c—b+d a—c

dondstimi bir halka izomorfizmidir.

Matris ¢ (Z) € Mays (R) Z hibritine karsilik gelen hibrit matris olarak adlandirilir.
2 x 2 matrisler ve hibrit sayilar arasindaki bu izomorfizm tanimlanarak, hibrit sayilar
kolayca carpilabilir ve hibrit sayilarin birgok 6zelligi daha kolay bir sekilde ispatlanabilir.

Ayrica

RGO IC NGO RGO

ile, bir matrise karsilik gelen hibrit sayi kolayca bulunabilir.

Teorem 3.26. (Ozdemir 2018) A matrisi, Z hibrit sayisina karsilik gelen 2 x 2 tirtinden
reel girdili matris olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

i. p=|ZI| = \/[det 4],

ii. A (Z) = (20)” — det A,

iii. P(\) =\ — (izA)\ +det A, Ay = (izd)? — 4det A = 4A (Z) degeri, A
matrisinin karakteristik polinomudur.

iv. Z~1 sayisinin tanimh olmasi igin gerek ve yeter kosul det (A) # 0 olmasidir.

Bu Teorem’in bir sonucu olarak, hibrit sayilarin siniflandirilmasinin tamamen, bu hib-
rit saytya Karsilik gelen 22 matrisin determinant ve izine bagl oldugu gorilir. Yani, bir

Z hibrit sayisini, bu sayiya karsilik gelen ¢ (Z) = A matrisinin turtine gore siniflandirmak
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mumkiinddr. Ayrica, tersine 2x 2 matrisleri de, hibrit sayilara benzer sekilde siniflandirila-

bilir. Yani, 2 x 2 gercek matrisler icin asagidaki siniflandirmalar verilebilir.

Tanim 3.27. A matrisi, 2 x 2 trinden bir reel matris olsun, bu durumda, A matrisi,

determinantin isaretine gore asagidaki gibi adlandirilir :

A spacelike det A < 0;
Atimelike  det A > 0; (3.4)
A lightlike  det A = 0.

Tanim 3.28. A, 2 x 2 tirunden bir matris ve A; ile Ay, A matrisinin ézde@erleri olsunlar.

Bu durumda, 6zdegerlerin turlne gore A matrisi asagidaki gibi adlandirilir.
A eliptik A1, Ay karmasik sayi ise,
A hiperbolik  \;, A reel sayi ise,
A parabolik  A\; = \s.
Bunun yaninda, bu siniflandirma A 4 = (izA)? — 4 det A olmak Uzere, asagidakine denk-

tir.
A eliptik Ay <0;

A hiperbolik Ay > 0; (3.5)
A parabolik A4 = 0.
Sonug 3.29. 2 x 2 tlrunden bir reel girdili matrisin normu, A spacelike veya timelike

matris ise, asagidaki gibi tanimlanir. A spacelike matris ise,
p= 1Al = V|det A|
biciminde, A lightlike matris ise,
p= Al = izA
biciminde tanimlanir.

Boylece, 2x 2 siniflandirma asagidaki tabloda verilebilir.

A det A >0 det A=0 det A <0
(izA)%><4detA | Timelike Eliptik 0 0

(izA)?=4detA | Timelike Parabolik | Null Parabolik |

(izA)%>4detA | Timelike Hiperbolik | Null Hiperbolik | Spacelike Hiperbolik
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3.3. Tip ve Karakterine Gore 2 X2 Bir Matrisin Karekokd

Bu bolumde, 3.33 teoremi ve 2 x 2 matrislerin siniflandiriimasi dikkate alinarak 2 x 2 ma-
trisin karekdklerini bulmak icin yeni bir yontem verilecektir. Bu metodu vermeden 6nce
2x2 matrisin argiimenti tanimlanacaktir. Bir matrisin argtimenti 6zellikle kutupsal for-
munu tanimlamak icin énemlidir ve matrisin argimenti matrisin tirtine gore degisecek-
tir. Matrisin argimenti tanimi, hibrit sayilardaki argiiment tanimina bagh olarak tanim-

lanacaktir. Hibrit sayilardaki argiiment tanimi asagidaki gibidir.

Tanim 3.30. (Ozdemir 2018) Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayi olsun. Z sayisinin

argimenti, tiriine ve karakerine gore asagidaki gibi tanimlanir.

( Z
m — arctan N(2) Z eliptik ve a < 0 ise,
a
Z . .
arctan N(Z) Z eliptik ve a > 0 ise,
a
argZ = 0 =
Z A . -
In H—N()‘ Z nonlightlike hiperbolik ise;
p
C
— Z parabolik ise.
L IZ]

Diger yandan, 2 x 2 matrisler ve hibrit sayilar arasindaki izomorfizm kullanilarak,

2 x 2 matrisin arglimenti asagidaki gibi tanimlanabilir.

a b
Tanim 3.31. A = reel sayi girdili bir matris olsun. A matrisinin argimenti
c d

pa=/[det A[, Ay = (izA4)” — 4 det A olmak tzere, agagidaki gibi tanimlanir.
i. Aeliptik ve izA < 0 ise, arg A = 6 = m — arctan Y=44;
ii. AeliptikveizA > 0, arg A = 6 = arctan m;

lizA|
i, A hiperbolik ise, arg A — 0 — In | A V24l
p 2pA
a_
iv. A parabolik ise, arg A = 0 = .
iv. A parabolik ise, arg i d

Bundan sonra, tiim tez boyunca, eliptik, hiperbolik ve parabolik matrislerin argimenti

icin yukaridaki formiller kullanilacaktir.

Ornek 3.32. Asagidaki matrislerin argiimentleri incelenebilir.

1 -1 3 1
A: 7_B: 70:
2 3 -1 1 2 4
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Yukaridaki tanimlar g6z 6niine alinirsa,

A = — A El—pfké’:arctan—
2 3 izA = 4 2
3 1 ANr=0 ) _

B _ N A Parﬂ))olzkez a d _ 1
11 izA >0 ja+d 2
31 Dy=9 iperboli \%

C = — A Hp—élkezlnﬁ.
2 4 izA =7 2

Teorem 3.33. A, 2 x 2 tlrunden reel girdili bir matris olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.

i Ay = (iZA)? Ay

ii. izA% = (izA)® — 2det A.

i, pa2 = (pa)"

: a b
Ispat i. A= bir reel matris olsun. A ,=(izA)* — 4 det A, kullanarak .

c d
Ap = (a®+2bc+ d®)? — 4 (a®d® — 2abed + V*?)
= (a+d)’ (a® — 2ad + d* + 4bc)
= (izA)’ Ay
i

izA? = (a2 + 2ad + d* + 2bc — 2ad)
= (a+d)®>—2(det A)
= (izA)® — 2det A.

ii. = Vet A% = (/(det A) = Vdet A” = (p,,)%elde edilir . O

Teorem 3.34. A ve B iki farkli 2 x 2 turtinden reel matrisler olsun. B? = A ise, B

matrisinin timelike veya spacelike olmasina gore, sirasiyla

izB = \/izA +2Vdet AveyaizB = \/izA —2Vdet A
ile belirlidir. Eger, B lightlike ise, bu durumda izB = v/izA olacaktir.
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Ispat B timelike ise , det B > 0 olur. O zaman, B2 = A esitligine gore, det B = v/det A

olur. Teorem 3.33-ii, kullanilarak

1zB = \/izA + 2/ det A.

elde edilir. EQer B spacelike ise, det B < 0 ve det B = —+/det A olur. Boylece, eger B
lightlike ise, det B = 0 ve izB = +/izA olur. O

Teorem 3.35. A bir 2 x 2 turtinden reel matris olsun. Bu durumda, arg A> = 2arg A

esitligi vardir.

i a b
Ispat A = bir reel matris olsun. Eger, A eliptik ise, izA < 0 veya izA > 0
c d

olmasina bagli olarak, sirasiyla

4 det A—(izA)*

4det A—(izA)?
arg A = m — arctan Al veya arctan VAdet A—(izA)7

lizA]
olacaktir. Benzer sekilde,

\/4det A2—(izA2)?

lizA2|

arg A2 = arctan

\/4(det 4)>—((izA4)> 2 det A)”
|(izA4)% —2det A|

lizA|/4 det A—(izA)?

‘ (izA)%—2 det A|

= arctan

= arctan

yazilabilir. Diger yandan,

2x

2 arctan r = arctan —
—x

esitligi kullanilarak, (izA4)* > 2 det A igin,

4 det A—(i7A)? iz A \/4 det A — (izA)?
~—————— = arctan

. = arg A®
lizA] lizA]> — 2det A &

2arg A = 2arctan

bulunur. Ayrica (izA)* < 2 det A oldugunda da,
lizA|\/4 det A—(izA)? 2arg A

| izA)2—2 det A|

arg A2 = m — arctan

elde edilir. Eger A bir hiperbolik reel matris ise.

iZA+ \/AA

arg A =In %
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olur. Benzer sekilde Teorem (3.33) ve A4 = (izA)® — 4 det A kullanilarak

arg A? In

In

In

In

izA? + /A 42

T

(izA)* — 2det A +
2 (PA)2

(izA)* + /D4 (izA) — 2det A
2 (PA)2

2 (izA)* + 2/ 4 (izA) — (izA) 4+ Ay

(ZPA>2

(izA)* Ay

| (iZA—Fw/_AA)Z
n —_—

2p

2arg A.

elde edilir. Son olarak eger A parabolik bir reel matris ise,

a—d
la +d|

argA=0=

olur. A parabolik oldugundan, (izA)2 = 4 det A esitliginden

(a —d)* = —4be.

olur. Boylece Teorem (3.33) kullanilarak

elde edilir.

Teorem 3.36. A =

arg A2 =

a? — d?
la? + 2bc + d?|
CL2 _d2

'1<a+d)2

bir reel matris olsun.

c d
i. EQer, A bir eliptik matris ise, A matrisinin 2 tane karekoku vardir ve
1 a++Vdet A b
VA =+
VizA + 2v/det A ¢ d + v/det A
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ile belirlidir.

ii. EQer A bir hiperbolik matris ise, A matrisinin karekdkinln olmasi icin gerek ve
yeter kosul A matrisinin timelike veya lightlike olmasi ve izA > 0 olmasi gerekir. izA > 0
olmasi durumunda, A matrisinin 2 tanesi spacelike, 2 tanesi timelike olmak tzere 4 reel

koki vardir ve bunlar

1 a+vdet A b
VizA 4+ 2v/det A c d 4+ /det A

VA=+ (3.7)

ile belirlidir. A matrisinin lightlike olmasi durumunda ise, 2 farkli reel kok vardir ve

bunlar
_a_ _b_
VA= 4 | VEA Vied (3.8)
c d
VizA VizA
ile bulunur.

iii. A bir timelike parabolik matris olsun, a # d ise, A matrisinin reel karekdkinin
olmasi igin gerek ve yeter kosul izA > 0 olmasidir. Bu durumda, A matrisinin karekoki

0 = <=4 ve ¢ =sign(detA) olmak (izere

|a+d|
el ebd
wA | 2t ooy
A=/ — .
VA 2 ecl 1 ﬁ (3.9)
a—d 2

ile belirlidir.
iv. A bir timelike parabolik matris olsun, a = d ve izA # 0 ise, A matrisinin kokleri b

ve ¢ degerlerinin sifir olmasina gore

( 1 2a 0 b= 0i
T = 0 Ise,
:|:2\/E c 2a
v 1 2a b 0
A — c=0ise, 1
+2y/a 0 2a (3.10)
L a0 b 0ise
=c = U ISe,
i\/ﬁ 0 a

ile belirlidir.

v. Sifir matrisi ve skaler matrislerin sonsuz ¢coklukta karekoku vardir.
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Ispat X2 = A esitliginde,
Ty
z t

X —

olsun. Yani, X matrisi A’nin karekoki olsun. Bu durumda

o 22 +yz ty+ay a b

tz+xz t2+yz c d

oldugundan

elde edilir.

i. A matrisinin eliptik bir matris olmasi durumunda , (izA)* < 4 det A oldugundan,
izA — 2+/det A olamaz. O halde, izX = +v/izA + 2+/det Aolacaktir. Bu nedenle izX =
++v/a + d + 2v/det A kullanilarak,

= 1‘2 (a(a+d+2\/m>—bc>

lizX
1
= X <a2 +2avdet A+ ad — bc)
17
1 2
= W (a —+ v det A) .
17
bulunur. Buradan,
+ <a + /det A)
T izX '
olur. Benzer sekilde
+ (d + V/det A)
b= iz X ’

olacaktir. Boylece (3.6) esitligi elde edilir.
ii. A matrisinin hiperbolik bir matris olmasi durumunda, (izA)2 > 4 det A olacaktir.
O halde,

izX:j:\/cH—diQ\/detA
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olur. izX € R olmasi igin gerek ve yeter kosul det A > 0 olmasidir. Yani, A matrisinin

timelike olmasi gerekir. A timelike matris olsun. Buradan,

mQZ;F(ai\/my

lizX
olur ve
+ (a + Vdet A) + (d + /det A)
- t = .
v izX ve izX

bulunur. Boylece (3.7) esitligi elde edilir.
Diger yandan, A bir lightlike hiperbolik matris ise, det A = 0 ve (izA)? > 4det A =
0 olur. Boylece X? = A esitliginden, det X = 0 ve izX = 4+/izA oldugu kullanilirsa,

tr=yz ve z+t==xvVa+d

olur. Buradan,
b
xr=@+t)| " V=" =4
z t c d
ve dolayisiyla (3.8) esitligi elde edilir..
iii. A bir parabolik matris ise, (izA)> = 4 det A ya da esdeger olarak (a — d)* = —4bc

olacaktir. Eger A timelike ise, det A > 0 olur. Bdylece, izX = +1/izA £ 2¢/det Aesitligi

kullanihir. Buna gore, a = d veya a # d durumlari incelenebilir.

Eger a # d ve izA > 0 ise,

b
Yy = '
j:\/izA + 2v/det A
z = ¢ ,
j:\/izA + 2v/det A
1
r = i1|izX| (a—i—vdetA),
P <d+\/detA).
lizX|

olacaktir. Boylece, (3.9) esitligi bulunur. a # d ve izA < 0, iken A matrisinin koki
yoktur.

iv. Son olarak, a = d olmasI durumunda, b ve c sifira esittir. Buradan, izX degeri, ya
0 yada £2+/a olacaktir. izX = z + t = +2,/a, bc = 0, oldujundan, v/A matrisi (3.10)

olarak bulunur.
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v. izX = 0,0ldufunda X?, X? = (2% + yz) I formunda olacaktir. Boylece, a = d =
Vdet A — m?

n

2> +yz,b=c=0vedetA = a?olur. Yani, z = mvey = n, z =

yazilabilir. O halde, herhangi A = al, a € R* formundaki bir skaler matrisin

m n

Vdet A — m?2 , m,n € R.

—m
n

biciminde sonsuz sayida karekoki vardir.

Diger yandan, eger A bir lightlike matris ise, det A = izA = 0 olur. X2 = A esitligine
gore, det X = 0 ve izX = 0, veya esdeger olarak tx = yz ve = +t = 0 olur. Bu, her
bir lightlike parabolik matrisin, sifir matrisin bir koki oldugu anlamina gelir. Yani, sifir

matrisinin sonsuz ¢oklukta karekdk matrisi vardir. O

Sonug 3.37. A parabolik matrisi

a+X —a?/b
b A—a

A = det

formunda bir matris olsun, dyle ki X ile A matrisinin bir tek 6zdegeri ve u = (a, b) ise
bu 6zdegere karsilik gelen bir tek dzvektori olsun. A matisinin karekdkinin olmasi icin
gerek ve yeter kosul izA = 2\ > 0 degerinin pozitif olmasidir. Bu durumda, A matrisinin

karekokleri
+1 | 22X +a —da?/b
VA= EL /
2v/A b 2 —a

formundadir.

—31 —48

Ornek 3.38. 4 = ile verilen eliptik matrisi icin, (3.6) esitligi kul-
24 17
lanilarak
1 —31 + V625 —48
VA = +
—14 + 24/625 24 17 4+ /625
-1 -8
= =+
4 7
bulunur.
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Ornek 3.39. Asagidaki matrislerin karekokleri yukaridaki teorem yardimiyla kolayca bu-

-5 -9 6 3
A= .
[ 6 10 4 2 }

B matrisi spacelike bir matristir ve iz B < 0 oldugunun karekoku yoktur.

lunabilir.

-5 2

B = ve C' =

Y

3 -1

A bir timelike hiperbolik matris ise 4 farkli reel kok vardir ve bunlar

—54++v4 =9 -1 -3
VA = 41 Vi _ ,
5+ 24 6 10 + /4 2 4
Vi N 1 —5—-v4 =9 . -7 -9
5—2v4 6 10 — V4 6 8
seklindedir.

C matrisi bir lightlike hiperbolik matristir ve 2 reel kok vardir. Bunlar :

3
VA =+ 2V?
V2

V2
V2

|

2

. 5
Ornek 3.40. A =
1 -1

] parabolik matrisinin karekoku

+1 5+v4 -9
4+ 2v/4 1 —1+v4 |

ile belirlidir. izB < 0 oldugundan,

parabolik matrisinin karekoki yoktur.
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3.4. ldempotent Taban Kullanarak Hiperbolik Matrisin Karekoklerini Bulma

Idempotent taban, hiperbolik sayilarda bir¢ok islemi kolaylastiran bir tabandir. Bu taban,

1-h _ 1+h
€ = 9 , €2 = 2

biciminde elde edilir ve |e;]| = ||es|| = e1es = 0, €2 = e, Ve €2 = e, esitlikleri saglanir
(Sobczyk, 1995). Hiperbolik tabanin idempotent tabanina benzer sekilde, hiperbolik hib-

rit sayilar icin de, idempotent taban tanimlanabilir.

Tanim3.41. K, (V) ={Z =2+ Vy:z,y € R, V* =1, Z € K} Vileiliskilendirilmig

hiperbolik hibrit sayilar kimesi gosterilsin. Bu kiime, hibrit sayilar kiimesinin bir alt

1=V 14V
{el— ey = +2 } (3.11)

biciminde tanimlanan kiimeye, K, (V) kiimesinin idempotent tabani denilir. Bu iki ele-

halkasidir. Bu kiimede,

man,

lel|| = [|ez]] =eiea =0, el=e Ve e:=e,

kosullarini saglar.

Onerme 3.42. Her Z = z + Vy formundaki hiperbolik hibrit say1, e; ve e, idempotent

elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak
Z=(z—-ylei+(r+y)e
bigiminde yazilabilir.

Ispat Z = (z —y) e, + (x +y) e, esitliginde, (3.11) esitlikleri yazilirsa,

1-V 1+V
Z:(x—y)T+(x+y)T:x+Vy

elde edilir. 0
Sonug 3.43. Her Z = x + Vy hiperbolik hibrit sayisi z_ = z — y, z,, = = + y olmak
Uzere.

Z=~z¢e +z,e
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bigiminde gosterilebilir. Bu formdaki her bir hibrit sayida V = e, — e; olmak zere,

2yt 2o zy — 2 Zy 2o zp— 2o
Z: = V
< 2 2 > 2 i 2

ile belirlidir. (z_, z,) ikilisine, Z hiperbolik hibrit sayisinin idempotent koordinatlari

denilir.

Ornek 3.44. Ornegin,
Z =13 —8i—12¢ — 4h

hibrit sayisl,
A(Z)=—(-8+12°+ (12> + (—4)* =144 >0

oldugundan hiperboliktir.

vV — 2i+3¢+h
3
olmak Uzere,
Z=13-12V

biciminde yazilabilir. V2 = 1 oldugu kolayca gorlebilir. Buna gére, Z hiperbolik hibrit

sayisinin idempotent koordinatlari
Zg = (25,1)
olarak bulunur.

Bir hiperbolik hibrit sayinin kéklerini idempotent tabani kullanarak bulmak ¢ok daha

kolaydir.

Teorem 3.45. (Ozdemir 2018) Z = x + hy, idempotent koordinatlari Z,, = (z_, z,)
olan bir hiperbolik hibrit sayi olsun. Bu durumda, m € Z ve k € {1,—1,V, =V} olmak
uzere,

mo__
Zid_

(2, 2™)  mtek sayl
k (27, 2™) mcift sayl

ile belirlidir.
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Sonug 3.46. Z = x + yV idempotent koordinatlar Z;; = (z_, z;) olan bir hiperbolik

hibrit sayi olsun. Bu durumda, Z sayisinin karekoki, & € {1, —1,V, =V} olmak Uzere,
1/2 1/2 /2 _1/2

z + 2 z A
VZig=k| = + A\Y
d ( 5 + 5 >

ile belirlidir.

Sonug 3.47. Z = = + yV formundaki bir hiperbolik hibrit sayinin reel karekdkinun
olmasi icin gerek ve yeter kosul z — y > 0 ve z > 0 olmasidir. Yani, Z bir timelike

hiperbolik sayi ise karekoki yoktur.

Bir 2 x 2 matrisin koklerini, bu matrisin karsilik geldigi hibrit sayinin kéklerini bu-
larak elde etmek mimkindir. Hibrit sayilar ve 2x2 matrisler arasindaki izomorfizma

yardimiyla, 2x2 hiperbolik matrisler icin de bir idempotent tabandan soz edilebilir.

Ornek 3.48. A = [ ] matrisi bir hiperbolik matristir. Bu matrise karsilik gelen

-8 25
hibrit say!
Z =13 —8i—12¢e — 4h
: - 2i h
ile belirlidir. Bu say1 da, V :# olmak Uzere,
Z=13—-12V

biciminde yazilabilir ve idempotent taban Z = (25,1) olur. Dolayisiyla, (3.46) kul-

lanilarak, & € {1,—1,V,—V} olmak uzere,

VZ = V13-12V
— (251/2’ 11/2)
1+5 1-5
= k({—+—V
(5 5)
= k(3-2V)
elde edilir. Yani, v/Z hibrit sayisi
+(3—-2V) wve =£(—2+3V)
olur.( 3.2) izomorfizmi yardimiyla, bu hibrit sayilara karsilik gelen 2 x 2 matrisler,
1 0 1 0
R -
3 2 =5
biciminde bulunur. Bu dért matris, A matrisinin karekokudir. Bu kolayca kontrol edilebilir.
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Yukaridaki tanim ve sonuglar géz 6nuine alinarak asagidaki teorem ifade edilebilir.

C

iZA—{—\/AA iZA—\/AA
r=N\ g ve y= —

b
Teorem 3.49. A = [a } bir hiperbolik matris olsun. A matrisinin karekokd,

olmak Uzere,
E'@w);j;_j(x—y) %w;w ' -
B v Rt N R RE -t CR
E’(az—w;@;_jmy) %u;w ' s
Yl ety G-y |

esitlikleriyle belirlidir.

Ispat A matrisine karsilik gelen Z hibrit sayisinin idempotent koordinatlari :

7 _ a+d N a+b—c—d - a—d . b+c h
- 2 2 ! 2 )¢ 2
_ %(izAJr\/A_AV).

bicimindedir. Burada,

a+b—c—d, a-—d b+c

V = i+ €+ h.
VD4 VAix VB
: o . izA VA
ile belirlidir. Eger Z = x + Vy, V2 =1, ise, x = % V=" 2 olur. Bu nedenle, Z

hibrit sayisinin idempotent koordinatlari

izA — \/AA iZA—}—\/AA)

olur. Sonug 3.46, kullanilarak, & € {1, —1, V, —V} olmak uzere, Z sayisinin karekokleri

k
VZi= 5 (z}f—l—ziﬂ—l— (z}r/2 —zi/2> V)

2

elde edilir. Buradan, £ = 4+1 ve k£ = £V olmasina gore, ¢ izomorfizmi de kullanilarak,

sirastyla (3.12) ve (3.13) matrisleri bulunur. U
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Tanim 3.50. A, 2 x 2 tUrinden bir reel girdili hiperbolik matris olsun. Bu durumda,

olmak Uzere,

ikilisine, A matrisinin idempotent tabani ve

A (iZA—\/AA iZA—f—\/AA)
id = ’
2 2

koordinatlarina da, A matrisinin idempotent koordinatlari denilir.

Ornek 3.51. Reel girdili 2 x 2 tirinden bir A matrisi
79
A pum—
6 22

(izA)* —4det A = (T+22)> —4-100 = 441 > 0

olarak verilsin.

oldugundan, A bir hiperbolik matristir. Bu matrisin, idempotent koordinatlari da,

29 + v/441 29 — /441
Tp = T:5 ve y4 = T:Q

ile belirlidir. Béylece, (3.12) ve (3.13) esitliklerinden, v/ A matrisi

4 [M(7)+(722)(3) 2.9.3 } 41

2v/441 2.6 (3) V4417 — (7T —-22)3 7
veya
+1 | V441 (3) + (7T —22)(7) 2:9-7 _
2v/441 2-6-(7) V4413 — (7 —22)7 N

elde edilir. Boylece, A matrisinin 4 reel karekoku oldugu goraldr.
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C

b
Sonug3.52. A = [a ] bir lightlike hiperbolik matris olsun. Bu durumda, A matrisinin

karekoki
+1 |a D
V IZA Is d
ile belirlidir.

Ispat A matrisi lightlike ise, det A = 0 olacaktir. Bu durumda,

\/AA =izA

elde edilir. A matrisine karsilik gelen Z lightlike hiperbolik hibrit sayisi

izA at+b—c—d\. a—d b+c
2= (1 ()i () e () )

ile belirlidir ve Z = z + 4V, V2 = 1, i¢in

T = —%vev— atb-c—d i+ a—d e+ bte h
—V= 2 a izA izA izA ’

olur. Buradan, Z hibrit sayisinin idempotent koordinatlari

Zig=(2—,21) = (0,izA).

elde edilir. Boylece,

k
VizA
Zw = Y22 (14V).

2

olacagindan, v/A matrisi, ¢ izomorfizmi yardimiyla,

a b
c d
bulunur.

2. Yol. /A 4, = izA oldugu, Teorem 3.49°de kullanilirsa,

+
izA

r=VizA ve y=0
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bulunur. Buradan, v/A matrisi, (3.12)’den

—d 2b

11 VizA + & I VizA ) izA 41 |la b

- iz iz _
9 _ = 7

2 = VizA VA -l A | Vied e d
izA izA

elde edilir. 0

10 =5

Ornek 3.53. B =
—4 2

] bir lightlike hiperbolik matristir ve kokleri

+1 10 -5
VI2 | 4 9

+1 |a b
V IZA Is d

olur.
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3.5.  Bir Matrisin Kutupsal Formunu Kullanarak Koklerinin Hesaplanmasi

Bu bolimde, bir matrisin turuine ve karakterine uygun olarak kutupsal formlari verilip, her
bir durum icin de Moivre formalleri kanitlanarak, bu formiller yardimiyla, 2 x 2 matris-
lerin kokleri incelenecektir. Bu bolim, (Ozdemir, 2019)’un makalesine dayanmaktadir.
Hibrit sayilarin koklerinin bulunmast ile ilgili asagidaki dort teorem de (Ozdemir, 2018)

makalesinde bulunabilir. Bunlarin kanitlari ayrica verilmeyecektir.

Teorem 3.54. Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayi olsun. 0 = argZ, p = ||Z],

U :—bij&fz*)dh vek € {-1,1,U, -U} icin,

1 Z timelike ve a > 0,
—1 Ztimelike ve a < 0,

U  Zspacelike ve a > 0,

| —U Z spacelike ve a < 0,

olmak uzere,
i. Z eliptik ise, U? = —1 olmak tizere Z =p (cos § + U sin ) formundadir.
ii. Z lightlike hiperbolik ise, U? = 1 olmak lizere, Z = a (1 + U) formundadir.
iii. Z lightlike olmayan hiperbolik ise, U? = 1 olmak lizere, Z = kp (cosh § + U sinh §)

formundadir

Teorem 3.55. Z = a + bi + ce + dh bir hibrit sayi olsun. Z parabolik hibrit say! ise, bu
durumda U = “2 U2 = 0, ¢ = sgn (S (Z)) olmak tzere,

Z = |Z]| (e + U)
formunda yazilir.

Teorem 3.56. Z = a + Ub, U? € {£1,0} bir spacelike veya timelike hibrit sayi olsun.
0 = arg Z ve p = ||Z|| olmak lzere,

i. Z eliptik ise, Z% = p? (cos 20 + Usin 20) , U% = —1;

ii. Z hiperbolik ise, Z? = p* (cosh 20 + Usinh 20) , U? = 1;

iii. Z parabolik ise, Z% = p? (1 +2¢U), U? =0

esitlikleri saglanir.
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Teorem 3.57. Z = a (1 + U) bir lightlike hibrit sayi ise, /\/((z ve U? = 1 olmak
uzere,

Z? = a*2(1+U)
formundadir.

Bu teoremler ve hibrit sayilarla 2 x 2 matrisler arasinda tanimlanan izomorfizma
yardimiyla, 2 x 2 matrislerin tirtine ve karakterine gére kutupsal formlari asagidaki gibi

olacaktir.

a b
Teorem 3.58. A = reel girdili bir matris olsun. arg A = 0 ve € = sign(izA)
c d

olmak Uzere, A matrisinin tirlne ve karakterine gdére kutupsal formlari asagidaki gibi
tanimhdir.

i. A bir eliptik matris ise,

cos ) + sin 0 —L_sind
A=p (2F> VA . (3.14)
msm@ cosf — (;&%) sin 6
ii. A bir timelike hiperbolik matris ise,
cosh 6 + ) sinh 6 - sinh 6
A = 6[0 2\/7 \/E 9 (315)
\/LZ sinh 6 cosh 6 — (;;%) sinh 0
iii. A bir spacelike hiperbolik matris ise,
sinh 6 + =9 cosh § - cosh 6
A=, 2vA VA . (3.16)
\/LE cosh 6 sinh 6 — (;&%) cosh 6
iv. A bir lightlike hiperbolik matris ise,
o b
A—igA | ™ " (3.17)
V. A, a # d olmak tzere bir timelike parabolik matris ise,
1+e€d eZb@d
A= i pect a=an (3.18)
€ 1—€0
a —
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vi. A bir lightlike parabolik matris ise, sirasiyla ¢ # 0 veya ¢ = 0 olmasina bagl olarak,

a2
a —— 0 0
A= c | veyaA= ;

vii. A, a = d olmak Uzere bir timelike parabolik matris ise, sirasiyla b = 0, ¢ = 0 veya

b = ¢ = 0 olmasina bagli olarak

1 0] [1 b/a] [1 0]
, A=a veya A =a (3.19)
c/a 1 0 1 0 1

bicimlerinde yazilabilir.

A

I
S

Ispat i. A eliptik matris ise, Ay < 0 ve det A = ad — be > 0 olacaktir. A’ya karsilik
gelen hibrit sayi

a+d a+b—c—d)\. a—d b+c
w_< ! )+(—2 )+( . )s+<2)h.
oldugundan, Teorem 3.54, goz éniine alinirsa, N (W) = v/—A oldugundan, p = v/det A

ve

1

U =
2v/—-A

((a+b—c—d)i+(a—d)e+ (b+c)h).

olmak Uzere,

W = p(cosf + Usin6)

biciminde yazilabilir. Bdylece, (3.2) izomorfizmi yardimiyla (3.14) elde edilir.
ii. Benzer sekilde, eger A matrisi hiperbolik ise A > 0 olacaktir ve det A degerinin
isaretine gore, A matrisi spacelike, timelike veya lightlike olabilir. Bdylece, Teorem

(3.54) goz 6nlne alinirsa,

1 .
U:m((a+b—c—d)1+(a—d)s—l—(b—i—c)h).

olmak uzere,
— +p(coshf + Usinhf), W timelike ise;
p(sinh @ + Ucoshf), W spacelike ise;

elde edilir. Bu hibrit sayilarin skaler kismi

-1 _(l‘i‘d_%
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olur. Diger taraftan, W hibrit sayisinin skaler kismi
S (W) =+pcoshf
ile belirlidir. Dolayisiyla, eger izA > 0 ise, yani ¢ =sign(izA) = 1 ise, skaler kisim
p cosh 6 olmali, diger durumda ise —p cosh # olmahdir. Bdylece, (3.2) izomorfizmi kul-
lanilarak, (3.15) ve (3.16) esitlikleri elde edilir.
iv. Eger, A matrisi lightlike hiperbolik ise, det A = 0 ve (izA)? > 4det A = 0
olacaktir. Buna gore, izA # 0 ise, A matrisine karsilik gelen o' (A) hibrit sayisinin

kutupsal formu

W =izA (3 + (“=) i+ (59) e + (525) b)

bicimindedir. Boylece, (3.3) izomorfizmi yardimiyla, A matrisinin kutupsal formu (3.17)
olarak bulunur.

v. Eger A matrisi parabolik ise, (izA)* = 4det A ve |[W| = /|det A] = d;A
olacaktir. Bu durumda, Teorem (3.54) g6z 6nine alinirsa, W sayisinin kutupsal formu

_(a—=d)/2 a—d
~ (eizA) /2 eizA

olmak uzere,

W= (e (14 C9) it 0e + (L9) )
elde edilir. Boylece, (3.2) izomorfizmi ve izA = a + d = ‘le;ed esitliginden, (3.18) matrisi
bulunur.

vi. EQer A parabolik lightlike matris ise, det A = 0 ve izA = 0 olacaktir. Bu,
a+ d = 0ve ad — be = 0 olmasi demektir ki, buradan d = —a ve bc = —a? elde edilir.
Eger, c = 0, ise a = d = 0 olur. ¢ # 0 olmasI durumunda ise, b = —a?/c olacaktir.

vii. Son olarak, eger A matrisi parabolik ise, (izA)” = 4 det A olacagindan, a = d

durumunda, a? = a?® — be ve be = 0 elde edilir. O

Ornek 3.59. Asagidaki matrislerin kutupsal formlari, yukaridaki Teorem kullanilarak

bulunabilir.
2 3 -2 3 3
A = 5 B = y C =
-1 0 1 -4 2 1
6 3 5 9
_D = s E =
4 2 -1 -1
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A bir eliptik matristi. Ay, = —2, det A = 3, p, = /3 oldugundan dolay!, kutupsal

formu # = arctan /2 olmak Uizere,

0056’+§sin0 %sin@

A=+3
%@sinﬁ Cosﬁ—gsinﬁ
elde edilir. B ve C' ise sirasiyla timelike ve spacelike hiperbolik matrislerdir. eg = —1,

ecc =1, pg = V5, po =1, Ap = 4ve A¢ = 5 oldugundan dolayl, 5 = In+/5/5 ve
0c = In(v/5 + 2) olmak izere,

Y cosh@—l—%sinh@ %sinh&
B = —V5
%sinhﬁ cosh@—%sinh@
sinh@B—i-\/?gcoshQB %cosh@B
C =
%gcoshQB sinh@B—ﬁcoshGB

5
elde edilir.

D bir lightlike hiperbolik matristir ve kutupsal formu

| 3/4 38
1/2 1/4
N . . i .. a—d 3
bicimindedir. Son olarak, E bir parabolik matristir ve kutupsal formu 6 = m =3
a
olmak Gzere,
1+6 30
Jo
21-6/3 1-0
bicimindedir.

3.6. Hibrit Sayinin Karekoki

W € Kven € Z* olmak lizere, Z> = W esitligini saglayan Z hibrit sayisina, W hibrit
sayisinin karekoku denilir. Bir hibrit sayinin karekokd, hibrit sayinin parabolik, eliptik ve
hiperbolik olmasina gore, bunun yaninda timelike, spacelike veya lightlike olmasina gore
degisecektir. Bir hiperbolik sayinin kéklerinin bulunmasi, (Ozdemir, 2018) makalesinde
bulunabilir. Bu kisimda, hibrit sayinin tlr ve karakterine gore koklerinin bulunmasi kisaca

verilecektir.
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Teorem 3.60. (Ozdemir 2018) W bir hibrit sayi ve p = ||[W]|| olsun. Z% = W esitligini
saglayan Z hibrit sayisi asagidaki gibi bulunur.
i. E§er, W = p (cos 6 + U sin #) bir eliptik hibrit say1 ise, W hibrit sayisinin karekdku

m = 0,1 olmak Uzere,

0+ 2mm 0+ 2mm

Z,, =\/p (cos — + Usin T) (3.20)

formundadir.
ii. EQer, W =pk (cosh 6 + U sinh #) bir timelike hiperbolik hibrit say ise, W hibrit

sayisinin karekoki k& € {1, —1, U, —U} olmak uzere,

0 0
ky/p (cosh 3 + U sinh 5) a >0,

kok yok a<0

Z, =

bigimindedir.

iii. Eger, W =pk (cosh 6 + U sinh 0) bir spacelike hiperbolik hibrit say1 ise, W hibrit
sayisinin karekoki yoktur.

iv. Eder, W = p(e+ V), € = sgn (S (Z)) bir parabolik hibrit sayi ise, W hibrit

sayisinin karekoki,

ile belirlidir.

Teorem 3.61. (Ozdemir 2018)Eger, W = a (1 + U) bir lightlike hibrit sayi ise, U =

V(Z) 2 _ o
~z) Ve U*“ = 1 olmak Uzere,
+4/2
z="""1+U)
2
olur.

Bu boélimde, hibrit sayilar kullanilarak, bir 2 x 2 tlrinden matrisin reel karekokleri

hesaplanacaktir.

3.7. 2x2 Matrislerin Karekokui

b
Teorem 3.62. A = [a ] reel matrisi verilsin.
c d
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i. EQger A eliptik ise, A matrisinin karekdkl & = 0, 1 olmak Uzere,

cos 02mk 4 (a—d) gip f2mk 26 iy O2mk
2 V—"=a 2 V—"=a 2
i\/ﬁ (3.21)
2c s 0427k 0+2rk  (a—d) . O+27k
NV cos =5 A, S
ile belirlidir.

ii. EQer, A bir timelike hiperbolik matris ise, A matrisinin karekdkinin olmasi icin
gerek ve yeter kosul izA > 0 olmasidir. izA > 0 olmasi durumunda, A matrisinin 4
karekoku vardir ve bunlar

(a—d)

0
cosh — + sinh — -2 ginh -
7N va
VA=1p 2 2 2 (3.22)
. _he h9 (a—d) ,h9
\/_KSIH 5 COS §—mSln 5
ve 0 6 0
sinh = + =9 cogh = -t cosh —
VA VA
VA=+yp 2 2 2 (3.23)
—— cosh Q sinh Q — (=D ogh —
VA 9 2  2VA 2
ile belirlidir.
iii. EQer, A bir spacelike hiperbolik matris ise, A matrisinin reel karekoki yoktur.
iv. EQer, A bir lightlike hiperbolik matris ise, A matrisinin reel karekokii
a b
VA = + VizA  VizA
c d
VizA  VizA
ile belirlidir.

v. EQer, A izi pozitif olan bir timelike parabolik matris ise, a # d olmasi kosuluyla, A

matrisinin karekoki, § = “~< ve e =sign(izA) olmak izere,

la+d|
el 41 ebl
izA | 2 a—d
A=1/— 3.24
VA 2 ect el ( )
1— —
a—d 2

ile belirlidir.
vi. E§er, A bir timelike parabolik reel matris ise, a = d olmasi kosuluyla, A matrisinin

reel karekokd, sirasiylab = 0, ¢ = 0 veya b = ¢ = 0 olmasina gore,

1 0 1 b/a2 1 0
, al/? / veya a'/?
c/a2 1 0 1
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bicimindedir. Bunun yaninda, b = ¢ = 0 ise, v/ A matrisi, ¢, s € R, s # 0 olmak iizere

olur ve sonsuz ¢oklukta reel karekok bulunabilir.

Ispat X2 = A olmak lizere,
ry
z 1

X —

olsun. A matrisinin karekokd, karakter ve tiriine gore incelenecektir.

i. EQer, A bir eliptik matris ise, X matrisinin kutupsal formu, 8 = arg X olmak Uzere,

cos 3 + &%sinﬂ %= sin 3
X =px :
\/—2iTX sin 3 cos } — —E<=sin 3
bicimindedir. Buradan,
(z—t) 2y :
X cos2( + \/7 sin 23 A, sin 20
v 2z : (z=t) s
oA sin 206 cos23 — A, Sin 26

elde edilir. Buna gore, X2 ve A matrislerinin esitliginden,

0 + 2k
p = 5 Vel =Pa

elde edilir. Burada, izA < 0 veya izA > 0 olmasina gore, sirastyla § = m — arctan V‘l j“

veya f = arctan * 3 A biciminde tanimhdir. A, = (X?),, ve Ay = (X?),, esitlik-

lerinden,
Pa _AXb: b ver =4 _AXc: ¢
p2v/=As |izX] p2vV/—=A, lizX|
olur. Ayrica,

All + A22 = sinf = (X2)11 + (X2)22 = 2t sin 26,

/—Ax

esitligi kullanilarak,
+ (a — d)
liz X |

bulunur. Boylece, A matrisinin karekoki (3.21) biciminde olacaktir.

r—t=
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ii. Eger, A bir timelike hiperbolik matris ise, A matrisinin kutupsal formu § = arg A

olmak (zere,
cosh 6 + (i‘/i sinh 6 \/QTL sinh 6
A=¢€apy
\/257 sinh 6 cosh 6 — 231) sinh 6
bigimindedir X matrisi spacelike ve timelike olabilir. X bir timelike hiperbolik matris
ise, = 1In 2p olmak dzere,
e cosh B + %sinhﬂ %sinhﬂ
\/% sinh 3 cosh g — f% sinh 3

olacaktir. Buna gore, A x = (z + t)* — 4t + 4y esitligi kullanilarak,

oo cosh(QB) (28) \/% sinh(20)
=Pz
\/% sinh(23) cosh(2f) — f% sinh(23)

elde edilir. X2 = A esitliginden,

0
B:§Vepi:ep.

olur. Bdylece, v/A matrisinin reel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ = 1 olmasidir. Yani,

izA > 0 olmahdir. Ustelik, A;2 = (X?),, ve Ay = (X?),, oldugundan,

_ pA\/AX b Ve » — pA\/AX c
\/AA |1zX| \/AA |1zX|
bulunur. Ayrica, Ay, + Ay = \/“_*TA sinhf = (X?),, +(X?),, = \/f;TtX sinh 273 esitligin-
den,
+ (a — d)
_ t _ 7
v lizX|

olur. Béylece, v/ A matrisi 3.22 formunda elde edilir. Benzer sekilde, eger X bir spacelike
hiperbolik matris ise, 3.23 elde edilir.

iii. ve iv. kolayca gorulebilir.

v. Eger A bir timelike parabolik matris ise, X matrisinin bir parabolik matris olmasi

gerekir. O halde, X matrisiizX =x +t, 8 = ve (z —t)*> = —4yz olmak izere,

Jo+t] +t\
2ye€
Ty izX B+1 Iy—f
X = =%
2zef3
z t —= 1—¢p
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formunda olmahdir. Boylece,,

X7 = ()

2201 -2

(5 (28 +1) = 5 (0+1)
()" (1 —e28) = 2 (1—eh).

olur. Bu iki denklemin ¢oziimiinden de, 2* = (%)l/2 ve 8 = £ bulunur. O halde,

+1 o

r—1

2zeb
poanry 1 69

olacaktir. Ayrica, X2 = A esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

yibvezic z—t __ a—d

z—t a—d ve lz+t] — 2]atd|

olmasidir. Buradan, k = 1 (%‘)_71 olmak lizere, y = bk, z = ck, x = (%)mjt(‘%d) k
vet= (%i)l/2 — (%5¢) k elde edilir ve (3.24) esitligi bulunur.

vi. Eger A bir timelike parabolik matris ise, bc = 0 olur. Dolayisiyla, A (3.19)
formlarindan biri olur. Boylece, Teorem 3.58 gézoniine alinirsa, v/A matrisi, b = 0,

¢ = 0veyab = ¢ = 0 olmasina gore, sirasiyla

/2 1 0 7 /2 1 b/a2 veya 172 10
c/a2 1 0 1

olacaktir.

r Yy . o
X = olmak lizere, X2 = A saglanirsa,

z —X

X" = (—det X) —a = A,
0 1 01

S . — 2
esitliginden, a = (—det X) vea = 2 +yz olur. O halde, z = t ve y = sigin, z = a4

olacaktir. Sonug olarak, s, € R, s # 0 olmak Uzere,

t S
a — t2

S

-1
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matrisi A matrisinin karekokudir. Yani, b = ¢ = 0 durumunda, A matrisinin sonsuz
coklukta karekoki vardir. O

) 4
Ornek 3.63. A = matrisinin reel karekoki, Teorem (3.62) yardimiyla ko-
-2 -1

layca bulunabilir. Bu matris bir eliptik matristir ve karekokii § = = — arctan 21/2 olmak

Uzere,
COS 0+§7rk \/ﬁsin 9+§7rk
Ap = VA =94 Y  k=0,1.
—g sin g cos B
bicimindedir. Buna gore, A matrisinin karekokd
coS 7r—arct2an 24/2 \/§sin 7r—arct2an 2v/2 1 5
A1:91/4 = ,
_\/§ sip T—arctan 2v/2 cos T—arctan 2v/2 -1 1
2 2 2
ve
cos 37r7arc;an 2¢/2 \/§Sin 3ﬁ7arc§an 2¢/2 1 9
A2:91/4 =
_\/5 SiIl 3m—arctan 2\/5 COoS 3m—arctan 2\/5 ]_ —]_
2 2 2
ile belirlidir.
N -5 -9 L 512 0
Ornek 3.64. A = matrisi verilsin. A = (5) —4=3vedetA=4>0
6 10
oldugundan dolayi, A matrisi timelike hiperbolik matristir ve argimenti
_ izA+2VA | _
0 =In —QM Inv?2
bicimindedir. Buna gore, yukaridaki teorem kullanilirsa, A matrisinin karekokleri
coshln /2 — 5sinhIn /2 —6sinh1n /2
VA = £V2
4sinhIn /2 cosh1nv/2 4 5sinhIn v/2
—-1.0 =3.0
2.0 4.0
ve
sinh In v/2 — 5 cosh In v/2 —6coshln /2
VA = +£V2
4 coshln /2 sinh1n v/2 + 5 cosh In v/2
—-7.0 =9.0
6.0 8.0
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olarak bulunur. Gorildugi gibi, A matrisinin 4 tane reel karekoki bulunmaktadir.

Ornek 3.65. [ ] matrisi spacelike hiperbolik matristir ve reel karekoki yoktur.

3 -1

.. 11
Ornek 3.66. A = [ ] parabolik matrisinin kutupsal formu,

3 -1
@ ] _6129
2 12
A=+
vA g €30 1 et
12 2
bicimindedir. e =sign(izA) = 1ve § = g oldugundan, Buradan,
(6/5)
VA-1v5| 2 Y5
6/5) , _ (6/5) 101 3 4
4 2
bulunur.
y 20 - .
Ornek 3.67. A = matrisinin karekoki ise sonsuz ¢okluktadir. Teorem 3.62 g6z

0 2
Onlne alinirsa, s,t € R olmak Uzere,

t S
—% (t2—2) —t

formundaki her matris, A matrisinin karekokidur.
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4. SONUCLAR

Bu tezde, bir matrisin karekoku, literatiirde en ¢ok kullanilan,

1. Standart cebirsel yontem,

2. Kosegenlestirme,

3. Cayley-Hamilton Teoremi,

4. Schur Ayristirma

5. Abel-Mabiis

6. Newton
yontemleri yardimiyla hesaplanmis, bunun yaninda kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin
bir genellestirilmesi olan hibrit sayilar yardimiyla da yeni bir yontem verilmistir. Hib-
rit sayilar, yardimiyla verilen yonteme gore bir matrisinin reel koklerinin sayisi matrisin
tirine ve karakterine gore siniflandiriimistir. Buna gore, bir matrisin karekoki olmaya-
bilecegi gibi, 1, 2, 4 veya sonsuz ¢oklukta karekdku olabilir. Bununla ilgili olarak elde

edilen sonugclar asagidaki gibidir. Sonuc olarak eger, B> = A ise, B matrisine A ma-

-

olmak uzere, A matrisinin reel karekok matris sayisi, A matrisinin turtine ve karakterine

trisinin karekdki denilir.

gore asagidaki gibidir.

* A eliptik ise, tam iki reel karekokd vardir.

* A, izi pozitif olan timelike hiperbolik matris ise, tam 4 reel koku vardir.

* A, izi negatif olan timelike hiperbolik matris ise, kok yoktur.

* A, spacelike hiperbolik matris ise reel karekoki yoktur.

% A, lightlike hiperbolik matris ise, iki reel karekoki vardir.

* A, timelike parabolik matris ise, a # d ve izA > 0 olmasi durumunda sadece tek
reel koki vardir.

% A, sifirdan farklh lightlike parabolik matris ise, reel karekoki yoktur.

* A, skaler olmayan timelike parabolik matris ise, a = d olmasi durumunun sadece
bir reel koka vardir.

% A, bir skaler matris ise, sonsuz ¢oklukta reel karekdki vardir.

% Her lightlike parabolik matris, sifir matrisinin bir karekokadur.
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