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İLİŞKİLER VE BUNLARIN UYGULAMALARI

Damla GÜN
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B-SPLİNE EĞRİLERİ İLE EULERİAN TİPLİ POLİNOMLAR ARASINDAKİ

İLİŞKİLER VE BUNLARIN UYGULAMALARI

Damla GÜN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK

Aralık 2020, 83 sayfa

Bu tezde, B-spline eğrilerini içeren spline eğri ailelerinin bazı özellikleri incelenmiş-

tir. B-spline eğrilerinin ilişkili olduğu, kardinal spline, üstel spline, üstel Euler spline ve

Bernoulli monospline aileleri gibi özel spline eğri aileleri de çalışılmıştır ve bazı temel

özellikleri verilmiştir. Kardinal spline eğri aileleri yardımıyla, B-spline eğri ailelerinin

inşası çalışılmıştır. Kardinal spline aileleri ve B-spline eğri aileleri ile Eulerian tipli po-

linomlar ve bunların üreteç fonksiyonları arasındaki ilişkiler detaylı olarak incelenmiştir.

Bernoulli sayıları ve polinomları, Euler sayıları ve polinomları, Genocchi sayıları ve poli-

nomları, Eulerian tipli sayılar ve polinomlar ve diğer bazı özel sayı ve polinom ailelerinin

tanımları ve bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca, bu özel sayı ve polinom aileleri kullanı-

larak yeni kardinal tipli spline eğri aileleri de tanımlanmıştır. Tanımlanan bu ailelerinin

Wolfram Mathematica paket programı yardımıyla grafikleri çizilmiştir. Ayrıca, B-spline

eğri aileleri ile yakın ilişkisi olan Bernstein baz fonksiyonları ile inşa edilen Bézier eğri

aileleri de çalışılmıştır. Bunlara ek olarak, bu tez çalışmasında çalışılan eğri aileleri ile

özel polinom ailelerini içeren sonuçlar verilmiştir ve Bernoulli sayıları ve polinomları,

Eulerian tipli sayılar ve polinomlar, Genocchi sayıları ve polinomları, Frobenius-Euler

sayıları ve polinomları, ikinci tür Stirling sayıları, yüksek mertebeden Bernoulli sayıları,

Catalan sayıları gibi iyi bilinen bazı özel sayı ve polinomlar ailelerini içeren yeni formül-

ler, bağıntılar ve özdeşlikler elde edilmiştir.
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In this thesis, some properties of families of spline curve including B-spline curves

have been investigated. Families of special spline curve with which B-spline curves are

related, such as cardinal spline, exponential spline, exponential Euler spline and Bernoulli

monospline families have also been studied and some basic properties have been given.

The construction of the families of B-spline curve with the help of cardinal spline fami-

lies have been studied. Relations among families of cardinal spline and B-spline curve

and Eulerian type polynomials and their generating functions have been investigated in

detail. The definitions and some properties of the Bernoulli numbers and polynomials,

the Euler numbers and polynomials, the Genocchi numbers and polynomials, the Eulerian

type numbers and polynomials and other some families of special numbers and polynomi-

als have been given. In addition, these families of special numbers and polynomials and

families of novel cardinal type spline curve have also been defined. By using Mathematica

package program in the Wolfram, graphs of these families have been drawn. Moreover,

the families of Bézier curve constructed with Bernstein basis functions, which are closely

related to families of B-spline curve, have also been studied. Finally, results including

the curve families studied in this thesis and families of special polynomials are given and

new formulas, relations and identities including some well-known special numbers and

polynomials such as the Bernoulli numbers and polynomials, Eulerian type numbers and

polynomials, the Genocchi numbers and polynomials, the Frobenius-Euler numbers and

polynomials, the Stirling numbers of the second kind, Bernoulli numbers of higher order,

the Catalan numbers are obtained.
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ÖNSÖZ

Spline’ların babası olarak bilinen Isaac Jacob Schoenberg tarafından kardinal spline,

üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli monospline aileleri gibi pek çok özel spline

eğri aileleri inşa edilmiştir. Bu tez çalışmasında, B-spline eğrilerini içeren bazı özel spline

eğri ailelerinin temel özellikleri incelenmiştir. B-spline eğrilerinin ilişkili olduğu, kardinal

spline, üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli monospline ve Bernstein baz fonksi-

yonları ile inşa edilen Bézier eğri aileleri gibi özel eğri aileleri arasındaki ilişkiler detaylı

olarak incelenmiştir. Ayrıca, B-spline aileleri ile ilişkili olan Eulerian tipli polinomlar

ailesinin üreteç fonksiyonları verilmiştir ve bazı özellikleri incelenmiştir. Bernoulli tipli

sayılar ve polinomlar, Euler tipli sayılar ve polinomlar, Genocchi tipli sayılar ve polinom-

lar, Frobenius-Euler sayıları ve polinomları, ikinci tür Stirling sayıları gibi iyi bilinen bazı

özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonksiyonları ve bazı özellikleri de verilmiştir. Bu

tez çalışmasında, bazı özel sayı ve polinom aileleri yardımıyla, üstel Apostol-Bernoulli

spline, üstel Apostol-Euler spline ve üstel Apostol-Genocchi spline aileleri gibi kardinal

tipli üstel spline eğri aileleri inşa edilmiştir. İnşa edilen bu eğri ailelerinin bazı temel özel-

likleri verilmiştir. Ayrıca, Wolfram Mathematica paket programı kullanılarak, bu ailelerin

grafikleri çizilmiştir. Bunlara ek olarak, Bernoulli sayıları ve polinomları Eulerian tipli

sayı ve polinomlar, ikinci tür Stirling sayıları, yüksek mertebeden Bernoulli sayıları, Ca-

talan sayıları gibi iyi bilinen bazı özel sayı ve polinom aileleri içeren bağıntılar, formüller

ve özdeşlikler de elde edilmiştir.

Üreteç fonksiyonları ve bunların fonksiyonel denklemleri, son yılların en ilgi çeken

alanlarından biridir ve özellikle de matematik, matematiksel fizik, olasılık ve istatistik

gibi birçok alanda uygulamaya sahiptir. Bézier eğrileri ve B-Spline eğrileri de özellikle

bilgisayar grafiklerinin çizilmesinde, bilgisayar destekli tasarım (CAD) uygulamalarında,

yüzeylerin modellenmesinde büyük bir önem taşımaktadır ve sıklıkla kullanılmaktadır.

Bu tezde, B-Spline eğrileri ile Eulerian tipli polinomlar arasındaki ilişkiler araştırılmış ve

bunların uygulamaları verilmiştir. Ayrıca, bazı özel sayı ve polinom aileleri kullanılarak,

kardinal tipli spline eğri aileleri inşa edilmiş ve bazı özellikleri incelenmiştir.

Bu tez, Giriş, Kaynak Taraması, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartışma, Sonuçlar

olmak üzere beş ana bölümden oluşmaktadır.
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Giriş bölümünde, B-spline eğrileri aileleri ve bunlarla ilişkili olan kardinal spline,

üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli monospline gibi bazı eğri ailelerinin ve bazı

özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonksiyonlarının önemi ve tarihçesi hakkında kısa

bilgi verilmiştir. Ardından, tez çalışmasının kapsamı ve amacı kısaca açıklanmıştır.

Kaynak taraması bölümünde, Bernoulli sayı ve polinomları, Euler sayı ve polinomları,

Eulerian tipli sayı ve polinomlar, Genocchi sayı ve polinomları, Frobenius-Euler sayıları

ve polinomları, ikinci tür Stirling sayıları, negatif kuvvetli Bernoulli sayıları, Catalan sa-

yıları gibi iyi bilinen sayı ve polinom ailelerinin tanımları ve temel özellikleri ve bazı

uygulamaları literatür taraması ile birlikte verilmiştir.

Materyal ve Metot bölümde, tez çalışmasında kullanılan B-spline eğri aileleri ve bu

aileler ile ilişkili olan kardinal spline, üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli mo-

nospline eğri ailelerinin tanımları, temel özellikleri verilmiş ve bunların bazı uygulama-

ları incelenmiştir. Ayrıca, kardinal spline aileleri ile ilişkili olan Eulerian tipli polinomlar

arasındaki ilişkiler de verilmiştir.

Bulgular ve Tartışma bölümünde, kardinal spline eğri ailesi ile inşa edilen B-spline

eğri ailesi kullanılarak, üstel Apostol-Bernoulli spline, üstel Apostol-Euler spline, üstel

Apostol-Genocchi spline gibi kardinal tipli spline eğri aileleri tanımlanmıştır. Tanımlanan

bu eğri ailelerinin Wolfram Mathematica paket programı yardımıyla grafikleri çizilmiştir.

Ayrıca, Eulerian tipli sayı ve polinomlar, ikinci tür Stirling sayıları, negatif kuvvetli Ber-

noulli sayıları, Catalan sayıları gibi iyi bilinen bazı özel sayı ve polinom ailelerini içeren

bağıntılar, formüller ve özdeşlikler elde edilmiştir.

Tezin diğer bölümleri Sonuç, Kaynaklar ve Özgeçmiş ile bitmektedir.

Bu tez çalışması boyunca bilgisi ile bana her zaman yardımcı olan ve yol gösteren

sayın danışmanım Prof. Dr. Yılmaz ŞİMŞEK’e teşekkür ederim ve saygılarımı sunarım.

Her zaman yanımda olan eşim Mehmet Taha GÜN’e, oğullarım Veli Alpar GÜN ve Taha

Alpkan GÜN’e, çalışmam boyunca benden bir an olsun yardımlarını esirgemeyen arka-

daşım Neslihan KILAR’a yürekten teşekkür ederim.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:

Z : Tam sayılar kümesi

N : Pozitif tam sayılar kümesi

N0 : N ∪ {0}

Q : Rasyonel sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

C : Kompleks sayılar kümesi

x+ : max{0, x}

Bn (x) : Bernoulli polinomları

Bn : Bernoulli sayıları

Bn(x) : Bernoulli fonksiyonu

En (x) : Euler polinomları

En : Euler sayıları

Gn (x) : Genocchi polinomları

Gn : Genocchi sayıları

S2 (n, k) : İkinci tür Stirling sayıları

An(α) : Euler Frobenius polinomları

E (n, k) : Eulerian sayıları

Hn(x;u) : Frobenius-Euler polinomları

Hn (u) : Frobenius-Euler sayıları

Cn : Catalan sayıları

wg(n) : Fubini sayıları

B
(m)
n (x) : m. mertebeden Bernoulli polinomları

B
(m)
n : m. mertebeden Bernoulli sayıları

E
(m)
n (x) : m. mertebeden Euler polinomları

E
(m)
n : m. mertebeden Euler sayıları

G
(m)
n (x) : m. mertebeden Genocchi polinomları

G
(m)
n : m. mertebeden Genocchi sayıları

x



B
(−k)
n (x) : k. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinomları

B
(−k)
n : k. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayıları

E
(−k)
n (x) : k. mertebeden negatif kuvvetli Euler polinomları

E
(−k)
n : k. mertebeden negatif kuvvetli Euler sayıları

G
(−k)
n (x) : k. mertebeden negatif kuvvetli Genocchi polinomları

G
(−k)
n : k. mertebeden negatif kuvvetli Genocchi sayıları

B(m)
n (x;λ) : m. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomları

B(m)
n (λ) : m. mertebeden Apostol-Bernoulli sayıları

E (m)
n (x;λ) : m. mertebeden Apostol-Euler polinomları

E (m)
n (λ) : m. mertebeden Apostol-Euler sayıları

G(m)
n (x;λ) : m. mertebeden Apostol-Genocchi polinomları

G(m)
n (λ) : m. mertebeden Apostol-Genocchi sayıları

=n : Kardinal spline sınıfı (class of cardinal splines)

S(x) : Kardinal spline (cardinal spline)

=∗n : Orta nokta kardinal spline sınıfı (class of cardinal midpoint splines)

Nn (x) : B-spline

Nk,n(x) : Düzgün B-spline (uniform B-spline)

Bn
k (t) : Bernstein baz fonksiyonları

Be (t) : Bézier eğrileri

Φn(x; t) : Üstel spline (exponential spline)

sn (x;u) : Orta nokta üstel Euler polinomları

Sn(x;u) : Üstel Euler spline

S∗n(x;u) : Orta nokta üstel Euler spline

yn (x) : Bernoulli monospline

xi
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grafiği . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Şekil 2.6 n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 2. mertebeden Bernoulli
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grafiği . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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GİRİŞ D. GÜN

1. GİRİŞ

Spline eğri aileleri ilk olarak Isaac Jacob Schoenberg tarafından keşfedilmiştir ve bu ko-

nuda birbirinden değerli eserler vermiştir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoen-

berg 1988). Bu sebepten dolayı, Schoenberg’e spline eğrilerini çalışan bilim adamları

tarafından spline’ların babası ismi verilmiştir. Bu tezin sonuçlarının ilham kaynağı olan

Schoenberg hakkında kısa bir bilgi verelim. Schoenberg, 1903-1990 yılları arasında yaşa-

mış Romen-Amerika asıllı bir matematikçidir. 1922 yılında Laşi Üniversitesi’nde yüksek

lisans yapmıştır ve 1925 yılına kadar Berlin ve Göttingen üniversitelerinde analitik sayı-

lar teorisi üzerinde çalışmıştır. Schoenberg, 1943-1945 yılları arasında, Aberdeen Proving

Ground’da bir matematikçi olarak askeri projelerde çalışma yapmak için Pennsylvania

Üniversitesi’nden ayrılmıştır ve bu süre zarfında spline teorisini inşa etmeye başlamıştır.

Bilgisayarların ortaya çıkmasıyla birlikte, spline eğri aileleri daha da önem kazanmıştır.

Çünkü, spline eğri aileleri ilk önce interpolasyonda polinomların yerine, daha sonra bil-

gisayar grafiklerinde düzgün (pürüzsüz) ve esnek şekiller oluşturmak için kullanılmıştır.

Yani, bilgisayar destekli tasarım ve bilgisayar grafikleri gibi bilgisayar bilimi alt alanla-

rında, spline terimi parçalı polinomları ifade etmektedir. Polinomlar ile inşa edilen spline

eğri aileleri ve bunların alt ailesi olan kardinal spline, B-spline, üstel spline, üstel Euler sp-

line ve Bernoulli monospline aileleri gibi özel spline eğri aileleri de kolay hesaplanabilir

ve eğri denkliği yöntemi kolaylığından dolayı bu alanlarda çok sıklıkla kullanılan eğriler-

dir. Spline kelimesi ilk olarak 1946 yılında Schoenberg’in “Contributions to the problem

of approximation of equidistant data by analytic functions” isimli çalışmasında görülmüş-

tür ve düzgün parçalı bir polinom yaklaşımı ile bağlantılı olarak kullanılmıştır. Daha son-

rasında, 1987 yılında Bartels vd. tarafından “An Introduction to Splines for Use in Com-

puter Graphics and Geometric Modeling” isimli kitabının önsözünde, Robin Forrest’ın,

II. Dünya Savaşı sırasında İngiliz uçak endüstrisinde uçaklar için ince ahşap şeritleri “sp-

line” olarak adlandırdığını bahsetmiştir ve böylece uçak ve gemi yapımı endüstrilerinde

kullanılmaya başlanmıştır. Matematikte ise spline, polinomlarla parçalı olarak tanımlanan

basamak ve adım fonksiyonlarına dayalı özel bir fonksiyondur. Yani, spline eğri aileleri,

yüzeyin şeklini tanımlayan kontrol noktaları kümesini kullanarak geometrik bir şekilde

polinomlar ve parçalı sürekli fonksiyonlar ile temsil edilirler ve bu konuda birbirinden de-
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ğerli eserler verilmiştir (Bkz: Boor 1970; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; Lin 1976;

Gamkrelidze 1990; Boor vd. 1993; Micula ve Micula 1999; Goldman 2002; Höllig 2003;

Salomon 2006; Mann 2006; He 2011; Goldman 2012; He 2012; Farouki 2012; Goldman

ve Simeonov 2012; Dişibüyük vd. 2014; Goldman vd. 2014; Penner 2019; Dişibüyük

ve Ulutaş 2020; Wikipedia,b; Wikipedia,c). Nümerik analizin önde gelen interpolasyon

problemlerinde, spline eğrileri genellikle polinom interpolasyonunda kullanılmaktadırlar.

Spline eğrilerinin yanı sıra, B-spline eğrileri sadece bir grup veri noktası için tanımlanan

fonksiyonların sayısal türev ve integrasyonu için de kullanıldığı bilinmektedir (Wikipe-

dia,b; Wikipedia,c).

Spline eğrilerinin çok özel bir üyesi olan Bézier eğrileri de ilk olarak 1959 yılında Cit-

roen araba fabrikasında çalışan bir Fransız otomotiv mühendisi olan Paul de Faget ve aynı

dönemde Renault araba fabrikasında silindir parçalarının kesişimi üzerinde çalışma yapan

bir başka Fransız otomotiv mühendisi Pierre Bézier tarafından farklı matematiksel yak-

laşımlar ile birbirlerinden bağımsız olarak geliştirmiştir. Paul de Faget ve Pierre Bézier

birbirlerinden bağımsız olarak benzer sonuçları elde etmiş olmalarına rağmen, bu konu

hakkında yayınlanan ilk makale Bézier tarafından yazıldığından ve kabul edildiğinden

dolayı, günümüzde bu eğriler, Bézier eğrisi olarak isimlendirilmektedir (Bernstein 1912;

Goldman 1995; Salomon 2006; Farouki 2012; wikipedia,a). Bézier eğrileri özellikle bilgi-

sayar destekli tasarım (CAD) programlarının ve modelleme uygulamalarının çok sık kul-

landığı bir eğri ailesidir. Son yıllarda Bézier eğri aileleri ile ilgili çalışmalar artmıştır ve

bu konuda birbirinden değerli eserler verilmiştir (Lorentz 1986; Goldman 2002; Acikgoz

ve Araci 2010; Simsek ve Acikgoz 2010; Bayad vd. 2011; Simsek 2011; Farouki 2012;

Goldman ve Simeonov 2012; Goldman vd. 2014; Simsek 2013b,c; Simsek 2014; Simsek

2015; Kucukoglu ve Simsek 2016; Simsek 2016; Simsek ve Yardimci 2016; Kucukoglu

vd. 2019). Sonuç olarak, Bézier eğrileri ve B-spline eğri aileleri ve yüzeyleri, yalnızca

matematik alanında değil, aynı zamanda CAD sistemlerinde, uçak ve otomobillerin tasa-

rımında kullanılan serbest biçimli eğriler ve yüzeyler için matematiksel modellemelerde

ve bilgisayar animasyon endüstrisinde sıkça kullanılırlar. Ayrıca, Spline eğri sınıflarını

çalışmak ve özellikle süreklilik özelliklerini ve tek yönlü türevlerini incelemek için başta

B-spline eğrileri için de De Boor algoritması, Bézier eğrileri için Casteljau algoritması

gibi değişik temel algoritmalar verilmiştir (Boor vd. 1993; Goldman 2002; Höllig 2003;

2
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Mann 2006; He 2012; Farouki 2012; Goldman ve Simeonov 2012; Goldman vd. 2014;

Wikipedia,b; Wikipedia,c).

Üreteç fonksiyonları ve bunların fonksiyonel denklemleri, son yılların pek çok bilim

dalında ilgi çeken alanlarından biridir. Çünkü bu fonksiyonların, başta matematik olmak

üzere, fizik, matematiksel fizik ve kuantum fizik, olasılık ve istatistik, analitik sayılar te-

orisi gibi birçok bilim dalında uygulamaları mevcuttur. Bu fonksiyonlar yardımıyla, bir-

çok özel sayı ve özel polinom ailesinin temel özellikleri incelenebilmektedir. Örneğin,

spline eğrileri ile ilişkili olan Bernoulli tipli sayılar ve polinomlar, Euler tipli sayılar ve

polinomlar, Frobenius-Euler sayıları ve polinomları, Genocchi tipli sayılar ve polinom-

lar ailelerinin üreteç fonksiyonları kullanılarak bu tezde birçok bağıntı ve özdeşlik elde

edilmiştir. Bunların yanında, Ron Goldman tarafından düzgün B-spline eğrilerinin üre-

teç fonksiyonları inşa edilmiştir ve bu fonksiyonlar yardımıyla, spline eğri ailelerinin De

Boor algoritması da dahil olmak üzere, birçok temel özelliklerini vermiş ve ispatlamıştır

(Goldman 2012).

Bu tez çalışmasında, B-spline eğri ailelerini ve bunlarla ilişkili olan, kardinal spline,

üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli monospline gibi özel spline eğri ailelerinin

de bazı temel özellikleri verilmiş ve bunlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Spline eğri

aileleri ile ilişkili olan Bernoulli sayıları ve polinomları, Euler sayıları ve polinomları,

Genocchi sayıları ve polinomları, Eulerian tipli sayılar ve polinomlar ve diğer iyi bilinen

bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonksiyonları ve bazı özellikleri verilmiştir.

B-spline eğri aileleri ile Eulerian sayıları ve polinomları arasındaki ilişkiler detaylı olarak

verilmiştir. Ayrıca, Bernstein baz polinomları ile inşa edilen Bézier eğri aileleri de çalı-

şılmıştır. Bu tezde, bazı özel sayı ve polinom aileleri ile kardinal tipli spline eğri aileleri

de tanımlanmıştır. Tanımlanan bu ailelerin Wolfram Mathematica paket programı kul-

lanılarak, grafikleri çizilmiştir ve bunların kodları verilmiştir. Bunlara ek olarak, bu tez

çalışmasında çalışılan eğri aileleri ile özel polinom ailelerini içeren sonuçlar elde edil-

miştir. Dahası, Bernoulli sayı ve polinomlar, Eulerian tipli sayı ve polinomlar, ikinci tür

Stirling sayıları, negatif kuvvetli Bernoulli sayıları, Catalan sayıları gibi iyi bilinen bazı

özel sayı ve polinomlar ailelerini de içeren formüller ve bağıntılar verilmiştir.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçların matematik, matematiksel fizik ve kuantum

fizik, mühendislik, olasılık ve istatistik gibi birçok alanda kullanılma potansiyeli vardır.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde, tezde kullanılacak olan temel tanımlar, bağıntılar ve formüller Apostol 1951,

Carlitz 1959, Rademacher 1973, Comtet 1974, Apostol 1976, Royden 1988, Graham vd.

1994, Srivastava ve Pinter 2004, Luo ve Srivastava 2005, Koshy 2009, Luo ve Srivastava

2011, Srivastava 2011, Srivastava ve Choi 2012, Zou 2017 kaynaklarından yararlanılarak

verilmiştir.

Tanım 2.1. χA, A kümesinin bir karakteristik fonksiyonu olmak üzere,

χA =

 1 x ∈ A

0 x /∈ A

dır (Royden 1988).

Tanım 2.2. f : R→ R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa,

f fonksiyonuna bir adım (basamak) fonksiyonu denir. Yani, αj ∈ R ve n ≥ 0 olmak üzere,

f (x) =
n∑
j=0

αjχAj
(x)

ve

Ai ∩ Aj = ∅; i 6= j,

Ai ∪ Aj = R

dir (Royden 1988).

Tanım 2.3. m ∈ Z olmak üzere, [x] tam değer fonksiyonu

[x] = max {m ∈ Z | m ≤ x}

şeklinde tanımlanır (Rademacher 1973; Apostol 1976; Graham vd. 1994; Bartle ve Sher-

bert 2011).

n ∈ N olmak üzere, [x], tam değer fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar:

n < x⇔ [x] < n,

n ≤ x⇔ [x] ≤ n,
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[x] + [y] ≤ [x+ y] ≤ [x] + [y] + 1,

[x] + [−x] =

 0, x ∈ Z

−1, x /∈ Z
,

[
x+m

n

]
=

[
[x] +m

n

]
,

[mx] = [x] +

[
x+

1

m

]
+ . . .+

[
x+

m− 1

m

]
,

ve [ n
m

]
=

[
n+m− 1

m

]
=

[
n+ 1

m

]
− 1

dir (Rademacher 1973; Apostol 1976; Berndt ve Dieter 1982; Graham vd. 1994).

Tanım 2.4. V , F cismi üzerindeki bir vektör uzayı ve S = {α1, α2, . . . , αn} V vektör

uzayının bir alt kümesi olsun. ci ∈ F ve αi ∈ S olmak üzere,

c1α1 + c2α2 + . . .+ cnαn = 0

iken

c1 = c2 = . . . = cn = 0

ise S kümesine lineer (doğrusal) bağımsız küme denir. Aksi halde S kümesi lineer bağımlı

küme olur (Lipschutz 1991).

2.1. Bazı Özel Sayı ve Polinom Ailelerinin Üreteç Fonksiyonları ve Özellikleri

Burada, Bernoulli sayıları ve polinomları, Euler sayıları ve polinomları, Genocchi sayıları

ve polinomları, Frobenius-Euler sayıları ve polinomları, ikinci tür Stirling sayıları ve poli-

nomlar, Catalan sayıları gibi bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonksiyonlarının

tanımları verilecek ve bunların bazı iyi bilinen temel özellikleri incelenecektir.

Alman matematikçi Faulhaber (1580-1635) tarafından bulununan, m ∈ N olmak

üzere,

1m + 2m + ...+ (n− 1)m + nm (2.1)

toplamı günümüzde Faulhaber formülü olarak bilinmektedir. Bu formül başta Jacob Ber-

noulli olmak üzere, birçok matematikçinin çalışma alanına girmiştir ve halen de bu formül

üzerinde çalışılmaktadır. Çünkü bu formül yalnız sayılar teorisinde değil aynı zamanda

5
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başta Diophantine denklemler olmak üzere bir çok eğriler ailesinde de ortaya çıkmak-

tadır. 1713 yılında, Jacob Bernoulli “Ars conjectandi, Basel 1713” isimli kitabında da

görüleceği üzere, Faulhaber formülünden bahsetmektedir (Jacobi 1834; Conway ve Guy

1996; Faulhaber 1631; Knuth 1993). Aynı zamanda Bernoulli bu kitabında günümüzde

Bernoulli sayıları ve polinomları olarak bilinen bazı özel seri ailelerini ve fonksiyonlarını

içeren sonsuz toplamlar üzerinde çalıştığı görülmektedir.

Bernoulli sayıları ve polinomlarının tanımı aşağıdaki üreteç fonksiyonu ile vermiştir.

Tanım 2.5. |t| < 2π olmak üzere, Bn (x) ile gösterilen Bernoulli polinomları,

FB (t, x) =
t

et − 1
ext =

∞∑
n=0

Bn (x)
tn

n!
(2.2)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

(2.2) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

Bn (0) = Bn

ile gösterilen Bernoulli sayılarının üreteç fonksiyonu elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi

1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

Faulhaber tarafından (2.1) denklemiyle verilmiş olan ardışık tamsayıların kuvvetleri

toplamını, aynı zamanda (2.2) denklemi ve geometrik seri yardımıyla, iyi bilinen aşağı-

daki yöntemle verelim:
m−1∑
v=0

evt =
1− emt

1− et

kullanılarak,

t
m−1∑
v=0

evt =
temt

et − 1
− t

et − 1

elde edilir. (2.2) denkleminde verilen üreteç fonksiyonu kullanılırsa,

∞∑
n=0

n

m−1∑
v=0

vn−1
tn

n!
=
∞∑
n=0

Bn (m)
tn

n!
−
∞∑
n=0

Bn
tn

n!

bulunur. Yukarıdaki denklemde tn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa

n
m−1∑
v=0

vn−1 = Bn (m)−Bn

6
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olur. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa, m,n ∈ N olmak üzere, pozitif tamsayıların

kuvvetleri toplamını, Bernoulli sayıları ve polinomları cinsinden veren formül aşağıdaki

şekilde elde edilir:
m∑
v=1

vn =
Bn+1(m+ 1)−Bn+1

n+ 1
(2.3)

(Jacobi 1834; Abramowitz ve Stegun 1972; Conway ve Guy 1996; Ewell 1975; Knuth

1993; Kim 2004; Kim vd. 2006; Srivastava ve Choi 2012; Kucukoglu ve Simsek, 2019;

Kilar ve Simsek 2020; Kim vd. 2021).

B0 = 1 ve n ≥ 1 olmak üzere, Bernoulli sayıları aşağıdaki bağıntı ile hesaplanır:

Bn =
n∑
j=0

(
n

j

)
Bj (2.4)

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;

Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012; Srivastava vd. 2012).

(2.2) denklemi kullanılarak, Bernoulli sayıları ve polinomları arasındaki ilişki aşağı-

daki bağıntı ile verilir:

Bn (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
xn−jBj (2.5)

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;

Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012; Srivastava vd. 2012).

(2.5) bağıntısı yardımıyla Bernoulli polinomlarının birkaç değeri aşağıdaki gibi he-

saplanır:

B0 (x) = 1,

B1 (x) = x− 1

2
,

B2 (x) = x2 − x+
1

6
,

B3 (x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x,

B4 (x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
,

B5 (x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x.
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Mathematica Uygulaması 1. İlk altı Bernoulli polinomunun, x parametresi için rastgele

seçilmiş iki özel aralıkta grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[BernoulliB[n, x], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −> {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{0}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{5}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm]}]

2 Export["bernP11.png", BernoulliPolyPlot]

3 BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[BernoulliB[n, x], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{0}\\left(x\\right)]",TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}\\left(x\\right)]",TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}\\left(x\\right)]",TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}\\left(x\\right)]",TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{5}\\left(x\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm]}]

4 Export["bernoulliP1.png", BernoulliPolyPlot ]

Mathematica uygulaması 1 yardımıyla, n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} için Bernoulli polinomla-

rının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 2.1

ve Şekil 2.2 ile verilir:

Şekil 2.1. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için Bernoulli polinomlarının grafiği

8
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Şekil 2.2. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için Bernoulli polinomlarının grafiği

Tanım 2.6. |t| < π olmak üzere, En (x) ile gösterilen Euler polinomları,

FE (t, x) =
2

et + 1
ext =

∞∑
n=0

En (x)
tn

n!
(2.6)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

(2.6) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

En (0) = En

ile gösterilen Euler sayılarının üreteç fonksiyonu elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi 1953;

Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Choi 2012).

Faulhaber formülüne benzer şekilde, pozitif tamsayıların kuvvetlerinin alterne top-

lamları da (2.6) denklemi ve

m−1∑
v=0

(−1)v evt =
1 + (−1)m+1emt

1 + et

seri yardımıyla,

2
∞∑
n=0

m−1∑
v=0

(−1)vvn
tn

n!
=
∞∑
n=0

En
tn

n!
+
∞∑
n=0

(−1)mEn(m+ 1)
tn

n!

bulunur. Yukarıdaki denklemde tn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa

m∑
v=1

(−1)vvn =
(−1)mEn(m+ 1) + En

2

9
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elde edilir (Jacobi 1834; Abramowitz ve Stegun 1972; Conway ve Guy 1996; Ewell 1975;

Knuth 1993; Kim 2004; Kim vd. 2006; Srivastava ve Choi 2012; Kucukoglu ve Simsek,

2019; Kilar ve Simsek 2020; Kim vd. 2021).

E0 = 1 ve n ≥ 1 olmak üzere, Euler sayıları aşağıdaki bağıntı ile hesaplanır:

En = −
n∑
j=0

(
n

j

)
Ej (2.7)

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;

Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012; Srivastava vd. 2012).

(2.6) denklemini kullanılarak, Euler sayıları ve polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki

bağıntı ile verilir:

En (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
xn−jEj (2.8)

(Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Comtet 1974;

Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012; Srivastava vd. 2012).

(2.8) bağıntısı yardımıyla Euler polinomlarının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesapla-

nır:

E0 (x) = 1,

E1 (x) = x− 1

2
,

E2 (x) = x2 − x,

E3 (x) = x3 − 3

2
x2 +

1

4
,

E4 (x) = x4 − 2x3 + x,

E5 (x) = x5 − 5

2
x4 +

5

2
x2 − 1

2
.

Mathematica Uygulaması 2. İlk altı Euler polinomunun, x parametresi için rastgele se-

çilmiş iki özel aralıkta grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 EulerPolyPlot1 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[EulerE[n, x], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −>{Row[{"\!\(\*SubscriptBox[E,0]\)", Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\*
SubscriptBox[E,1]\)" , Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,2]\)" ,Row[{"(", "x

" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,3]\)" ,Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\*

10
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SubscriptBox[E,4]\)" ,Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,5]\)" ,Row[{"(", "x"

, " ) " }]}]}]

2 Export["eulerP11.png", EulerPolyPlot1]

3 EulerPolyPlot2 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[EulerE[n, x], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −>{Row[{"\!\(\*SubscriptBox[E,0]\)", Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\*
SubscriptBox[E,1]\)" , Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,2]\)" ,Row[{"(", "x

" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,3]\)" ,Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\*
SubscriptBox[E,4]\)" ,Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{" \!\(\* SubscriptBox[E,5]\)" ,Row[{"(", "x"

, " ) " }]}]}]

4 Export["eulerP1_5.png", EulerPolyPlot2]

Mathematica uygulaması 2 yardımıyla, n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} için Euler polinomlarının

x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 2.3 ve

Şekil 2.4 ile verilir:

Şekil 2.3. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için Euler polinomlarının grafiği

11
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Şekil 2.4. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için Euler polinomlarının grafiği

Tanım 2.7. |t| < π olmak üzere, Gn (x) ile gösterilen Genocchi polinomları,

FG (t, x) =
2t

et + 1
ext =

∞∑
n=0

Gn (x)
tn

n!
(2.9)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Apostol 1951; Comtet 1974; Srivastava ve Pinter

2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.9) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

Gn (0) = Gn

ile gösterilen Genocchi sayılarının üreteç fonksiyonu elde edilir (Comtet 1974; Roman

1984; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve

Choi 2012).

(2.6) ve (2.9) bağıntıları kullanılarak, Genocchi polinomları ve Euler polinomları ara-

sındaki aşağıdaki iyi bilinen bağıntı elde edilir:

nEn−1 (x) = Gn (x) . (2.10)

G0 = 0, G1 = 1 ve n ≥ 2 olmak üzere, Genocchi sayıları aşağıdaki bağıntı ile

hesaplanır:

Gn = −
n∑
k=0

(
n

k

)
Gk (2.11)

(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).
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(2.9) bağıntısı kullanılarak, Genocchi sayıları ve polinomları arasındaki ilişki aşağı-

daki bağıntı ile verilir:

Gn (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
xn−jGj (2.12)

(2.12) bağıntısı yardımıyla Genocchi polinomlarının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesap-

lanır:

G0 (x) = 0,

G1 (x) = 1,

G2 (x) = 2x− 1,

G3 (x) = 3x2 − 3x,

G4 (x) = 4x3 − 6x2 + 1,

G5 (x) = 5x4 − 10x3 + 5x.

Tanım 2.8. α 6= 1 olmak üzere, An(α) ile gösterilen Euler Frobenius polinomları,

1− α
1− αet(1−α)

=
∞∑
n=0

An(α)
tn

n!
(2.13)

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır ve bu polinomlara Eulerian polinomları da denilmekte-

dir. An(α), n > 0 olmak üzere, (n− 1). dereceden α’nın bir polinomudur ve

An(α) =
n∑
k=0

E (n, k)αk (2.14)

şeklindedir. Burada, 0 ≤ k < n, n ∈ N olmak üzere, E (n, k) ile gösterilen Eulerian

sayıları,

E (n, k) =
k∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(k + 1− j)n , (2.15)

şeklinde tanımlanır (Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He 2012;

Gun ve Simsek 2020a).

Literatürde Eulerian sayıları An,k, A (n, k), Wn,k,

〈
n

k

〉
ve E(n, k) gibi notasyon-

lar ile de gösterilmektedir. Bu tez çalışmasında, Eulerian sayıları E (n, k) notasyonu ile,

Euler Frobenius polinomlarını ise An(α) notasyonu ile gösterilecektir.

13
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Ayrıca, An(α) polinomları,

∞∑
l=0

lnαl =
An(α)

(1− α)n+1 , |α| < 1

şeklinde de tanımlanmaktadır (Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He

2012; Gun ve Simsek 2020a).

E(n, k) ile gösterilen Eulerian sayılarının kombinatorik yorumu aşağıdaki şekilde ve-

rilebilir:

n. mertebeden simetrik grubun k − 1 uzunluğundaki permütasyonların sayısını verir

(Carlitz 1959; Carlitz vd. 1966; Carlitz 1969; He 2011; He 2012).

E(n, k) sayılarının geometrik bir yorumu, (a)+ = max{0, a} olmak üzere, aşağıdaki

şekilde verilir:

E(n, k) =
n∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(k − j)n+ , 1 ≤ k ≤ n.

dir ve düğüm noktalarında Eulerian sayıları ile B-spline eğrileri arasındaki ilişkiyi sağlar

(He 2012).

(2.13) bağıntısı yardımıyla, A0 (α) = 1 olmak üzere, Euler Frobenius polinomları

An+1 (α) = α (1− α)A′n (α) + (αn+ 1)An (α) (2.16)

özyineleme (rekürans) bağıntısını sağlar (Hee 2011; He 2012).

(2.14) bağıntısı yardımıyla, Eulerian sayıları

E (n, k) = kE (n− 1, k) + (n− k + 1)E (n− 1, k − 1) , (2.17)

rekürans bağıntısını sağlar (Carlitz vd. 1966; Wang vd. 2010; Gun ve Simsek 2020a).

(2.15) denklemi yardımıyla, Eulerian sayılarının birkaç değeri aşağıdaki Çizelge 2.1

ile verilir:
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Çizelge 2.1. E (n, k) için bazı değerler

n\k 0 1 2 3 4 5

0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0

3 1 4 1 0 0 0

4 1 11 11 1 0 0

5 1 26 66 26 1 0

6 1 57 302 302 57 1

(2.17) bağıntısı yardımıyla Eulerian sayıları aşağıdaki Şekil 2.5 ile de verilebilir:

1

1 1

1 4 1

1 11 11 1

1 26 66 26 1

1 57 302 302 57 1

1 1

1 2 2 1

3 21 2 3 1

1 4 2 3 3 2 4 1

1 5 2 4 3 3 4 2 5 1

Şekil 2.5. (2.17) ile verilen rekürans bağıntısı yardımıyla Eulerian sayıları (Petersen 2015)

(2.14) denklemi kullanılarak, Euler Frobenius polinomlarının birkaç değeri aşağıdaki

gibi hesaplanır:
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A0(α) = 1,

A1(α) = 1,

A2(α) = α + 1,

A3(α) = α2 + 4α + 1,

A4(α) = α3 + 11α2 + 11α + 1,

A5(α) = α4 + 26α3 + 66α2 + 26α + 1.

Tanım 2.9. Hn(x;u) ile gösterilen Frobenius-Euler polinomları,

u− 1

u− et
etx =

∞∑
n=0

Hn(x;u)
tn

n!
(2.18)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Sc-

hoenberg 1988, Kim, 1999; Simsek, 2013a).

(2.18) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

Hn(0;u) = Hn (u)

ile gösterilen Frobenius-Euler sayılarının üreteç fonksiyonu elde edilir. Yani, Frobenius-

Euler sayıları
u− 1

u− et
=
∞∑
n=0

Hn(u)
tn

n!
(2.19)

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoen-

berg 1988, Kim, 1999; Simsek, 2013a).

Literatürde, Frobenius-Euler polinomları ve sayıları farklı notasyonlar ve farklı adlan-

dırılmalar ile kullanılmaktadır. Örneğin, Schoenberg, Frobenius-Euler sayılarını ve poli-

nomlarını, sırasıyla, aşağıdaki notasyonlar ile göstermektedir:

Hn(0;u) = an (u) ,

ve

Hn(x;u) = An(x;u).

Aynı zamanda Schoenberg, Frobenius-Euler sayılarını ve polinomlarını, u parametresine

bağlı n. dereceden üstel Euler sayıları ve polinomları olarak isimlendirmektedir.
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Ayrıca, (2.18) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda u = −1 alınırsa, Frobenius-

Euler polinomları ile Euler polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

Hn(x;−1) = En (x) . (2.20)

Yukarıdaki bağıntıda x = 0 alınırsa

Hn(−1) = En (2.21)

elde edilir (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988, Kim, 1999;

Simsek, 2013a).

(2.13) bağıntısı yardımıyla,

1− 1
α

et(1−α) − 1
α

=
∞∑
n=0

An (α)
tn

n!

elde edilir. Buradan (2.19) bağıntısı kullanılırsa,

∞∑
n=0

Hn

(
1

α

)
(1− α)n

tn

n!
=
∞∑
n=0

An (α)
tn

n!

olarak bulunur. Yukarıdaki denklemde tn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa, Frobenius-

Euler sayıları ile Eulerian polinomları arasındaki iyi bilinen ilişki aşağıdaki şekilde verilir:

Hn

(
1

α

)
(1− α)n = An (α) .

Bu bağıntı yardımıyla Eulerian polinom ailesi bulunur.

(2.10) bağıntısında x = 0 alınırsa ve (2.21) bağıntısı kullanılırsa, aşağıdaki iyi bilinen

bağıntı elde edilir:

Hn(−1) =
1

n+ 1
Gn+1. (2.22)

(2.19) bağıntısında verilen üreteç fonksiyonu yardımıyla Frobenius-Euler sayılarının

birkaç değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:
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H0 (u) = 1,

H1 (u) =
1

u− 1
,

H2 (u) =
1 + u

(u− 1)2
,

H3 (u) =
u2 + 4u+ 1

(u− 1)3
,

H4 (u) =
u3 + 11u2 + 11u+ 1

(u− 1)4
,

H5 (u) =
u4 + 26u3 + 66u2 + 26u+ 1

(u− 1)4
.

Tanım 2.10. k ∈ N0 olmak üzere, S2 (n, k) ile gösterilen ikinci tür Stirling sayıları

FS2 (t, k) =
(et − 1)

k

k!
=
∞∑
n=0

S2 (n, k)
tn

n!
(2.23)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Graham vd. 1994; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi

2012; Simsek 2013).

(2.23) denkleminde verilen üreteç fonksiyonu kullanılarak, S2 (0, 0) = 1, n > 0 ise

S2 (n, 0) = 0 ve k > n ise S2 (n, k) = 0 olmak üzere, ikinci tür Stirling sayıları için,

S2 (n, k) = kS2 (n− 1, k) + S2 (n− 1, k − 1)

rekürans bağıntısı elde edilir (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972;

Milne-Thomson 1980; Graham vd. 1994; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012;

Simsek 2013).

(2.23) bağıntısı kullanılarak, ikinci tür Stirling sayıları aşağıdaki bağıntı ile hesaplanır:

S2 (n, k) =
1

k!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(k − j)n (2.24)

(Jordan 1950; Erdelyi 1953; Riordan 1958; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson

1980; Charalambides 2005; Boyadzhiev 2012; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2013).

(2.24) denklemi yardımıyla, ikinci tür Stirling sayılarının birkaç değeri aşağıdaki Çi-

zelge 2.2 ile verilir:
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Çizelge 2.2. S2 (n, k) için bazı değerler

n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 0 0 0 0 0

3 0 1 3 1 0 0 0 0

4 0 1 7 6 1 0 0 0

5 0 1 15 25 10 1 0 0

6 0 1 31 90 65 15 1 0

7 0 1 63 301 350 140 21 1

(2.23) ve (2.14) bağıntıları kullanılarak Eulerian sayıları ve ikinci tür Stirling sayıları

arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

S2(m,n) =
1

n!

m−1∑
j=0

(
j

m− n

)
E(m, j) (2.25)

(Carlitz vd. 1966; Comtet 1974; Putzer ve Hauss 1993; Charalambides 2005; Gun ve

Simsek 2020a).

Tanım 2.11. 0 < |t| < 1
4

olmak üzere, Cn ile gösterilen Catalan sayıları,

2

1 +
√

1− 4t
=
∞∑
n=0

Cnt
n (2.26)

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Koshy 2009; Elezovic 2015; Qi 2017; Roman, 2015;

Simsek 2015).

(2.26) denklemi kullanılarak, Catalan sayıları aşağıdaki formül ile hesaplanır:

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
(2.27)

(Koshy 2009; Elezovic 2015; Roman 2015; Simsek 2015, Stanley 2015; Qi 2017;).

(2.27) bağıntısı yardımıyla, Catalan sayılarının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesapla-

nır:

C0 = 1, C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42, C6 = 132.
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Tanım 2.12. |t| < ln 2 olmak üzere, wg (n) ile gösterilen Fubini sayıları

Fwg (t) =
1

2− et
=
∞∑
n=0

wg (n)
tn

n!
(2.28)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Comtet 1974; Good 1975; Kılar 2017; Kilar ve

Simsek 2017).

(2.23) ve (2.28) bağıntılarını kullanılarak, Fubini sayıları ile ikinci tür Stirling sayıları

arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

wg (n) =
n∑
k=0

k!S2 (n, k) (2.29)

(Comtet 1974; Kılar 2017; Kilar ve Simsek 2017).

(2.29) denklemi yardımıyla, Fubini sayılarının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:

wg (0) = 1, wg (1) = 1, wg (2) = 3, wg (3) = 13, wg (4) = 75, wg (5) = 541.

2.2. Yüksek Mertebeden Bazı Özel Sayı ve Polinom Ailelerinin Üreteç Fonksiyonları

ve Özellikleri

Burada, yüksek mertebeden bazı özel sayıların ve polinomların üreteç fonksiyonlarının

tanımları verilecek ve bunların temel özellikleri Srivastava ve Pinter 2004, Charalambides

2005, Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011, Srivastava 2011, Srivastava ve

Choi 2012 kaynaklarından yararlanılarak incelenecektir.

2.2.1. Yüksek mertebeden pozitif kuvvetli bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üre-

teç fonksiyonları ve özellikleri

Tanım 2.13. m ∈ N0 olmak üzere, B(m)
n (x) ile gösterilen m. mertebeden Bernoulli poli-

nomları,

FBP
(t, x;m) =

(
t

et − 1

)m
ext =

∞∑
n=0

B(m)
n (x)

tn

n!
(2.30)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve

Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tanım 2.14. m ∈ N0 olmak üzere, B(m)
n ile gösterilen m. mertebeden Bernoulli sayıları,

FBS
(t;m) =

(
t

et − 1

)m
=
∞∑
n=0

B(m)
n

tn

n!
(2.31)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Bretti ve Ricci 2004; Bretti vd. 2004, Srivastava ve Pinter

2004; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.30) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

B(m)
n (0) = B(m)

n

için üreteç fonksiyonu elde edilir.

(2.31) ve (2.30) bağıntıları kullanılarak,m. mertebeden Bernoulli sayıları ve polinom-

ları arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

B(m)
n (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
B

(m)
k xn−k (2.32)

(Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Milne-Thomson 1980; Bretti

ve Ricci 2004; Bretti vd. 2004; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve

Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.31) denkleminde verilen üreteç fonksiyonu yardımıyla, m. mertebeden Bernoulli

sayıları aşağıdaki formül ile hesaplanır:

B(m)
n =

n∑
k=0

(
m+ n

n− k

)(
m+ k − 1

k

)
n!

(n+ k)!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
jn+k (2.33)

(Erdelyi 1953; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012).

Ayrıca, (2.24) ve (2.33) bağıntıları kullanılarak, m. mertebeden Bernoulli sayıları ile

ikinci tür Stirling sayıları arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

B(m)
n =

n∑
k=0

(−1)k
(
m+ n

n− k

)(
m+ k − 1

k

)(
n+ k

k

)−1
S2 (n+ k, k)

(Erdelyi 1953; Charalambides 2005; Srivastava ve Choi 2012).

(2.30) ve (2.31) bağıntılarında m = 1 alınırsa,

B(1)
n (x) = Bn (x) (2.34)

21



KAYNAK TARAMASI D. GÜN

ve

B(1)
n = Bn

elde edilir (Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Com-

tet 1974; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Charalambides 2005; Luo ve

Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.33) denklemi kullanılarak, yüksek mertebeden Bernoulli sayılarının birkaç değeri

Çizelge 2.3 ile verilmiştir.

Çizelge 2.3. B(m)
n için bazı değerler

n\m 0 1 2 3 4 5

0 1 1 1 1 1 1

1 0 −1
2
−1 −3

2
−2 −5

2

2 0 1
6

5
6

2 11
3

35
6

3 0 0 −1
2
−9

4
−6 −25

2

4 0 − 1
30

1
10

19
10

251
30

24

5 0 0 1
6
−3

4
−9 −475

12

(2.32) denkleminde m = 2 alınırsa, 2. mertebeden Bernoulli polinomlarının birkaç

değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:

B
(2)
0 (x) = 1,

B
(2)
1 (x) = x− 1,

B
(2)
2 (x) = x2 − 2x+

5

6
,

B
(2)
3 (x) = x3 − 3x2 +

5

2
x− 1

2
,

B
(2)
4 (x) = x4 − 4x3 + 5x2 − 2x+

1

10
,

B
(2)
5 (x) = x5 − 5x4 +

25

3
x3 − 5x2 +

1

2
x+

1

6
.

Mathematica Uygulaması 3. (2.33) ve (2.32) bağıntıları yardımıyla, yüksek mertebeden

Bernoulli polinomlarını hesaplayan ve ikinci mertebeden Bernoulli polinomlarının, x pa-

rametresi için rastgele seçilmiş iki özel aralıkta grafiğini çizen Mathematica uygulaması

aşağıdaki gibidir:
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1 Unprotect[Power]; Power[0, 0] = 1;Protect[Power];B[n_,m_]:=Sum[Binomial[m+n,n−k]

Binomial[m+k−1,k]Binomial[k,j](−1)^j((n!)/(n+k)!)j^(n+k),{k,0,n},{j,0,k}];B[n_,x_,m_]:=Sum[

Binomial[n,k]B[k,m]x^(n−k),{k,0,n}];BernoulliPolyPlot1=Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n,

x, 2], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1}, PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",

Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,

Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)"

,Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)

" ,Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B

,4]\)" ,Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[

B,5]\)" ,Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

2 Export["bernP21.png", BernoulliPolyPlot1]

3 BernoulliPolyPlot2 ==Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 2], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> { Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "2", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "2", " ) " }]], Row

[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "2", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" ,Row[{"(", "2", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "2", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" ,Row[{"(", "2", " )

" }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

4 Export["bernoulliP2.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulaması 3 yardımıyla,m = 2 için, 2.mertebeden Bernoulli polinom-

larının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 2.6

ve Şekil 2.7 ile verilir:
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Şekil 2.6. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 2.mertebeden Bernoulli polinomlarının

grafiği

Şekil 2.7. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için 2.mertebeden Bernoulli polinomlarının

grafiği

(2.32) denkleminde m = 3 alınırsa, 3. mertebeden Bernoulli polinomlarının birkaç

değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:
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B
(3)
0 (x) = 1,

B
(3)
1 (x) = x− 3

2
,

B
(3)
2 (x) = x2 − 3x+ 2,

B
(3)
3 (x) = x3 − 9

2
x2 + 6x− 9

4
,

B
(3)
4 (x) = x4 − 6x3 + 12x2 − 9x+

19

10
,

B
(3)
5 (x) = x5 − 15

2
x4 + 20x3 − 45

2
x2 +

19

2
x− 3

4
, . . .

Mathematica Uygulaması 4. (2.33) ve (2.32) bağıntıları yardımıyla, üçüncü mertebeden

Bernoulli polinomlarının, x parametresi için rastgele seçilmiş iki özel aralıkta grafiğini

çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot3 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 3], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "3", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]], Row

[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "3", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" ,Row[{"(", "3", " )

" }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

2 Export["bernP31.png", BernoulliPolyPlot3]

3 BernoulliPolyPlot4 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[B[n, x, 3], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "3", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]], Row

[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" ,Row[{"(", "3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "3", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" ,Row[{"(", "3", " )

" }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

4 Export["bernoulliP3.png", BernoulliPolyPlot4]

Mathematica uygulaması 4 yardımıyla,m = 3 için, 3.mertebeden Bernoulli polinom-

larının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 2.8

ve Şekil 2.9 ile verilir:
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Şekil 2.8. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 3.mertebeden Bernoulli polinomlarının

grafiği

Şekil 2.9. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için 3.mertebeden Bernoulli polinomlarının

grafiği

Tanım 2.15. m ∈ N0 olmak üzere, E(m)
n (x) ile gösterilen m. mertebeden Euler polinom-

ları,

FEP
(t, x;m) =

(
2

et + 1

)m
ext =

∞∑
n=0

E(m)
n (x)

tn

n!
(2.35)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve

Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tanım 2.16. m ∈ N0 olmak üzere, E(m)
n ile gösterilen m. mertebeden Euler sayıları,

FES
(t;m) =

(
2

et + 1

)m
=
∞∑
n=0

E(m)
n

tn

n!
(2.36)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve

Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.35) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

E(m)
n (0) = E(m)

n

için üreteç fonksiyonu elde edilir.

(2.35) ve (2.36) bağıntıları kullanılarak, m. mertebeden Euler sayıları ve polinomları

arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

E(m)
n (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
E

(m)
k xn−k

(Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005, Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.35) ve (2.36) bağıntılarında m = 1 alınırsa,

E(1)
n (x) = En (x)

ve

E(1)
n = En

elde edilir (Jordan 1950; Apostol 1951; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1972; Com-

tet 1974; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Sri-

vastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

2.2.2. Yüksek mertebeden negatif kuvvetli bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üre-

teç fonksiyonları ve özellikleri

Tanım 2.17. k ∈ N olmak üzere, B(−k)
n (x) ile gösterilen k. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomları,

GBP (t, x; k) =

(
et − 1

t

)k
ext =

∞∑
n=0

B(−k)
n (x)

tn

n!
(2.37)
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üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.18. k ∈ N olmak üzere, B(−k)
n ile gösterilen k. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli sayıları,

GBS (t; k) =

(
et − 1

t

)k
=
∞∑
n=0

B(−k)
n

tn

n!
(2.38)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Jordan 1950; Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun

1972; Milne-Thomson 1980; Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

Burada, (2.37) denkleminde verilen üreteç fonksiyonunda x = 0 alınırsa,

B(−k)
n (0) = B(−k)

n

için üreteç fonksiyonu elde edilir.

Diğer yandan, (2.31) ve (2.38) bağıntıları kullanılarak, aşağıdaki fonksiyonel denklem

elde edilir:

FBS
(t; k)GBS (t; k) = 1.

Bu fonksiyonel yardımıyla,

∞∑
n=0

B(k)
n

tn

n!

∞∑
n=0

B(−k)
n

tn

n!
= 1.

elde edilir. Buradan

1 =
∞∑
n=0

n∑
j=0

(
n

j

)
B

(−k)
j B

(k)
n−j

tn

n!
.

olarak bulunur. Yukarıdaki denklemde tn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa, yüksek

mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayıları ve yüksek mertebeden Bernoulli sayıları

arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntılar ile verilir:

n = 0 ise,

1 = B
(−k)
0 B

(k)
0 ,

ve n > 1 olmak üzere,

0 =
n∑
j=0

(
n

j

)
B

(−k)
j B

(k)
n−j
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(Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Simsek 2012b).

(2.37) bağıntısı kullanılarak, k. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinomları

aşağıdaki bağıntı ile hesaplanır:

B(−k)
n (x) =

(
n+ k

k

)−1 n+k∑
v=0

(
n+ k

v

)
S2(v, k)xn+k−v (2.39)

(Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.38) bağıntısı kullanılarak, k. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayıları aşağı-

daki bağıntı ile hesaplanır:

B(−k)
n =

(
n+ k

k

)−1
S2(n+ k, k) (2.40)

( Charalambides 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012).

(2.40) denklemi kullanılarak, yüksek mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayıları-

nın birkaç değeri Çizelge 2.4 ile verilmiştir.

Çizelge 2.4. B(−k)
n için bazı değerler

n/k 0 1 2 3 4 5

0 1 1 1 1 1 1

1 0 1
2

1 3
2

2 5
2

2 0 1
3

7
6

5
2

13
3

20
3

3 0 1
4

3
2

9
2

10 75
4

4 0 1
5

31
15

43
5

243
10

331
6

5 0 1
6

3 69
4

185
3

675
4

(2.39) denkleminde k = 1 alınırsa, 1. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-
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larının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:

B
(−1)
0 (x) = 1,

B
(−1)
1 (x) = x+

1

2
,

B
(−1)
2 (x) = x2 + x+

1

3
,

B
(−1)
3 (x) = x3 +

3

2
x2 + x+

1

4
,

B
(−1)
4 (x) = x4 + 2x3 + 2x2 + x+

1

5
,

B
(−1)
5 (x) = x5 +

5

2
x4 +

10

3
x3 +

5

2
x2 + x+ 1.

Mathematica Uygulaması 5. (2.39) bağıntısı yardımıyla, birinci mertebeden negatif kuv-

vetli Bernoulli polinomlarını hesaplayan ve x parametresi için rastgele seçilmiş iki özel

aralıkta grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 NB[x_,n_,k_]:=(Binomial[n+k,k])^(−1)Sum[Binomial[n+k,v]StirlingS2[v,k]x^(n+k−v),{v,0,n+k}];

BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 1], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−1", " ) " }]], Row

[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−1", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−1", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" , Row[{"(", "−1",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" , Row[{"(", "

−1", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"

(", "−1", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

2 Export["bernN11.png", BernoulliPolyPlot]

3 BernoulliPolyPlot = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 1], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−1", " ) " }]], Row

[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−1", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−1", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" , Row[{"(", "−1",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" , Row[{"(", "

−1", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"

(", "−1", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

4 Export["bernoulliN1.png", BernoulliPolyPlot ]

Mathematica uygulaması 5 yardımıyla, k = 1 için, 1. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomlarının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri
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sırasıyla Şekil 2.10 ve Şekil 2.11 ile verilir:

Şekil 2.10. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 1. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

Şekil 2.11. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için 1. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

(2.39) denkleminde k = 2 alınırsa, 2. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-
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larının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:

B
(−2)
0 (x) = 1,

B
(−2)
1 (x) = x+ 1,

B
(−2)
2 (x) = x2 + 2x+

7

6
,

B
(−2)
3 (x) = x3 + 3x2 +

7

2
x+

3

2
,

B
(−2)
4 (x) = x4 + 4x3 + 7x2 + 6x+

31

15
,

B
(−2)
5 (x) = x5 + 5x4 +

35

3
x3 + 15x2 +

31

3
x+ 3.

Mathematica Uygulaması 6. (2.39) bağıntısı yardımıyla, ikinci mertebeden negatif kuv-

vetli Bernoulli polinomlarının, x parametresi için rastgele seçilmiş iki özel aralıkta grafi-

ğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 2], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−2", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−2", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−2", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" , Row[{"(", "−2",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" , Row[{"(", "

−2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"("

, "−2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

2 Export["bernN21.png", BernoulliPolyPlot1]

3 BernoulliPolyPlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 2], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−2", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−2", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−2", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" , Row[{"(", "−2",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" , Row[{"(", "

−2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" , Row[{"("

, "−2", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

4 Export["bernoulliN2.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulaması 6 yardımıyla, k = 2 için, 2. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomlarının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri

sırasıyla Şekil 2.12 ve Şekil 2.13 ile verilir:
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Şekil 2.12. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 2. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

Şekil 2.13. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için 2. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

(2.39) denkleminde k = 3 alınırsa, 3. mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli polinom-

larının birkaç değeri aşağıdaki gibi hesaplanır:
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B
(−3)
0 (x) = 1,

B
(−3)
1 (x) = x+

3

2
,

B
(−3)
2 (x) = x2 + 3x+

5

2
,

B
(−3)
3 (x) = x3 +

9

2
x2 +

15

2
x+

9

2
,

B
(−3)
4 (x) = x4 + 6x3 + 15x2 + 18x+

43

5
,

B
(−3)
5 (x) = x5 +

15

2
x4 + 25x3 + 45x2 + 43x+

69

4
, . . .

Mathematica Uygulaması 7. (2.39) bağıntısı yardımıyla, üçüncü mertebeden negatif

kuvvetli Bernoulli polinomlarının, x parametresi için rastgele seçilmiş iki özel aralıkta

grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 BernoulliPolyPlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 3], {n, 0, 5}]]], {x, −1, 1},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−3", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−3", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" ,Row[{"(", "−3", "

) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "−3",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" ,Row[{"(", "

−3", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

2 Export["bernN31.png", BernoulliPolyPlot1]

3 BernoulliPolyPlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[NB[x, n, 3], {n, 0, 5}]]], {x, −5, 5},

PlotLegends −> {Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,0]\)",Row[{"(", "−3", " ) " }]], Row[{

"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,1]\)" ,Row[{"(", "−3", " ) " }]],

Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,2]\)" ,Row[{"(", "−3", " ) "

}]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,3]\)" ,Row[{"(", "−3", "

) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,4]\)" ,Row[{"(", "−3",

" ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}], Row[{Superscript["\!\(\*SubscriptBox[B,5]\)" ,Row[{"(", "

−3", " ) " }]], Row[{"(", "x" , " ) " }]}]}]

4 Export["bernoulliN3.png", BernoulliPolyPlot2]

Mathematica uygulaması 7 yardımıyla, k = 3 için, 3. mertebeden negatif kuvvetli

Bernoulli polinomlarının x ∈ [−1, 1] ve x ∈ [−5, 5] aralıklarındaki grafiklerinin çizimleri

sırasıyla Şekil 2.14 ve Şekil 2.15 ile verilir:
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Şekil 2.14. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−1, 1] için 3. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

Şekil 2.15. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [−5, 5] için 3. mertebeden negatif kuvvetli Berno-

ulli polinomlarının grafiği

2.3. Apostol Tipli Sayı ve Polinom Ailelerinin Üreteç Fonksiyonları ve Özellikleri

Bu alt bölümde, yüksek mertebeden Apostol-Bernoulli sayıları ve polinomları, Apostol-

Euler sayıları ve polinomları, Apostol-Genocchi sayıları ve polinomlarının üreteç fonk-

siyonlarının tanımı verilecek ve bunların temel özellikleri Luo ve Srivastava 2005, Luo

ve Srivastava 2011, Srivastava 2011, Srivastava ve Choi 2012, Zou 2017 kaynaklarından

yararlanılarak incelenecektir.
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Tanım 2.19. λ ∈ C, λ = 1 iken |t| < |2π| ve λ 6= 1 iken |t| < |log λ| olsun. m ∈ N0

olmak üzere, B(m)
n (x;λ) ile gösterilen m. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomları,

AB (t, x;λ,m) =

(
t

λet − 1

)m
ext =

∞∑
n=0

B(m)
n (x;λ)

tn

n!
, (2.41)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo ve Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011;

Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.20. m ∈ N0 olmak üzere,B(m)
n (λ) ile gösterilenm.mertebeden Apostol-Bernoulli

sayıları, (
t

λet − 1

)m
=
∞∑
n=0

B(m)
n (λ)

tn

n!
, (2.42)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012).

(2.42) bağıntısı kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Bernoulli sayıları aşağıdaki ba-

ğıntı ile hesaplanır:

B(m)
n (λ) = m!

(
n

m

) n−m∑
j=0

(
m+ j − 1

j

)
j! (−λ)j

(λ− 1)j+m
S2 (n−m, j) (2.43)

(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).

(2.41) ve (2.42) bağıntıları kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Bernoulli sayıları ve

polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

B(m)
n (x;λ) =

n∑
j=0

(
n

j

)
B(m)
j (λ)xn−j (2.44)

(Luo ve Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi

2012).

(2.41) bağıntısında λ = 1 alınırsa,

B(m)
n (x) = B(m)

n (x; 1)

elde edilir.

(2.41) bağıntısında m = 1 alınırsa,

Bn(x;λ) = B(1)
n (x;λ)

ile gösterilen Apostol-Bernoulli polinomları elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
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Tanım 2.21. λ ∈ C, λ = 1 iken |t| < |π| ve λ 6= 1 iken |t| < |log (−λ)| olsun. m ∈ N0

olmak üzere, E (k)n (x;λ) ile gösterilen m. mertebeden Apostol-Euler polinomları,

AE (t, x;λ, k) =

(
2

λet + 1

)m
ext =

∞∑
n=0

E (m)
n (x;λ)

tn

n!
(2.45)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.22. m ∈ N0 olmak üzere, E (k)n (λ) ile gösterilen m. mertebeden Apostol-Euler

sayıları, (
2

λet + 1

)m
=
∞∑
n=0

E (m)
n (λ)

tn

n!
(2.46)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava

2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.46) bağıntısı kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Euler sayıları aşağıdaki bağıntı

ile hesaplanır:

E (m)
n (λ) = (−1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
2k+mmn−k

k∑
j=0

(
m+ j − 1

j

)
j! (−λ)j

(λ+ 1)m+jS2 (k, j) (2.47)

(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).

(2.45) ve (2.46) bağıntıları kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Euler sayıları ve po-

linomları arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

E (m)
n (x;λ) =

n∑
j=0

(
n

j

)
E (m)
j (λ)xn−j. (2.48)

Ayrıca m. mertebeden Apostol-Euler polinomları aşağıdaki gibi de hesaplanabilir:

E (m)
n (x;λ) = 2m

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k

k∑
j=0

(
m+ j − 1

j

)
j! (−λ)j

(λ+ 1)m+jS2(k, j) (2.49)

(Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.45) bağıntısında λ = 1 alınırsa,

E(m)
n (x) = E (m)

n (x; 1)

elde edilir.
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(2.45) bağıntısında m = 1 alınırsa,

En(x;λ) = E (1)n (x;λ)

ile gösterilen Apostol-Euler polinomları elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

Tanım 2.23. λ ∈ C, λ = 1 iken |t| < |π| ve λ 6= 1 iken |t| < |log (−λ)| olsun. m ∈ N0

olmak üzere, G(m)
n (x;λ) ile gösterilen m. mertebeden Apostol-Genocchi polinomları

AG (t, x;λ,m) =

(
2t

λet + 1

)m
ext =

∞∑
n=0

G(m)
n (x;λ)

tn

n!
(2.50)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012; Zou 2017).

Tanım 2.24. m ∈ N0 olmak üzere, G(m)
n (λ) ile gösterilenm.mertebeden Apostol-Genocchi

sayıları (
2t

λet + 1

)m
=
∞∑
n=0

G(m)
n (λ)

tn

n!
(2.51)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivas-

tava ve Choi 2012; Zou 2017).

(2.51) bağıntısı kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Genocchi sayıları aşağıdaki ba-

ğıntı ile hesaplanır:

G(m)
n (λ) =

2mn!

(n−m)!

n−m∑
j=0

(
m+ j − 1

j

)
j! (−λ)j

(λ+ 1)j+m
S2 (n−m, j) (2.52)

(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.50) ve (2.51) bağıntıları kullanılarak, m. mertebeden Apostol-Genocchi sayıları ve

polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki bağıntı ile verilir:

G(m)
n (x;λ) =

n∑
j=0

(
n

j

)
G(m)
j (λ)xn−j (2.53)

(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).

(2.50) bağıntısında λ = 1 alınırsa,

G(m)
n (x) = G(m)

n (x; 1)
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elde edilir.

(2.50) bağıntısında m = 1 alınırsa,

Gn(x;λ) = G(1)n (x;λ)

ile gösterilen Apostol-Genocchi polinomları elde edilir (Apostol, 1951; Luo 2004; Luo ve

Srivastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.50) bağıntısında m = 1 alınırsa ve (2.18) bağıntısı kullanılırsa, Apostol-Genocchi

polinomları ve Frobenius-Euler polinomları arasındaki iyi bilinen aşağıdaki ilişki elde

edilir:

Gn
(
x;−1

u

)
=

2nu

u− 1
Hn−1 (x;u) . (2.54)

(2.41), (2.45) ve (2.50) bağıntılarında verilen üreteç fonksiyonları kullanılarak, yük-

sek mertebeden Apostol-Bernoulli polinomları, Apostol-Euler polinomları ve Apostol-

Genocchi polinomları arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 2.25. n,m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n ve λ ∈ C olmak üzere;

G(m)
n (x;−λ) =

n!

(n−m)!
E (m)
n−m (x;−λ) = (−2)m B(m)

n (x;λ) (2.55)

dır (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, kaynak taramasında detaylı olarak bahsedilen üreteç fonksiyonları metodu

da kullanılarak, B-spline, kardinal spline, üstel spline, üstel Euler spline ve Bernoulli

monospline eğri ailelerinin tanımları ve bunların bazı özellikleri Schoenberg 1946, Scho-

enberg 1987, Schoenberg 1988, He 2012 kaynaklarından yararlanılarak incelenecektir.

3.1. Kardinal Spline Eğri Aileleri

İlk olarak, bu bölümde kullanacağımız bazı notasyonları ve tanımları aşağıdaki gibi vere-

lim:

n ∈ N0 ve

=n =
{
S (x) : S (x) ∈ Cn−1 (R)

}
olmak üzere =n kümesinin her elemanına n. dereceden kardinal spline denir ve S (x)

fonksiyonlar ailesi aşağıdaki özellikleri sağlar:

x ∈ (v, v + 1) ve v ∈ Z olmak üzere,

S (x) ∈ Cn−1 (R) ,

ve

S (x) ∈ Pn

dir. Burada, Pn, C üzerinde, derecesi n sayısını geçmeyen polinomlar ailesidir (Schoen-

berg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline eğri ailelerinin bazı özellikleri aşağıda verilmiştir:

S (x), n-kez türevlenebilen sürekli fonksiyonlar sınıfındadır ve S(n) (x), adım fonksi-

yonudur ve tanım aralığının uç noktaları eğrinin süreksizlik noktalarıdır.

S(k)(x), S(x)’nin k. türevi olmak üzere, 1 ≤ k ≤ n ise,

S(x) ∈ =n

olduğunda

S(k)(x) ∈ =n−k (3.1)

dir. Burada, =n kümesi =0 sınıfındaki adım fonksiyonlarının ailesi olur (Schoenberg

1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
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=∗n ile gösterilen orta nokta spline aileleri aşağıdaki şekilde verilir:

=∗n =

{
S(x) : S

(
x+

1

2

)
∈ =n

}
.

Yani, =∗n kümesinin her elemanına orta nokta kardinal spline (midpoint cardinal spline)

denir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Sonuç olarak, n ∈ N0 olmak üzere,

Pn ⊂ =n, Pn ⊂ =∗n

dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.1.1. Kardinal spline ve B-spline eğri aileleri arasındaki ilişkiler

B-spline yöntemleri, eğriler ve yüzeyler için ilk olarak 1940’lı yıllarda ortaya çıkmıştır ve

1970’li yıllarda daha da geliştirilmiştir. “B” harfi baz (basis) anlamına gelir, bu nedenle

eğri ve yüzey tasarımına yönelik bu yaklaşımın tam adı baz spline anlamına gelmektedir.

Burada, kardinal spline yardımıyla B-spline eğri ailesinin tanımı ve özellikleri Schoen-

berg 1946, Schoenberg 1987, Schoenberg 1988, He 2012 kaynaklarından yararlanılarak

incelenecektir.

n. dereceden bir spline (n − 1). dereceden x değişkeninine bağlı olarak her parçası

bir polinom olmak üzere parçalı sürekli bir fonksiyondur. Polinom parçalarının birleştiği

x değerlerine düğüm noktası denir ve x0, x1, . . . , xn ile gösterilir ve artan sıraya göre

sıralanmaktadırlar.

x0, x1, . . . , xn düğüm noktaları ve x0 < x1 < . . . < xn olmak üzere, (n− 1) . derece-

den B-spline ailesi aşağıdaki şekilde tanımlanır:

x ∈ R, ω(x) = (x − x0) . . . (x − xn), w′ (x) = d
dx
w (x) ve x+ = max{0, x} olmak

üzere, M(x;x0, x1, . . . , xn) ile gösterilen B-spline ailesi

M(x;x0, x1, ..., xn) =
n∑
j=0

n (xj − x)n−1+

ω′(xj)
(3.2)

şeklinde tanımlanır (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

n. dereceden ardışık kardinal B-spline (cardinal forward B-spline) (ya da B-Spline)

Nn (x) = M(x; 0, 1, ..., n),
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ve n ≥ 2 olmak üzere, n. dereceden B-spline eğri ailesi aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Nn(x) =

1∫
0

Nn−1(x− t)dt

(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

Ayrıca, (3.2) bağıntısı yardımıyla merkezi B-spline (central B-spline) aşağıdaki şe-

kilde tanımlanır:

Mn (x) = M

(
x;
−n
2
,
−n
2

+ 1, . . . ,
n

2

)
(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Şimdi de B-spline için aşağıdaki formülleri verelim:

x ∈ R olmak üzere,

Nn (x) =
1

(n− 1)!

n∑
v=0

(−1)v
(
n

v

)
(x− v)n−1+ , (3.3)

ya da buna denk olarak

Nn (x) =
(−1)n

(n− 1)!

n∑
v=0

(−1)v
(
n

v

)
(v − x)n−1+

bağıntıları sağlanır. Burada,

(x− v)0+ =

 1, x ≥ v

0, diğer durumlarda

ve

(x− v)m−1+ =

 (x− v)m−1 , x ≥ v

0, diğer durumlarda

olarak alınır (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bunlara ek olarak,

Mn (x) = Nn

(
x+

n

2

)
bağıntısı kullanılarak, merkezi B-spline’lar içinde açık formüller elde edilebilir. Dahası,

Nn (x) ∈ =n−1, Mn (x) ∈

 =n−1, n çift ise,

=∗n−1 n tek ise,

dır (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline eğri aileleri ve B-spline eğri aileleri cinsinden ifadesini ve bunların

bazı özelliklerini aşağıdaki gibi verelim:

42



MATERYAL VE METOT D. GÜN

Teorem 3.26. S(x), (n− 1). dereceden bir kardinal spline ise,

S(x) ∈ =n−1,

o zaman

S(x) =
∞∑

v=−∞

cvNn (x− v)

şeklinde yazılabilir ve genellikle, Nn (x) = N (x) olarak yazılır (Schoenberg 1946; Sc-

hoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Kardinal spline ve B-spline ailelerin sağladığı bazı özellikler aşağıdaki gibi verilir:

1. Spline eğri ailesinin üzerinde tanımlı olduğu aralığa destekleyicisi denir. Nn (x)

kardinal spline ailesinin destekleyicisi (0, n) aralığı üzerinde olmak üzere, S(x) kardinal

spline ailesinin bazıdır. S(x) yerine Nn (x) alınabilir ve x < 0 ve x > n− 1 ise,

S(x) = 0

dır. Yani, S(x) kardinal spline ailesinin düğüm noktaları 0, 1, 2, . . . , n− 1 dir.

Sonuç olarak, ∀x ∈ R için,Nn (x), B-spline ile 0, 1, 2, . . . , n−1 düğümlerine karşılık

gelen S(x) kardinal spline aşağıdaki şekilde ifade edilir:

S(x) = c0x
n−1
+ + c1 (x− 1)n−1+ + . . .+ cn−1 (x− n+ 1)n−1+

(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Özel olarak, x > n− 1 ise,

S(x) = c0x
n−1 + c1 (x− 1)n−1 + . . .+ cn−1 (x− n+ 1)n−1 = 0

elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

2. q ∈ Z ve x ∈ (q − 1, q) ya da x ∈ (q + n− 1, q + n) olmak üzere,

S (x) = 0

oluyorsa, o zaman

S (x) = 0, x ∈ (q − 1, q + n) (3.4)

dır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bu durumda, S1 (x) yeni bir spline olmak

üzere,

S1 (x) =

 S (x) , q ≤ x ≤ q + n− 1,

0, diğer durumlarda,
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olarak tanımlanır ve burada S1 (x) ∈ =n−1 dir. (3.4) bağıntısında verilen özellik kullanı-

lırsa x ∈ R için S1 (x) = 0 olur (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3. N (x), N (x− 1) , . . . , N (x− n+ 1) B-spline eğri ailesi olmak üzere,

n− 1 ≤ x ≤ n aralığında

N (x) , N (x− 1) , . . . , N (x− n+ 1)

lineer bağımsızdır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Yani, x ∈ (n− 1, n) olmak

üzere,
n−1∑
v=0

cvNn (x− v) = 0

ve cv = 0 dır. O zaman,N (x) , N (x− 1) , . . . , N (x− n+ 1) lineer bağımsız B-spline’lar

yardımıyla

S (x) =
n−1∑
v=0

cvNn (x− v)

kardinal spline olarak yazılır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Buradan,

S (x) ∈ =n−1 olur ve x ∈ (n− 1, n) için

S (x) = 0

elde edilir. Diğer taraftan x < 0 ise,

S (x) = 0

olur (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Şimdi de Goldman (2012) tarafından verilen n. dereceden düzgün B-spline eğrisini

verelim:

{k, k + 1, ..., k + n + 1} düğüm noktaları olmak üzere destek aralığı [k, k + n + 1]

ve derecesi n olan Nk,n(x) düzgün B-spline eğri ailesi aşağıdaki üreteç fonksiyonu ile

tanımlanır:

Gk(x, t) =
∞∑
n=0

Nk,n(x)tn

(Goldman 2012). Burada, Nk,n(x) fonksiyonları N0,n(x) fonksiyonlarının kaydırılması

(shifts) ile oluşmaktadır. Yani,

Nk,n(x) = N0,n(x− k),
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dır. Böylece

Gk(x, t) = G0(x− k, t)

olur. Sonuç olarak, Nk,n(x) B-spline eğrisi ve bunun üreteç fonksiyonlarını Gk(x, t) ince-

lemek yerine N0,n(x) B-spline eğrisi ve bunun üreteç fonksiyonlarını G0(x, t) incelemek

yeterli olacaktır (Goldman 2012).

N0,n(x), düzgün B-spline araştırmak için De Boor rekürans bağıntısını göz önüne

alalım:

N0,n(x) =
x

n
N0,n−1(x) +

n+ 1− x
n

N1,n−1(x).

Burada, x ≤ 1 için N1,n(x) = 0 olur. Bu nedenle, 0 ≤ x ≤ 1 olmak üzere,

N0,n(x) =
x

n
N0,n−1(x)

olur. Dolayısıyla x ∈ [0, 1] olmak üzere,

N0,n(x) = 1, N0,1(x) = x, N0,2(x) =
x2

2!
, . . . , N0,n(x) =

xn

n!

elde edilir. Buradan 0 ≤ x ≤ 1 olmak üzere, N0,n(x) düzgün B-spline ailesinin üreteç

fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir:

G0(x, t) =

p∑
j=0

(−1)j
(

(x− j)j tj

j!
+

(x− j)j−1 tj−1

(j − 1)!

)
e(x−j)t (3.5)

=
∞∑
n=0

N0,n(x)
tn

n!

(Goldman 2012).

p ≤ x ≤ p + 1 olmak üzere, (3.5) bağıntısı yardımıyla Goldman (2012) tarafından

N0,n (x) için Schoenberg özdeşliği aşağıdaki şekilde verilir:

N0,n (x) =
1

n!

p∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(x− j)n

(Goldman 2012).

Nk,n(t), n. dereceden düzgün B-spline baz fonksiyonu aşağıdaki rekürans bağıntısı

ile verilir:

Nk,0(t) =

 1, tk ≤ t < tk+1

0, diğer yerlerde
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olmak üzere, k = 0, ..., p ve n ≥ 1 ise

Nk,n(t) =
t− tk

tk+n − tk
Nk,n−1(t) +

tk+n+1 − t
tk+n+1 − tk+1

Nk+1,n−1(t) (3.6)

dir (Goldman 2012; Salomon 2006).

Şimdi, (3.6) rekürans bağıntısı yardımıyla, Goldman (2012) tarafından verilen aşağı-

daki örneği verelim:

Örnek 3.27.

N0,0 = N1,0 = 0, her yerde

N2,0 =

 1, 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

N3,0 = N4,0 = 0, her yerde

olmak üzere, düğümleri {0, 0, 0, 1, 1, 1} olan 1. ve 2. dereceden düzgün B-spline baz fonk-

siyonları sırasıyla

N0,1 =
t− 0

0− 0
N0,0 +

0− t
0− 0

N1,0, her yerde

N1,1 =
t− 0

0− 0
N1,0 +

1− t
1− 0

N2,0 =

 1− t, 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

N2,1 =
t− 0

1− 0
N2,0 +

1− t
1− 1

N3,0 =

 t, 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

N3,1 =
t− 1

1− 1
N3,0 +

1− t
1− 1

N4,0 = 0, her yerde

ve

N0,2 =
t− 0

0− 0
N0,1 +

1− t
1− 0

N1,1 =

 (1− t)2 , 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

N1,2 =
t− 0

1− 0
N1,1 +

1− t
1− 0

N2,1 =

 2t (1− t) , 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

N2,2 =
t− 0

1− 0
N2,1 +

1− t
1− 1

N3,1 =

 t2, 0 ≤ t < 1

0, diğer yerlerde

olarak elde edilir (Goldman 2012; Salomon 2006).
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3.2. B-spline ile Bézier Eğrileri Arasındaki İlişkiler

3.2.1. Bernstein baz fonksiyonları ve Bézier eğrileri

Bu bölümde, B-spline eğri aileleri ile yakın ilişkisi olan Bernstein baz fonksiyonları yar-

dımıyla Bézier eğrilerinin tanımı verilecektir ve Bézier eğrileri ile B-spline arasındaki

ilişkiler de çalışılacaktır. Bunlara ek olarak, Bernstein baz polinomlarının Wolfram Mat-

hematica paket programı yardımıyla grafikleri çizdirilmiştir.

Tanım 3.28. n, k ∈ N0 ve t ∈ [0, 1] olmak üzere, Bernstein baz fonksiyonları

Bn
k (t) =

(
n

k

)
tk (1− t)n−k (3.7)

şeklinde tanımlanır (Goldman 2002; Farouki 2012; Salomon 2006; Simsek 2016).

Tanım 3.29. t ∈ [0, 1] olsun. P0, P1, P2,. . . ,Pn kontrol noktaları ile belirlenen n. derece-

den Bézier eğrisi

Be (t) =
n∑
k=0

PkB
n
k (t) (3.8)

şeklinde tanımlanır (Goldman 2002; Farouki 2012; Salomon 2006; Simsek 2016).

(3.7) denklemi yardımıyla, Bernstein baz fonksiyonlarının birkaç değeri aşağıdaki Çi-

zelge 3.5 ile verilir:

Çizelge 3.5. Bn
k (t) için bazı değerler

k\n 0 1 2 3 4 5

0 1 1− t (1− t)2 (1− t)3 (1− t)4 (1− t)5

1 0 t 2t (1− t) 3t (1− t)2 4t (1− t)3 5t (1− t)4

2 0 0 t2 3t2 (1− t) 6t2 (1− t)2 10t2 (1− t)3

3 0 0 0 t3 4t3 (1− t) 10t3 (1− t)2

4 0 0 0 0 t4 5t4 (1− t)

5 0 0 0 0 0 t5
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Mathematica Uygulaması 8. (3.7) bağıntısı yardımıyla, Bernstein baz fonksiyonlarını

hesaplayan ve k = 1, 2, 3, 4 durumlarında, t parametresi için rastgele seçilmiş bir özel

aralıkta grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağıdaki gibidir:

1 Bernstein[n_,k_,t_ ]:=Binomial[n,k](t^k)(1−t)^(n−k); BernsteinPolyPlot1=Plot[Evaluate[

Simplify[Table[Bernstein[n,1,t],{n ,1,5}]]],{ t , 0,1},PlotLegends −>{ToString[

ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}^{1}\\left(t\\right)]" ,TeXForm],TraditionalForm],

ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}^{2}\\left(t\\right)]",TeXForm],TraditionalForm

],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}^{3}\\left(t\\right)]",TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}^{4}\\left(t\\right)]",TeXForm

],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{1}^{5}\\left(t\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm]}]

2 Export["Berstein1.png", BernsteinPolyPlot1]

3 BernsteinPolyPlot2=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,2,t],{n ,2,5}]]],{ t , 0,1},

PlotLegends −>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}^{2}\\left(t\\right)]" ,TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}^{3}\\left(t\\right)]",TeXForm

],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}^{4}\\left(t\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{2}^{5}\\left(t\\right)]"

,TeXForm],TraditionalForm]}]

4 Export["Berstein2.png", BernsteinPolyPlot2]

5 BernsteinPolyPlot3=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,3,t],{n ,3,5}]]],{ t , 0,1},

PlotLegends −>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}^{3}\\left(t\\right)]" ,TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}^{4}\\left(t\\right)]",TeXForm

],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{3}^{5}\\left(t\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm]}]

6 Export["Berstein3.png", BernsteinPolyPlot3]

7 BernsteinPolyPlot4=Plot[Evaluate[Simplify[Table[Bernstein[n,4,t],{n ,4,5}]]],{ t , 0,1},

PlotLegends −>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}^{4}\\left(t\\right)]" ,TeXForm],

TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{B}_{4}^{5}\\left(t\\right)]",TeXForm

],TraditionalForm]}]

8 Export["Berstein4.png", BernsteinPolyPlot4]

Mathematica uygulaması 8 yardımıyla, k = 1, 2, 3, 4 için, Bernstein baz fonksiyonla-

rının t ∈ [0, 1] aralığındaki grafiklerinin çizimleri Şekil 3.16 ile verilir:
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(a) n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ve t ∈ [0, 1] için Bn
1 (t)

polinomlarının grafiği

(b) n ∈ {2, 3, 4, 5} ve t ∈ [0, 1] için Bn
2 (t)

polinomlarının grafiği

(c) n ∈ {3, 4, 5} ve t ∈ [0, 1] için Bn
3 (t) poli-

nomlarının grafiği

(d) n ∈ {4, 5} ve t ∈ [0, 1] için Bn
4 (t) poli-

nomlarının grafiği

Şekil 3.16. n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ve t ∈ [0, 1] için Bn
k (t) polinomlarının grafiği

Şimdi (3.8) bağıntısı yardımıyla, birkaç Bézier eğrisinin tanımlarını ve şekillerini ve-

relim:

t ∈ [0, 1] olsun. P0 ve P1 iki kontrol noktası verildiğinde, bu kontrol noktalarına bağlı

lineer (doğrusal) Bézier eğrisi

Be (t) = (1− t)P0 + tP1 (3.9)

şeklinde tanımlanır (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).

(3.9) bağıntısı yardımıyla, lineer Bézier eğrisi Şekil 3.17 ile verilir:

Şekil 3.17. Lineer Bézier eğrisi (Salomon 2006; Simsek 2016; Wikipedia,a)
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t ∈ [0, 1] olsun. P0, P1ve P3 üç kontrol noktası verildiğinde, bu kontrol noktalarına

bağlı kuadratik Bézier eğrisi (2D)

Be (t) = (1− t)2 P0 + 2t (1− t)P1 + t2P2 (3.10)

şeklinde tanımlanır (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).

(3.10) bağıntısı yardımıyla, kuadratik Bézier eğrisi Şekil 3.18 ile verilir:

Şekil 3.18. Kuadratik Bézier eğrisi (Salomon 2006; Simsek 2016; Wikipedia,a)

t ∈ [0, 1] olsun. P0, P1, P2 ve P4 dört kontrol noktası verildiğinde, bu kontrol nokta-

larına bağlı kübik Bézier eğrisi (3D)

Be (t) = (1− t)3 P0 + 3t (1− t)2 P1 + 3t2 (1− t)P2 + t3P3 (3.11)

şeklinde tanımlanır (Goldman 2009; Farouki 2012; Simsek 2016; Wikipedia,a).

(3.11) bağıntısı yardımıyla, kübik Bézier eğrisi Şekil 3.19 ile verilir:
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Şekil 3.19. Kübik Bézier eğrisi (Salomon 2006; Simsek 2016)

Bézier eğrileri, B-spline eğrilerine göre aşağıdaki dezavantajlara sahiptir.

Bézier eğrisinin derecesi kontrol noktalarının sayısına bağlıdır. Ancak Bézier eğrileri

bu dezavantajlara sahip olmasına rağmen pek çok farklı kullanım alanlarına da sahiptir.

Diğer yandan, B-spline eğrileri Bézier eğrilerinde de olduğu gibi kontrol noktaları ile

tanımlanır. Bu kontrol noktalarına ek olarak, düğümler aracılığıyla B-spline eğrisi belir-

lenir.

B-spline eğrileri düzgün ve düzgün olmayan eğriler olarak farklı sınıflara ayrılır. Düz-

gün olmayan B-spline eğrileri aynı zamanda NURBS olarak adlandırılır (Salomon 2006).

3.3. Üstel Spline

Burada, kardinal spline eğri ailelerinin daha genel sınıfı olan üstel spline ailesinin ta-

nımları ve bazı temel özellikleri Schoenberg 1946, Schoenberg 1987, Schoenberg 1988

kaynaklarından yararlanılarak incelenecektir.

t 6= 0, t 6= 1 olmak üzere, t ∈ R ya da t ∈ C olacak şekilde bir sabit olsun. O halde,

f (x) = tx

üstel fonksiyonu

f (x+ 1) = tf (x)

fonksiyonel denklemini sağlar. Bu durumda, “Bu fonksiyonel denklemi sağlayan =n kü-

mesinin elemanları nelerdir?” sorusu aklımıza gelir (Schoenberg 1987). Bu sorunun ce-
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vabı aşağıdaki gibi verilir:

Önteorem 3.30.

S (x+ 1) = tS (x) (3.12)

fonksiyonel denklemini sağlayan =n kümesinin S (x) en genel hali, c0 sabit olmak üzere,

S (x) = c0

∞∑
j=−∞

tjNn+1(x− j)

dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

İspat Nn+1 = N olmak üzere,

S (x) =
∞∑

j=−∞

cjN(x− j)

gösterimini kullanırsak, tS (x) =
∞∑

j=−∞
tcjN(x− j) iken,

S (x+ 1) =
∞∑

j=−∞

cjN(x+ 1− j) =
∞∑

j=−∞

cj+1N(x− j)

olarak bulunur. Buradan (3.12) bağıntısı göz önüne alınırsa,

cj+1 = tcj

elde edilir. Sonuç olarak, tüm j’ler için,

cj = c0t
j

olur ve buradan istenilen sonuç elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoen-

berg 1988). �

Tanım 3.31. t 6= 0 ve t 6= 1 olmak üzere, t parametresine bağlı n. dereceden bir üstel

spline,

Φn (x; t) =
∞∑

j=−∞

tjNn+1(x− j) (3.13)

şeklinde ile tanımlanır. Burada, Nn(x) ∈ =n−1 ve Φn (x; t) ∈ =n dır (Schoenberg 1946;

Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).
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Önteorem 3.32. (3.13) bağıntısında verilen üstel spline

Φn(x+ 1; t) = tΦn(x; t) (3.14)

sağlar ve 0 < x < 1 aralığındaki polinom

Φn(x; t) =
1

n!

(
1− t−1

)n
xn + (n’den küçük dereceli terimler) (3.15)

şeklindedir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.4. Üstel Euler Polinom ve Spline Eğri Aileleri

3.4.1. Üstel Euler polinomları

Tanım 3.33. Hn(x, u) = xn+ (n’den küçük dereceli terimler) olacak şekilde bir monik

polinom, u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, u parametresine bağlı n. dereceden üstel Euler

polinomu,

Hn(x;u) = n!
(
1− u−1

)−n
Φn(x;u), 0 ≤ x ≤ 1 (3.16)

şeklinde tanımlanır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

(3.16) bağıntısı, x ∈ [0, 1] olmak üzere,

Φn(x;u) =
(1− u−1)n

n!
Hn(x;u) (3.17)

şeklinde de yazılır.

Binom katsayıları yardımıyla, üstel Euler polinomlarının katsayıları aşağıdaki Teorem

3.34 ile verilir:

Teorem 3.34.

Hn(x;u) = xn +

(
n

1

)
H1 (u)xn−1 +

(
n

2

)
H2 (u)xn−2 + . . .+Hn (u) (3.18)

dir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; 1988).

Yukarıda verilen teoremde, Hn(x;u) Appell tipli bir polinom ailesidir ve

H ′n(x;u) = nHn−1(x;u)
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özelliğini sağlar ve Hn(x;u) Frobenius-Euler polinomları olarak da bilinir. Hn (u) katsa-

yıları ise, (2.19) bağıntısında tanımlanan Frobenius-Euler sayılarıdır. Yani,

u− 1

u− ez
=
∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoen-

berg 1988; Simsek, 2013a). Ayrıca, (3.18) bağıntısı yardımıyla, (2.18) bağıntısında verilen

Hn(x;u) Frobenius-Euler polinomlarının üstel üreteç fonksiyonu elde edilir. Yani,

u− 1

u− ez
ezx =

∞∑
n=0

Hn(x;u)
zn

n!

şeklinde tanımlanır (Carlitz 1959; Carlitz 1969; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988;

Simsek, 2013a).

Ayrıca, Hn (u) ile gösterilen Frobenius-Euler sayıları,

Hn (u) =
An(u)

(u− 1)n
(3.19)

biçiminde de yazılır ve böylece (2.19) bağıntısı kullanılarak

u− 1

u− ez
=
∞∑
n=0

An(u)

(u− 1)n
zn

n!

elde edilir (Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Teorem 3.35. An(u) katsayıları tam sayı olan (n− 1) . dereceden u’nun bir polinomudur

ve Nn+1(x), B-spline arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir:

An(u) = n!
n−1∑
j=0

Nn+1(j + 1)uj (3.20)

(Schoenberg 1946; Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

(2.14) bağıntısında verilen Eulerian sayıları ile B-spline arasındaki ilişki aşağıdaki

gibi verilir:

E (n, k) = n!Nn+1 (k)

(He 2012).

Ayrıca, An(u) polinomu aşağıdaki şekilde de tanımlanır:

An(u)

(1− u)n+1 =
∞∑
v=0

(v + 1)nuv (3.21)
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(Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Bunlara ek olarak, An(u) polinomlarının λn sıfır-

ları basit ve negatiftir ve bunları aşağıdaki gibi yazabiliriz:

λn−1 < λn−2 < . . . < λ2 < λ1 < 0,

ve böylece

λnλn−1 = λ2λn−1 = . . . = 1

dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

3.4.2. Üstel spline ailelerinin inşası

(2.19) bağıntısı kullanılarak,

u− 1 = (u− ez)
∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!

elde edilir. Buradan,

u− 1 = u
∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!
− ez

∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!

bulunur. O halde yukarıdaki bağıntıda Cauchy çarpımı yapılırsa,

u− 1 = u
∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!
−
∞∑
n=0

n∑
j=0

(
n

j

)
Hj (u)

zn

n!

olarak bulunur. Yukarıdaki denklemde zn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa, n ≥ 1

için,

uHn (u) = 1 +

(
n

1

)
H1 (u) + . . .+Hn (u) (3.22)

elde edilir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

(3.22) bağıntısında özel olarak u = 2 alınırsa,

Hn (2) = 1 +

(
n

1

)
H1 (2) + . . .+

(
n

n− 1

)
Hn−1 (2) (3.23)

bulunur. Ayrıca (3.23) bağıntısı kullanılarak, Hn (2) polinomları için aşağıdaki Çizelge

3.6 elde edilir:

Çizelge 3.6. Hn(2) için bazı değerler

n 0 1 2 3 4 5 6 7

Hn (2) 1 1 3 13 75 541 4683 47293
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Çizelge 3.6 ve (2.28) bağıntısı yardımıyla, Fubini sayıları veHn (2) sayıları arasındaki

aşağıdaki gibi verilir:

Hn (2) = wg (n) .

Çizelge 3.6 ve (3.18) bağıntısı yardımıyla, H7(x; 2) polinomları aşağıdaki gibi yazı-

labilir:

H7(x; 2) = x7 + 7x6 + 63x5 + 455x4 + 2625x3 + 11361x2 + 32781x+ 47293.

Diğer yandan, (2.18) bağıntısını kullanarak,

(1− u) ezx = ez
∞∑
n=0

Hn(x;u)
zn

n!
− u

∞∑
n=0

Hn(x;u)
zn

n!

elde edilir. Buradan,
∞∑
n=0

(1− u)xn
zn

n!
=
∞∑
n=0

(
n∑
j=0

(
n

j

)
Hn−j(x;u)− uHn(x;u)

)
zn

n!

olarak bulunur. Yukarıdaki denklemde zn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa,

(1− u)xn =
n∑
j=0

(
n

j

)
Hn−j(x;u)− uHn(x;u) (3.24)

elde edilir. Bu da Hn(x;u) polinomlarını hesaplamak için bir başka formüldür.

3.4.3. =∗n sınıfında üstel Euler polinomlar ailesi

Bu alt bölümde, =∗n sınıfındaki üstel Euler spline ailelerinin tanımını ve özelliklerini Sc-

hoenberg 1987, Schoenberg 1988 kaynaklarından yararlanılarak verilecektir.

Tanım 3.36. =∗n sınıfında üstel spline,

Φ∗n(x;u) = uΦn(x+
1

2
;u) (3.25)

şeklinde tanımlanır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Orta nokta üstel Euler polinomların tanımı aşağıdaki gibi verilir:

Tanım 3.37. Orta nokta üstel Euler polinomları

sn (x;u) = Hn

(
x+

1

2
;u

)
(3.26)

şeklinde tanımlanır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).
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Bir başka ifadeyle, (3.1) bağıntısında x yerine x+ 1
2

yazılırsa, sn (x;u) polinomları

u− 1

u− ez
e(x+

1
2)z =

∞∑
n=0

sn (x;u)
zn

n!
(3.27)

üstel üreteç fonksiyonu ile tanımlanır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Buradan, (3.27) bağıntısı kullanılarak,

sn (x;u) = xn +

(
n

1

)
b1(u)xn−1 + · · ·+ bn(u)

elde edilir. Ayrıca, (3.27) bağıntısında x = 0 yazılırsa ve yukarıdaki bağıntı göz önüne

alınırsa,
u− 1

u− ez
e

z
2 =

∞∑
n=0

bn(u)
zn

n!
(3.28)

bulunur. Buradan (3.28) bağıntısı yardımıyla aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.38. Katsayıları tamsayı ve derecesi n olan monik ρn(u) polinomları,

u− 1

u− ez
e

z
2 =

∞∑
n=0

ρn(u)

2n(u− 1)n
zn

n!

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır. Burada,

ρn(u) = 2n(u− 1)nbn(u)

dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Yukarıda verilen üreteç fonksiyonu yardımıyla, Nn+1 (x) B-spline ailesi ile ρn(u) po-

linomları arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir:

ρn(u) = 2nn!
n∑
j=0

Nn+1(j +
1

2
)uj.

Buradan, ρn(u) polinomu açık halde aşağıdaki gibi yazılır:

ρn(u)

(1− u)n+1
=
∞∑
v=0

(2v + 1)n un.

(Schoenberg 1987; Schoenberg 1988). Ayrıca, ρ0(u) = 1 olmak üzere, ρn(u) polinomu,

ρn+1(u) = (1 + (2n+ 1)u) ρn(u) + 2u (1− u) ρ′n(u) (3.29)
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rekürans bağıntısını sağlar. Bunlara ek olarak, ρn(u)’nin sıfırları basit ve negatiftir ve

bunları aşağıdaki gibi yazabiliriz:

µn < µn−1 < . . . < µ2 < µ1 < 0,

ve böylece

µnµ1 = µn−1µ2 = . . . = 1

dir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Şimdi de (3.29) bağıntısında verilen rekürans bağıntısını kullanarak, Schoenberg (1987)

tarafından ρn(u) polinomlarının birkaç değerini aşağıdaki gibi verilir:

ρ0(u) = 1,

ρ1(u) = u+ 1,

ρ2(u) = u2 + 6u+ 1,

ρ3(u) = u3 + 23u2 + 23u+ 1,

ρ4(u) = u4 + 76u3 + 230u2 + 76u+ 1,

ρ5(u) = u5 + 237u4 + 1682u3 + 1682u2 + 237u+ 1.

3.4.4. Üstel Euler spline eğri aileleri

Burada, üstel Euler spline ve orta nokta üstel Euler spline eğri ailelerinin tanımları Scho-

enberg 1987, Schoenberg 1988 kaynaklarından yararlanılarak incelenecektir.

(3.17) denklemi yardımıyla, Φn(0;u) 6= 0 olmak üzere, u parametresine bağlı n. de-

receden üstel Euler spline aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Sn(x;u) =
Φn(x;u)

Φn(0;u)
. (3.30)

Burada Sn(x;u) ∈ =n ve v ∈ Z için Sn(v;u) = uv dir (Schoenberg 1987; Schoenberg

1988).

(3.17) denklemi yardımıyla, u parametresine bağlı n. dereceden üstel orta nokta Euler

spline aşağıdaki şekilde tanımlanır:

S∗n(x;u) =
Φn(x+ 1

2
;u)

Φn(1
2
;u)

.

Burada S∗n(x;u) ∈ =∗n ve j ∈ Z için S∗n(j;u) = uj dir (Schoenberg 1987; Schoenberg

1988).

58



MATERYAL VE METOT D. GÜN

3.5. Bernoulli Monospline ve Kardinal Monospline

Bu bölümde, Bernoulli monospline’ları tanımlamak için Bernoulli polinomları ve Berno-

ulli fonksiyonlarının iyi bilinen bazı özelliklerini verelim.

Bernoulli fonksiyonu aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Bn(x) = Bn(x− [x]).

(2.2) denkleminde verilen Bernoulli polinomlarının tanımı kullanılırsa aşağıdaki so-

nuç elde edilir:

Bn(x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
(x− [x])j Bn−j. (3.31)

Ayrıca,

Bn(x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
Bn−j

j∑
m=0

(−1)j−m [x]j−m xm (3.32)

olarak bulunur.

Bn(x) = Bn(x)

olduğundan, 0 ≤ x < 1 olmak üzere,

Bn(x+ 1) = Bn(x),

Bn(x), periyodu 1 olan periyodik bir fonksiyondur (Apostol 1976; Simsek 2010; Milo-

vanović ve Simsek 2020).

Aşağıda iyi bilinen, periyodik fonksiyon ve tam değer fonksiyonun özellikleri kulla-

nılarak, Bernoulli fonksiyonunun Fourier açılımı kolaylıkla bulunur. Yani,

{x} = x− [x]

olmak üzere, 0 ≤ {x} < 1 bağıntısı kullanılarak,

{x} =
1

2
− 1

π

∞∑
k=1

sin (2πkx)

k

elde edilir. Buradan

[x] = x− 1

2
+

1

π

∞∑
k=1

sin (2πkx)

k
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bulunur. Buradan, Bernoulli polinomlarının Fourier serisi,

Bp(x) = −p! (2πi)−p
∞∑

m=−∞
m 6=0

e2πimx

mp

elde edilir (Apostol 1976; Simsek 2010; Milovanović ve Simsek 2020).

O halde, Bernoulli monospline aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Tanım 3.39. yn (x) ∈ =n−1 olmak üzere, Bernoulli fonksiyonu yardımıyla Bernoulli mo-

nospline,

yn (x) = Bn (x)− xn ∈ =n−1 (3.33)

şeklinde tanımlanır (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988).

Yukarıdaki tanımdan görüleceği gibi yn (x) Bernoulli monospline ailelerinden olu-

şan küme (n − 1). dereceden kardinal spline ailesinin bir alt kümesidir. yn (x) ∈ =n−1
olduğundan, =n−1 her elemanı için Bernoulli fonksiyonlarının Fourier serileriyle ilişkisi

vardır. Bernoulli monospline yardımıyla başta Kardinal spline eğri ailesi, Bezier eğrileri

ve diğer diğer spline eğri aileleri arasındaki ilişkiler incelenebilir. Bernoulli monospline

ailesinin Fourier serileri ve Fourier dönüşümleri incelenip bunların diğer alanlarına uygu-

lamaları da araştırılabilir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Eulerian Sayılarını İçeren Formüller ve Bağıntılar

Bu bölümde, Kardinal spline eğrileri ve B-spline eğrileri inşasında önemli bir rol oynayan

Eulerian sayılarını içeren bazı formüller ve bağıntılar verilecektir. Bu sonuçlar yüksek

mertebeden negatif kuvvetli Bernoulli sayılarını, yüksek mertebeden Bernoulli sayılarını,

Catalan sayılarını ve ikinci tür Stirling sayılarını içermektedir.

Teorem 4.40. n ∈ N olmak üzere,

B(−n)
n =

(
2n
n

)−1
n!

2n−1∑
j=0

j∑
v=0

(−1)v
(
j

n

)(
2n+ 1

v

)
(j + 1− v)2n

dir (Gun ve Simsek 2020a).

İspat (2.25) bağıntısı (2.15) bağıntısıyla birleştirilirse,(
k + n

n

)
B

(−n)
k =

1

n!

k+n−1∑
j=0

(
j

k

)
E(k + n, j)

olarak bulunur. Yukarıdaki bu bağıntı ile (2.15) bağıntısı birleştirilirse aşağıdaki denklem

elde edilir:

B
(−n)
k =

(
k+n
n

)−1
n!

k+n−1∑
j=0

j∑
v=0

(−1)v
(
j

k

)(
k + n+ 1

v

)
(j + 1− v)n+k . (4.1)

Buradan (4.1) denkleminde k = n alınırsa,

B(−n)
n =

(
2n
n

)−1
n!

2n−1∑
j=0

j∑
v=0

(−1)v
(
j

n

)(
2n+ 1

v

)
(j + 1− v)2n

elde edilir. Buradan da verilen teoremin ispatı tamamlanmış olur (Gun ve Simsek 2020a).

�

(2.38), (2.23) ve (2.27) bağıntıları kullanılarak, negatif kuvvetli Bernoulli sayıları,

ikinci tür Stirling sayıları ve Catalan sayıları arasındaki ilişki aşağıdaki şekilde verilir.

n ∈ N olmak üzere, Gun ve Simsek (2020a) tarafından aşağıdaki bağıntı verilmiştir:

S2 (2n, n) = (n+ 1)CnB
(−n)
n . (4.2)

Bu bağıntı yardımıyla Catalan sayıları, negatif Bernoulli sayıları ve Eulerian sayıları ara-

sındaki aşağıdaki formüller ispatlanacaktır.
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Teorem 4.41. n ∈ N olmak üzere,

B(−n)
n =

1

(n+ 1)!Cn

2n−1∑
j=0

(
j

n

)
E (2n, j) (4.3)

dir (Gun ve Simsek 2020a).

İspat (2.25) ve (4.2) bağıntıları kullanılarak,

(n+ 1)CnB
(−n)
n =

1

n!

2n−1∑
j=0

(
j

n

)
E (2n, j)

elde edilir. Yukarıdaki denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa verilen teoremin ispatı

tamamlanmış olur (Gun ve Simsek 2020a). �

(4.2) ve (2.25) bağıntıları kullanılarak, negatif kuvvetli Bernoulli sayıları ve Eulerian

sayıları arasındaki ilişki aşağıdaki Önerme 4.42 ile verilir:

Önerme 4.42. n ∈ N olmak üzere,

k∑
j=0

j−1∑
d=0

(
k

j

)(
d

j − n

)
E(j, d)B

(n)
k−j = 0

dir (Gun ve Simsek 2020a).

Teorem 4.43. n ∈ N olmak üzere,

B(−n)
n =

1

(n+ 1)!
((

2n+1
n+1

)
− 2
(

2n
n+1

)) 2n−1∑
j=0

(
j

n

)
E (2n, j)

dir (Gun ve Simsek 2020a).

İspat (4.3) bağıntısı,

Cn =

(
2n+ 1

n+ 1

)
− 2

(
2n

n+ 1

)
yukarıdaki iyi bilinen Catalan sayıları için hesaplama formülü ile birleştirilirse,

B(−n)
n =

1

(n+ 1)!
((

2n+1
n+1

)
− 2
(

2n
n+1

)) 2n−1∑
j=0

(
j

n

)
E (2n, j)

elde edilir. Buradan da verilen teoremin ispatı tamamlanmış olur (Gun ve Simsek 2020a).

�

62



BULGULAR VE TARTIŞMA D. GÜN

4.2. Spline Eğri Ailelerini İçeren Formüller ve Bağıntılar

4.2.1. Kardinal tipli spline ailelerini içeren formüller ve bağıntılar

Burada Frobenius-Euler polinomları, Apostol-Bernoulli polinomları, Apostol-Euler poli-

nomları, Apostol-Genocchi polinomları, üstel tipli Euler polinomları, Kardinal tipli spline

ve B-spline ailelerini içeren formüller ve bağıntılar verilecektir.

Orta nokta üstel Euler polinomları ile Frobenius-Euler polinomları arasındaki ilişki

aşağıdaki Teorem 4.44 ile verilir:

Teorem 4.44. n ∈ N0 olmak üzere,

sn(x;u) =
n∑
j=0

(
n

j

) j∑
k=0

(
j

k

)
xk2k−jHn−j (u) (4.4)

elde edilir.

İspat (3.27) bağıntısında verilen aşağıdaki üreteç fonksiyonu

u− 1

u− ez
e(x+

1
2)z =

∞∑
n=0

sn (x;u)
zn

n!

ve (2.19) bağıntısı yardımıyla,

∞∑
n=0

sn (x;u)
zn

n!
=
∞∑
n=0

Hn (u)
zn

n!

∞∑
n=0

(
x+

1

2

)n
zn

n!

elde edilir. Buradan yukarıdaki denklemin sağ tarafında Cauchy çarpımı uygulanırsa,

∞∑
n=0

sn (x;u)
zn

n!
=
∞∑
n=0

n∑
j=0

(
n

j

)
Hn−j (u)

(
x+

1

2

)j
zn

n!

elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∞∑
n=0

sn (x;u)
zn

n!
=
∞∑
n=0

n∑
j=0

(
n

j

)
Hn−j (u)

j∑
k=0

(
j

k

)
xk2k−j

zn

n!

bulunur. Bu son denklemin her iki tarafında zn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa, iste-

nilen sonuç elde edilir. �

(4.4) bağıntısında x = 0 alınırsa ve (3.28) ve (3.26) denklemi kullanılırsa, aşağıdaki

teorem elde edilir:
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Teorem 4.45. n ∈ N0 olmak üzere,

bn(u) = Hn

(
1

2
;u

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)
2j−nHj (u)

dir.

Teorem 4.46. n ∈ N olmak üzere,

Bn
(
x+

1

2
;

1

u

)
=

nu

1− u
sn−1(x;u) (4.5)

dir.

İspat (3.27) bağıntısında verilen sn(x;u) polinomlarının üreteç fonksiyonu kullanılarak,

−u
ez − u

e(x+
1
2)z +

1

ez − u
e(x+

1
2)z =

∞∑
n=0

sn(x;u)
zn

n!

bulunur. Buradan, gerekli düzenlemeler yapılırsa,

− z
1
u
ez − 1

e(x+
1
2)z +

z

u
(
1
u
ez − 1

)e(x+ 1
2)z = z

∞∑
n=0

sn(x;u)
zn

n!

elde edilir. (2.41) bağıntısı kullanılarak,

−
∞∑
n=0

Bn(x+
1

2
;

1

u
)
zn

n!
+

1

u

∞∑
n=0

Bn(x+
1

2
;

1

u
)
zn

n!
=
∞∑
n=0

nsn−1(x;u)
zn

n!

olarak bulunur. Yukarıdaki denklemde zn

n!
ifadesinin katsayıları karşılaştırılırsa, orta nokta

üstel Euler polinomları ile Apostol-Bernoulli polinomları arasındaki ilişki elde edilir. �

Mathematica Uygulaması 9. (2.43) ve (2.44) denklemlerinde m = 1 alınarak, (4.5) ba-

ğıntısı ile verilen sn(x;u) polinomlarını hesaplayan ve x parametresi için rastgele seçilmiş

bir özel aralıkta, u = −1
2

ve u = 5 durumları için grafiğini çizen Mathematica uygulaması

aşağıdaki gibidir:

1 B1[n_,\[Lambda]_]:=n*Sum[j!((−\[Lambda])^j/(\[Lambda]−1)^(j+1))StirlingS2[n−1,j],{j ,0,n−1}];

B2[x_,n_,\[Lambda]_]:=Sum[Binomial[n,j]x^(n−j)B1[j,\[Lambda]],{j,0,n}]; S[n_,u_]:=(1/(u*n)

)(B2[x+1/2,n,1/u]−u B2[x+1/2,n,1/u]) ; MidSplinePlot1 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[S[x,

n, −1/2], {n, 1, 5}]]], {x, −1/2, 1/2}, PlotLegends −> {StringJoin["\[GothicS]", ToString[

ToExpression["{HoldForm}[_{1} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\ right ) ] " ,TeXForm],

TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{2} \\left

(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[

64



BULGULAR VE TARTIŞMA D. GÜN

ToExpression["{HoldForm}[_{3} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm],

TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{4} \\left

(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[

ToExpression["{HoldForm}[_{5} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm],

TraditionalForm]]}]

2 Export["mid1.png", MidSplinePlot1]

3 MidSplinePlot2 =Plot[Evaluate[Simplify [Table[S[x, n, 5], {n, 1, 5}]]], {x, −1/2, 1/2},

PlotLegends −> {StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{1} \\left(x

; 5\\right)]" , TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[

ToExpression["{HoldForm}[_{2} \\left(x; 5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]],

StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{3} \\left(x; 5\\right)]",

TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]", ToString[ToExpression["{

HoldForm}[_{4} \\left(x; 5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[GothicS]",

ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{5} \\left(x; 5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm

]]}]

4 Export["mid2.png", MidSplinePlot2]

Mathematica uygulaması 9 yardımıyla, sn(x;−1
2
) ve sn(x; 5) polinomlarının x ∈[

−1
2
, 1
2

]
aralığındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 4.20 ve Şekil 4.21 ile verilir:

Şekil 4.20. n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈
[
−1

2
, 1
2

]
için sn(x;−1

2
) polinomlarının grafiği
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Şekil 4.21. n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈
[
−1

2
, 1
2

]
için sn(x; 5) polinomlarının grafiği

(2.54) ve (3.16) bağıntıları yardımıyla aşağıdaki tanım verilir:

Tanım 4.47. Gn(x; −1
u

) = xn+ (n’den küçük dereceli terimler) olacak şekilde bir monik

polinom, u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, u parametresine bağlı n. dereceden üstel spline

yardımıyla Apostol-Genocchi polinomu,

Gn+1

(
x;
−1

u

)
=

2 (n+ 1)!un+1

(u− 1)n+1 Φn(x;u), 0 ≤ x ≤ 1 (4.6)

şeklinde tanımlanır.

(4.6) bağıntısında u = −1 alınırsa, aşağıdaki bağıntı elde edilir:

Φn(x;−1) =
2n

(n+ 1)!
Gn (x) .

(3.17), (3.30) ve (4.6) denklemleri kullanılarak, üstel Apostol-Genocchi spline aşağı-

daki gibi tanımlanır:

Tanım 4.48. u 6= 0, u 6= 1 ve Gn+1

(−1
u

)
6= 0 olmak üzere, u parametresine bağlı n.

dereceden üstel Apostol-Genocchi spline,

gn (x;u) =
Gn+1

(
x; −1

u

)
Gn+1

(−1
u

) (4.7)

şeklinde tanımlanır.

Benzer şekilde, (3.17) ve (3.30) bağıntılar kullanılarak, üstel Apostol-Bernoulli spline

ve üstel Apostol-Euler spline eğri aileleri de tanımlanabilir.
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(3.13) ve (4.6) bağıntıları kullanılarak, Apostol-Genocchi polinomları ile B-spline eğri

ailesi arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir:

Tanım 4.49. u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, B-spline eğri ailesi yardımıyla Apostol-

Genocchi polinomları

Gn+1

(
x;
−1

u

)
=

2 (n+ 1)!

(u− 1)n+1

∞∑
j=−∞

un+1+jNn+1 (x− j)

şeklinde tanımlanır.

(2.54), (3.19) ve (3.20) bağıntıları kullanılarak, Apostol-Genocchi sayıları ile B-spline

arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 4.50. u 6= 0, u 6= 1 ve n ∈ N olmak üzere,

Gn+1

(
−1

u

)
=

2 (n+ 1)!

(u− 1)n+1

n−1∑
j=0

Nn+1 (j + 1)uj+1. (4.8)

(3.3) ve (4.8) bağıntıları kullanılarak, Apostol-Genocchi sayıları için aşağıdaki bağıntı

elde edilir:

Teorem 4.51. u 6= 0, u 6= 1 ve n ∈ N olmak üzere,

Gn+1

(
−1

u

)
=

2 (n+ 1)!

(u− 1)n+1

n−1∑
j=0

uj+1

n!

n+1∑
v=0

(−1)v
(
n+ 1

v

)
(j + 1− v)n+ .

(2.55) bağıntısı yardımıyla, Apostol-Euler polinomları ve Apostol-Bernoulli polinom-

ları aşağıdaki gibi verilir:

Tanım 4.52. En(x; −1
u

) = xn+ (n’den küçük dereceli terimler) olacak şekilde bir monik

polinom, u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, u parametresine bağlı n. dereceden üstel spline

yardımıyla Apostol-Euler polinomu,

En
(
x;
−1

u

)
=

2n!un+1

(u− 1)n+1Φn(x;u), 0 ≤ x ≤ 1 (4.9)

şeklinde tanımlanır.

Özel olarak, (4.9) bağıntısında u = −1 alınırsa,

Φn(x;−1) =
2n

n!
En (x) (4.10)
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elde edilir. Buradan, yukarıdaki bağıntı yardımıyla,

Φn(x;−1) =
2n

n!

n∑
j=0

(
n

j

)
xjEn−j

elde edilir (Schoenberg 1987; Schoenberg 1988; He 2012).

Mathematica Uygulaması 10. (2.49) denkleminde m = 1 alınarak, (4.9) ve (4.10) ba-

ğıntıları ile verilen Φn(x;u) polinomlarının x parametresi için rastgele seçilmiş bir özel

aralıkta, u = −1
2

ve u = 1 durumları için grafiğini çizen Mathematica uygulaması aşağı-

daki gibidir:

1 E1[x_,n_,u_]:=2*Sum[Binomial[n,k]x^(n−k)j!((−u)^j/(u+1)^(j+1))StirlingS2[k, j ],{ k,0,n },{ j ,0,k ];

\[ CapitalPhi] [x_,u_]:=E1[x,n,−1/u ]((u−1)^(n+1))/(2*n!*u^(n+1));MonoSplinePlot1 = Plot[

Evaluate[Simplify [Table[\[CapitalPhi] [x, −1/2], {n, 0, 5}]]], {x, 0, 1}, PlotLegends −>

{StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{1} \\left(x; −\\

frac{1}{2}\\ right ) ] " ,TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",

ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{2} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm],

TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[

_{3} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[

FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{4} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ]

" ,TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression

["{HoldForm}[_{5} \\left(x; −\\frac{1}{2}\\right ) ] " ,TeXForm], TraditionalForm]]}]

2 Export["mono1.png", MonoSplinePlot1]

3 MonoSplinePlot2 = Plot[Evaluate[Simplify [Table[\[CapitalPhi] [x, −1], {n, 0, 5}]]], {x, 0,

1}, PlotLegends −> {StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm

}[_{1} \\left(x; −1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",

ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{2} \\left(x; −1\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[

_{3} \\left(x; −1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]",

ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{4} \\left(x; −1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm

]], StringJoin["\[FormalCapitalPhi]", ToString[ToExpression["{HoldForm}[_{5} \\left(x; −1\\

right)]", TeXForm], TraditionalForm]]}]

4 Export["mono2.png", MonoSplinePlot2]

Mathematica uygulaması 10 yardımıyla, Φn(x;−1
2
) ve Φn(x;−1) polinomlarının

x ∈ [0, 1] ve aralığındaki grafiklerinin çizimleri sırasıyla Şekil 4.22 ve Şekil 4.23 ile

verilir:
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Şekil 4.22. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [0, 1] için Φn(x;−1
2
) polinomlarının grafiği

Şekil 4.23. n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ve x ∈ [0, 1] için Φn(x;−1) polinomlarının grafiği

(3.13) ve (4.9) bağıntıları yardımıyla, Apostol-Euler polinomları ile B-spline eğri

ailesi arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir:

Tanım 4.53. u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, B-spline eğri ailesi yardımıyla Apostol-Euler

polinomları

En
(
x;
−1

u

)
=

2n!

(u− 1)n+1

∞∑
j=−∞

un+1+jNn+1 (x− j)

şeklinde tanımlanır.

(2.55), (3.19) ve (3.20) bağıntıları kullanılarak, Apostol-Euler sayıları ile B-spline

arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilir:
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Teorem 4.54. u 6= 0, u 6= 1 ve n ∈ N olmak üzere,

En
(
−1

u

)
=

2n!

(u− 1)n+1

n−1∑
j=0

Nn+1 (j + 1)uj+1.

Tanım 4.55. Bn(x; −1
u

) = xn+ (n’den küçük dereceli terimler) olacak şekilde bir monik

polinom, u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, u parametresine bağlı n. dereceden üstel spline

yardımıyla Apostol-Bernoulli polinomu,

Bn+1

(
x;

1

u

)
= −(n+ 1)!un+1

(u− 1)n+1 Φn(x;u), 0 ≤ x ≤ 1 (4.11)

şeklinde tanımlanır.

(3.13) ve (4.11) bağıntıları yardımıyla, Apostol-Bernoulli polinomları ile B-spline eğri

ailesi arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir:

Tanım 4.56. u 6= 0 ve u 6= 1 olmak üzere, B-spline eğri ailesi yardımıyla Apostol-

Bernoulli polinomları

Bn+1

(
x;

1

u

)
= − (n+ 1)!

(u− 1)n+1

∞∑
j=−∞

un+1+jNn+1 (x− j)

şeklinde tanımlanır.

(2.55), (3.19) ve (3.20) bağıntıları kullanılarak, Apostol-Bernoulli sayıları ile B-spline

arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilir:

Teorem 4.57. u 6= 0, u 6= 1 ve n ∈ N olmak üzere,

Bn
(

1

u

)
=
− (n+ 1)!

(u− 1)n+1

n−1∑
j=0

Nn+1 (j + 1)uj+1

elde edilir.

4.2.2. Bernoulli monospline eğri ailelerini içeren bağıntılar ve formüller

Burada, Bernoulli fonksiyonu yardımıyla inşa edilen Bernoulli monospline eğri ailelerini

içeren formüller verilecektir.

(3.31) ve (3.33) bağıntıları yardımıyla,

yn (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
(x− [x])j Bn−j − xn
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bulunur. Buradan

yn (x) =

(
n

n

)
(x− [x])n − xn +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
(x− [x])j Bn−j

elde edilir. Yukarıdaki bağıntıda gerekli düzenlemeler yapılırsa,

yn (x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k [x]n−k xk +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
(x− [x])j Bn−j − xn

bulunur. Sonuç olarak, aşağıdaki teoreme ulaşılır:

Teorem 4.58. n ∈ N olmak üzere,

yn (x) =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k [x]n−k xk +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
(x− [x])j Bn−j

elde edilir.
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5. SONUÇLAR

Bu tez çalışmasında B-Spline eğrileri ile Eulerian tipli polinomlar arasındaki ilişkiler in-

celenmiş ve bunların uygulamaları verilmiştir. B-spline eğrilerinin ilişkili olduğu, kardi-

nal spline, üstel spline, üstel Euler spline, Bernoulli monospline ve Bézier eğri aileleri

gibi bazı özel eğrinin tanımları verilmiştir ve temel özellikleri incelenmiştir. Spline eğri

aileleri ile ilişkili olan Bernoulli tipli sayı ve polinom, Euler tipli sayı ve polinom, Ge-

nocchi tipli sayı ve polinom aileleri gibi bazı özel sayı ve polinom ailelerinin üreteç fonk-

siyonları verilmiştir. Bu özel sayı ve polinomlar ailesi ile kardinal tipli spline eğri aileleri

de tanımlanmış ve bunların Wolfram Mathematica paket programı yardımıyla grafikleri

çizilmiştir. Ayrıca, Bernoulli sayıları ve Bernoulli monospline arasındaki ilişkiler de ve-

rilmiştir. Bunlara ek olarak, Eulerian tipli sayı ve polinomlar, ikinci tür Stirling sayıları,

yüksek mertebeden Bernoulli sayıları, Catalan sayıları gibi iyi bilinen bazı özel sayı ve

polinomlar ailelerini içeren formüller, bağıntılar ve özdeşlikler elde edilmiştir.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçların bazıları aşağıda özetlenmiştir:

Negatif kuvvetli Bernoulli sayıları, Catalan sayıları ve Eulerian sayılarını içeren ba-

ğıntı Teorem 4.41 teoremiyle ifade edilmiştir.

Apostol-Bernoulli polinomları, Apostol-Euler polinomları ve Apostol-Genocchi poli-

nomları ile B-spline eğri aileleri arasındaki ilişkiler, sırasıyla Tanım 4.49, Tanım 4.53 ve

Tanım 4.56 tanımlarında verilmiştir. Ayrıca, bu tez çalışmasında Tanım 4.49 yardımıyla

Teorem 4.50 ve Teorem 4.51 teoremleri elde edilmiştir. Bunlara ek olarak, Tanım 4.53 ve

Tanım 4.56 tanımları kullanılarak da sırasıyla Teorem 4.54 ve Teorem 4.57 elde edilmiştir.
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