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ONSOZ

Esitsizlikler, matematik tarihi boyunca bircok matematik¢i icin 6nemli bir ilgi alan1 ol-
mustur. Bu esitsizliklerin ispatlari, birbirleri ile olan iligkileri ve degisik versiyonlari, ¢cag-
das matematigin bircok dalinda 6nemli rol oynamaktadir. Cauchy esitsizligi, Chebyshev
esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Holder esitsizligi, Genel Ortalamalar esitsizligi, Gron-
wall esitsizligi, Hardy esitsizligi, Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi, Hilbert esitsizligi
gibi linlii esitsizlikler bunlardan bazilaridir. Konveks fonksiyonlarin sagladigi Jensen esit-
sizligi ve buna baglh olarak Hermite-Hadamard esitsizligi bu tezin asil konusunu olugtur-
maktadir.

Bu tez calismasi esas olarak ii¢ ana boliimden olugmaktadir.

Ik boliimde, konveks fonksiyon kavrami ve buna bagli olarak Jensen esitsizligi tani-
tilmistir. Ayrica, bu esitsizligin ¢esitli kanitlarindan ve uygulamalarindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, Jensen esitsizliginin 6nemli bir sonucu olan Hermite-Hadamard esit-
sizliginden bahsedilmistir. Bunun yaninda, bu esitsizlikle ilgili ¢esitli teoremler, kanitlar
ve uygulamalar verilmistir.

Son boliimde, Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni bir ispat1 verilmis ve Hermite-
Hadamard ve Holder esitsizliklerinin birlesiminden olusan yeni bir esitsizlik elde edil-
mistir. Ayrica, tiirevi konveks olan fonksiyonlarin integralleri ile ilgili ¢esitli esitsizlikler
elde edilmistir.

Bu tez caligmasi siiresince, bana siirekli yol gosteren, bilgisini ve degerli zamanini
benimle paylagan danismanim Sayin Prof. Dr. ilham ALIYEV e siikranlarimi sunarim.

Son olarak, beni maddi ve manevi olarak daima destekleyen, yiireklendiren ve bana
yol gosteren hocam Hayrullah AGBAY’a, dostum Ersin YILMAZ’a ve kiymetli aileme

minnetlerimi sunar, tesekkiirii bir bor¢ bilirim.
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GIRIS M. E. TAMAR

1. GIRIS

Cagdas matematigin hemen hemen tiim dallarinda ve uygulamalarinda ¢esitli esitsiz-
likler 6nemli rol oynamaktadir. Bu esitsizliklerin bazilar1 6zel esitsizliklerdir. Ornegin,
Isinz| < |z|, e® > 1+ x, ™ > 7° gibi esitsizlikler 6zel esitsizliklerdir. Baz1 esitsizlikler
ise genel esitsizlikler olup matematiksel nesnelerin bir sinifina (fonksiyonlar sinifi, diziler
sinifi, doniisiimler sinifi vs.) hitap ederler. Ozellikle, son iki yiiz yilda esitsizlikler konusu
bircok iinlii matematik¢inin ilgi alaninda olmustur. Unlii esitsizliklerden bazilarini hatirla-
talim: Cauchy esitsizligi, Chebyshev esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Holder esitsizligi,
Genel Ortalamalar esitsizligi, Gronwall esitsizligi, Hardy esitsizligi, Hardy-Littlewood-
Sobolev esitsizligi, Hilbert esitsizligi, Jensen esitsizligi, vd.

Esitsizlikler iizerine ¢ok sayida makaleler ve kitaplar yazilmigtir. Bu kitaplardan ba-
zilart sunlardir: Hardy vd. (1934); Beckenbach ve Bellman (1961); Mitrinovi¢ (1970);
Mitrinovié vd. (1993).

Klasik genel esitsizliklerin en iinliilerinden biri Jensen esitsizligidir. Jensen esitsizli-
ginin ¢ok sayida versiyonlar1 vardir. Bunlar i¢inde en klasik olan1 asagidakidir:

f fonksiyonu bir (a, b) araliginda konveks (digbiikey) olsun. Yani, siirekli olup her z,

y € (a,b)igin

f(x;ry) < f(ff);rf(y)

esitsizligini saglasin. O halde, her z1, xs,..., ,, € (a,b) ve a3 + as + - - - + v, = 1 olan

her pozitif vy, ag,..., o, i¢in
flowwy + -+ anay) < arf (o) + -+ anf (75)

esitsizligi saglanir.
Jensen esitsizligi ile sik1 baglantili olan (ve 6ziinde, Jensen esitsizliginin bir sonucu
olan) asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi de iinlii esitsizliklerden biridir:

f, [a, b]’de konveks olsun. O halde,

() < /bf(@dxg f(a)+ 1 ()

esitsizligi saglanir.
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Bu tez ¢alismasinin esas konusu konveks fonksiyonlarin sagladigi Jensen ve Hermite-
Hadamard esitsizlikleri izerinedir. Calisma, Giris ve Kaynaklar disinda ii¢ esas boliimden
ibarettir. Kaynak Taramasi baslig1 altinda Jensen esitsizligi ile ilgili bir derleme yapilmig-
tir. Burada, Jensen esitsizliginin ¢esitli kanitlar1 ve uygulamalari verilmistir. Bu kanitlarin
tek bir kaynakta toplanmasinin bu alana ilgi duyan matematikcilere kolaylik saglayaca-
gin1 diisiinmekteyiz. Tez calismasinin diger esas konusu da Hermite-Hadamard (H-H)
esitsizligidir. Bu esitsizlik, onun ¢esitli versiyonlar1 ve genellemeleri ile ilgili ¢ok sayida
makale bulunmaktadir. Konu i¢in 6nemli oldugunu diisiindiigiimiiz baz1 makalelere atifta
bulunarak, H-H esitsizligi ile ilgili bilgileri Materyal ve Metod baslig1 altindaki boliimde
topladik. Calismanin Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise H-H esitsizliginin, Riemann
integral toplamlarina dayanan yeni bir ispatin1 verdik ve bundan baska, H-H esitsizligi
ile Holder esitsizliinin bir birlesiminden ortaya cikan bir esitsizlik elde ettik. Yine bu
boliimde, tiirevi konveks olan fonksiyonlarin integralleri ile ilgili ¢esitli esitsizlikler elde
ettik. Elde ettigimiz bu esitsizliklerin yeni oldugu diisiincesindeyiz.

Bu tez calismasinin, konveks fonksiyonlar teorisinde ve esitsizlikler konusunda ¢ali-

san matematikgiler i¢in faydali bir ek kaynak olacagini diisiinmekteyiz.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Konveks (Digbiikey) Fonksiyonlar, Jensen Esitsizligi ve Cesitli Uygulamalari

Bu boliimde, tek degiskenli konveks (digbiikey) fonksiyon kavrami tanitilarak, bu
fonksiyonlarin sagladig: klasik ve ¢cok onemli bir esitsizligin kanitlar1 verilecektir. Jen-
sen esitsizligi olarak bilinen bu esitsizlik, konveks analizde, optimizasyon teorisinde ve
matematigin farkli dallarinda cesitli uygulamalara sahiptir. Bundan bagka, bu esitsizlik
yardimiyla ilging¢ olimpiyat problemleri olusturulabilir. Jensen esitsizligi ile ilgili ¢esitli
bilgiler, 6rnegin, Hardy vd. (1934); Beckenbach ve Bellman (1961); Mitrinovi¢ (1970);
Mitrinovié¢ vd. (1993); Kazarinoff (2003); Steele (2004); Niculescu ve Persson (2018);
kaynaklarinda bulunabilir.

Bu boliimde verilen teorem ve ispatlarin hicbiri bize ait olmayip yukarida verilmis
kitap ve makalelerin yaninda baska kaynaklarda bulunabilir. Fakat bu bilgilerin tiimiiniin
bir kaynakta bulunmasi miimkiin olmadigindan bu bilgiler bir araya getirilerek konveks

analiz alaninda ¢alisanlar icin faydali bir ek kaynak olusturulmusgtur.

Tanmm 2.1. ¢ : (a,b) — R fonksiyonu siirekli olup, her x, y € (a,b), x # y icin,

¢ (55Y) <3le@+ e @

esitsizligini saglarsa, (a,b) araliginda konveks olarak adlandirilir.

Not 2.2. Yukaridaki esitsizlik, geometrik olarak Sekil 2.1°de bulunan egri altindaki tarali

alanmin dik yamugun alanindan kiiciik oldugunu ifade eder.

Not 2.3. Bu tez calismasinda “kesin konveks” fonksiyonlarla ilgilenilmektedir. Yani, (2.1)
esitsizliginin, x # vy icin esitlige doniismedigi, baska bir ifadeyle, egrinin hicbir alt ara-

likta dogru parcasina doniismedigi varsayimaktadir.

Not 2.4. Konveks fonksiyonlarla ilgili literatiiriin biiyiik cogunlugunda konveks fonksiyo-
nun tamm §dyle verilmektedir: Her x,y € (a,b), (x #vy), ve a + f = 1 olan her a,
B > 0igin ¢ (ax + By) < ap (z) + B (y) olursa, ¢ : (a,b) — R konveks fonksiyon
olarak adlandirilir. Bu tez calismasinda bu tanim yerine Tanim 2.1 tercih edilmektedir. Bu

iki tanmimun denk oldugu asagida goriilecektir.
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Sekil 2.1. Konveks Fonksiyon I

Lemma 2.5. ¢, (a,b) araliginda konveks olsun. Yani, her x, y € (a,b), x # y icin,

o (T5Y) < 5@+ e

esitsizligi saglansin ve o siirekli olsun. O halde, o + 8 = 1 olan her «, 3 > 0 i¢in

p (ax + By) < ap (x) + Be (y) (2.2)
saglanir (esitlik durumu, yalniz x = y igin saglanir).

Kamt Oncelikle,hern =2F, k € Nvea <2 < 29 < --- < 21 < T, < bicin

o (T <o) kg ) 3

oldugunu gosterelim. Ornegin, n = 22 = 4 icin gosterelim.

<£L‘1+332+£L‘3—|—$4) (&2”—%—132&)

() ()

(¢ (z1) + @ (22) + ¢ (23) + @ (74))

|
AS)

1
2
1
1Y
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olur. Tiimevarimla, her n = 2% i¢cin

o (B < e 4o an)
gosterilebilir. Simdi de n # 2F olan n’ler igin gosterelim. Bunun i¢in Cauchy’nin “geriye
tiimevarim” metodunu kullanilacaktir:

Herhangi bir 7 i¢in (2.3) esitsizliginin saglandigimi varsayarak, (n — 1) icin kanitla-

yalim (n olarak 2’nin herhangi bir kuvveti alinabilir).

T+, I1+"'+$n71+%
2 =¥
n—1 n

23) 1 X1+ "+ Ty
<—(@@ﬂ+~-+¢@wﬂ+¢(l 1))
n n—1

olur. Buradan, gerekli diizenlemeler yapilarak

($1+"'+$n—1

1
) <L) (o)
elde edilir. Dolayisiyla, (2.3) esitsizligi her n > 2 i¢in dogrudur. Simdi, herhangi bir

rasyonel o € (0,1) sayisim alalm: o = £,1 <k <nvex, y € (a,b) i¢in

plar+(1-a)y) = @(Eﬂw(l—ﬁ)y)

n n

_ SD(kv”“r(n—k)y) :¢<(x+~~+fv)+(y+~~+y))

< B+ (") et —ap(@) + -0 ),

ve sonug olarak, her rasyonel a € (0, 1) i¢in

plar+(1—a)y) <ap(z)+(1—a)p(y)

olur (burada esitlik durumu yalmz x = y i¢in saglanir). Simdi de « € (0, 1) herhangi bir

irrasyonel say1 olsun. klim oy = « olacak sekilde oy, € (0, 1), k = 1, 2,..., rasyonel say1
— 00

dizisini alalim. Her £ € N i¢in,

@ (apr + (1 —ar)y) < app (w) + (1 —ag) ¢ (y) (2.4)

esitsizligi saglanacaktir. (2.4) esitsizliginde, £ — oo i¢in limite gecilir ve ¢ nin siirekliligi
kullanilirsa,

plar+(1-a)y) <ap(z)+(1—-a)p(y) (2.5)

esitsizligi elde edilir. Sonuncu esitsizlikte, esitlik durumu yalniz x = y i¢in gecerlidir. [
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Not 2.6. (1 — «) = [ dersek, (2.5) esitsizligi

¢ (ax + By) < ap (x) + e (y)
olarak yazilabilir. Burada, o, B > 0 ve o + 3 = 1'dir.

Teorem 2.7. (Jensen Esitsizligi Versiyon I) ¢ : (a,b) — R siirekli ve her z, y € (a,b),

x # yigin

T+y 1
@ <5 (@) +¢(y)
2 2
esitsizligi saglansin. O halde, oy + oy + - - - + o, = 1 olan her oy, s, ..., a, > 0 ve her

Ty, T ,..., T € (a,b) icin
plaary + -+ apzn) < arp (v1) + -+ + anp (T0) (2.6)
esitsizligi saglanr.

Kanit 1. yol: Lemma 2.5’e gore, « + # = 1 olan her v, 5 > 0 ve her z, y € (a, b) i¢in

¢ (ax + By) < ap () + Be (y)

esitsizligi saglanir. Bundan yararlanarak (2.6)’y1 tiimevarimla kanitlayalim. Bunun i¢in
(2.6) esitsizliginin bir n i¢in dogrulugunu kabul edip (n + 1) i¢in kanitlayalim (n = 2 icin
(2.6)’nin dogrulugu Lemma 2.5’te kanitlanmaigti).

B1s Baseeos Brs Bryr > 00lup By + By + - - -+ B, + B, = 1 olsun. Her x4, xs,...,

Tny1 € (a,b)icin

o (Bt + Bu@ont) < P (1) + - 4 Brya @ (Tng)

oldugunu gostermek istiyoruz.

@ (Brxy + Boa + -+ + Br1Tns1) 2.7)
= ¥ (61351 +(1—5) (1 f2ﬁl$2 Tt ffrﬁllfnﬂ))
(Lemma 2.5)
< Bye(r)+(1—08y)e (1€261$2+' -t 1ﬂj+ﬁllwn+1) .
Simdi, burada
52 ﬁn-{-l 252+"'+6n+1:1_ﬁ1:
T T T A e
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oldugunu kullanirsak, tiimevarim varsayimina gore

62 Bn-i—l BQ Bn—H
W(l_ﬁlfz‘f‘"'"i‘l_—ﬁll'nﬂ) < 1_6190(x2)+"'+1_—5190<xn+1)

olur. Bunu (2.7)’de dikkate alirsak,

® (51131 +eeet ﬁn+1xn+1) < B (1) + -+ B (Tnsa)

elde edilir ve tiimevarim adimi tamamlanarak, (2.6) esitsizligi her n icin kanitlanmig olur.
U
Lemma 2.5’in ispat teknigi kullanilarak (2.6) esitsizligi s0yle de kanitlanabilir:

2. yol: Lemma 2.5’in ispatinda, her n € N ve her x1, xs,..., z, € (a,b) igin

T+ -+, 1
o (B < L) (o) 8)

n n
esitsizligi kanitlanmisti. oy + as + - - - + «, = 1 olan herhangi rasyonel oy, as,...,
a,, € (0,1) sayilarin alalim. Ortak paydaya getirilerek, oy = % g = % oy = %’”‘

yazilabilir (burada k1, ko,..., k, ve m tam sayilar olup k1, ko,..., k, < m saglanir). Simdi

(2.8)’de k; tane tq, ko tane t,..., k, tane t,, (1, to, ..., t, € (a, b)) alarak, sunlar yazilabilir:

@ (Oéltl + Oéztg + ...+ Oéntn>

1 1 1 1 1 1
m m m

(- . J . J
-~~~ ~~ -~

ki tane ks tane ki tane
< % (k1o (t1) + ka2 (t2) + .o + knip (80))
= a1 (t1) + a2p (t2) + ... + anp (t,) -
Yani, a; + @ + - - - + a,, = 1 olan her rasyonel ay, as,..., a,, € (0,1) ve her ty, to,...,

tn € (a,b) igin
plaats + -+ anty) <arp(t) + -+ anp (tn) (2.9)

esitsizligi saglanir. oy + s + - - - + @, = 1 olan irrasyonel oy, ao,..., a, € (0,1) i¢in
de irrasyonel sayilara rasyonellerle yaklagilarak ve ¢’nin siirekliligi kullanilarak, (2.9)
esitsizligi elde edilir. Boylece, (2.9) esitsizligi, oy + s + - - - + v, = 1 esitligini saglayan

her reel ay, as,..., o, € (0,1) ve her ty, ta,..., t,, € (a,b) i¢in gegerlidir. O

Asagidaki teorem, tiirevlenen fonksiyonlar sinifinda konvekslik icin bir yeterli kosul

vermektedir.
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Teorem 2.8. (Jensen Esitsizligi Versiyon II) f, (a, b) araliginda tiirevlenen ve tiirev fonk-

siyonu artan ise, f kesin konvekstir. Dolayistyla, Jensen esitsizligi saglanir.

Kamt 1. yol: f tiirevlenen oldugu i¢in siireklidir. Ayrica, her x, y € (a,b), © # y i¢in

F(55) <5 @ s

esitsizliginin saglandiginmi gosterirsek Tanim 2.1°e gore f’nin konveks oldugu sonucu ¢i-

kar. Ornegin, x < y olsun. Sekil 2.2 igin, Lagrange ortalama deger formiiliine gére

F(55Y) - rw=reo (- = ro (57

Lﬂw—f(mgy):fWM(y—x;y):f%m(y;w)

elde edilir. f” artan oldugundan f (§) < f’ () olur. Ayrica, 5% > 0 oldugundan

H(55Y) - rw<rm-r (55

\

ve buradan da

bulunur. ]
Bir diger kanit soyledir:

2. yol: f’ artanise & + § = 1 olan her o, 5 > 0 ve her u, v € (a,b), u # v igin

flou+ po) <af (u) + Bf (v)

oldugunu gosterelim. u, v € (a,b) ve u < v olsun. Sekil 2.3 i¢in Lagrange ortalama deger

formiiliine gore 0 < o < 1 ve t = aw + (1 — ) v olmak iizere

f@) = fuw)=f(c)(t—u) (2.10)
f)=f)=f(d)(v—1) (2.11)

olacak sekilde ¢ € (u,t) ve d € (t,v) vardir. Ayrica,
t—u=(cu+(l—a)v)—u=(a—Nu+(1l—-a)v=_1—-a)(v—u) (2.12)

8
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ve
v—t=v—(au+(l—a)v)=—au+av=a(v—u) (2.13)
olur.
f" artan oldugundan f’ (¢) < f’ (d) saglanir. (2.10) esitsizligini « ile ve (2.11) esitsiz-
ligini de (1 — «) ile garparak, f’ (c¢) < f’ (d) esitsizligini de dikkate alarak

a(ft)—f(u) < (I=a)(f)-f{) =

f) < af(w+1-a)f)
flaut+ (1 =a)v) < af(u)+(1-a)f(v)

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik yalmiz u = v i¢in esitlige doniisiir. U
T+
a X 2 y b
R R K 5 R e

e 1

Sekil 2.2. (a, b) araligindaki noktalar I

Ly

+ g

(1 — o

«.

o
I = ou U

e

Sekil 2.3. (a, b) araligindaki noktalar 1T

Sonug 2.9. Hert € (a,b) icin f" (t) > 0 ise f konvekstir. Ciinkii, her t € (a,b) icin

1" (t) > O ise f’ fonksiyonu kesin artandur.

Asagidaki teoremde, farkli bir kanit yontemi kullanilarak f” (£) > 0 olmast duru-

munda f fonksiyonunun Jensen esitsizligini sagladig1 gosterilmektedir.
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Teorem 2.10. (Jensen Esitsizligi Versiyon III) f, (a, b) araliginda ikinci mertebeden tii-
revlenen olup hert € (a,b) icin f" (t) > 0 olsun. Bu durumda, oy + s + - - -+ o, = 1

olan her ay, a,..., ay, € (0,1) ve her 1, o,..., x, € (a,b) igin
flonwy + -+ apwn) <onf (x1) +- -+ o f (20)

esitsizligi saglanmir ve egitsizligin esitlige doniismesi icin gerek ve yeter kosul xr1 = 1o =

- = x, olmasidr.

Kanit
f (Z ak%) < Zakf €]
k=1 k=1
oldugunu gostermeliyiz.
= Z agzy, diyelim. T € (a, b) oldugu agiktir. Taylor formiiliine gore, her k = 1,

. k=1
2,...,ni¢in

Sl

1
fae) = | (@) + 1" (@) (2 = 2) + 5" (&) (2 — 2)° (2.14)
saglanacak sekilde &, sayis1 vardir (burada, £, sayis1 z ile Z arasinda bir sayidir). (2.14)

esitligini oy, ile carparak k£ = 1, 2,..., n i¢in toplar ve Z ay = 1 oldugunu dikkate alirsak,

k=1
(Z ozkxk> — T = 0 olacagindan

k=1
> o () = £ (7) +0+ - > onf” (&) =3 2.15)
elde edilir. Buradan,
1 n
5 > anf" (&) (@y —7)* > 0
k=1

olduguna gore

Z@kf ri) > f(Z) (Z%m)

esitsizligi elde edilir ki, bu da Jensen esitsizliginden bagka bir sey degildir. Esitsizligin
esitlige doniismesi i¢in gerek ve yeter kosul, her k icin xy, = z, yani, x1 = x5 = - - - = x,

olmasidir. ]

Not 2.4’te konveksligin iki taniminin denk oldugu sdylenmisti. Lemma 2.5te (a, b)

araliginda siirekli olup her z, y € (a,b), (z # y) igin

o (TH) < 560@ e

10
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esitsizligini saglayan fonksiyonun, o + 3 = 1, («, § € (0,1)) olmak iizere her x, y €
(a,b), (x # y) i¢in
p (ax + Py) < ap () + Bp (y) (2.16)

esitsizligini de sagladig1 kanitlanmigti.

Simdide o+ =1, (o, B € (0,1)) olmak iizere her z, y € (a,b), (z # y) i¢in (2.16)
esitsizligini saglayan ¢ : (a,b) — R fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunu
gosterdikten sonra Not 2.4°te soylenen iddianin dogrulugu kanitlanmis olacaktir.

Kamt f, (a,b) araliginda konveks olsun. Herhangi = € (a,b) alalm ve f’nin bu xy’da
siirekli oldugunu gérelim. Oncelikle, Sekil 2.4’te goriildiigii gibi a < zo < x < b olmak
lizere

b—=x T — T
_ o

b

T

_b—ﬂfo b—IO

yazilabilir. f konveks ve
b—x x—m

b— Zo b— o =1
oldugundan
h— —
@) < g f o)+ 3=t ) =
h— —
- < (jom 1) Fe+ T )

elde edilir. Buradan, + — :1:5r olmak tizere iist ve alt limitler alinirsa

lim_(f (z) = f (20)) <0

+

lim (f (z) = f(z)) <0

+
II?—)II)O

(2.17)

olur. Simdi de Sekil 2.5’te goriildiigii gibi a < < xy < b olsun.

b— xo To— T

b—xx b—xb

o =

yazabiliriz.

Yine, f konveks ve
b—x9g x0—1

b—x b—=x

oldugundan, Jensen esitsizligine gore

=1

b— xo To—

fla) £ T=2f @)+ () =

b— xg To— T

Pl -@) < (5=2-1) rw+ P21

11
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olur ki, buradan da x — =z, Ust ve alt limitler alinirsa

lim_(f (wo) — f (2)) <0

T (2.18)
lim (f (zo) — f(z)) <0
T—=T)
elde edilir. (2.17) ve (2.18)’den
lim f (z) = f (o)
T—T0
olur. Yani, f, xq’da stireklidir. O
* X X -
a I \ b
Sekil 2.4. (a, b) araligindaki noktalar IIT
* X X -
a X Ip b

Sekil 2.5. (a, b) araligindaki noktalar IV

2.1.1. Jensen esitsizliginin birka¢ 6nemli uygulamasi

1. f(z)= In(z), (0 < & < oo) konkavdir (¢iinkii tiirevi olan 1 fonksiyonu kesin

azalandir). O halde, Jensen esitsizliginden, oy + a5 + - - - + , = 1 olan her pozitif

aq, Qa,..., ay, € (0, 1) ve her pozitif =1, zs,..., z, i¢gin

In(agzy+- -+ ape,) > aglnzy+---+a,Inx,

= Inz{"+---+Inzi" =1In (z" - - 25™)

12
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olur. Buradan,

Q1T + Qoo + - - - + apT, > xﬁ“xgﬁ R (2.19)

elde edilir ki bu da genellesmis Aritmetik-Geometrik Ortalama (AGO) esitsizligi
olarak bilinir. Ozel halde, o; = ay = - - - = «,, olursa, a; + g + - - -+, = 1
kosulundan dolayrav; = as = - - - =, = % olur ve

Ty +To+ -+ Ty
n

> (219 -+ an)" (2.20)

seklindeki klasik (ve ¢ok iinlii) AGO esitsizligi elde edilir. (2.19) ve (2.20) esitsiz-
likleri yalmz z; = 29 = - - - = x,, i¢in esitlik olur. n = 2 i¢in, (2.19) esitsizligi, o,

B >0, a-+ [ = 1olmak iizere her x, y > 0 i¢in
ar + By > 1%y’
seklini alir.  yerine T ve y yerine y% yazarsak
1 1
azs + fy? > ay

elde edilir. Simdi de o = %, 8= % dersek % + é = 1 olmak iizere

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, literatiiriinde Young esitsizligi olarak bilinir. Iyi

n 11
Z’bk’q 7(_+_:1)
p— P q

Holder esitsizliginin kanitlanmasinda temel rol oynar ve Holder esitsizligi de ana-

bilindigi iizere Young esitsizligi tinlii

R (imr”)

k=1 k=1

S =

lizde Minkowski esitsizligi (iiggen esitsizligi) olarak bilinen asagidaki iinlii esitsiz-

ligin ispatinda vazgec¢ilmez rol oynar:
. 1 1 . 1
(Z|ak+bk|p> < (Z\ak|”> + (Z|bk|p> (1<p<oo). (221)
k=1 k=1 k=1

1
. 1
u = (U1, Ug,..., uy) olmak iizere, u'nun normu |[ulf|, = (Z |uk]p) ’ seklinde
k=1

tanimlanirsa (2.21) esitsizligi daha kompakt bir sekilde
la+bll, < llall, + o[l , (1 < p < o0)

13
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biciminde yazilabilir. Boylece, Minkowski esitsizligi gibi ¢cok temel bir esitsizlik,
Jensen esitsizliginin 6zel bir durumu olan (2.19) esitsizliginden (AGO’dan) bir so-

nug olarak elde edilebilir.
2. Asagidaki fonksiyonlar, yanlarinda bulunan araliklarda konvek fonksiyonlardir ve
bu araliklarda Jensen esitsizligi yazilabilir:
a) f(z)=e%, (—oo < x < 0); b) f(x) =2?", (00 < z < 00);
¢) f(z) =2, (0 <z <o0); d) f(r)=—sinxz, (0 <z < 7)),
e) f(r) = —cosx, =5 <x < 7 f) f(z) =2"", (0 <z < 00);
g) f(r) = —In(sinzx), (0 <z <) vs.
3. Simdi de Jensen esitsizliginden bir bagka iinlii esitsizligin nasil elde edildigini gos-
terelim.

a > 1 herhangi bir reel say1 olmak iizere, f(t) = t% (0 <t < oo) fonksiyonu
konvekstir. O halde, Jensen esitsizligine gore, oy + as + - - - + «,, = 1 olan her oy,

Qa,..., o, > 0 ve her ty, to,..., t, > 0i¢in

f (Z aktk> <> af () = <Z aktk> <>ty
k=1 k=1 k=1 k=1

olur. Simdi burada, 0 < p < ¢ olmak iizere, a = z% ve t;’ler yerine de t/, k = 1,

2,..., n, yazilirsa

n D n
<Z Oz;ﬂfi) < Z aktz <~
k=1 k=1
1 1
n P n q
(Z akzi) < (Z aktg> (2.22)
k=1 k=1

esitsizligi elde edilir.

1
n P
Sabit tutulmus oy, o,..., @, Ve tq, ta,..., t, igin, A(p) = (Z akti) fonksiyonu
k=1
tanimlanirsa, (2.22) esitsizligi, A(p) fonksiyonunun azalmayan oldugunu sdyler:

Her 0 < p < ¢ < oo igin A(p) < A(g) olur.

Not 2.11. p < q icin (2.22)’de esitlik durumunun yalmiz t, = to = - - - = t,, saglandig

gosterilebilir.

14
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Not 2.12. (2.22) esitsizliginin, —oo < p < q < oo kosulunu saglayan her p, q icin de

gecerli oldugu gosterilebilir. Burada, A(0) = lir% A(p) = t7* t52---t% olarak tanumlanir.
p—

Not 2.13. (2.22) esitsizligine Genel Ortalama (Agirlikli Ortalama) esitsizligi de denir. Iyi

bilinen aritmetik, geometrik, harmonik ve karesel ortalamalar

Ap: (Z aktz)
k=1

Genel Ortalamasmnn ozel halleridir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Jensen Esitsizliginin Onemli Bir Sonucu: Hermite-Hadamard Esitsizligi

Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi, bir [a, b] araliginda konveks olan f fonksiyonunun
b

ortalama degerini, yani ﬁ [ f(z)dz sayismi, fonksiyonun a, b ve aib

5 noktalarindaki

a
degerlerinin yardimiyla alttan ve iistten tahmin etmekle ilgilidir. S6z konusu esitsizligin

matematiksel ifadesi soyledir: f, [a, b] araliginda konveks ise

f(a+€><b1ajf@Mx<i&LtﬂQ (3.1)

2 2

esitsizligi saglanir. Burada, esitlik durumu yalniz dogrusal fonksiyonlar i¢in gerceklesir.

Bu esitsizlikle ilgili tarihsel bilgiler, cesitli genellemeler ve esitsizligin uygulama-
lar ile ilgili gelismeler Nikulescu ve Persson (2018) kitabinda ve Nikulescu ve Persson
(2003/2004) makalesinde ayrintili olarak verilmistir.

Bu esitsizlik ve onun cesitli benzerleri, genellemeleri, versiyonlari ve uygulamalari ile
ilgili ¢ok sayida bilimsel makale yazilmistir. Onlardan bazilar1 Azpeitia (1994); Agarval
ve Dragomir (1996); Gill vd. (1997); Dragomir ve Wang (1997, 1998); Dragomir ve Agar-
val (1998); Dragomir ve Fitzpatrick (1999); Dragomir ve Pearce (2000); Dragomir(2002);
Niculescu ve Persson (2003/2004); Bakula ve Pecari¢ (2004); Florea ve Niculescu (2007);
Ion (2007); Kirmaci vd. (2007); Bakula vd. (2008); Amrahov (2010); Dahmani (2010);
El Farissi (2010); Ozdemir vd. (2010); Set vd. (2010) makaleleridir.

(3.1) esitsizliginin sag ve sol taraflarina, Hermite ve Hadamard’in bag harflerini kul-

lanarak, Sag H-H ve Sol H-H diyelim:

b
b
bia/ﬂ@mgiﬁéyll@@HH) (3.2)
. b
a—+

Sag H-H esitsizligine bazi kaynaklarda Hadamard esitsizligi de denmektedir.
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Sag H-H ve Sol H-H esitsizliklerinin bize gore en kisa ispat1 Niculescu ve Persson
(2003/2004) makalesinde verilmistir. Bu ispat, Sekil 3.6’daki gibi bir konveks fonksiyo-

nun geometrik yorumuna dayanmaktadir:

v

(!}: L J‘

Sekil 3.6. Konveks Fonksiyon II

Her x € («, ) i¢in grafiin (z, f (x)) noktasi, («, f («)) ve (5, f (8)) noktalarini

birlestiren dogru pargasinin altinda kalmaktadir. Bunu matematiksel olarak yazarsak

f(B) = f(a)
g —a
esitsizligi elde edilir. Bundan yararlanarak Sol H-H ve Sag H-H esitsizlikleri kolayca

kanitlanir (bakiniz Niculescu ve Persson 2003/2004):

f () — [ (a)
b—a

f(x) < fla)+ (z —a) (3.4)

f(x) < fla)+

(x—a), (a<z<Db)

17
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esitsizliginin her iki tarafinin integrali alinirsa

/f(x)d:z: < fla)(b—a)+ bb_a /bx_a

a

— f@b-a)+ ;%@—a)
— (b—a) M
ve buradan
— /f(:p)dx < M (Sag H-H)
elde edilir.

Simdi de Sol H-H esitsizligini (3.4)’ten elde edelim. Bunun i¢in her «, 8 € [a, b] igin

B4)tex = O‘TJFB yazilirsa basit hesaplamalarla,

iﬁﬂ%iﬁﬁzf(ﬁgﬁ) (3.5

elde edilir. O halde,

bigjf@ﬂw 7f

(integrallerde sirasiyla z = L (a+b—t(b—a)) ve z = % (a+b+t(b—a)) seklinde

\@

degisken degistiriliyor)

_/1% [f (a+b—2t(b—a))+f(a+b+2t(b—a)>}dt2_“

(burada da (3.5) esitsizligi kullaniliyor)

1

.Zo/f(a;—b>dt_f<a;tb>

bulunur.

Yani,
b

bia/f(x)dx2f<a—2i_b> (Sol H-H)

a

olur.
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Ikinci tiirevi parcali siirekli olan konveks fonksiyonlar smifinda (3.1) esitsizliginden
daha 1iyi olan bir esitsizlik saglanir (bakiniz Niculescu ve Persson 2003/2004).

supf” (x) = M ve [inbf]f” (x) = m denirse
[(l,b] @

b—a)’ b b— a)’
! 24a) Sbia/ﬂx)dw—f(a; >§M( 24a) (3:6)
veE b
b—a)’ b b—a)?
ol 12@) §f<a);f<)—bia/f(a:)da:§M( 1260 3.7)

saglanir. Bu esitsizlikler, aslinda (3.2) ve (3.3)’iin sonucudur:

veE
2

92(33):M7—f(%‘)

fonksiyonlarini tamimlayalim. Her = € [a, b] i¢in ¢{ (x) > 0 ve g4 (z) > 0 oldugundan ¢,
ve g, konveks fonksiyonlardir. O halde bunlar i¢in (3.1) esitsizligi saglanacaktir. g; ve go
icin (3.1) esitsizlikleri yazilip basit diizenlemeler yapilirsa (3.6) ve (3.7) elde edilir.

(3.6) ve (3.7) esitsizlikleri, f tizerine konvekslik disinda ek kosullar konuldugunda
(3.1)’den daha iyi kosullar elde edilebilecegini gostermektedir: Ikinci tiirevi parcal sii-
rekli olan konveks fonksiyonlar icin (3.1)’den daha iyi olan (3.6) ve (3.7) saglanir.

Simdi de konveks f fonksiyonu Lipschitz sinifinda olsun:

3L > OVz,t € [a,0] igin |f (z) — f ()] < L]z —t|

Bu kosulu saglayan konveks f i¢in Ostrowski esitsizligi olarak bilinen

b  atb 2
f(x)—bia/f@)dt < §+<xb_;> M (b a) (3.8)

esitsizligi basit hesaplamalarla kanitlanabilir (6rnegin, Niculescu ve Persson 2003/2004,
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s. 669 kaynagina bakilabilir). Bu kisa ispat1 verelim:

b b

f(x)—bia/f(t)dt = / ) dt

bia/w) <>|dt<—/|x_t|dt

IN

olur.

Ostrowski esitsizliginde z = £ yazilirsa
a+b M
/ ( 2 ) b—a / 1) Z —9)

(3.1) esitsizligini [a, b] aralifinin alt araliklarinda uygulayarak ve ortaya cikan esitsiz-

elde edilir.

likleri toplayarak (3.1)’den daha iyi olan esitsizlikler elde edilebilir. Ornegin, Hermite-

Hadamard egitsizligini [a, b] araliginda degil de [a, “52] ve [%f, b] araliklarina uygular-
sak
(LT-Fb
a+ 2t 1 1 a+b
552 ) s [ o<y 1@ s (550
2 Ta 2 2
ve

f<a7+b2+b) <5 jf(x)dxsélf (“3%)+r0)

olur. Taraf tarafa toplanirsa

b

f(3a:b) +f<az%) < bfa/f(x)das (3.9)

a

< %[f(a)wf (a;b)H(b)]

elde edilir.

Diger taraftan, f konveks olduguna gore her u, v € [a, b] igin

H(55) =50+
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saglanir. u = 3“7“’ ve v = %?’b yazarsak
b b b b b
f<3a4+ )+f<a+43>22f((3a+ )g(aJri%)):Qf(oz;L ) (3.10)

olur. (3.10) esitsizligini ve (3.9)’un sag tarafinda bulunan f (“T“’) icin

H(*57) < 50@+r0)

esitsizligini (3.9)’da kullanirsak

b
a+b [ a+b a -+ 3b
f( ; )s%_f(‘gzj >+f( Z?’)]sbia/f(@dm

() o Lerr ]

<

esitsizligi elde edilir. (3.11)’in (3.1)’den iyi tarafi, (3.1) esitsizligindeki f (%$°), ;- f f(z)dx
ve 5 (f (a) + f (b)) Ogeleri arasina yeni dgeler yerlestirilmesidir. '

[a, b] araligin 2 yerine, 4, 8,... esit pargalara boliinerek ve her parcaya (3.1) esitsizli-
gini uyguladiktan sonra ortaya cikan esitsizlikler taraf tarafa toplanarak (3.11)’den daha
iyi olan eitsizlikler elde edilebilir. Yani, f (%), - fb f(x)dz ve L (f (a) + f (b)) 6ge-
leri arasina daha fazla 6geler yerlestirilerek egitsizlikle? zinciri olugturulabilir.

Farissi (2010) makalesinde (3.11)’den daha genel olan bir esitsizlik elde etmistir:

f, [a, b] araliginda konveks ise, her A € [0, 1] i¢in

b
(%50) st a/f(x)dxsw)s§<f<a>+f<b>> 6.12)

saglanir. Burada

Z(A):Af(W)+(1—A)f<<1_A)“;r(1+A>b> (3.13)

veE

L) =5 (F (1= N at ) + A7 (a) + (1 - A) £ (8) (3.14)

olarak tanimlanir.

(3.12yde A = % yazilirsa, (3.11) esitsizligi ortaya ¢ikar.
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Farissi (2010) ayrica Hermite-Hadamard’in (3.1) esitsizliginin basit bir kanitin1 ver-

mistir:

f((L=t)a+tb)dt _a/f (3.15)

o — _

ve

(3.16)

/lf(ta+(1—t

esitlikleri, (3.15)’teki ilk integralde (1 — t) a + tb = x ve (3.16)’daki ilk integralde ta +
(1 —t) b = x seklinde degisken degistirerek kolayca elde edilir. f konveks olduguna gore
her ¢t € [0, 1] i¢in

f(L=t)a+1tb) < (1—1t) f(a) +tf(D)

olur. Buradan

[ra=nasima < @ [0-0ag0) [a=50 @+ o)

0
olur. Bunu (3.15)’te dikkate alirsak (3.2) (Sag H-H) elde edilir. Diger taraftan, (3.15) ve
(3.16) toplanirsa

b 1

1 f((1l—t)a+tb) + f(ta+ (1 —1)b)
[t@a = [ ! it

. (M > f (u ;L U) esitsizligini kullanlyoruz) s

i b a—+b
0/ 2 2

olur. Yani, (3.3) (Sol H-H) elde edilir. (3.2) ile (3.3) birlikte, Hermite-Hadamard esitsizli-

a 0

gini verir.
Ion (2007) yari-konveks (quasi-convex) fonksiyon kavramini tanimlamis ve bu fonk-

siyonlar i¢in H-H tipli esitsizlikleri kanitlamisgtir.

Tanim 3.14. (Ion 2007) Asagidaki esitsizligi saglayan ¢ : [a,b] — R fonksiyonuna [a, b]

araliginda yari-konveks (quasi-convex) denir: Her x, y € [a, b] ve her \ € [0,1] i¢in
p((1 =Nz +y) < max{p(z), o(y)}.
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Teorem 3.15. (Ion 2007) f : [a, b] — R tiirevli ve | f'| yari-konveks olsun. O halde,

PO L0 [ i) < 2 mas 157 01

a

esitsizligi saglanmr.
Park (2013) makalesinde ise logaritmik konveks fonksiyon kavrami tanimlanmis bu

fonksiyonlar i¢in H-H tipli esitsizlikler kanitlanmugtir.

Tanim 3.16. (Park 2013) f : I — R fonksiyonu I C R olmak iizere her x, y € I ve her

t € [0,1] icin
fle+ 1=ty <|f @I

esitsizligini saglarsa [ fonksiyonuna |a,b] araliginda logaritmik konveks denir.

Teorem 3.17. (Park 2013) f : I — R logaritmik fonksiyon olsun. O halde, I C R olmak

lizere her a, b € I ve a < b igin

F(0) < L [ san < LU @10 210

esitsizligi saglanr.

H-H esitsizliginin ¢ok sayida genellemeleri ve versiyonlar: vardir. Bu genellemelerin

(versiyonlarin) elde edilis yollarindan bazilar1 asagidakilerdir:
a) Konvekslik kavrami genisletilir.

b) Integral kavranmi genisletilir (6rnegin, integral yerine kesirsel integral aliir veya

integrale bir agirlik fonksiyonu eklenir).
c) Hem konvekslik hem de integral kavramlar1 ayni anda genisletilir.
d) Cok degiskenli konveks fonksiyonlar i¢in benzer problemler incelenir.

e) H-H’nin baz1 versiyonlarinda integrallenebilir fonksiyonlarin alt simiflar1 (Lipsc-

hitz, tiirevlenen vb.) ele alinir ve konulan ek kogsullarin avantajlart kullanilir.
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Ornegin, Dragomir ve Fitzpatrick (1999) makalesinde, baska sonuglarin yani sira, s-
konveks fonksiyonlar i¢in H-H esitsizliginin bir benzeri kanitlanmustir: s € (0, 1] verilsin.

f :[a,b] = R fonksiyonu, her z, y € [a,b] ve A € [0,1] i¢in

FA=XNz+Ay) <A =A)"f(z) + A°f ()
esitsizligini saglarsa, f fonksiyonuna s-konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.18. (Dragomir ve Fitzpatrick 1999) f : [a,b] — R s-konveks olsun. O halde,

oy (42) Sbia/bf(x)dng(aHf(b)

2 s+1
olur (s = 1 icin klasik H-H egitsizligi elde edilir).

Bu konuyla ilgili Kirmac1 vd. (2007) makalesi de gosterilebilir.

Cesitli "konvekslik" tiirleri ve/veya kesirsel integralin kullanildigr H-H tipli esitsiz-
likle ilgili cok sayida makale vardir ve bunlardan bazilar1 sunlardir: Azpetia (1994); Gill
vd. (1997); Dragomir ve Pearce (2000); Dragomir (2002); Bakula ve Pecari¢ (2004); Kir-
mact vd. (2007); Bakula vd. (2008); Dahmani (2010); Ozdemir ve Avci (2010); Set vd.
(2010).

Ornegin, kesirsel integraller i¢in H-H esitsizliginin bir versiyonu soyledir:

Teorem 3.19. (Sarikaya vd. 2013) f : (a,b) — (0,00) konveks ve f € Ly (a,b) olsun. O
halde,

H(%57) = s s @4 g5 g (@) < L0 0

olur. Burada, 0 < o < 1 olup J3, f ve Ji* f, f’nin Riemann-Liouville integralleridir:

x

Jeud @) = s [ =0 Ot (2> a)

a
ve
1

&\@
=~
|
ey

S
L
~
=
~—
U
\‘N
8
A
<
~—

olarak tamimlanir.
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H-H esitsizliginin agirlik fonksiyonu kullanilarak ortaya ¢ikarilan bir versiyonu Fejer
esitsizligi olarak bilinir (6rnegin, Abramovich vd. 2008 kaynagina bakilabilir). Bu dnemli
esitsizligi hatirlatalim:

f, [a,b] araliginda konveks ve integrallenebilir bir P : [a,b] — [0, 00) fonksiyonu
x = 2t noktasina gore simetrik olsun. Yani, her z € [a,b] i¢in P (a +b— ) = P ()

esitligi saglansin. O halde, Fejer esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik saglanir:

f<a+b>/ dt</f dt<f( );f()/P(t)dt_

P(t) = 1 alindiginda, klasik H-H esitsizligi elde edilir. Ornegin, a = 0, b = 2 ve
P(t) = (t — 1)* alinrsa,

veya

Not 3.20. Yukarida da soyledigimiz gibi, H-H egsitsizliginin ve onun cesitli versiyonla-
rinin klasik konveks fonksiyonlar icin degisik kanitlart bilinmektedir. Benzer problemler,
konvekslik kavramimin genellemeleri kullanilarak da incelenmistir. Ornegin, yukarida s-
konveks fonksiyonun tanimi hatirlatilmisti. Konveks fonksiyon kavraminin bir genellemesi

de h-konveksliktir (bakiniz VaroSanec 2007).
h-konveksligin tanim1 soyledir:

Tanmm 3.21. / : (0,1) — (0, 00) fonksiyonu, her A € (0,1) icin h(1 —A) + h()\) > 1
esitsizligini saglasin. I C R herhangi bir aralik olsun. f : I — R fonksiyonu her x, y € 1
ve her A € (0,1) icin

F(A=XNz+Ay) <h(I=X)f(z)+h(A)f(y)
esitsizligini saglarsa, f fonksiyonuna h-konvekstir denir.
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Ornegin, A (A) = X, (0< A, s <1);h(A) = 5:h(AN) =LA (A) =X (0<A<1)
fonksiyonlart & (1 — X\) + h (A) > 1 6zelligine sahiplerdir.

Not 3.22. Yukarida bahsi gecen yari-konveks (quasi-convex) fonksiyonlar aslinda ¢ok es-
kiden beri bilinmektedir. Siirekli yari-konveks fonksiyonlarin parcali monotonluk ozellik-
leri vardur: Bir f : [a,b] — R fonksiyonunun yari-konveks olmast i¢cin gerek ve yeter kosul
f fonksiyonu [a, c| araliginda artmayan ve [c, b] araliginda azalmayan olacak gekilde bir

¢ € la, b] sayisimin varolmasidir. Bu ézellik, Martos (1975) kitabinda bulunabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Hermite-Hadamard Esitsizliginin Yeni Bir Kanit1 ve Konvekslik Kavram ile

Tlintili Yeni Esitsizlikler

Bu boliim ii¢ alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde, Riemann integral top-
lamlar1 kullanilarak H-H esitsizliginin bir yeni kanit1 verilmistir. ikinci alt boliimde, H-H
ve Holder esitsizlikleri birlestirilerek yeni bir esitsizlik elde edilmistir. Nihayet, ii¢lincii
alt bolimde tiirevi konveks olan fonksiyonlarin integralleri ile ilgili esitsizlikler elde edil-

migtir.
4.1.1. Hermite-Hadamard esitsizliginin Riemann integral toplamlar1 yardimiyla
bir kaniti

Klasik H-H esitsizligini tekrar hatirlatalim:
f ¢ [a,b] — R konveks ise

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligin ¢esitli kanitlar1 bilinmektedir. Burada, Riemann integral toplamlar yar-
dimiyla yeni bir kanit verilecektir. Bu kanit, H-H esitsizliginin bilinen kanitlarindan daha
uzundur. Kanitin orijinal tarafi, Riemann integral toplamlari i¢in esitsizlikler elde edilerek
limite gecilmesi ve boylece klasik H-H esitsizligine ulagilmasidir.

Kamt Her z € [a,b] i¢in 2 = 2=%£a + £=%p yazilabilir. =2 4+ £=% = 1 ve b — z > 0,
x — a > 0 oldugundan, Jensen esitsizligine gore, her z € [a, b] i¢in

b—x T —a

f@) < g—f(a)+ 35— T () (42)

olur.
Simdi, [a, b] araligin1 n esit parcaya boliip ve boliintii noktalarini z, k = 1, 2,..., n,
ile gosterelim:

h—
Tp = a-+ —ak;, k=1,2,..,n.
n

(4.2)’den
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olur. Esitsizligin her iki tarafi £ = 1, 2,..., n i¢in toplanirsa

S ) < L9
- (ffaa (b—a)(l—%)—i—ifﬁ%Z(b—a)%
k=1 k=1
B In(n+1) In(n+1)
— 1@ |n- 2O 1
= f) T

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi n ile boliiniirse

biazb;“f(aH;“k) s%[f<a>”;1+f<b>

k=1

n+1
n

olur. Her iki taraftan n — oo i¢in limit alinir ve konveks fonksiyonun siirekli, dolayisiyla
Riemann integrallenen oldugu kullanilirsa

L f(a) + f(b)
b_a/f(x)drcé daRRL

a

elde edilir.
Simdi de Riemann toplamlarim tekrar kullanarak

b

ﬁ/f(x)dx > f (a;b)

a

esitsizligini kanitlayalim.
Bu defa Jensen esitsizliginin asagidaki 0zel versiyonu kullanilacaktir:

Her uy, ug,..., up, € [a,b] igin

f(u1+uz+~~-+un
n

)S%(f(u1)+f(u2)+---+f(un))
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esitsizligi gecerlidir. Boylece,

1 Kb—a b—a
k) =
b—az n f(a—l— n )

SRS

AV
e
TN TN T
Sl 3|~ 3|~ l.M:’
>
’l 3
+ /Q\.
+
>
=
IS
o
N———
N—

|
~

Il
~

I
—
~~
—~
[u—
|
3=
SN—
)
+
—~
—_
+
3=
SN—"
>
~__—

elde edilir. Simdi, n — oo i¢in limite gecilir ve konveks f fonksiyonunun siirekli oldugu

dikkate alinirsa ,

o [z (450

a

elde edilir. 0

Simdi de H-H esitsizliginin bir uygulamasi olarak asagidaki teoremleri kanitlayalim.

Teorem 4.23. f : [a,b] — R konveks olsun. O halde,

b b
1 1 (b—a)? f(a) + f(b)
b—aa/f(x)dxS b—aa/f(x) [ln<(b—x)(x—&)> _1] deT

esitsizligi saglanir.

Kamt Her x € (a,b) i¢cin, H-H esitsizligine gore,

f(a+x) < xlajf(t)dt<w,

2

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafindan [a, b] aralifinda integral alinirsa

b

/bf(a;x) S/xia ]f(t)dt darg/bwdx (4.3)

a a

olur. Buradan
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/xla(/m)dt)dx 10 (/de)dt
f@)(In(b—a)—1In(t—a))dt

£(H)In (b - a) dt

t—a

—

S e . ®

veE

/f(a)—;f(l‘)dx _ f(2a) b +%/f(x)dx

elde edilerek (4.3) esitsizligi

/f dx</f ln<[;:2) g@(b—awr%/f(x)dx (4.4)

haline gelir.

Yine, H-H esitsizligi [x, b] aralid1 i¢in yazilirsa

(552) 25t [ o< 2110

bulunur. Integral alinirsa

[r(z)ins [t (fom) s 22000 as
/f(x;_b>dx:2/bf(:p)dx

/bbix (/bf(t)dt) dw:/bf(t) (/tb1$dx) dt:/bf(t)m(l;:j)dt;

a a

elde edilir. ,

b

/f dx_%/fmdﬁ@(b—a)

a

oldugundan (4.5) e§1t51zhg1
b

2/bf(a:)dx§/bf(t)ln (Z:‘Z) it < %/f(x)dﬁ@(b—a) “.6)

a
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seklinde yazilabilir. (4.6) ile (4.4)’1i taraf tarafa toplanirsa

/f d:v</f (b_bt)_(a) >dt</f d:c+(b—a)—f(a);rf(b)

olur. Buradan da sonug olarak

Lo L (- ay Fla) + (0
i [t < [ lln (m> _1] ar < 100

elde edilir. O

Not 4.24. Goriildiigii gibi yukaridaki esitsizlik H-H egitsizliginin bir inceltmesidir.

Teorem 4.25. f : [a,b] — R konveks ise

f(3a+b)+f(a+3b)< 2 /bf(x)dng(a+b)+f(a);rf(b) )

4 4 “b—a 2
olur.
Kamt -
(£52) L frome 252
ve ,
((552) < < 22320
esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa ve z = “+b yazilirsa istenen cikar. U

Ozel halde,a = 0,b =4 icin

2f(1) +2f(3 /f Ydx < f(0)+2f(2) + f(4)
0

olur.
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Not 4.26. (4.7) esitsizligi, Niculescu ve Persson (2003/2004) makalesinde vardir. Bu esgit-
sizligin burada verilme amaci, H-H egitsizligini arka arkaya kullanilarak yeni bir egitsiz-

ligin ortaya ¢ikabilecegini gostermektir. Jensen esitsizliginde,

3a+b a+ 3b a+b
() e () 2 ()

ve

oldugu kullanilirsa (4.7) den

((412) < D) (452 ks o

2f(%3%) + f(a) + () _ f(a) + (D)
4 - 2

<

elde edilir ki bu da H-H’den daha iyi bir egitsizliktir (bakiniz Niculescu ve Persson 2003/2004,
s. 670).

Asagidaki teorem (0, co) araliginda konveks ve pozitif olan bir f fonksiyonunun in-
tegralini, f’in tam ve "bucuk" noktalardaki degerlerinin toplamu ile alttan ve iistten tahmin

etmenin bir yolunu gostermektedir.

Teorem 4.27. f : [0, 00) — (0,00) konveks ve > f (k) < oo olsun. O halde,
k=1

S (k - 5) < [ stys < 350+ 3 £ ) (4.8)
k=1 5 k=1

esitsizligi saglanr.

Kamt Ik olarak, bir [a, b] araliginda kesin konveks olan bir f fonksiyonu verildiginde

her n € Nig¢in
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esitsizliginin saglandigini gorelim.
To=Q, T = a—i—b_Ta,...,xk_l =a+(k—1) b_T",xk = a—ch_Ta,..., Ty = a—l—nb_Ta =b

olmak iizere, kesin konveks f icin

PR < [ ot < Lo+ s

esitsizlikleri, xp — xp_1 = b=a ye ZTeo1TTE _ g 4 (k’ — 1) =2 k=1, 2,..,n, oldugu

dikkate alinarak, taraf tarafa toplanirsa,

if(aJr(k—%)b;a) < bfa/f(a:)dm

< % f(x0)+f(xn)+i:f($k)]
< % fla)+ f(b)+2 _ f(l'k)]

elde edilir.

Sonug olarak,

b
~ 1 1\ b—a 1
;ﬁf(a+<k_§) " ) < b_a/f(:t)da:

bulunur.

Simdi, bu esitsizlikte « = 0, b = n olursa [0,n| araliginda kesin konveks olan f

fonksiyonu icin

k=1

Y N FO)+fn) &
k:1f(k_§) <0/f(x)d$< #‘i‘zbf(k) 4.9)

olur. Simdi de f fonksiyonunun pozitif degerli ve [0, 00) araliginda konveks oldugunu
varsayalim. Bu durumda, (4.9) esitsizligi her n € Ni¢in gecerli olacaktir. (4.9)’dan — oo

icin limite gegilirse, lim f (n) = 0 oldugundan,
n—oo

i::f(k—%> <7f($)d$<%f(0)+§::f(k)
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esitsizligi elde edilir. 0

Ornegin, f (z) = e~* fonksiyonu igin (4.8) esitsizligi yazilirsa,
Je 11 e+3

1 —_— 1 —_—
o <l<g+-—® +ye<e< 5

elde edilir.
4.1.2. Hermite-Hadamard ve Holder esitsizliklerinin birlestirilmesiyle elde olunan
baz esitsizlikler

Bir [a, b] aralifinda konveks olan f fonksiyonu i¢in H-H esitsizliginin sag kismini ele

alalim (6nceden de soyledigimiz gibi buna, Hadamard esitsizligi de denilmektedir):

/ f(z)dx < ) f® ) (4.10)
b—a
f(z) = u(x)v (z) carpimi konveks bir fonksiyon ise (4.10)’dan
b
/ Dy < M@ U@ Fu )0 ) win
5 .
yazilabilir ve
w(a)v(a) +u(b)v(d) < Vu?(a) +u?(b)y/v2 (a) + 2 (b
(Cauchy-Schwarz esitsizligi) kullanilirsa
. b
; /u( Yv (x)dr < \/u2 ) + u2 (b)y/v? (a) +v2 (b (4.12)
—a

a

elde edilir. Boylece (4.12) esitsizligi, u (x) v (x) carpimi konveks oldugunda gegerli olur.

u () ve v (x) konveks olup, carpimi konveks degilse (4.11) esitsizligi genellikle sag-
lanmaz. Ornegin, u (z) = %, v(z) = (1 —z)* fonksiyonari [0, 1] araliginda konveks
fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlarin ¢arpimi igin (4.11) esitsizligi [a,b] = [0, 1] arah-
ginda yon degistirir. Bunun nedeni, 2% (1 — x)z carpiminin [0, 1] aralifinda konveks olma-
masidir (bakiniz Amrahov 2010). Buna kargin, 22 (1 — :)3)2 carpimi i¢in (4.11)’den daha
zay1f olan (4.12) esitsizliginin saglandig1 kolayca gosterilebilir. Dogal olarak, soyle bir
soru ortaya ¢ikar: u (x) ve v (x) fonksiyonlar1 konveks ise (4.12) esitsizliginin saglandi-

gin1 soyleyebilir miyiz? Bu sorunun yaniti asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 4.28. (Amrahov 2010) u (x) ve v (z) fonksiyonlari [a, b] araliginda verilmis kon-

veks ve negatif olmayan fonksiyonlar ise (4.12) esitsizligi saglanir.

Biz Amrahov teoreminin bir benzerini, iki yerine, n tane fonksiyonun ¢arpimi i¢in
verip ispatlayacagiz.

Once basit bir lemma ispatlayalim.

Lemma 4.29. u > 0 fonksiyonu [a, b| araliginda konveks ise her n € N i¢in u" fonksiyonu

da konvekstir.

Kamt u, ikinci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon ise, u” > 0 oldugundan (u”)" >
0 oldugu da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, © > 0 ve u konveks ise u™ de konveks-
tir. Bilindigi gibi, konveks fonksiyonlar her noktada tiirevlenmek zorunda degildir. Buna
gore genel durum icin baska bir ispat yolu bulalim. "’ nin her n i¢in konveks olacagini
tiimevarimla gosterelim. Bir n icin ™ nin konveks oldugunu kabul edip, ©"!’in konveks
oldugunu gosterecegiz.

u > 0 ve u" konveks olsun. Yani, her z, y € [a,b] ve a+ 5 = 1 olan her «, > 0 i¢in
u" (ax + Py) < au” (z) + fu” (y) (4.13)

saglansin.

u" (ax + By) < au™ () + Bu T (y) (4.14)

oldugunu gostermek istiyoruz.
uw > 0 ve u fonksiyonunun konveks oldugunu dikkate alarak, (4.13) esitsizligi ile

u(ax + By) < au (z) + Bu (y) esitsizligini taraf tarafa carparsak

u" (aw + By) < (au (@) + Bu (y)) (au” () + Bu” (1))

olur. Boylece,

(au(z) + Bu(y)) (au™ (x) + u (y)) < au™ () + Bu™ (y) (4.15)

oldugunu gosterirsek (4.14) ispatlanmis olacaktir.

(4.15), asagidaki esitsizliklere doniisiir:

a(l—a)u™ (z)+ B (1= B)u" (y) = aB (u(z)u" (y) +u(y) u" (z)),
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u (@) +u (y) > u (@) ut (y) +uy) u” (2),
u" () (u () —u(y)) +u" (y) (uly) —u(r)) =0,
(u(z) —u(y)) (" (x) —u" (y)) = 0.

Sonuncu esitsizligin dogru oldugu asikardir. Boylece lemma kanitlanmais olur. U

Not 4.30. Lemma 4.29’daki énermenin tersi dogru degildir. Ornegin, [a,b] = [0, 1] arali-
ginda u (x) = w, (n > 3) fonksiyonu konkav ve u™ (x) = xn-1 fonksiyonu konvekstir.
Simdi, bu alt boliimiin esas sonucunu bir teorem seklinde verip kanitlayalim.

Teorem 4.31. n > 2 tam sayisi verilsin ve u; > 0, ug > 0,..., u,, > 0 fonksiyonlari [a, b]

araliginda konveks olsunlar. O halde,

bia/ (HM (x)) dr < S TT (o @)+ () 4.16)

esitsizligi saglanr.
Kamt u; > 0, k£ = 1, 2,..., n, fonksiyonlar1 [a, b] araliginda konveks olduklarindan
Lemma 4.29’a gore u}, k = 1, 2,..., n, fonksiyonlar1 da ayni aralikta konvekstirler. O

halde, H-H esitsizligine gore, her £ = 1, 2,..., n i¢in

b

1 up (a) + uy (b)
N n <
o | (x)dx < 5

a

saglanir. Her k£ = 1,..., n i¢in u; > 0 oldugundan bu esitsizlikler taraf tarafa carpilabilir:

b
n

ﬁn /uz (x)dx | < %H(uz (@) +uy (b)) . (4.17)

k=1 \7%, k=1

Diger yandan, Holder esitsizliginin bir sonucuna gore

/b (ﬁuk (:c)) dz " <11 /bu;; (z) da (4.18)
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saglanir.

(4.17) ve (4.18) esitsizlikleri bir arada diisiiniiliirse

n

1 e 1o
ot ([(e) ) < (e

IA
)
:l’_‘
—]=
—~
Q
£
—~
S
S—
_|_
<
ol
—~
>
SN—
SN—

ve sonug olarak,

elde edilir. O

Sonug 4.32. (n = 3 durumu) u > 0, v > 0, w > 0 fonksiyonlari |a, b| araliginda konveks
olsunlar. O halde,

(bia)/u(x)v( r)w(x)de < = \/u3 ) +u? (b)3/v3 (a) + v (b) /w3 (a) + w3 (b)

esitsizligi saglanr.

Uyart: u, v, w konveks ise, uvw carpimi konveks olmayabilir. Ornegin, u(zr) = x2,
v(x) = 22, w(x) = (2 —z)* fonksiyonlar [0,2] araliginda konvekstir. Oysa, f (z) =
w(z)v(z)w(z) = z* (2 — x)® fonksiyonu icin f” (1) < 0 oldugundan f fonksiyonu
[0, 2] araliginda konveks degildir.

Not 4.33. n = 2 icin Teorem 4.31’den, Amrahov (2010) makalesindeki teorem elde edilir.

Not 4.34. Ion (2011) makalesinde, Amrahov (2010) teoreminin L,-versiyonu ve Orlicz
uzayinda bir versiyonu verilmistir. S6z konusu makalede L,, terimlerinde verilmis esitsiz-
lik soyledir: 1 < p < cove q = <yam = + == 1> olsun. Ayrica, w > 0, v > 0
fonksiyonlart icin uP ve v? konveks olsun. Bu takdzrde,

b

/ w(t) v (1) dt < o (0 (@) 2 (5))F (0 () + 7 ()5

a

(b—a)
saglanmir. p = q = 2 olursa, Amrahov (2010) teoremi elde edilir.
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Ek: Yukanda, u; > 0, us > 0,..., u,, > 0 fonksiyonlari icin Holder esitsizliginin bir

sonucu olan )
b b B

/u1 ()« up (z)de < H /ug(a:)dx

a k=1 \Gg
esitsizligi kullanilmisti. Okuyucuya kolaylik saglamak i¢in bu esitsizligi, 6rnegin, n = 3
durumunda kanitlayalim. Bunun i¢in 6nce Holder esitsizligini hatirlatalim:

f.g > 0Oise,

a/bf(x)g(x)dx< a/bfp(x)dx ’ /gq(w)dx q, (%Jré: )

esitsizligi saglanir. Simdi, u, v, w > 0 olsun. p = 3 ve ¢ = % olmak iizere, Holder

esitsizligine gore,

Wi

1
b 3

/bu(:)s)v(x)w(x)dxé /u3(:)3)da: /bv

a

Nlw
(NI

() w2 (x) dx (4.19)

olur.

b
/ v (x) w? (x)dx < ---(Cauchy-Schwarz esitsizligini kullaniyoruz) - - -
b /b 3
< /vg (x) dx /w3 (x) dx
olur. Bunu (4.19)’da yazarsak,

1
b b 3

/u(x)v(m)w(x)dxg /u3 (z) da /bv?’ (z) dz

a a a a

olur ki bu da n = 3 icin istenen esitsizliktir.

4.1.3. Tiirevi konveks olan fonksiyonlar icin cesitli esitsizlikler

Bu alt boliimde, [a, b] aralifinda tiirevlenen f fonksiyonunun tiirevinin konveks olmasi
durumunda bu fonksiyonun integrali ile ilgili ¢esitli esitsizlikler ifade edilip ispatlanmak-

tadir.
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Teorem 4.35. 0 < a < b < oo olmak iizere, [ : [a,b] — R tiirevlenen olup, tiirev

fonksiyonu f' konveks olsun. O halde,

a a

<bf f(b)—bf f(a))blaa/bf(:r)d:c (4.20)

< % ((2a +b) f' (a) + (a + 2b) ' (b))

esitsizligi saglamir. Ayrica, f (x) = c¢(x — a)2 fonksiyonu icin egsitsizlik esitlige doniisiir

(her iki tarafin degeri, § (b — a) (a + 2b) olur).
Kanit Kismi integralleme formiilii “tersten” okunursa

b

(bf (b) — af (a) — / f (z) dz

b
= /xf’ (x)dx
= .-+ (z = (1 —t)a+ tbseklinde degisken degistirelim) - - -
1
= (b—a)/((l—t)a+tb)f’((1—t)a+tb)dt
0

= - ((1=t)a+tb>0ve f fonksiyonunun konveks oldugu kullaniliyor) - - -
1

< (b—a)/((l—t)a+tb)((1—t)f’(a)+tf’(b))dt

0

= (b—a) (f’(a)/(lt)((lt)a+tb)dt+f’(b)/t((1t)a+tb)dt)

0

= (b—a) (f’(a)/((t22t+1)at2b+tb)dt—|—f’(b)/(t2(ba)—l—ta)dt)

0 0

= (b—a) f’(a)((%—l+1>a—%b+%b>—l—f’(b)(%(b—a)—i—%a))
= D ey o)+ £ 0) (0 20)

S

bulunur.
Basit hesaplamalarla, f (z) = ¢ (z — a)® igin esitsizligin esitlige doniistiigii goriilebi-

lir. U
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Teorem 4.36. f : [a,b] — R tiirevlenen ve tiirevi konveks olan bir fonksiyon olsun. O

halde,
b

[ar@ar— 32 [ i< N A ORSA0 BTN

a

esitsizligi saglamr. Ayrica, f (z) = ¢ (x — a)® igin esitlik elde edilir.
Kamt

b

/(x—a)(b—x)f’(x)dx

b

- /(az—a)(b—x)df(x)

a

b
- <w—a><b—x>f<as>|2—/f<m><<m—a><b—m>>'dm

- —/f(x)[(b—w)—(x—a)]dx

b

= Q/bxf(x)d:c—(a—l—b)/f(:c)dx

a
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olur. Boylece,

b

Q/ba:f(:c)da:—(aer)/f(a:)dm

a

=L/®—ﬂﬂb—@f%@dw

= (x=(1—1t)a+1th, 0 <t <1 seklinde degisken degistirelim) - - -

= - [ta-07( -t th)d
< (b—a)g/t(l—t)[f’(a)(l—t)+f’(b)t]dt
= (b—a)’ f()/t(l—t) dt+ f' (b /t2 (1—t)dt
= (b—a) f’(a)/t(t2—2t+1)dt+f’(b)/(t2—t3)dt
- o-a[r@(1-5+3) s o (3-1)]
= (b—a)’ 5 (F'(a) + £ (b))
bulunur.

Buradan, istenen (4.21) esitsizligi elde edilir.

f(z) = ¢(x —a)® fonksiyonu icin (4.21) esitsizliginin sag ve sol tarafimin ¢

(o= a)

sayisina esit oldugu, yani f (x) = ¢ (« — a)*fonksiyonu icin (4.21) esitsizliginin esitlige

doniistiigii basit hesaplamalarla goriiliir.

O

Teorem 4.37. f : [a,b] — R fonksiyonu icin tiirev fonksiyonu f' konveks ise

b
f () - /fqugh“%fmwufw»

b—a b

ve

©2f (@) + 1 ()

(4.22)

(4.23)

esitsizlikleri saglanir. Ayrica, f (z) = ¢ (x — a)® icin her iki egitsizlik de esitlige doniigiir.

41



BULGULAR VE TARTISMA M. E. TAMAR

Kanit

S

(z—a)f (z)dz = /<x—a>df<x>

esitliginden

b
f0 -5 [ 1@

- bfa/bm—a)f'(x)dx

a

= -+ (x=(1—1t)a+ tbseklinde degisken degistiriyoruz) - - -

- (b—a)/tf’((l—t)a+tb)dt

IN

(b—a) f’(a)/t(lt)dt+f’(b)/t2dt]
: : b—a :
6

= (-0 |57 @+ 31 0] =15 @27 )

elde edilir.
Boylece (4.22) esitsizligi kanitlanmis oldu.
Benzer sekilde,

b

/b<b—x>ff<x>da: - [o-ndw

- <b—x>f<x>|i;+/f<x>dx

b

_ /f(x)dx—(b—a>f<a>

a
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formiilunden

i [t = [-n s @

a

elde edilir ve burada z = (1 —t)a + tb, 0 < t < 1 seklinde degisken degistirerek ve
sonra da

f(A=t)a+b) < (1—1)f (a) +1f (b)

esitsizligini kullanarak (4.23) esitsizligini elde ederiz.
f (z) = ¢(x — a)® fonksiyonu i¢in (4.22) ve (4.23) esitsizliklerinin esitlige doniistiigii

basit hesaplamalarla cikar. 0J

Sonug 4.38. [’ fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise

b) — f(a 1
LOZTA L+ o) @.24)

b—a 2
esitsizligi saglanir. Bu sonuncu egitsizlik, (4.22) ve (4.23) esitsizlikleri taraf tarafa topla-
narak elde edilir (ashinda sag H-H egitsizligi konveks [’ fonksiyonuna uygulanarak (4.24)

esitsizligi elde edilebilir).

Ornek 4.39. f(z) =Inz, 0 < a < 2 < bigin ' (z) = L fonksiyonu [a,b] arahiginda

konvekstir ve bu durumda, (4.24) esitsizligine gore,

Inb—1Ina 1(1 1>
— < +o )=

b—a —2\a b
b — a?
In -
e = T 2ab
esitsizligi elde edilir.
Ornek 4.40. 0 < a < = < b olmak iizere f (v) = —e™* fonksiyonunun tiirevi f' (r) =

e~ " konveks fonksiyondur. O halde, (4.24)’e gore

()=o) 1
b—a 2
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2(e"—e*) < (b—a) (" +e)
e —e* _b—a

=
eb4+er = 2

olur. Ozel halde, b = 2a icin

aQ
Q
|
—_

D
]
+
—_
IN
|2

olur.

Yukaridaki teoremlerde, [a, b] araliginda konveks kabul edilen f’ (x) fonksiyonu i¢in
Jensen esitsizligi kullanarak, f’nin [a, b] iizerinden integrali igin cesitli esitsizlikler elde
edilmistir.

Simdi de konveks f’ icin H-H esitsizligini kullanarak f’nin integrali i¢in esitsizlikler
elde edelim.

' fonksiyonu [a, b] araliginda konveks olsun. O halde, H-H esitsizligine gore her = €

(a,b) igin

P8 s L gw-rwyzys (i“”) (4.25)
ve

POLO > o go-renzr (557 (4.26)

esitsizlikleri saglanacaktir (yukarida f’ fonksiyonunun konveks olmasindan otiirii siirekli

olmasi ve dolayisiyla,
b

[raa=s@-twve [rwa=ro-sm

T

esitlikleri kullanilmaktadir).
(4.25)’ten

OG0+ 3 W02 @@= () o

olur. Yukaridaki esitsizlik terim-terim integrallenirse,

b

%f’(a)/(m—a)d:c—l—%/bf’(:c)(x—a)dx
z/bf(x)dm—f(a)(b—a)Z/bf’(a;x) (z — a)do @.27)
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elde edilir.

N | —

[r@e-ad - %/b(x—a)df(x)

veE

/f (a+x) o a)do

a+b

2

a+b a+b

= ---<a+$—t(:)x—2t—a dx—?dta<t<T)---

2 2

_ /f’(t)(2t—2a)2dt:4/(t—a)df(t)

a

( /f )

oldugundan
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(4.28), (4.29) ve (4.30) formiilleri (4.27)’de dikkate alinirsa

1, , 1 1
Y @b-at s -0 f 0 - [ f@)ds

b

[r@de- -0

2(b—a)f(a;b) 47f(:c)da:

Yukaridaki esitsizlikler zinciri agagidaki iki esitsizlik seklinde yazilabilir:

v

v

olur.

O @)+ fO)+ o f @b-a) @31

>

| | =
IS

~
/\
v
OJI»—t

\

b_a/f )do 4+ /f dx>f()+2f<“+b>. (4.32)

Simdi de benzer iglemleri (4.26) esitsizligine uygulayalim: (4.26)’nin her tarafi (b — z) >

0 ile carpilip integral alimirsa

zf(b)(b—a)—/bf(x)dxz/f’(x;b> (b—z)de (433

olur.
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\

— (x+b:t<:)x:2t—b;dx:2dt;

\@

b
:/f( (b—t)2dt = 4 b—tdf
a<20—b

=1

wz\@
~
—~
=
Qu
~
|
o)
=
|
s
~
R
S
o |+
>
~~

oldugundan
(4.34), (4.35) ve (4.36)’1 (4.33)’te dikkate alinirsa

b

a+b

3 [ F@de=30-a) 1@+ 00—

a

) (b—a) /f x> 4 /b dx—2(b—a)f<

a+b

Stﬁb)...

olur. (4.37) esitsizlikler zincirini a§ag1dak1 iki esitsizlik bi¢iminde yazarsak

veE

olur.

(4.31) ve (4.38)’den

O p @) de <2 2f (@) + £ () +
£ @) de = L (F (@) + 27 () -

47

bia/f(ff)dxz%(f(a)+2f(b))—éf’(b)(b—a)

f(a—H)

sf'(a)(b—a)

f () (b—a)

)

)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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elde edilir. Benzer sekilde, (4.32) ve (4.39)’dan
b o
R [ @) de+ 32 [ f(@)de > f(a) +2f (%42)
b I (4.41)
L[ f@)de+ 2 [ f(x)da < f(b)+2f (<2)

olur.

(4.41) esitsizlikleri birlestirilerek, asagidaki gibi (daha estetik sekilde) yazilabilir:

b

b
4 1 a+b
- [ fwae = o [rwa-2r (5] @

aTb

a

a+tb
> fla) - [ F@d
a) — x)dz.
- b—a
Boylece agagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.41. f : [a,b] — R tiirevlenen olup tiirevi konveks ise asagidaki esitsizlikler
dogrudur:

a)

b

@420 ®) =/ W= < 7 [ fla)ds

Wl

a

SR (@) + £ () + (@) (b a).

IN

b)

f<a>—bfa7f<x>dx < bia/bf<x>dx—2f(“b)

2

IN

f0 -5 [ F@ds

aTb

Ayrica, f (z) = ¢ (x — a)? icin esitsizliklerin tamamu egitlik haline doner.
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Ornek 4.42. [a,b] = [1,e] ve f(z) = Inz olsun. f'(z) = L konveks fonksiyondur. O
halde, yukaridaki teoremin a) bendinde a = 1,b = ¢, f (x) =Inz ve f' (z) = L yazlirsa

basit hesaplamalarla,
1

esitsizligi elde edilir ki hesap makinesinde hesaplandiginda bu esitsizlik
0,561313... < 0,58197... < 0,61971...

seklinde yazilabilir.

Ornek 4.43. f (v) = e® alirsak Teorem 4.41’in a) bendi kullamilarak basit hesaplama-
larla asagidaki esitsizlik elde edilir:

b__ _a

(24 a—b) <65
e(2+a—-0b) < —

—2(e"+e") <e"(2—a+b).
Sonuc 4.44. (4.41) esitsizlikleri taraf tarafa ¢ikariirsa

a+b

/b dac—/f D)de < (- a) (7 (5)~ 1 @)

olur. Ornegin, 0 < a < x < b < 0o olmak iizere, f (x) = Inx alvursa basit hesaplama-

larla,

3a+b  _a+3b a+b
@ 4(a+b) ha(a+bd) S +

elde edilir.

o= 323:2 ve f = “+3b 191n a + B = 1 oldugundan, genellesmis AGO esitsizligine

gore,
3a+b a-+3b

Ry

yazilabilir. Sonug olarak elde ettigimiz yukaridaki esitsizlikte ise, sag tarafta %a—f— %b say1s1

a®t’ < aa + Bb =

(a ve b’nin klasik aritmetik ortalamasi) bulunmaktadir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, Jensen ve Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili kapsamli der-
leme yapilmisg olup Jensen esitsizliginin 6nemli sonug¢larindan biri olan, [a, b] arahigindaki

konveks f fonksiyonu icin

f<a+b> = blaa/bf@)dxsw

2 2

seklinde ifade edilen Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni bir ispat1 verilmistir.

Ayrica, bu esitsizlik ile f, g > 0 ve 5 + o = 1 olmak iizere

b q

/bf(x)g(x)d:vé /bfp<x>dx ; [ @

seklinde ifade edilen Holder esitsizliginin birlestirilmesiyle elde olunan, n > 2 tam sayis1

ve [a, b] araliginda konveks olan u; > 0, uy > 0,..., u,, > 0 fonksiyonlart igin,

bia/(ﬁ“’“@)) e < 5 TL 0 @)+ 0)F

seklinde yeni bir esitsizlik verilmistir.
Son olarak, tiirevi konveks olan fonksiyonlarin integralleri ile ilgili su esitsizlikler elde

edilmistir:

. 0<a<b<oo, f:]a,b — R tirevlenen ve f’ konveks olmak iizere

2. f:a,b] — R tiirevlenen ve f’ konveks olmak iizere

b

b 3
/xf(w)dx—a+b/f(w)das§(b_a) (' (@) + (b))

2

a

50



SONUCLAR M. E. TAMAR

3. f:[a,b] — R tiirevlenen ve f’ konveks olmak iizere

[ Fan < @) 2r o)

a

ve

x)dr — f

2 (a) + £ (0)].

4. f:]a,b] — R tirevlenen ve f’ konveks olmak iizere

(F @) 427 ()~ £ (D) (b—0) <

Wl =
A
>

| | =
s

S —
—
&
Q
)

IN

S@F @+ 7 0) + 5 (@) (b )

ve

f(a)—bfa/f(a:)dx < ﬁ/bf(:v)dx—%f(a;b)

a a
b

_ fa/f(x)dx

5. f:a,b] — R tiirevlenen ve f’ konveks olmak iizere

IN

\@
Q.
X
|
QU
5
AN

=~ |
=
|
&
—~
—
=
|
—
S
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