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OZET

HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL FONKSiYONUN SINIRLILIGI VE
UYGULAMA ALANLARI UZERINE

Riimeysa ARGIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
Haziran 2021; 54 sayfa

Bu tezimizde

M(f)(z) = sup

wp o [y, e

B(z,r)
ile tanimlanan Fourier harmonik analizinin 6nemli operatorlerinden biri Hardy-Littewood
Maksimal operatoriinii ve Fourier-Bessel harmonik analizinde genellesmis kayma tarafin-

dan dogrulan

1
M, f(x) = sup ——— TV f(2)|y*dy, » €R:, v>0
f(z) o0 (B0, )], (/) |f(2)]y," dy b

B(0,r

maksimal fonksiyonu goz Oniine alacagiz. Lebesque ve agirlikli Lebesque uzaylarinda bu

fonksiyonlarin sinirliligini ve uygulama alanlarini inceleyecegiz.

ANAHTAR KELIMELER: Maksimal fonksiyon, Maksimal operatdr, Lebesque uzay-

lar1, Interpolasyon , Genellesmis kayma, Agirlikli Lebesque uzaylari.
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ABSTRACT

ON THE BOUNDEDNESS OF THE HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL
FUNCTION AND ITS APPLICATION AREAS

Riimeysa ARGIN

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
June 2021; 54 pages

In the thesis, we will consider Hardy-Littlewood Maxsimal operator, which is one of
the important operators in Fourier harmonic analysis, defined by

M(f)(z) = sup ——

wp o [ Wy, v

B(z,r)
and Maxsimal function
M, f(x) = sup | Tlr@la, e ry v >0

1
r>0 ’B(Oa 7“)’
B(0,r)

generated by generalized translation in Fourier-Bessel harmonic analysis. We investigate
the boundedness and the application areas of these operators on Lebesque and weighted
Lebesque spaces.

KEYWORDS: Maxsimal function, Maksimal operator, Lebesque spaces, Interpolation,

Generalized translation, Weighted Lebesque spaces.
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ONSOZ

Fourier harmonik analizinin 6nemli operatorlerinden biri olan Laplace diferansiyel
operatorii ile iligkilendirilen Hardy-Littlewood maksimal operatorii, fonksiyon uzayla-
rinda bircok matematikci tarafindan calisilmistir. Hardy-Littlewood maksimal operatorii
hem bircok operatoriin noktasal yakinsama probleminin incelenmesinde kullanilmig hem
de bu operatoriin Lebesque uzaylarinda, agirlikli-Lebesque uzaylarinda, Morrey, Soboleyv,

Orlicz gibi bir¢ok fonksiyon uzaylarinda sinirlilig1 incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda oncelikle Fourier harmonik analizindeki Hardy-Littlewood mak-
simal fonksiyonunun Lebesque uzaylarindaki sinirliligini interpolasyon teoremlerini kul-
lanarak ve daha sonra Fourier-Bessel harmonik analizinde tanimlanan maksimal operato-
riin agirlikli Lebesque uzaylarinda sinirlili§i ve uygulama alanlarini arastirip, ifade ede-
cegiz.

Calismamiz boyunca kiymetli zamanin1 ve degerli bilgilerini benden esirgemeyen da-

nismanim Sayin Do¢. Dr. Simten Bayrak¢i Dogan’a tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Fourier harmonik analizinin teknik araclarindan biri de maksimal fonksiyonlardir.
Maksimal fonksiyonlarin en dnemlisi Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

M(f)(z) = sup

r>0m / \f(y)|dy, z€R"

B(z,r)

biciminde tamimlanir. Fourier-Bessel harmonik analizinde genellesmis kaymanin dogur-

dugu maksimal fonksiyon ise

1

M, f(z) =su —/Ty o)|ydy, *€RY, v >0

=gy, | T, <R
B(0,r

seklindedir.

Maksimal fonksiyonlar, fonksiyonlarin diferansiyellenebilme 6zelliklerinin incelen-
mesinde, fonksiyon uzaylarinda bazi operatorlerin yakinsama problemlerinde 6nemli rol
oynamaktadir. Hardy ve Littlewood maksimal fonksiyonu kullanilarak Lebesque, agirlikli-
Lebesque, Morrey, Sobolev-Morrey, Orlicz, Orlicz-Morrey gibi bir¢cok fonksiyon uzay-
larinda operatorlerin sinirliligl, ters bulma problemleri ve daha bircok ¢alisma Hardy,
Littlewood, Calderon, Zygmund, Muckenhoupt, Stein, Weiss, Coifman, Fefferman, Torc-
hinsky, Gadjiev, Aliyev, Guliyev, Bayrakci ve bir¢ok matematikgi tarafindan yapilmis ve
halen caligsmalar devam etmektedir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, bir boyutta Hardy ve Littlewood tarafindan
1930 yilinda, n-boyutta Wiener tarafindan 1939 yilinda tanimlanip Lebesque uzaylarinda
stnirhilig incelenmistir.

Calismanin amaci, oncelikle Fourier harmonik analizinde Hardy-Littlewood maksi-
mal fonksiyonun Lebesque uzaylarinda sinirliligimi gosteren Hardy-Littlewood-Wiener
tarafindan kanitlanan teoremi ifade etmek ve uygulandigi alanlar1 gormektir.

Bunun i¢in oncelikle Lebesque uzaylar1 detayli bir sekilde incelenmistir. Lebesque
uzaylarinda bazi 6nemli esitsizlikleri ispatlari ile verdik. Ayrica fonksiyon uzaylarinda
operatorlerin sinirliim gostermek i¢in olduk¢a 6nemli olan interpolasyon teoremlerini,
Riesz-Thorin ve Marcinkiewicz interpolasyon teoremini ifade edip, ispatlarini verdik da-
has1 onlarin uygulama alanlarini inceledik. Marcinkiewicz interpolasyon teoremini kulla-

narak Hardy-Littlewood maksimal operatoriin sinirligini gosterildi.

1
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Ardindan Fourier-Bessel harmonik analizinde tanimlanan Hardy-Littlewood maksi-
mal fonksiyonunun sinirliligini ve uygulama alanlarini, literatiirdeki baz1 ¢calismalar1 6zet-
ledik.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun hem Lebesque hem de agirlikli Lebes-
que uzaylarinda sinirhiligini inceleyerek, interpolasyon yontemlerini 6grenerek hem bir
sonraki akademik calismamiz i¢in bilgi birikimi olusturduk hem de bu konuda ¢alisma

yapmak isteyen bilim insanlarina Tiirk¢e kaynak sunduk.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Reel Analizin Bazi Temel Tanim ve Teoremleri

Calismamizin bu kisminda ileride bizim ic¢in gerekli olacak reel analizin bazi1 temel
tanim ve teoremlerini ifade edecegiz. Teoremlerin ispatlarina yanlarinda verilen kay-
naklardan ulagabiliriz. Temel tanimlar i¢in Folland (1984) ve Grafakos (2008 — 2009)
kaynaklarina bakilabilir.

Tamm 2.1. n-boyutlu Oklid uzay:
R™ = {x = (x1, 22, ..., ) : 1, %2, ..., T, € R}

ve E C R™ olciilebilir kiimesinin Lebesque dl¢ciimii | E| olsun.

R™ de x—merkezli r > 0 yarigapl (agik) yuvar
B(z,r)={y eR": |[x —y| < r}
ile tanmimlanir. Ayrica R™ de f ve g Lebesque dlciilebilir fonksiyonlart icin
{z eR": f(z)#g(x)} =0
ise f ile g fonksiyonlarina hemen hemen heryerde esit fonksiyonlar denir.
f=9g hhaxeR"
ile gosterilir.

Tamim 2.2. R" ’de local(yerel) integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
Lie=L, R")=<f:R">R: /|f(:v)| dr < 0o,VK C R", K kompakt
K

ile tamimlanur.

Teorem 2.3. (Folland (1984)) (Fubini Teoremi) (X, M, i) ve (Y, N ,v) o—sonlu olgiim

uzaylart, |1 x v ise M x N iizerinde y ve v nin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R

fonksiyonu ji x v lgiimiine gore integrallenebilir ise h.h.x € X icin [ f(x,y)dv(y) ve
Y

h.hy € Yicin [ f(x,y)du(x) integralleri sonludur ve
X

[ s s = [ [ i) | o = [ | [ 1) | do)

esitligi saglanir.
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Teorem 2.4. (Folland (1984)) (Integraller Icin Minkowski Esitsizligi)
(X, M, p)ve (Y,N,v) o—sonlu élgiim uzaylari ve o(x,y) , M x N él¢iilebilir fonk-
siyon ve p > 1 olmak iizere integraller icin Minkowski esitsizligi
TR !

/ / (@, y)ldv(y) | du(z) ] < / / o(z,y)["dp(z) | dv(y)

X \Y Y \X
bicimindedir.
Teorem 2.5. (Folland (1984)) (Lebesque baskin yakinsama teoremi) (X, M, 1) olgiim

uzaywmnda { f,,} olciilebilir fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu verilmis olsun.

lim f,(z) = f(x), h.hx € X

n—oo

[fu(@)] < @(x), Vn

olacak sekilde X de integrallenebilir p fonksiyonu var olsun. Bu durumda f fonksiyonu

X de integrallenebilirdir ve

lim fn ) dx = / f(z

n—oo
dir.

Teorem 2.6. (Folland (1984)) (Monoton yakinsama teoremi) (X, M, p) él¢ciim uzayinda
negatif olmayan ve azalmayan f, : X — [0, 00| olgiilebilir fonksiyonlar dizisi verilmis

olsun. Yani, Ve € X ,Vn > 1 icin

0< filz) < folz) <. < fama(z) < fulz) < o0,

Ayrica
lim f,(z) = f(x), h.hax € X

olsun. Bu durumda [ fonksiyonu X de olciilebilirdir ve

lim fn dx—/f

n—0o0

dir. Burada f , X de Lebesque integrallenebilir olmak zorunda degildir. Integral sonsuz

da olabilir.
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Teorem 2.7. (Folland (1984)) (Fatou Lemmast) (X, M, u) olgiim uzayinda negatif ol-

mayan f, olciilebilir fonksiyonlar dizisi verilmis olsun. Bu durumda

/lim inf f,(x)du(zr) < ligg}f/fn(x)du(a:)

n—00
X

dir.

2.2. L, Uzaylan

Bu bdéliimde analizinin dnemli fonksiyon uzaylarindan biri olan L,, 1 < p < oo
Lebesque uzaylarini detayh calisip, arastiracagiz. Temel kavramlar i¢in Folland (1984)
ve Grafakos (2008 — 2009) kaynaklarina bakilabilir. Diger 6zel kavramlar i¢in detayl

bilgiler yanlarinda verilen kaynaklarda mevcuttur.

Tamm 2.8. R" ’de olciilebilir fonksiyonlarin Lebesque uzay: L,

1

P

L= L&) ={ f|fl, = /!f(r)!”dfv <o, 1<p<oo

ile tanimlanmir. Burada dx = dxdxs...dx,, seklindedir.
Ayrica p = o0 i¢in Lo, uzayi
Lo = LOO(R") = {f : HfHLOo < OO}

dir. Burada

£l = ess sup [f(2)] = inf{A >0 {2 - [f(x)] > A} = 0}

dir.

Oncelikle L,, 1 < p < oo Lebesque uzayinin lineer uzay oldugunu gorelim. Bunun

icina € Rve Vf,g € L, olmak iizere

[lat@rds=la [ 17 o < o0
R™ R™

esitlifinden o f € L, dir. Ayrica
[f(@) +g(@)" < (If(@)|+ |g()])" < 2max{|f(2)],[g(z)})"
= 2Pmax{|f (=), |g(x)["}
< 2{f(@)" + g(=)|"}

5
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esitsizliginden
/ @)+ g(@) de < 2 / @) dz + / g(o) de | < oo
R™ n Rn

elde edilir. Yani f + g € L, dir. Boylece L,, 1 < p < oo lineer uzaydir. L,,, 1 < p < oo

Lebesque uzayi iizerinde

B =

£, = | [ 5@ iz

fonksiyonunun norm oldugunu yani L,, 1 < p < oo uzaymn normlu uzay oldugunu

gorelim.
Teorem 2.9. (Folland (1984)) L, 1 < p < oo normlu uzaydur.

Ispat Herhangi f € L, 1<p<ooigin

91, = | [lr@rds| =0

oldugu agiktir. Ayrica

I, = | [1s@ras) =0

esitliginden f = 0, h.h.x € R" elde edilir. Tersine f = Oise || f||,, = 0 dir. Yani, L,
den olan fonksiyonlar denklik siniflaridir. Bundan bagka herhangi o € R i¢in

P

lafllz, = /!af(fv)lpdfv = lal 7.,

n

bulunur. Boylece norm olmanin ilk iki kosulu saglanmaktadir. Norm olmanin iigiincii

kosulu olan Ucgen Esitsizligi ileride gorecegimiz Minkowski Esitsizliginin

1 +9lly, < Iflly, + lgll,, 1 <p < oo

bir sonucudur. Bundan 6nce p 'nin araligim 0 < p < oo seklinde alalim ve

3=

11, = | [ 5@ ds
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fonksiyonunun norm belirtmedigini gorelim. Bunun i¢in 0 < p < 1 i¢in liggen esitsizligi-
nin saglanmadigin1 gérmek yeterli olacaktir.

Oncelikle 0 < p < 1, a,b> 0, ¥t > 0icin
b b
> (a+ ) = /tpldt> / (a+ )P~ dt
0 0

1 1 1
= -0 >—(a+bP——=d”

p p p
= ad’+V > (a+0b)’

esitsizligini elde edelim. E,F C R" olgiilebilir kiimeler , |E| < oo, |F| < oo ve
ENF =@ olmak iizere
a=|El»ve b=|F|s

diyelim. Ayrica I/ ve F' kiimelerinin karakteristik fonksiyonlar1 da sirasiyla x(x) ve

Xp(z) olsun. Buradan

s+ xell,, = / o)+ o) e | / xp(@) do + / xr(@)] da
- /1dx+/1dx = (|E| +|F|)»
E F

1 1 1
= (" +b)r >a+b=|E|r +|F|r = HXEHL,, + HXFHL,,

bulunur ki bu bize 0 < p < 1 igin || f]| 1, fonksiyonunun norm igin iiggen esitsizligini

saglamadigini gosterir. U

Simdi 1 < p < oo olmak iizere norm i¢in iiggen esitsizligini veren Minkowski esitsiz-
ligi gorecegiz. Bunun icin oncelikle asagidaki Young ve Holder esitsizliklerini ifade edip

kanitlarin1 verelim.

Teorem 2.10. (Young Esitsizligi) (Folland (1984)) a,b > 0,1 < p < oo ve % + % =1

olsun. Bu durumda

alP b
ab < — + —
p q

esitsizligi saglamr. Burada ]lo + % = 1 esitligini saglayan p ve q sayilarina eslenik sayilar

denir. Ornegin p = 1 icin ¢ = oo dir.
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Ispat Young Esitsizligini birkag yolla ispatlayabiliriz. Asagidaki ispat konveks fonksi-
yonlar i¢in iyi bilinen Jensen esitsizligi kullanilarak yapilmistir.

Jensen esitsizligi soyledir: " f konveks fonsiyon olmak iizere pi, ps,...,p, > 0 ve

> pi = 1ligin
=1

flxipr + xopa + .. + Toppn) = p1f (1) + paf (22) + ... + Do f ()

dir.
Simdi f fonksiyonu olarak f(z) = Inz konveks fonksiyonunu p; = (1 — \) ve

p2 = A alalim. Jensen esitsizligine gore 0 < A < 1 icin
In((1 =N)zy+ Axg) > (1= A)Inz; + Ana,

olur ve bu esitsizlikte x1 = a? , x5 =b? ve \ = % alirsak % + % = 1 oldugundan

P bl 1 1
ln(a—+—) > —Ind®+ -Inb? =Inab
p 9 p q
P
“ iz > ab
p g
seklinde Young esitsizligini elde ederiz. U

Teorem 2.11. (Holder Egitsizligi) (Folland (1984)) f € L,, g € Ly, 1 < p,q < 00 ve

110 + % = 1 olsun. Bu durumda

1
q

[1s@g@las < ( [1r@rac) | [lo@rds

dir.

Ispat Young Esitsizligini kullanarak ispatlayacagiz. Bunun icin Young esitsizliginde

e H@L oy @
(firra) ()
alalim. Buradan
a? bl
ab< —+ —
p q
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oldugundan

|f (x 1 |f(=@)f 1 ()

QJ I ’pd:U) (Rf 9(a qu)5<5Rf;f<$>”dw+5R{g<x>|qu

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafindan integral alirsak

/|f v)| d < /|f par) [ st az

biciminde Holder esitsizligini elde ederiz. U

Artik Minkowski esitsizligini ifade edip ispatin1 verebiliriz. Boylece yukarida tanim-

lanan

11, = /|f Wz |, 1<p<oo

fonksiyonunun norm oldugunu da gormiis olacagiz.

Teorem 2.12. (Minkowski Egitsizligi) (Folland (1984)) f ve g € L,,, 1 < p < 0o olsun.

Bu durumda

/|f + g()|" dx /|f )P dx p+ /|g(x)|pdx

B =

dir.

ispat p = Ligin |f(x) + g(x)| < |f()] + |g(x)]| oldugundan

/|f T gl |dx</|f |dw+/|g )| do

olur. Simdi p > 1 olsun. Holder esitsizliginden

Jlr@+g@ras = [ 1@+ g@l15@) + @) do

< /If(ﬂf)lIJ"(:L°)+9(ZL“)|1°1 dl“+/|9($)l|f(w)+g($)lp1dw

)P dx T 2)| PV g
\R[m " [!f( )+ ()| "
)P dx z 2)| PV g

T \Rn/m P d [w )+ g(a)| 074

1
q

3 =

IN

B =
Q=
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elde edilir. Burada  + - = 1 ve (p — 1) ¢ = p dir.

Bu son esitsizligi tekrar diizenlersek

15 + g(a) da < Jir@ras| +{ [ls@r

biciminde Minkowski esitsizligi elde edilir. U

RS

Minkowski esitsizligi ile goriiliir ki 1 < p < oo i¢in

I1£1l,, - / @) da

fonksiyonu norm belirler. Boylece L,,1 < p < oo lineer uzay1, normlu lineer uzaydir.

Tanim 2.8. de verdigimiz

Loo = Loo®™) = {f : | f]l, < o0}

uzayinin normlu lineer uzay oldugunu asagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem 2.13. (Folland (1984))

Lo = {f I fll,, = esssup |f(2)] < oo}
z€R™
Lebesque uzayr normlu lineer uzaydir.

Ispat Herhangi f,g € L., ve o € R™ icin

ess sup |af(z) + g(z)| < | ess sup [ f(z)] + ess sup [g(z)|
reR™ z€R™ x€R?

esitsizliginden L lineer uzaydir. Ayrica || f||, >0 ve[|f[|, = 0 olmasi icin gerek ve

yeter kosul f =0 h.h.x € R™ dir. Yukaridaki esitsizlik

If+ gl <l + gl

norm i¢in liggen esitsizligidir. Dolayisiyla L., normlu lineer uzaydir. U

Ayrica Holder esitsizligi p = oo i¢in de saglanir. Bu durumda ¢ = 1 olur ve esitsizlik

/!f Dlde < esssup |fa |/|g ) da

reR™

= flle.. llgll,

10
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bicimindedir. p = oo i¢in Minkowski esitsizligi ise yukaridaki

IF+all, <Ifllz. + gl

esitsizligidir.

Bu kesimi L,, , 1 < p < oo uzaymnin Banach uzay1 oldugunu ifade ederek bitirecegiz.
Yani, L,,, 1 < p < oo tam normlu uzaydir. Bu teoremin birkag yolla ispat1 yapilmigtir. Biz
burada tam normlu uzaylar teorisinde iyi bilinen “her mutlak yakinsak serinin yakinsak

olmasidir" teoremini kullanarak ispat1 verecegiz.

Teorem 2.14. (Grafakos (2008-2009)) 1 < p < oo igin L, uzayr tam normlu uzaydur.

Yani, Banach uzayidir.

Ispat L,, 1 < p < oo uzayindaki her mutlak yakinsak serinin yakinsak oldugunu gos-

terecegiz. { f,} dizisini L, uzayindan alahm. Kabul edelim ki }_ || f||, serisi yakinsak
k=1

olsun. B =} || fil[;, < codiyelim. §imdi G\, = > [fi| ve G = > |f| diyelim.
k=1 k=1 k=1

1Gnll,, =

<> il < B, n
k=1

oldugundan monoton yakinsama teoremine gore

n—00
R™ R™

/|G|pd:r— lim /|Gn|pdx
n—oo
Rn Rn

var ve sonludur. Buradan G € L, dir. Boylece ) |fi| serisi yakinsaktir, yani ) f
k=1 k=1

lim |Gn|pdx:/ lim |G, |Pdx
n—oo

olur. Yani,

mutlak yakimsaktir. Simdi /' = ) fj, diyelim.
k=1

F| <> 1/l =G
k=1

ve G € L, oldugundan F' € L, dir. Ayrica
n p n
DI IR IR S
k=1 Ly R k=1

11
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esitliginden limite gegersek Lebesque baskin yakinsama teoremine gore

F=Y /i
k=1

p
=0
Ly

lim
n—oo

dir. Bu son adim i¢in

F =2 hl"< (|F|+Z|fk|> <267 ve [ (267 <o
k=1 k=1

R

saglanmaktadir. p = oo i¢in Folland (1984) kaynagina bakilabilir. U

2.3. L, Uzaylarinda Baz Esitsizlikler

Bu kisimda L, uzaylarindan bazi esitsizlikler ifade edecegiz. 1 < p < oo olmak
tizere sonlu Ol¢timlii kiime iizerinde tanimlanan L, uzaylar1 L., uzayim kapsamaktadir.

Asagidaki teorem bununla ilgilidir.

Teorem 2.15. (Folland (1984)) E C R" ve |E| < oo olmak iizere Lo(E) C L,(E),

1 <p<oodir

Ispat Herhangi f € L. (E) alalim. Buradan
J15@F 2 < 171 1(B) < o0
E

oldugundan f € L,(E), 1 <p < oo dir. O

Teorem 2.16. (Folland (1984)) E C R" ve |E| < 0o olmak iizere
plglglo ||f”Lp(E) = ”f”Loo(E)
dir.

Ispat f € L. (FE) alalim. Buradan

D=

J1s@raz) <l B eaY
E
dir. Simdi herhangi € > 0 icin

A={e e B @) > 1l om — =)

12
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kiimesini tanmimlayalim. |A| > 0 dir. Buradan

[1s@r iz B J1s@ras) = (1l - ) 141H
B A

elde edilir. Bu son esitsizligi yukaridaki (2.1) esitsizligi ile birlestirirsek

1 1
(i =) 141 < | U@ ds| <1, 1217
E
elde ederiz. Bu son esitsizligin her iki yanindan p — oo iken limite gecersek ve
i 1 : 1
lim |Al» = lim |E]? =1
p—00 p—00

oldugundan, £ > 0 keyfi olmak iizere

plggo Hf”Lp(E) = ”f”Loo(E)
bulunur. 0
Teorem 2.17. (Folland (1984)) E CR™, |E| < o0 ve 1 <p < q < o0 igin
Lo(E) C Lp(E)
dir.
Ispat f € L,(F) alalim. Holder esitsizliginden g > 1 oldugundan
Jis@ras < [ [ir@pia) we)
E E
= ||f||Lq(E) |E’1_E
< o0
]

elde edilir ki bu f € L,(E) demektir.
Sonsuz dl¢timlii uzayda bu kapsama saglanmayabilir. Asagidaki ornekleri inceleyelim.

Ornek 1. R* = RU {0} da tanimh

1

-, O<z <1
flx) =14 V¢

L, z>1

13
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fonksiyonunu alalim. Buradan

00 1 00

1 1
/|f(x)|dx:/ﬁdx+/;dx<oo
0 0 1

oldugundan f € L;(R™) dir. Fakat p > 2i¢in f ¢ L,(R") dir.

Ornek 2. R de tanimh
0, 0<]z|<1

fz) =

L lz| > 1

Eﬂa

fonksiyonunu alalim. Buradan f ¢ L;(R) fakatp > 1igin [ #dx < oo oldugundan
1

f € Ly(R) dir.

Teorem 2.18. (Folland (1984)) 1 <p < q <r < ocise Ly C L, + L, dir. Burada

L,+L.={f: f=fi+fs; fi€el, foe€L,}
dir.

Ispat f € L, ve r # oo olsun.

fonksiyonlarini tanimlayalim.

f(@) = filz) + fa(z)

oldugu aciktir. Buradan

[in@ra= [ peras [ eras i <o

{a:|f(2)|>1} {a:|f(@)|>1} R

[i@ra= [ yeras [ s@ras [if@ra <

{z:| f(2)I<1} {a:|f(2)|<1}
oldugundan f, € L), fo€ L, ve f € L, + L, dir.
r = 00 i¢in

1fall ., = ess sup |fa(2)] <1 <00

r€eR”™

dir.

14
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Teorem 2.19. (Folland (1984)) 1 < p < q < r < oo olsun. Bu durumda L, N L, C L,

dir. Ayrica

I A 1=

-=—+ , A€ (0,1)
q P r

olmak iizere

A 1-X
1z, < A, 11,
q P

esitsizligi saglanr.

Ispat Oncelikle r = oo ve \ = § alalim. Bu durumda herhangi f € L, N L, i¢in

/v wm—/u W 1£ ()77 do < [ FIEP I < oo

]Rn
olur. Buradan

=8 s A 1-A
A1, S WA UL, = A1, 1L

dir. Simdi r < oo olsun. 1 = qA + q(l A) oldugundan ile ( N eslenik sayilardir.

Holder esitsizligini kullanarak

Jlr@ra = [1r@Ps@) s

a(1=2X)

IN

?q
o /yf \(1 A)q dzx

st

A 1— >\
= A Al

esitsizligini elde ederiz. Son olarak bu son esitsizligin her iki yanindan q. dereceden kok

alirsak

A 1-X
11z, < A, 11,

buluruz. O

Teorem 2.20. (Folland (1984)) (Chebishev Egsitsizligi) f € L,, 1 < p < oo olsun.

|mnuunzm¢s(W“ﬂ

(07

Va > 0 igin

dir.

15
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Ispat Herhangi o > 0 alalim. Buradan

1, = [U@rae= [ i@ de> oo |fe) > o}
R™ {z:|f(x)[za}

seklinde Chebishev esitsizligi elde edilir. U

R"™ de Lebesque integrali tanimindan agiktirki f =0 h.h.x € R" ise

[1r@lds =0

dir. Bu 6nermenin tersinin de dogru oldugunu asagida Chebishev esitsizliginin bir sonucu

olarak verelim.

Sonuc 2.21. f € Ly, yani f, R" de Lebesque integrallenebilir olsun. Bu durumda
/|f(x)|dx =0 ise f=0hhaoeR"
Rn

dir.

Ispat Chebishev esitsizligine gore , Vn € N icin

{eerstr@lz o} <n [1r@] =0

dir. Ayrica
n > 1
(e @) 20y J{a: @)= 1
n=1
oldugundan
- 1
wers fo) 20 < 3 {e e R sl 2 1} <0
n=1
elde edilirkibu f =0 h.h.x € R" demektir. 0

2.4. L, Uzaylarinda Yakinsama

Asagida L, uzayinda yakinsama tanimim verecegiz ve L, uzayinda yakinsama ile diger

yakinsama tiirleri arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

16
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Tanmim 2.22. (Folland (1984)) L,,1 < p < oo uzayinda {f,} fonksiyon dizisi verilmig

olsun. Eger
T [1f— £, =0

ise { f,} dizisi f € L, fonksiyonuna L, uzaymnda yakinsaktir denir.
Lp
fo—f, n—o0
ile gosterilir. L., uzayinda yakinsama, sifir 6l¢iimlii kiime disinda diizgiin yakinsamadir.

Sonlu dl¢iimlit £ C R™ kiimesinde tamimli bir {f,,} fonksiyon dizisi i¢in L., (FE)
uzayindaki yakinsamadan L, (E) , 1 < p < oo de yakinsama elde edilir.
Soyle ki f € Lo (F) olmak iizere

1o = flloom) = €ss EEIE) | fa(z) = fl2)] < o0

ve f € L,(E) oldugundan

1/p

a1l = / fule) = F@Pdz | <= Flly ) 1B

dir. Dolayisiyla sonlu dl¢iimlii £ kiimesinde diizgiin yakinsamadan L,(£),1 < p < oo

de yakinsama elde edilir.

Teorem 2.23. (Folland (1984)) E C R™ ve |E| < oo olsun. 1 < p < q < oo olmak

iizere L,(E) uzayindaki yakinsamadan L, (E) uzayinda yakinsama elde edilir.

Ispat {f,}, L,(E) uzaymda f € L,(F) fonksiyonuna yakinsak bir dizi olsun. {f, }
dizisinin L,(F) uzaymda f € L,(E) fonksiyonuna yakinsadigini gostermek istiyoruz.
Holder esitsizligine gore

p
q

/ fule) = f@)fde < / fula) — F@PEae | (1B17) T

D
q

[0 = s@ras | (155) 7 <o

IN

17
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yazanz. Buradan || f,, — f||1,(z) < oo dir. Ayrica bu son esitsizligin her iki yanindan limite
gecersek

Tim [ £ = fllz,m) =0
elde ederiz. Bundan baska norm i¢in iicgen esitsizligine gore

1 fllz, ) < 1 fo— fll,) + | fallz, @) < o0

dir. Bu son iki ifadeden { f,,} dizisinin L,(E) uzayinda f € L,(E) fonksiyonuna yakin-

sadigini1 buluruz. 0

Tanim 2.24. (Folland (1984)) (X, M, p) olgiim uzayinda p—olgiimiine gire yakinsama
Vo > 0igin lim p{z € X :|fu(x) — f(z)| >0} =0
n—oo
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.25. (Folland (1984)) L,(R"),1 < p < oo uzayinda yakinsamadan |.| élgiime

gore yakinsama elde edilir. Burada |.| ol¢iimii R™ deki Lebesque ol¢iimiidiir.

Ispat {f,} fonksiyon dizisi L,(R"),1 < p < oo uzayinda f fonksiyonuna yakinsak

olsun. Chebishev esitsizligi gbz oniine alinarak Vo > 0 i¢in
1
[{z: [fulz) = f(2)] > o} [ < ;/|fn(fv) — f(@)" dx
]Rn
esitsizligi elde edilir. Buradan her iki taraftan limite gecersek

lim [{z € R": [fu(z) = f(2)] > 0} [ =0
buluruz. ]

Bu kismui agagidaki ornek ile bitirece8iz. Bu ornek ile gorecegiz ki L, , 1 < p < oo
uzayindaki yakinsamadan noktasal yakinsama ¢ikmaz.

Ornek 3. Her £ igin (0, 1] arahginda tanimlanmis % tane fonksiyonu goz oniine alalim.

1, Hcr<i
k) ok k). p(k Tk =k
0, diger

18



KAYNAK TARAMASI R. ARGIN

Bu £’11 bloklart yan yana yeniden siralayalim ve f,,(x) , z € (0, 1] ile gosterelim.

Falz) = {fi(2), f2(2), £3 (@), [ (2), 2 (), f3(2), s (@), oy fio (), o}

Boylece 1 < p < oo olmak iizere

k
1
E%O, k — oo

oldugundan { f,,} dizisi f = 0 fonksiyonuna L, (0, 1] uzayinda yakinsaktir.
Fakat (0, 1] arah@inda {f,(z)}, -, dizisi f = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsamaz.

Ciinkii yukaridaki k£’11 bloklarin en az biri 1 ’e yakinsar.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda amacimiz Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu incelemek
ve onun L, , 1 < p < oo uzaylarinda sinirlhili§in1 kanitlamaktir.

Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonun sinirliliginin ispatlanmasinda Marcinkiewicz
interpolasyon teoremi de kullanilir.

Bu kisimda Fourier harmonik analizinde ¢ok kullanigh olan Riesz-Thorin ve Marcin-
kiewicz interpolasyon teoremlerini ifade edip ispatlarini verece8iz. Ayrica bazi uygula-

malarin da gorecegiz.

3.1. Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi ve Uygulamalari

Interpolasyon teoremlerine gegmeden dnce L, uzaylarinda lineer, yari -lineer operator

tanimuni, giiclii (p, ¢)—tipli ve zayif (p, ¢)—tipli operator kavramlarini ifade edecegiz.
Tamim 3.26. (Folland (1984)) R" de Lebesque olciim uzayint alalim.
T:L,— Ly 1<p<o0,1<g<o0
operatorii verilsin. Herhangi f,g € L, ve a skaleri i¢in
T(af +g)(x) =aTf(x)+Tg(z), VreR"

ise L, uzayindan L, uzayina tamimlanan I" operatoriine lineer operator denir.

Vf,g € L, ve o skaleri icin
T(af +g)(z) <aTf(x)+Tg(z), VxreR"

ise T' operatoriine yari-lineer operator denir.
VfeL,igin
1T, <clfly,

ise T operatoriine (p, q)-tipli (giiclii (p, q)-tipli) operator denir.
Vf e L,igin
. Al )
ple €R":Tf@)|>ap s | ——" ], ¢<o0

ise T operatoriine zayif (p, q)-tipli operator denir.

20
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Teorem 3.27. (Folland (1984)) T operatorii (p, q)-tipli ise zayif (p, q)-tiplidir.

ispat

1Th1z, = [ s

]Rn

v

Tf(z)|" dx
{zeR™: |Tf(z)|>a}
> oz eR":|Tf(x)] > a}

esitsizligi elde edilir. 7" operatorii (p, ¢) tipli oldugundan

1
{z e R":[Tf(@)] > a}| < — TSI,

1
< —Ifle,
C(elfl !
N (0]
elde edilir. N

Riesz-Thorin Interpolasyon teoremi kompleks analiz metodlari ile kanitlanmaktadar.
Teoremin ispatina gegmeden Once asagidaki onteoremleri verelim. Birincisi Hadamard’s

Three-Line Lemma olarak bilinir.

Onteorem 3.28. (Folland (1984)) 0 < Re (2) < 1 seridinde f(z) sumrly ve siirekli fonk-

siyonu analitik olsun. Ayrica

My = sup [f (6 + iy)|
yeR

diyelim. Bu durumda 0 < 0 < 1 icin
My < M M?
esitsizligi saglanr.

Ispat M, ve M, sayilarinin pozitif oldugu aciktir. Aksi halde f = 0 dir. f = 0 icin de
ispat aciktir.

1. Durum. M, = M; =1 olsun. f(z), 0 < Re(z) < 1 seridinde sinirli oldugundan
|f(2)| < k olacak sekilde & > 0 sayis1 vardir. Herhangi € > 0 i¢in

Ac(2) = 1f—i(-za)z
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sayisii tanimlayalim. Ayrica

Q={z:

seridini ve

R:{z:x—i-iy: z € [0,1], ye{

0 <Re(z) <1}

k k

g ¢

)

kiimesini alalm. Simdi z = x + iy, ) ’nin sirindan alinsin. Yani z € OS2 olsun. Bu

durumda ya z = 0 veya z = 1 dir.

z = (01ise

|A=(2)]

dir.

z =11se

| A (2)]

IN

IN

£(2)
1+e

/(=)
|1+ ¢ + eiy|

FG)I

1+e¢
|f(2) <M =1

dir. Ayrica seridin icindeki herhangi z i¢in

| Ac(2)|

|/ (2)]
11+ ez|

[f(2)l
|1+ ez + eiy]

£ (=)l

ely|
k

elyl

22
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olur. Boylece

k ‘f(a:j:zfﬂ
_ ez
B k
k
< 2=
~k

bulunur. Dolayisiyla herhangi sabit tutulmug € > 0 i¢in R ’nin sinirinda |A.(2)| < 1 dir.

Kompleks analizde iyi bilinen maksimum modiil teoremi geregince

<
max [A:(z)] < 1

dir. Bundan baska z = = + iy € Q\Ri¢in |y| > £ oldugundan yukaridaki esitsizlige gore

k ke
< Xz

. -1
oyl = ek

[Ae(2)] <
olur. Yani Vz € Q igin |A.(z)| < 1 dir. Buradan
[f() < 1 +ez| <1 +elz

olur. Bu esitsizlik Ve > 0 igin dogru oldugundan | f(z)| < 1 olur. Boylece 0 < 6 < 1 i¢in
My < 1= M;~MY dir.

2. Durum. M,, M; > 0 olsun.

f(2)
F(z) =
Mol—Re(z) MlRe(z)
diyelim. M, ") ve M) fonksiyonlarini ikisi de tam fonksiyon olduklarindan
F(z), 0 < Re(z) < 1 seridinde siirekli ve seridin i¢inde analitiktir. Bundan bagka
0 <Re(z) <1ligin

1£(2)] k
<
M017Re(z)M1Re(Z) - min(l, Mo) min(l, Ml)

[F(2)| =

dir. Boylece F'(z), 0 < Re(z) < 1 seridinde sinirlidir. Ayrica

: [fGy)| _ Mo
sup |F(iy)| =sup ——— = — =1
yGRl ( >’ yeR My My
ve
: |f(L+iay)| My
sup |F(14+1y)| =sup ——" = — =1
y€£| (1+dy)| A 2
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dir. Buradan 1.duruma gore 0 < 6 < 1 i¢in

sup | F (0 +iy)| < 1

yeR
olur. Yani
04
sup !f(lj;zygl <1
bulunur. Boylece My = sup,cg | f(0 + iy)| < Mg MY dir. O

Onteorem 3.29. (Folland (1984)) f € L, ve 1 < p < oo ise

1 1
I, = sup /|f Dlde, 4 =1

llgllz ,—1

dir.
Ispat Oncelikle Holder esitsizligine gore

/ f@g(@)dx < £, ol

dir. Bu esitsizligin her iki yanindan ||g||, , = 1 kosulunu saglayan g fonksiyonlari iizerin-
p

den supremum alirsak

sup /|f o) de < £,

HgHLp,—l

olur. Simdi ters esitsizligi gorelim. Bunun icin

oz) = e~taref@)| f ()|~
LA
diyelim.
P 1 —iarg f(x) (p—1)p/
lgllz,, = Hpr — T e |1/ ()] dx

= Hprl)p/\f r)fde =1, (p—1)p' =p

u dl‘ > T l’dCL’
gﬁL:,)_l/V o)l de = /f( )g(x)

dir. Boylece

R"L
e—tare f(@)] f ()| (=1
pum d
e T T
1
= i [ @ISV
LP Rn
= 14,
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esitsizligi elde edilir. U
Boylece Riesz-Thorin Interpolasyon teoremini ifade edip ispatlayabiliriz.

Teorem 3.30. ( Riesz-Thorin Interpolasyon teoremi) (Folland (1984))

1 < po, p1,qo, (1 <00, Po # P1s Qo # Q1
olmak iizere
T:Lp, — Lgy ve T': Ly, — Ly,

lineer operatorii sinirlt olsun. Yani,

1771, < Mol -

1770, < Milfll,, -

esitsizliklerini saglasin. Bu durumda

1 1- 6 1 1-6 6
= +—, —-= +—, 0€(0,1)
p Po pP1 q do q1

olmak iizere T' lineer operatorii L, dan L,ya sinirlidir ve
ITAll, < My~ MY|If N, 0 €(0.1)
esitsizligi saglanr.
Ispat 1.Durum. 1 < pg, p1, go, ¢ < oo olsun. Herhangi f € L, ve HfHLp = 1 alalim.
ITflp, < My~ MY

oldugunu gérmek istiyoruz. Kompakt supportlu, basit fonksiyonlar L, de yogun olduklari
i¢in oncelikle f fonksiyonunu basit ve kompakt supportlu alalm. Onteorem3.28 ’e gore

herhangi basit, kompakt supportlu g fonksiyonu i¢in

[ Trwga <
oldugunu gormek istiyoruz. Simdi f(t) = > a;X4,(t) olsun. g(t) = > b;Xp,(t) di-
i=1 =1
yelim. Burada a;,b; € C ve A;, B; kiimeleri de ikiserli ayrik 6l¢iilebilir altkiimeler,
|A1| < o0, |B]| < 00, Vi, j dir.
1—=2

z
a(z) = +— ve f(z2)= +—
Do b1 do q1
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olsun. Herhangi z =z + 4y, 0 <2 <1 i¢in
a(z) .
ft) = | f ()| =@ e el

ve

fonksiyonlarini tanimlayalim. Ayrica

F(z) = / TF. (t) g.(t)dt

Rn

diyelim. Oncelikle 0 < Re(z) < 1 seridinde F'(z) nin analitik oldugunu gérelim.

Fz) = / TF. (1) g.(t)dt

R’VL
az) .o 1-B()
= [ 1 (e, ) (e ) d
RTL
alz) iarg a; 1=5(z) iargb;
- (mittmran) ()
R?’L
L& a(x)  1-8()
= ZZ‘ai|a(9)’bjllg@ei(argaﬁargbj)/T(XAi)XBjdt
i=1 j=1

RTL
oldugundan F'(z) tam fonksiyondur ve 0 < Re(z) < 1 seridinde sinirhidir. Ayrica Vy € R

icin Holder esitsizligini kullanarak

FG) = | [ Thy @) ult

n

1/q0 1/q
1 1

< | fien@ma) | [lgora) o+

/ :1
qo o

= Tfuly,, !lgiylqu6

IN

Mo Hfz’yHLpO HginLqé

elde ederiz. Burada

Po

" aby) iar
||fiy||LpO = /‘|f(t)|a<e>e gf®| gt

R

~ [|iror

Rn

Ppo

dt
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esitliginde
(iy) | PO e i Im( &) Y |PO
17 = [l )
= |feCE
ve
(&) -G
— ={(=-) =»p
Do D1 p
oldugundan
(o) - (5 ()
a (0) 2 o M
~ e [(pl — iy + ipoy) p}
PoP1
)
PopP1
_ P
Po
yani
Oé(iy)) p
R p——— pu—
e<&(9> Po popo p
ve
aliy) »
1= | = 1)

dir. Boylece
Ially, = [ 150 = 1517, =1
Rn

bulunur. Benzer sekilde ||g;, ||, , = 1 ve |F(iy)| < M, dir. Ayrica |F(1 4 iy)| < M, dir.
90

Onteorem3.28 * e gore 0 < 6§ < 1icin

sup |[F (0 +iy)| < My~ MY
yeR

olur. fo(t) = |f(1)|5D i ® = f(1) | golt) = g(t) ve |F(6)]

oldugundan Onteorem3.29 * e gore

— |/ s ]

R™

/dVQMGMtSmmuwe+wMSAﬁ*M?

yeR

n
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Simdi f € L, alalim. Kompakt supportlu basit fonksiyonlar L, de yogun olduklarindan

[ful <1fI ve fo— f, hohy

olacak sekilde basit, kompakt supportlu ( f,,) dizisi vardir. Ayrica

E:{JIZ |f(l’)|>1}, g:fXEa gn:anE

tanimlayalim. Dahast h = f — g ve h, = f, — g, olsun. Genelli§i bozmadan p, < p;

kabul edebiliriz. Buradan

P
ol = [ lotoa
Rn

- / O X (t)dt

IN

/ FOP Xe(t)dt

[1rra

IN

olur. Yani g € L, dir. Ayrica

s, = [ 150 - gtopa
= [170) - 50 Zeto) i
= /|f(1_XE(t))|p1dt

_ / P X ()t

IN

/ FOP Xpe(t)dt

]Rn

[1sora

IN

<

olur. Boylece h € L, dir. |f,| < |f| ve f. — f, h.h.y oldugundan integral altinda

limite gecme ile ilgili Lebesque’in baskin yakinsama teoremine gore || f,, — f|| r, > 0ve
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1fullz, = [Ifllz, . n — oo dir. Benzer sekilde ||g, — gHLPO =0 ||h, — hHLP1 — 0 dir.

T operatorii L,, dan L,, ve L, dan L, uzayina sinirh oldugundan
I7(92) ~ T(g)]l,, =0 ve [T(h)—T(W);, —0

olur. Buise 7'(g,) ve T'(h,) dizilerinin sirasiyla T'(g) ve T'(h) fonksiyonlarma 6l¢iime

gore yakinsak olmasi demektir. Boylece
T(gn,) = T(g), h.h.y ve T(hy,)— T(h), h.hy
olacak sekilde 7'(g,,) ve T'(h,,) dizilerinin T'(g,, ) ve T'(h,, ) altdizileri vardir. Boylece
T(fn) = T(gn) + T(hn) = T(g) + T(h) = T(f)
ve Fatou Lemmasina gore
1T, < lim int [ T(f)]],, <l inf Mi="M{ | fll,, < My=*M{ | £l

elde edilir.
2. Durum. pg, p1 qo, ¢i sayilarmin bazilarinin oo olmasi halinde yukaridaki yonteme

benzer yontem uygulanir. Bu durumda L., normu dikkate alinmalidir. U

Riesz-Thorin interpolasyon teoreminin uygulamalarini ifade edebilmek icin oncelikle

R"™ de Fourier doniisiimii, girisim fonksiyonu ve 6zelliklerini gorelim.

Tanim 3.31. (Fourier Doniigiimii) (Folland (1984)) f € Li(R") olsun. f nin Fourier
doniistimii

F:Li(R") - R,
FOON =10 = [ f@)e =z, Ae R
RTL
seklinde tanmumlamir. Burada dx = dxdxs...dv, ve © - A\ = x4\ + ... + 1\, dir:

Bundan bagka Girisim fonksiyonu ise s0yle tanimlanir.

Tanmm 3.32. (Girisim, Convolution) (Folland (1984)) (X, M, u) olgiim uzayi ve f,g €
L1(X) olsun.

(f % g)(x) = / F (gl — y)dy = / o) f( — y)dy

ile tamimlanur.
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Teorem 3.33. (Fourier doniisiimiiniin ozellikleri) (Folland (1984))
1. Fourier doniisiimii lineer doniisiimdiir. Yani,
Flaf)A) = aF(f)N), acR

Ff+9) = FHAN) +Flg)N).

2. Fourier doniisiimii sitnirlidr.
3. Fourier doniigtimii Cauchy dizisini Cauchy dizisine gotiiriir.
4. Fourier doniistimii siirekli fonksiyondur.
5.7, f(x) = f(x — y) olmak iizere
F(ryfYN) = e 2T F(F)(N).

6. 0.f(x) = f(ax) olmak iizere

FENHN = 2 F(HOD), aek

|al a
7.1y (F(A) = F(e2m v f)(A).
8. n € N olmak iizere f fonksiyonu n. mertebeden tiirevlenebilir ve
fel, f"ely,..f"elL
olsun. Bu durumda
F(F)N) = @mid)" F(F)(N).

9. f(z) € Ly, of () € Ly, 2*f (x) € Ly, ...,a"f (x) € Ly, n € N olsun. Bu durumda

f fonksiyonunun Fourier doniigiimii n defa tiirevlenebilir ve

d"F(f)(N)

S = F (~2mia) £ (1) ),

10. Fourier doniigiimii girigimi ¢carpmaya doniistiiriir. Yani,
F((f*9)A) = F(FHA)F(g)(A).
Ispat 1. f g € Li(R") ve a € R olsun.

Flaf +9)(N) = / (of + 9) ()e N

Rn
= oz/f(x)e2””'Ada:+/g(x)e2m$"\dx
Rn Rn

= aF ()N + Fl9O).
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2.

FHO| < / (@) |2 da

= [1r@lds= 11,

ve buradan

sup |[F(F)A)] < [1f]l, < oo

TER™

3.{f.}, Li(R™) uzaymnda Cauchy dizisi olsun. Bu durumda verilen herhangi ¢ > 0 i¢in

oyle bir N € N vardir ki Vm,n > N igin || f,, — f||,, < € dir. Buradan Vm,n > N igin

FU)N) = F(f)N) = F(fo = ) N) = / (a(@) — fon())e 2o

Rn

esitliginden
FEIN) = F() )] < / @) = fn)l e = 1 = fol, < 2

olur. Boylece

sup | F(fn)(A) = F(fm) (M| < &

AER™

olur ki bu {F(f,,)} dizisinin C' (R") uzayinda Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
4. f € L1(R™) olsun. F(f)(\) Fourier dontistimiiniin siirekli fonksiyon oldugunu goster-

mek istiyoruz. Bunu R de yapalim. R" de benzer sekilde yapilir. R de Fourier doniisiimii

= 7 (e dt

seklinde olsun. Bu durumda

Jf(f) (l‘ + h) / f —2 (z+h)mit e—27‘ritxj| dt

/ f(t)e—%ritx [e—Zhﬂit o 1} dt

den

(O +1) = @) < [ 1@ re  — s

1
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olur. Simdi
et _ 1| = |cos(2mwht) — isin (2rht) — 1
= \/(1 — cos (2rht))? + sin® (2rht)
= /2(1 — cos (27ht))
= \/4sin® (7ht)
oldugundan

[F(N) @+ h) = F(f))] <2 / [f ()] | sin (wht) |dt

elde ederiz. Simdi h — 0 icin limite gececegiz. Lebesque’in baskin yakinsama teoremini
uygulayacagiz. Bunun i¢in integral altindaki fonksiyonun mutlak degerinin integrallene-

bilir bir fonksiyon ile iistten sinirli olmasi gereklidir. Simdi onu kontrol edelim:
[F@®)] [sin(wht) | < [f()] € L.
Boylece Lebesque baskin yakinsama teoremine gore limit igeriye girer ve
lim | () (& + ) = F(f)(z)| = 0

olur ki bu Fourier doniisiimiiniin siirekli olmas1 demektir.

5.
FrHO) = [ri@e e
R”
= /f(:c —y)e Ny = (Lt =z —y,dt =dx...)
R
— / f<t>6—27ri(t+y)~>\dt
Rn

— / f(t>6727riy-)\€727rit-/\dt
Rn

— 6—27riy-)\/f(t)e—27rit~)\dt
R~

eTIAF(HN).
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6F(5af)< )_ 1\F( )(5)7 CL#O

FG./)(\) = / 5. f ()e= 2y

= / flaz)e ™ dy

= ..t=ax,dt=adz..

r e~2G f()dt,  a >0
pum— Rn
-1 et G f(H)dt, a <0

Ty (F(A) = F(HA-y)
— /f(x>€27riz-()\y)dx

— / f(l,)e—QTri:cv\eQTri:oydx
R”

— /(627rixyf(x>>e27riz-)\dx

Rn

= F(E ),
8. F(f™)(A\) = (2mi\)" F(f)()) esitligini n = 1 igin yapalim. Genel hali tiimevarimdan
elde edilir.
FHN) = /f e

= = e~ 2miEA , du = 27rz'/\e_2m””\dx dv = f'(x)dz, v= f(z)

= lim e 2= f(z / f(z) (—2miN) e 2Ty

|z|—o00
N

TV - R”L

_ e FHO.

d"F(f)(N)

S = F (~2ria) £ (@) )
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esitligini de n = 1 i¢in yapalim. Bu durumda f (x) € Ly, xf (z) € L, olsun. Yani,
/\f(x)\dx < 00 ve /\fo(x)\dx < 00
Rn Rn
dir.
FHO) = / f(@)e 2wy
Rn

Fourier doniisiimiiniin tiirevlendigini gosterelim.

dFNHR) _ o FOA+) = FHO
dA |h|0 h

1 | |

= |}111210E/f(x) (6727rm-()\+h) . 6727m:c-)\) dx
Rn
) —2miz-h 1
= 1 —2mix-\ 6— d
|h1‘90 J(x)e < h ) o

R™
— 1 —omizy [(COS(2mz - h) —1 _.sin (2mz - h)
B Iflll\go J(@)e < L t 3 dz

R™

elde edilir. Burada Lebesque baskin yakinsama teoremi uygulanacaktir. Yani limit integral
altina girecektir. Bunun i¢in integral altindaki fonksiyonun || — 0 iken limiti var ve bu
fonksiyonun mutlak degerinin integrallenebilir bir fonksiyon ile iistten sinirlandirilmasi

gereklidir. Bunu kontrol edelim.

1~ —2mixT-\
dim f(z)e

]

<cos (2m;- h)—1  sin (2Zx~h))

limitine bakalim.

i % (2rz-h) —1 ~ 0 ve lim sin (27z - h)

=2
|h|—0 h |h|—0 h i

oldugundan

lim f(x)e—%riz-)\

— — 97 —2mix-A
i mixf(z)e

—1

(cos (m; B)—1 sin (2233 : h))

olur. Bundan bagka

cos(2rx-h)—1  sin(2mx - h)

e e e = | EETCTEE
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oldugundan integral altinda limite gecebiliriz. Boylece

dF(f)(N)
d\ /

Rn

’
i

h L

()27 (cos (2rz-h) —1  sin(2mx - h)) i

= /—27Tixf(x)e_2mz"\dx

R"

= F((~2riz) f (x)) (V)

bulunur.

10. Fourier doniisiimiiniin girisimi carpmaya doniistiirdiigiinii gérelim. Bunun i¢in Fubini

teoremini kullanacagiz.

F((f*9)(N)

[ g @e s

R

/ /f(x —y)g(y)dy | e Nz

Rn

/ / fl@ = y)gly)e ™ dedy

R® R™

[ow | [ 1= ve = | dy

Rn
wz=x—y, dz=dx...

/g(y) /f(z)€—27ri(y+z)-)\dz dy

/ g(y)e ™A / f(2)e ™ A dz | dy
F(FYN)F(g)(N).

O

Bundan sonra asagida Riesz-Thorin interpolasyon teoreminin uygulamalarini goérece-

giz. Oncelikle

1
IFON, < Ifllp,, 1<p<2, ]—?+_:1

1
q

esitsizligini Riesz-Thorin interpolasyon teoremi ile gosterelim.
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Bunun i¢in R™ de yukarida tanimladigimiz F(f) Fourier dontisiimii tanimini tekrar

goz oniine alalm. f € L;(R™) olmak iizere

FOO = [ fw)e e

R
vexr-\= $1>\1 + ZEQ)\Q + ...+ xn)\n dir.

Fourier doniisiimii teorisinden bilinen Parseval esitligine gore

IF, = 1l Mo=1

dir. Bundan bagka

IFN, = esssup [F()A)

AER™

< ess sup /|f(:c)] |e7?™ N da
RTL

AER™

< fllp,, Mi=1
dir. Simdi Riesz-Thorin interpolasyon teoremine gore,

=2 — egy=2

\ 1

op=1 — eg =00

ve
11—t t 1-t 1+t
= +— = t=

D Po n 2 2
11—t t 11—t

q do 41 2
olur. Buradan ; + ¢ = 1 bulunur. Boylece

IFOI,, < Il 1<p<2, ~+1=1
p q
elde edilir.
Riesz-Thorin interpolasyon teoreminin bir diger uygulamasi da asagidaki Young esit-
sizligidir.

feL,R"), ge L,(R")vel <p,qr<oo Zl)+ % = % + 1 olmak iizere

LF*gllz, < WAz, lgllz,-
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Simdi herhangi g € L, olmak iizere

T, : Li(R") — Lg(R")

o= T(f)(@) = (f * g)(x)

operatdriinii tantmlayalim. Integraller icin Minkowski esitsizligine gore

1/q
1A, = | [ 17+ p@pas
q 1/q
< | [/ 1rls -y | iz
1/q
< [ [1rwlige-gpas)
Rn n
= oz, 11z,
ve Holder esitsizligine gore
ITyfllr = ess sup |T, /()|
rER™
— esssup [ 1f)llgte — y)ldy
reR™
]Rn

IN

reR™

1/q
ess sup /If(y)lq'dy /Ig(w —y)|%dy

lgllz, [1£1z,
elde edilir. Yani, 7, operatorii (1, q) ve (¢, co) tiplidir, % + é = 1. Boylece

=1 — eqg=gq

\ \

op1=¢ — eq =0
Riesz-Thorin interpolasyon teoremine gore,

11—t ¢ t
= -

p Do b1 q
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1 1 t 1 t 1 1
——l——:l—t—i——,—i——:1—t—|—t——+—:1+—
p q q q q q r
ve
1f*gllz. < Ifllz,llgllz,
olur.

3.2. Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi ve Uygulamalar

Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremini ifade etmeden 6nce dagilim fonksiyonunu ta-

nimlayacagiz ve bizim icin gerekli olacak bir teoremin ispatini verecegiz.

Tamm 3.34. (Kufner, John, Fucik (1977)) (Dagilum (Distribution) fonksiyonu) (X, M, 1)

olciim uzay: olsun.
df:(0,00) — [0,00)
a — de(e) = p{z: |f(z)] > a}
fonksiyonuna f ’nin dagilim fonksiyonu denir.

Dagilim fonksiyonunun ilk 6nemli 6zelligi azalan fonksiyon olmasidir. Yani,
a1 < (e%)) iken df(()él) > df(OéQ)
dir. Bundan baska asagidaki teoremle dagilim fonksiyonunun bazi 6zelliklerini verelim.

Teorem 3.35. (Kufner, John, Fucik (1977)) f ve g fonksiyonlart (X, M, i) olgiim uza-
yinda tamml olgiilebilir fonksiyonlar olsun.

1)lg(x)| < |f(z)|, h.h.x € X ise dj(o) > ds(a), a > 0dir.

2) ¢ bir skaler olmak iizere d.;(«) = df(%) dir.

3)dprg(a+ 5) < dp(a) + dg(B).

4) dsy(af) < ds(a) + dy(5).

Teorem 3.36. (Kufner, John, Fucik (1977)) (X, M, p) olgiim uzayr ve f € L,(X),

1 < p < o0 olsun. Bu durumda

(e 9]

412,00, = [ P ds(a) da
0
dir.
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ispat
[rortas@yda = p [@ e s 17(@) > 0} da
0 0
= p/Oép_l /X{:p:|f(:v)|>a}(x)dm dov
0 X
= p/ /ap_IX{x:|f(x)>oz}(I)da dx
X 0
[ f ()]

= p / o’ rdadz

X 0
_ |f (@) [
= pX/ p dx

_ p

Artik Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremini ifade edip, ispatini ifade edebiliriz.

Teorem 3.37. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (Folland (1984)) (X, M, 1) ve

(Y, N, v) olgiim uzaylart ve

1<po, P1, 90, 1 £ 0 po < qo,p1 < @1 ve G # Q1

olsun. Ayrica,

1 1—1 t 1 1—1t t
p Po Y4 q do q1

ve T yari-lineer operatorii (po qo)-zayif ve (p1, q1)-zayif tipli olsun. Béylece T, (p, q)-gii¢lii

tiplidir. Yani,
ITfll, <cllfllg,

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardr.

Ispat f ¢ L,(X) alalim. Herhangi o > 0 verilmis olsun. $imdi

f()(x) _ f(x)v ’f($)| > cax , fl({L‘) _ f(a:), |f(x)| < ca
0, |f(x)] < ca 0, |f(@)]>ca
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fonksiyonlarini tanimlayalim. Burada c sabiti ileride belirlenecektir. Oncelikle

f(x) = folz) + fi(x)

oldugu aciktir. Bundan baska

[ih@ra = [ lp@P s e R
X {a: | f(z)|>ca} {z: |f(2)|>ca}
(Ca)po )
< X/ F(@)Pde < o0
[inwre = [ perasee [ 22
X {a: | f(z)|<ca}t {z: |f(z)|<ca}
(Ca)pl
< (ca)’ X/|f(x)|1”dx<oo

hesaplamalarindan fy € L, (X) ve f1 € L, (X)olurve f = fo+ f1 € Ly, (X) +Ly, (X)

olur. 7" yari-lineer operator oldugundan

T f(x)l =T (fo+ f1) ()] < |T (fo) ()| + [T (f1) ()]

dir.
® Dy = (qp, P1 = ¢ < oodurumu.

Bu durumda p = ¢ olur. Simdi pg < p < p; olmak iizere

{x: |Tf(z)>a}C {x: |T fo(x)| > g}LJ{ﬂﬁi T f1(z)] > %}

2
veE
pla: [Tf@) > a} < pfat [Th@)| > S)+u{e: TA@]> 5}
esitsizliginden
dry(a) < drp(5) + dra(3)

elde edilir. Bundan baska 7", (pg po)-zayif tipli ve T, (py p1)-zayif tipli oldugundan

sirastyla

Q 2A bo o 2A s
i3 < (B, ) < (22150,
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esitsizliklerini elde ederiz. Simdi
1745, = [ pardry(a) do
0
< [ partdrg(G)da+ [ par iz () da
0 0
= L+
diyelim. Fubini teoremini kullanarak
T «Q T 24\ 0
L = /poz”_ldeo(E)daS/pap_l <71> 1 follZ,, dex
0 0
= pa)” [arm | [1n) e | da
0 X
= pea)” far | [ @) | da
0 {z: |f(z)[>ca}
= )" [ | X @1 @)z | do
0 X
= A" [ [ [ Nty () | d
X 0
[f(z)|/c
= pea)” [1s@r | [ et ds
X 0
. P p(24,)"
o w |f(@) o 1 p
pa)” [ 1@ E e = L,
X

T o) r 24\ 7
IQ = p/oépldel(g)dOé S p/apl (72) ||f0||12p1 dOé
0 0

— p2Ay)” / N / fi(@)" de | da
X

0
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~ p(24y) / -1 / F(@)["dz | da
0 {7 |f(@)[<ca}

= e [orr ([ @lso s | do
0 X

= p(QAZ)pl/Lf(m)rDl /ap—p1— X{x:|f(x)§ca}(x)da dx
X 0

o0

= p(24,)" / | f ()" / PP da | dr

f@)|/e

P P . oP—P1
= p(24y) /If(fv)l 1 <}g§op o i@ |/c> dr

— p 2142 /|f Pl |p pldq}

— cP—p1

P (24
= o =p o /1%,

olur. Boylece
p
1T, <cllfIIz,
bulunur..

® Dy = qo, p1 = ¢ = oo durumu. Bu durumda
p(24)"

cP—po (p — p(])

dir. p; = 00 i¢in T : Loo(X) — Loo(X) sinirh oldugundan

1711z,

1=

fillewx) = esssup [ fi(z)| = ess  sup  |f(z)] = ca
zeX {2:1f(w)|<ca}
dir.
T fill o) < Allf1ll Lo x)
oldugundan yukaridaki ¢ sabitini ¢ = 5. segelim. Bu durumda || fi|[1(x) < § ve

plx [T fi(x)] > §} = 0 olur. Yani, dry, (5) = 0 dir. Buradan

AIIJO 1/q
ITfl,, < ((p—) 1,

p— p[))cp Po
olur. Genel hali, pg < p1, g0 < ¢1 < oo (Folland 1984) kaynagindadir. L
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonun L, Uzaylarinda Simirhhg:

Tezin bundan sonraki kisminda amacimiz olan Fourier harmonik analizinin en 6nemli
operatorlerinden birisi olan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu tamimlayip, L,
uzaylarinda sinirliligini ifade edilecektir. Teoremin ispati Marcinkiewicz interpolasyon
teoremi kullanilarak gosterilecektir.

Ayrica Fourier-Bessel harmonik analizinde 6nemli bir teknik ara¢ olan genellesmis
kaymanin dogurdugu maksimal fonksiyonu tanimlayip, bazi kullanildig: yerleri verece-
giz.

Tamm 4.38. (Stein (1971,1993)) f € L} (R") olmak iizere, M : f — M f,

loc

M) =swp e [ 1wl dy

B(z,r)
seklinde tanimlanan operatore Hardy-Littewood maksimal fonksiyonu denir. Burada sup-

remum x-merkezli, r > 0 yarigapli tiim B(z,r) yuvarlart iizerinden alinir.

M(f) = M(|f]) > 0 oldugundan maksimal fonksiyon, pozitif operatordiir. Bununla

birlikte M operatorii lineer degil, yari-lineer operatordiir. Yani,
[M(fy+ f2) ()] < [M fr(2)] + [M fa(z)|

(M (af)(@)| = |af [Mf(z)]|
dir.

Maksimal fonksiyonu

r>0

M(f)(w)—supm / @)l dy
B(0,r)

seklinde de yazabiliriz. Buradan goriiyoruz ki Hardy-Littewood maksimal fonksiyonu,
klasik kayma operatorii ile iliskilidir.

Maksimal fonskiyon, Fourier harmonik analizinde bir¢ok operatoriin noktasal yakin-
sama probleminde 6nemli rol oynamaktadir. Tleride 6rnekler verecegiz. Oncelikle Maksi-

mal operatdriin L,, uzaylarinda sinirlihiini ifade edelim.
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Simdi sdyle bir gozlemde bulunalim. f fonksiyonu olarak [a,b] aralifinin karakte-

ristik fonksiyonunu alalim. Bu durumda

b 0 TS
Mf(z) = 1, a<z<b

|b—al

2lz—al 7 T2 b

olur ve buradan goriiliir ki f € L;(R) iken Maksimal fonksiyon M f , L;(R) uzayindan
degildir. Genel olarak, f € Li(R™) iken M f ¢ L;(R") dir. Bu ise M f operatoriiniin
p = 1 i¢in sinirl olmadigini gosterir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu Lebesque uzaylarinda zayif-(1, 1) etki goste-
rir. 1 < p < oo igin giiglii-(p, p) etki gosterir.

Bu teoremi R de Hardy-Littlewood, n > 2 icin R" de Wiener kanitlamistir. Zayif
(1,1) yakinsamanin ispat: Vitali Ortii lemmasina dayanir, dncelikle Vitali Ortii lemasini

ardindan Hardy-Littlewood-Wiener Teoremini ifade edelim.

Onteorem 4.39. (Stein (1971,1993)) (Vitali Ortii Lemast) R"™ 'de {B;,i € I} biciminde
yaricaplart sonlu, keyfi yuvarlar toplulugunu goz oniine alalim. Bu takdirde bu ailenin,

{By, By, ..., By, ...} seklinde ikiserli ayrik, dyle bir sayilabilir alt ailesi vardur ki

UB: < G 3B,
k=1

iel
dir. Burada 3By, yuvarmmin merkezi By, ile aymidwy, yaricapt By yuvarun yarigapimin 3

katidur.

Teorem 4.40. (Stein (1971,1993)) (Hardy-Littlewood-Wiener Teoremi)

a) f € Ly olsun. Bu durumda ¥o > 0 icin

o M ()] > o} < = |,

esitsizligi saglanacak sekilde n ’ye bagli ¢, > 0 sabiti vardr.

b) f €L, vel <p < oo olsun. Bu durumda

IMf(@),, < callflls,

esitsizligi saglanacak sekilde n ve p ’ye bagl co > 0 sabiti vardir.
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Ispat a) f € L, olsun. o > 0 igin
Ao ={z: [Mf(z)| > o}

diyelim. Vx € A, i¢in dyle bir B(z,r,), r, > 0 yuvarim segelim ki

o/
TR [f(y)ldy > o
|B(z,72)|
B(z,rz)
esitsizligi saglansin. Boylece A, kiimesini orten {B(x,7,)}, . yuvarlar ailesini elde
ederiz. Vitali Ortii lemmasina gore bu ailenin ikiserli ayrik, sayilabilir

{B(zj,rs,), i =1,2,...}

alt ailesi vardir ki
(o0}
U (s, 37’%

olur. Buradan yukaridaki esitsizligi kullanarak

A < S0 1B3n)
= 3"%\3(9&1,%1.)
< Z / )l dy

371 7’95

-2 [ il

xz Tacz)

Us
/|f )l dy

elde edilir. Yani, [{z : [M f(z)| > a}| < e || f]|;,. c1 = £ olur.
b) f € L icin

8

IN

r>0

1
M) =swp o [ 1wl dy < 17
| B(z, )] Fe
]Rn
dir ve esitsizligin her iki yanindan ess sup alinirsa

IMfll, < £l
elde edilir.
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Simdi f € L, ve 1 < p < oo olsun. o > 0 olmak iizere f fonksiyonunun dagilim
fonksiyonu adi verilen ve E, = {x € R™ : |f(x)| > a} kiimesinin Lebesque 6l¢timii ola-
rak tanimlanan d¢(«) = |E,| fonksiyonunu géz 6niine alalm. d¢(cv) dagilim fonkiyonu
ile [|f||;, arasinda agagidaki esitlik ¢ok kullamighdir:

o0

1117, =p [ @ ds(a)da @2)
0
Oncelikle bu esitligi Fubini teoremini kullanarak gosterelim:

o0 o0

p/ap_ldf(a)da = p/ap_1|{:v eR":|f(z)] > a}| da

0 0
00

= p/apl /XAa(x)dx do

0 n

_P/ /ozpleax dx

0
|f ()]

— p/ /ap Yda | dx
[1s@r i

R”

£,

Ayrica f € L,, 1 < p < oo fonksiyonunu

N FORRVCES
0, [f@)]<3
ve
0 a
) @123
f) o 1f@)] <3
biciminde parcalayalim. x € R" i¢in f(z) = fi(z) + fo(z) dir.

Kolayca goriiliir ki

(0
fo €L, |lfoll,, <5
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veE

[1s@las = [1p@I 7 A@P ds

<) [ vere

{zerm|f(2)|>% }
a\l-p
< - p
< (3) /|f(x)| dr < oo
Rn

oldugundan f; € L, dir. Ayrica Hardy-Littlewood maksimal operatorii, yari-lineer oldu-
gundan

M f(z) < M fi(x) + M fo(z)

dir. Boylece

[t eR": |Mf(z)| >a} < {x e R™: [Mfi(z)| > %} v {x e R™ : | M fo(z)| >

RS
——

- L+1

esitsizligini elde ederiz. Simdi I; ve I, tahminlerini hesaplayalim.

f2 € Ly oldugundan

IM fa(2)|| < [[M foll,,, <l fallr, <

| e

olur. Bu ise

L= Hx ER™: [Mf(a)] > %}‘ —0
olmasi demektir. f; € L; ve maksimal operator zayif (1, 1) tipli oldugundan
o c
n=|{eer: MA@ 2 S} < Sl

olur. Son olarak (2.6) esitsizligini maksimal fonksiyon M f i¢in yeniden yazarsak ve son

buldugumuz tahmini de kullanirsak

A, = p [ dug)da=p [0 (o € R 5 M F@)] > ] da
0 0

[e.e]

< oo [1n@)d ) da

0
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= cp/&p2 / |f(z)| dz | de
0 {zeRm|f(2)|>% }
= cp/oép—2 /’f ’X{xER"\f(z %}(x)dx do
0
= cp/|f(x)| /Oép_QX{zeRn;|f(x)|zg}(w)doz dz
R® 0
2|1 ()|
= cp/\f(a:)\ / o’ 2da | dw
R® 0
= allfli,

esitsizligini elde ederiz.

Ayrica Marcinkiewicz interpolasyon teoremini kullanarak da Maksimal foksiyonun
1 < p < ooigin L, den L, ’ye simirhiligimi gosterebiliriz. SOyle ki Maksimal fonksiyon
(1, 1)-zayif ve (giiglii) (oo, 00)—tipli oldugundan Marcinkiewicz interpolasyon teoremine

gore

esitliginden p = ¢ bulunur. Bu ise teoremden Maksimal foksiyonun (gii¢lii) (p, p)— tipli
oldugunu verir. Yani,

IMFl,, < cllfll,. 1<p<oo

dir. U

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun uygulandig1 alanlardan birini ifade ede-

lim. v, [0, oo] aralifinda tanimli negatif olmayan , azalan fonksiyon olmak iizere

ﬂﬂ:wWDw&/www=l

R’!’L

olsun. € > 0 igin ¢ (z) = e "p (f) tammlayalim. f € L,,, 1 < p < oo i¢gin

Mf(z) =sup (f *¢.)( —sup/fx— Y)Yy

e>0 e>0
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esitligi Stein ve Weiss (2002, 2005) tarafindan gosterilmistir. Burada ¢ fonksiyonu olarak

o (x) = (122 + 1)(n+l)/2
alirsak,
_ . (T _ Y
py(2) =y "¢ (y> = e g R Y 0

fonksiyonuna Poisson ¢ekirdegi denir ve P(z,y) = ¢, () ile gosterilir. Ayrica

w,y) = (f*P(,y)(x), y>0

fonksiyonuna f fonksiyonunun Poisson integrali denir. Bununla ilgili asagidaki teorem

Stein ve Weiss tarafindan ispatlanmugtir.

Teorem 4.41. (Stein ve Weiss (1971, 1993)) f € L,, 1 <p < oo ve
u(z,y) = /f(w —t)P(t,y)dt, y >0
Rn

olmak iizere
ju(z, y)| < M f(x)
dir.
Ayrica bu teoremin tersini de gormek zor degildir.

Teorem 4.42. (Stein ve Weiss (1971, 1993)) f € L,,1 <p < oove
u(x,y) = /f(ﬂﬁ —t)P(t,y)dt, y>0
Rn

olmak iizere

Mf(x) < A(n) {supu(z,y)}

y>0

dir. Burada A(n) sadece uzayin boyutu n’ye bagh sabittir.

4.2. Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonun L, , Uzaylarinda Simrhhg:

Tez ¢alismamizin bundan sonraki kisminda Fourier-Bessel harmonik analizinin 6nemli
operatorlerinden biri olan Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A,

o2 92 2w 9

52 x—naxn), (v >0, x,>0)
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ile iligkilendirilen

1

M, f(x) =sup ——— TY|f(x)|y>dy, =€ R"

flw) = sup 1B(0,7)], (/) |f(2)]y,"dy b
B(0,r

Maksimal operatoriiniin agirhikli L, , ,1 < p < oo uzaylarinda sinirhiligini ve uygulandigi

bazi alanlar1 ifade edecegiz. Burada R, uzay,
R} ={z:2=(21,..0,,) € R", z,, > 0}

ile tanimlanir.
Bu uzayda x— merkezli r > 0 yanigapl yuvar, B(z,r) = {y € R} : |z —y| < r}ile

gosterilir ve E C R” olmak tizere |E|, = [ 22"dz, v > 0 dir.
E

R’} uzayinda Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu genellegsmis kayma

operatorii

7 f(z) =

M= | N=

% / f (x' — ', /22 — 21y, cos o + y%) sin” ' ada, yeRT
0

ile tanimlanir. Bu kayma operator bir ¢esit "hibrit" operatordiir. Yani, ilk n — 1 degiskene

Laplace operatoriiniin dogurdugu klasik kayma (Oklid kaymas1) ve sonuncu degiskene de

Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu Bessel kaymasi uygulanmistir.

Oklid kaymas: ile Bessel kaymasinin komposizyonu olan genellesmis kayma opera-
torii ile bircok matematikci calismalar yapmis ve yapmaya devam etmektedir. Bunlardan
bazilar1 Gadjiev ve Aliev (1994), Aliev ve Bayrakci (1998, 2002), Guliev (2003, 2006),
Levitan (1951) Kipriyanov (1967), Klyuchantsev (1970), Lofstrom ve Peetre (1969), Lyak-
hov (1983), Stempak (1985), Trimeche (1997), vb.

R} da tamml 6lgiilebilir fonksiyonlarin agirlikli Lebesque uzay1, 1 < p < oo igin

Lyw = Lyo(RL) = { f 1 R% = R Lebesque dlgiilebilir, | f]|,,, < oo

ve
1/p

£, = | [ IF@Paas
it

ile tanimlanmaktadir. L, , uzayinin normlu uzay oldugu agiktir. p = oo igin L, uzayini

ise L ile gosterecegiz ve || f||,_ = esssup|f(z)|, v € R"} seklindedir.
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Ayrica 22" dz 8lgiimiine gore R’} da taniml local integrallenebilen fonksiyonlarin uza-
ymda Li°C = Lie¢(R7) ile gosteriyoruz.

Genellesmis kayma operatoriiniin dogurdugu maksimal fonksiyonun agirlikli Lebes-
que uzaylarinda sinirlilifn Guliyev (Guliyev 1998) tarafindan kanitlanmigtir. Asagida bu

teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 4.43. (Guliyev 1998) f € Lll‘jﬁ olmak iizere
p=1licin

1]z,

{z €RY « (M, ()] > M}, < e =,

(VA > 0)

vel < p < ooigin
||MVf||Lp,V S Cl ||f||Lp,1/
esitsizligi saglanr.
Bu teorem de gosterir ki M, f maksimal operatorii de tipki1 Hardy-Littlewood maksi-

mal operatoriinde oldugu gibi, 1 < p < oo igin (p, p)— tipli ve p = 1 i¢in zayif (1,1)—
tiplidir.

Fourier-Bessel analizinde Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu Pois-

son cekirdegi Aliev ve Bayrakci (Aliev,Bayrakci 1998) tarafindan

n+2v+1

o +a2)"

P, (z:0) = F, () () = mm%ﬁvr ("+22’/+1)( a

esitligi ile tanimlanmustir. f € L, (1 < p < 00) olmak iizere f fonksiyonu ile Poisson

cekirdeginin girisimi asagidaki
Vaf) (@) = [ 1) T (P (i) 2y
RY

Poisson integralidir.

sup | (Vo f) (2)] < M, f(x)

a>0

esitsizligi Aliev ve Bayrakci (Aliev,Bayrakci 1998) tarafindan kanitlanmistir. Ayrica
Aliev ve Bayrakci Poisson integralinin noktasal yakinsama probleminde ), f maksimal

operatoriinii kullanmustir.
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5. SONUCLAR

Teorem 5.44. (Stein (1971,1993)) (Hardy-Littlewood-Wiener Teoremi)

a) f € Ly olsun. Bu durumda N o > 0 icin

o s [Mf(@)] > a} < 2| 1],

esitsizligi saglanacak sekilde n ’ye bagli c; > 0 sabiti vardir.

b) f €L, vel <p < oo olsun. Bu durumda

IMf(@),, < callflls,

esitsizligi saglanacak sekilde n ve p ’ye bagli co > 0 sabiti vardir.

Ayrica Marcinkiewicz interpolasyon teoremini kullanarak da Maksimal foksiyonun
1 < p < ooigin L, den L, *ye simirhiligim gosterebiliriz. SOyle ki Maksimal fonksiyon
(1, 1)-zayif ve (giiglii) (oo, 00)—tipli oldugundan Marcinkiewicz interpolasyon teoremine

gore

esitliginden p = ¢ bulunur. Bu ise teoremden Maksimal foksiyonun (gii¢lii) (p, p)— tipli
oldugunu verir. Yani,

IMfll, <cllfll,,, 1<p<oo
dir.
Teorem 5.45. (Guliyev 1998) f € Lll‘jﬁ olmak iizere
p=1licin
n . ||f||L1,V
{z eRL : M, f(z)| >N}, <c B (VA > 0)
vel < p < ooigin
My fllL,. < e llflle,.

esitsizligi saglanr.

Bu teorem de gosterir ki M, f maksimal operatorii de tipki Hardy-Littlewood maksi-
mal operatoriinde oldugu gibi, 1 < p < oo i¢in (p, p)— tipli ve p = 1 i¢in zayif (1,1)—
tiplidir.
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