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ÖNSÖZ

Bu çal¬̧sma esas olarak önbilgiler ve bulgular olmak üzere iki bölümden oluşmakta-

d¬r. Daha sonra kullan¬lmak üzere, Bernoulli polinomlar¬, Frobenius Eulerian poli-

nomlar¬, Geometrik polinomlar, Üstel polinomlar, Riemann zeta, Hurwitz zeta, Lerch

zeta Fonksiyonlar¬, poly-üstel fonksiyonlar, H(s), H(s,z) Dirichlet Serileri, önbilgiler

bölümünde tan¬t¬lm¬̧s ve baz¬özellikleri verilmi̧stir.

Bulgular bölümünde ise poly-üstel fonksiyonlar¬n aç¬l¬mlar¬yap¬lm¬̧s ve Frobenius

Eulerian polinomlar¬n¬n geometrik polinomlar cinsinden ifadeleri verilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬nda-

y¬m.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬ benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m Say¬n Prof.Dr. Veli KURT�a, yard¬mlar¬n¬gördü¼güm Yrd. Doç.

Dr. Mehmet CENKC·I, Yrd. Doç. Dr. Mümün Can ve Araş. Gör. Ayhan D·IL�e

teşekkürlerimi sunar¬m.
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ÖZET

HURWITZ ZETA VE LERCH ZETA FONKS·IYONLARININ

AS·IMPTOT·IK AÇILIMI VE TAYLOR KATSAYILARI

Levent KARGIN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Veli KURT

Aral¬k 2009, 49 Sayfa

Bu tezin amac¬poly-üstel fonksiyonlar¬, geometrik ve üstel polinomlar yard¬m¬

ile incelemektir. Ayr¬ca Apostol-Bernoulli fonksiyonlar¬ve Frobenius Eulerian poli-

nomlar¬n¬n¬n aç¬l¬mlar¬n¬farkl¬bir yoldan araşt¬rmakt¬r.

Tezin ilk bölümünde Bernoulli polinomlar¬, Riemann zeta, Hurwitz zeta ve poly-

üstel fonksiyonlar¬, H(s) ve H(s,z) Dirichlet serileri hakk¬nda bilgi verilmi̧stir. ·Ikinci

bölümde Apostol-Bernoulli, Riemann zeta ve Hurwitz Zeta fonksiyonlar¬ile H(s,z)

Dirichlet serisinin gerçekledi¼gi temel teoremler ve ba¼g¬nt¬lar verilmi̧stir. Üçüncü

bölümde (xD) türev operatörünün sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikler verilmi̧stir. Daha sonra

katsay¬lar¬Hurwitz zeta ve Lerch zeta fonksiyonlar¬olan seriler incelenmi̧stir.

Son bölümde poly-üstel fonksiyonlar¬n seri aç¬l¬mlar¬yap¬lm¬̧s ve Frobenius Euler-

ian polinomlar¬n¬n geometrik polinomlar cinsinden ifadesi verilmi̧stir.

ANAHTAR KEL·IMELER : Frobenius Eulerian Polinomlar¬, Geometrik Polinom-

lar, Üstel Polinomlar, Riemann zeta Fonksiyonu,

Hurwitz Zeta Fonksiyonu, Lerch Zeta Fonksiyonu,

Poly-üstel Fonksiyonlar, Dirichlet Serileri.
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The aim of this thesis is to study polyexponantial functions with the help of

geometric and exponantial polynomials and to investigate expansions of Apostol-

Bernoulli functions and Frobenius Eulerian polynomials in a di¤erent way.

In the �rst section of the thesis we introduce Bernoulli polynomials, Riemann

zeta, Hurwitz zeta, polyexponantial functions, Dirichlet series H(s) and H(s,z). In the

second section, main theorems and some relations which holds by Apostol-Bernoulli,

Riemann zeta, Hurwitz zeta, polyexponantial functions and Dirichlet series H(s,z)

are given. In the third section, some properties of the (xD) operator are given.

Afterwards series with Hurwitz and Lerch zeta function coe¢ cients are studied.

In the �nal section, series with polyexponantial coe¢ cients are studied and Frobe-

nius Eulerian polynomials and numbers are obtained in terms of geometric polyno-

mials.

KEY WORDS: Frobenius Eulerian Polynomials, Geometric Polynomials, Expo-

nantial Polynomials, Riemann zeta Function, Hurwitz zeta

Function, Lerch zeta Function, Polyexponantials, Dirichlet Series.
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1. G·IR·IŞ

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n ana materyalleri Bell ve Fubini polinomlar¬ve say¬lar¬olarak da

bilinen üstel ve geometrik polinomlar ve say¬lar ile birlikte üstel polinomlarla ili̧skili

olan poly-üstel fonksiyonlard¬r.

Üstel polinomlar ilk olarak Ramanujuan taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s fakat elde ettikleri

yaşad¬¼g¬ süre içerisinde yay¬nlanamam¬̧st¬r. Üstel polinomlarla ilgili ilk yay¬n Bell

ve Touchard taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.
�
n
k

	
ikinci tip Stirling say¬s¬, n elemanl¬ bir

kümenin kesi̧smeyen ve boştan farkl¬k tane alt kümeye parçalan¬̧s say¬s¬n¬verir.

Stirling say¬lar¬n¬n bir toplam ifadesi olarak tan¬mlanan üstel say¬lar¬, bir kümenin

kesi̧smeyen ve boştan farkl¬kümelere tüm mümkün parçalan¬̧slar¬say¬s¬n¬verir.

Poly-üstel fonksiyonlar ilk olarak Hardy taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Hardy çal¬̧s-

malar¬nda bu fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬ve asimptotik aç¬l¬mlar¬yla ilgilenmi̧stir. Boy-

adzhiev taraf¬ndan yap¬lan bir çal¬̧smada (BOYADZHIEV 2007c), Poly-üstel fonksi-

yonlar¬n say¬lar kuram¬nda önemli bir yeri olan Riemann zeta fonksiyonu ve bu

fonksiyonun genelleştirmeleri olan Lerch zeta ve Hurwitz zeta fonksiyonlar¬ ile i-

li̧skisi incelenmi̧stir.

Çal¬̧sma kapsam¬nda üstel ve geometrik polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikler ve

aralar¬ndaki ili̧skiler incelendikten sonra bu ba¼g¬nt¬lardan yararlan¬larak Frobenius

Eulerian polinomlar¬ve say¬lar¬n¬n geometrik polinomlar ve say¬lar¬ ile ili̧skisi ve-

rilmi̧stir. Ayr¬ca katsay¬lar¬poly-üstel fonksiyonlar olan seriler, Hankel çevre integrali

yard¬m¬ile hesaplanm¬̧st¬r.
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1.2. Temel Kavramlar ve Gösterimler

1.2.1. Bernoulli, Frobenius Eulerian Polinomlar¬, Apostol-Bernoulli Fonk-

siyonlar¬ve Say¬lar¬

Tan¬m 1.1 x bir karmaş¬k say¬olmak üzere Bn (x) Bernoulli Polinomu

zexz

ez � 1 =
1X
n=0

Bn (x)
zn

n!
, jzj < 2� (1) (1.1)

ifadesi ile verilir. Bu eşitlikte x = 0 için Bn (0) ifadesi n: Bernoulli say¬s¬ olarak

adland¬r¬l¬r ve Bn ile gösterilir. Böylece (1.1) eşitli¼ginde x = 0 al¬n¬rsa ,

z

ez � 1 =
1X
n=0

Bn
zn

n!

ifadesi elde edilir (Apostol 1976).

Önerme 1.2 Bernoulli polinomlar¬ve say¬lar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar:

i. Bn (x+ 1)�Bn (x) = nxn�1, n > 1

ii. Bn (1) = Bn (0), n > 2

iii. B0n (x) = nBn�1 (x) , n > 1

iv. Bn (1� x) = (�1)nBn (x), n > 0

v. Bn (x) =
nP
k=0

�
n
k

�
Bkx

n�k, n > 0

vi. Bn =
nP
k=0

�
n
k

�
Bk, n > 2.

Yukar¬daki özdeşliklerde n�ye de¼gerler verilerek s¬ras¬yla;

B0 = 1; B1 = �
1

2
; B2 =

1

6
; B3 = 0; B4 = �

1

30
; B5 = 0;

B6 =
1

42
; B7 = 0; B8 = �

1

30
; B9 = 0; B10 =

5

66
; :::

ve

B0 (x) = 1; B1 (x) = x�
1

2
; B2 (x) = x

2 � x+ 1
6
; B3 (x) = x

3 � 3
2
x2 +

1

2
x;

B4 (x) = x4 � 2x3 + x2 � 1

30
; B5 (x) = x

5 � 5
2
x4 +

5

3
x3 � 1

6
x; :::

Bernoulli say¬lar¬ve polinomlar¬elde edilir.
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Tan¬m 1.3 x ve � bir karmaş¬k say¬olmak üzere Hn (x; �) Frobenius Eulerian Poli-

nomlar¬, �
1� �
ez � �

�
:exz =

1X
n=0

Hn (x; �)
zn

n!
; � 6= 1 jz � ln�j < 2� (1.2)

ifadesi ile verilir. Bu eşitlikte x = 0 için Hn (0; �) ifadesi n:Frobenius Eulerian say¬s¬

olarak adland¬r¬l¬r ve Hn (�) ile gösterilir. Böylece (1.2) eşitli¼ginde x = 0 al¬n¬rsa ,�
1� �
ez � �

�
=

1X
n=0

Hn (�)
zn

n!

ifadesi elde edilir (Carlitz 1959).

Önerme 1.4 Frobenius Eulerian polinomlar¬ve say¬lar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar-

lar:

i.Hn (x+ 1; �)� �Hn (x; �) = (1� �)xn;

ii. H
0
n (x; �) = n:Hn�1 (x; �) ;

iii.
�
@
@x

�r
Hn (x; �) =

n!
(n�r)!Hn�r (x; �) ;

iv. Hn (x+ y; �) =
nP
k=0

�
n
k

�
Hk (x; �) y

n�k;

v.
nP
k=0

�
n
k

�
Hk (x; �)� �Hn (x; �) = (1� �)xn.

Önerme 1.4 v.�de n�ye de¼gerler verilerek s¬ras¬yla,

H0 (�) = 1; H1 (�) =
1

1� �; : : : :

ve

H0 (x; �) = 1; H1 (�) =
x(1� �)� 1

1� � ; : : :

Frobenius Eulerian say¬lar¬ve polinomlar¬elde edilir.

Tan¬m 1.5 S (n; k) ikinci çeşit Stirling say¬lar¬,

(et � 1)k

k!
=
X
n>k

S (n; k)
tn

n!
(1.3)
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eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Comtet 1970). Baz¬kaynaklarda ikinci çeşit Stirling say¬lar¬n¬

S (n; k) gösterimi yerine
�
n
k

	
gösterimi ile de gösterilebilir (Graham, Knuth ve Patash-

nik 1989).

Tan¬m 1.6 x ve � bir karmaş¬k say¬olmak üzere �n (x; �) Apostol-Bernoulli fonksiy-

onlar¬,
zexz

�ez � 1 =
1X
n=0

�n (x; �)
zn

n!
, � 6= 1 jz + ln�j < 2� (1.4)

ifadesi ile verilir. Bu eşitlikte x = 0 için �n (0; �) ifadesi n: Apostol-Bernoulli say¬s¬

olarak adland¬r¬l¬r ve �n (�) ile gösterilir. Böylece (1.3) eşitli¼ginde x = 0 al¬n¬rsa ,

z

�ez � 1 =
1X
n=0

�n (�)
zn

n!

ifadesi elde edilir (Boyadzhiev 2007a).

Önerme 1.7 (Boyadzhiev 2007a) Apostol-Bernoulli fonksiyonlar¬ve say¬lar¬aşa¼g¬-

daki özellikleri sa¼glarlar:

i.��n (x+ 1; �)� �n (x; �) = nxn�1;

ii.
�
@
@x

�r
�n (x; �) =

n!
(n�r)!�n (x; �) ;

iii.�n (�) =
n
��1

n�1P
k=0

�
n�1
k

	
k!
�

�
1��
�k
;

iv.�n (x; �) =
nP
k=0

�
n
k

�
�k (�)x

n�k;

v.�n (�) = �
nP
k=0

�
n
k

�
�k (�).

Önerme 1.7 v. ve Önerme 1.7 vi�de n�ye de¼gerler verilerek s¬ras¬yla,

�0(�) = 0; �1(�) =
1

�� 1 ; �2(�) =
�2�

(�� 1)2
; �3(�) =

3
�
�2 + �

�
(�� 1)3

; � � �

ve

�0(x; �) = 0; �1(x; �) =
1

�� 1 ; �2(x; �) =
2x (�� 1)� 2�
(�� 1)2;

; � � �

Apostol-Bernoulli say¬lar¬ve fonksiyonlar¬elde edilir.
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1.2.2. Gamma, Digamma, Riemann zeta, Hurwitz zeta ve Lerch zeta

fonksiyonlar¬

Tan¬m 1.8 z 2 C; Re(z) > 0 olmak üzere Gamma fonksiyonu,

� (z) =

Z 1

0

tz�1e�tdt (1.5)

şeklinde tan¬mlan¬r (Srivastava ve Choi 2001).

Önerme 1.9 (Srivastava ve Choi 2001)Gamma fonksiyonu aşa¼g¬daki özelikleri sa¼glar:

i. � (z + 1) = z:� (z) ;

ii. � (n+ 1) = n!;

iii. �
�
1
2

�
=
p
�;

iv. � (z) :� (z + 1) = �
sin(�z)

; z 2 CnZ

v. �
0
(z)

�(z)
= � cot (�z) : z 2 Cn f0;�1;�2; : : :g

Tan¬m 1.10 z 2 C ve Re (z) > 0 olmak üzere digamma fonksiyonu,

	(z) =
@

@z
log � (z) =

�
0
(z)

� (z)
(1.6)

ifadesi ile verilir.

	(z)�nin integral gösterimi;

	(z) =

1Z
0

�
e�x

x
� e�zx

1� e�x

�
dx

d¬r.

	(z)�nin seri gösterimi;

	(z) = � +
1X
k=0

�
1

k + 1
� 1

k + z

�
eşitli¼gi ile verilir. Burada  = �	(1) Euler sabitidir (Boyadzhiev 2007b).
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Tan¬m 1.11 z 2 C ve Re (z) > 1 olmak üzere Riemann zeta fonksiyonu,

� (z) =
1X
n=1

1

nz
(1.7)

ifadesi ile tan¬mlan¬r (Apostol 1976).

Tan¬m 1.12 z 2 C ve Re (z) > 1 ve 0 < a � 1 reel say¬olmak üzere Hurwitz zeta

fonksiyonu,

� (z; a) =

1X
n=0

1

(n+ a)z
(1.8)

ifadesi ile tan¬mlan¬r.

Özel olarak;

a = 1 için � (z; 1) = � (z)

elde edilir (Apostol 1976).

Tan¬m 1.13 jzj < 1 iken s 2 C veya jzj = 1 iken Re (s) > 1 olmak üzere, Lerch

Zeta fonksiyonu,

� (z; s; a) =
1X
n=0

zn

(n+ a)s
(1.9)

ifadesi ile tan¬mlan¬r. Burada a 2 Cn f0;�1;�2 : : :g dir. Özel olarak;

z = 1 için � (1; s; a) = � (z; a)

ve

z = a = 1 için � (1; s; 1) = � (z)

elde edilir . Ayr¬ca � (z; s; a) integral gösterimi

� (z; s; a) =
1

� (s)

Z 1

0

xs�1

1� ze�x e
�axdx

eşitli¼gi ile verilir (Srivastava ve Choi 2001).
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1.2.3. Üstel, Geometrik Polinomlar ve Say¬lar¬

Tan¬m 1.14 "�n" ile gösterilen n. Üstel say¬s¬ikinci çeşit Stirling say¬lar¬n¬n toplam¬

olarak

�n =

nX
k=0

�
n

k

�
(1.10)

ifadesi ile verilir.

Üstel say¬lar¬, üreteç foksiyonu yard¬m¬yla

1X
n=0

�n
xn

n!
= ee

x�1

şeklinde ifade edilir (Boyadzhiev 2005).

Tan¬m 1.15 Üstel polinomlar,

�n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
xk (1.11)

şeklinde tan¬mlan¬r ve üstel üreteç fonksiyonu ile,

1X
n=0

�n (x)
tn

n!
= ex(e

t�1) (1.12)

olarak ifade edilir. (1.11)�de x = 1 al¬n¬rsa

�n = �n (1) =

nX
k=0

�
n

k

�

bulunur. Şimdi bu polinom ve say¬lar¬n baz¬de¼gerlerini verelim.

�0 (x) = 1; �1 (x) = x; �2 (x) = x+ x
2; �3 (x) = x+ 3x

2 + x3; : : :

ve

�0 = 1; �1 = 1; �2 = 2; �3 = 5; : : :

dir (Boyadzhiev 2005).
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Tan¬m 1.16 Geometrik polinomlar,

wn (x) =

nX
k=0

�
n

k

�
k!xk (1.13)

eşitli¼gi ile verilir. (1.13)�de x = 1 al¬narak wn geometrik say¬lar¬,

wn = wn (1) =
nX
k=0

�
n

k

�
k!

elde edilir. Bu polinom ve say¬lar¬n baz¬lar¬n¬aşa¼g¬daki biçimde listelenebilir.

w0 (x) = 1; w1 (x) = x; w2 (x) = 2x
2 + x; w3 (x) = 6x

3 + 6x2 + x; : : :

ve

w0 = 1; w1 = 1; w2 = 3; w3 = 13; : : :

dür. Geometrik polinomlar¬n üstel üreteç fonksiyonu

1

1� x (et � 1) =
1X
n=0

wn (x)
tn

n!

ifadesi ile verilir (Boyadzhiev 2005).

1.2.4. Poly-Üstel Fonksiyonlar

Tan¬m 1.17 Re (a) >0, x 2 C ve s 2 C olmak üzere poly-üstel fonksiyonlar,

es (x; a) =

1X
n=0

xn

n! (n+ a)s
(1.14)

ifadesi ile verilir. a = 1 için

es (x; 1) = es (x) =
1X
n=0

xn

n! (n+ 1)s

dir. 1905 �de Hardy F�;s (x) notasyonunu kullanarak bu serinin s¬f¬rlar¬n¬ve asimp-

totik davran¬̧s¬n¬incelemiştir (Boyadzhiev 2007c ).

Önerme 1.18 (Boyadzhiev 2007c)Poly-üstel fonksiyonlar aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar-

lar:
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i. e0 (x; �) = ex;

ii. e1 (x) = ex�1
x
;

iii. ep+1 (x; �) = x��
R x
0
t��1ep (t; �) dt;

iv.
�
@
@x
x
�p
ep(x) = e0 (x) = e

x:

1.2.5. H(s) ve H(s,z) Dirichlet Serisi

Tan¬m 1.19 f (n) aritmetik fonksiyon olmak üzere Dirichlet serileri

1X
n=1

f (n)

ns

ifadesi ile verilir (Apostol 1976).

Tan¬m 1.20 n 2 N için

h (n) = 1 +
1

2
+
1

3
+ : : :+

1

n
=

nX
k=0

1

k

serisi harmonik say¬s¬olmak üzere

H (s) =
1X
n=1

h (n)

ns
(1.15)

Dirichlet serisi Re (s) > 1 için mutlak yak¬nsak ve s� nin analitik fonksiyonudur

(Apostol ve Vu 1984).

Tan¬m 1.21 s; z 2 C olmak üzere

H (s; z) =
1X
n=1

1

ns

nX
k=1

1

kz

dir (Apostol ve Vu 1984).
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2. KURAMSAL B·ILG·ILER VE KAYNAK TARAMA

2.1. Apostol-Bernoulli Fonksiyonu, Eulerian Polinomu ve Say¬lar¬n¬n Baz¬

Özellikleri

Teorem 2.1 Apostol-Bernoulli fonksiyonu

�n (x+ y; �) =

nX
k=0

�
n

k

�
�k (x; �) y

n�k

toplama teoremini sa¼glar.

·Ispat. (1.4)�den,
1X
n=0

�n (x+ y)
zn

n!
=

zez(x+y)

�ez � 1 =
zezx

�ez � 1e
zy

=

 1X
n=0

�n (x; �)

n!
zn

! 1X
n=0

yn

n!
zn

!
yaz¬labilir. Sa¼g taraftaki ifadeye Cauchy çarp¬m¬uygulan¬rsa;

1X
n=0

�n (x+ y; �)

n!
zn =

1X
n=0

 
nX
k=0

�k (x; �)

k!

yn�k

(n� k)!

!
zn

elde edilir. Burada zn li ifadelerin katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak istenen eşitlik bulunur.

Önerme 2.2 Apostol-Bernoulli fonksiyonu için

�n (x; �) =
1

�� 1

nX
k=0

�
n

k

�
xn�kk

k�1X
j=0

�
k � 1
j

�
j!

�
�

1� �

�j
eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Önerme 1.7 iv.�de �k (�) yerine Önerme 1.7.iii.�ü yazarak istenen sonuç elde

edilir.

Önerme 2.3 Apostol-Bernoulli fonksiyonu için

�m:�n (m;�) = �n (�) + n
m�1X
k=0

kn�1�k

özelli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. (1.4)�den,

1X
n=0

�m:�n (m;�)

n!
zn �

1X
n=0

�n (�)

n!
zn =

�mzemz

�ez � 1 �
z

�ez � 1
1X
n=1

(�m:�n (m;�)� �n (�))
zn

n!
=

z (�memz � 1)
�ez � 1

= z:
m�1X
k=0

�kekz

= z:

m�1X
k=0

�k

 1X
n=0

kn
zn

n!

!

=

1X
n=0

m�1X
k=0

�kkn
zn+1

n!

=
1X
n=1

m�1X
k=0

�kkn�1
zn

(n� 1)!

=
1X
n=1

 
n
m�1X
k=0

�kkn�1

!
zn

n!

Buradan istenen sonuç elde edilir.

2.2. Riemann zeta, Hurwitz zeta ve Lerch zeta Fonksiyonlar¬n¬n Baz¬

Özellikleri

Teorem 2.4 (Apostol 1976) � (s; a) ; Re (s) > 1 için mutlak yak¬nsak, � � 1 +

� (� > 0) için düzgün yak¬nsakt¬r. Hemde � > 1 yar¬ düzleminde s� nin analitik

fonksiyonudur.

·Ispat. (1.8)�de mutlak de¼ger al¬rsak

1X
n=1

��(n+ a)�s�� = 1X
n=1

(n+ a)�� �
1X
n=1

(n+ a)�(1+�)

şeklinde yaz¬labilir. Buradan � > 1 için mutlak yak¬nsakl¬k elde edilir.

Teorem 2.5 (Apostol 1976) � > 1 için

� (s) � (s; a) =

Z 1

0

xs�1e�ax

1� e�x dx (2.1)
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d¬r. Özel olarak a = 1 için,

� (s) � (s) =

Z 1

0

xs�1e�x

1� e�x dx

dir.

·Ispat. ·Ilk olarak s2 R ve s>1 al¬p ispat¬yapt¬ktan sonra sonuçlar¬analitik devam

yard¬m¬yla karmaş¬k s düzlemine geni̧sletece¼giz.

� (s)�nin integral gösteriminde x = (n+ a)t alal¬m. Burada n � 0 olmak üzere;

� (s) =

Z 1

0

xs�1e�xdx = (n+ a)s
Z 1

0

ts�1e�(n+a)tdt;

elde edilir. Buradan

(n+ a)�s � (s) =

Z 1

0

ts�1e�nte�atdt:

bulunur. n � 0 için eşitli¼gin her iki taraf¬nda n üzerinden toplam al¬n¬rsa;

� (s; a) � (s) =
1X
n=0

Z 1

0

ts�1e�nte�atdt;

elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬� > 1 için yak¬nsakt¬r. Levi�nin yak¬nsama teore-

minden (Apostol, T.M. (1974) Mathematical Analysis, Teorem 10.25) toplam ile

integralin yerleri de¼gi̧stirilerek

� (s; a) � (s) =

1X
n=0

Z 1

0

ts�1e�nte�atdt =

Z 1

0

1X
n=0

e�nte�atts�1dt:

elde edilir. t > 0 ise 0 < e�t < 1 oldu¼gundan

1X
n=0

e�nt =
1

1� e�t

geometrik serisi elde edilir.Dolay¬s¬yla

1X
n=0

e�nte�atts�1 =
ts�1e�at

1� e�t

elde edilir. O halde;

� (s; a) � (s) =

Z 1

0

1X
n=0

e�nte�atts�1dt =

Z 1

0

ts�1e�at

1� e�t :
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dir. Bu eşitli¼gi � > 1 olmak üzere tüm karmaş¬k düzleme geni̧sletmek için eşitli¼gin

her iki taraf¬n¬n � > 1 için analitik oldu¼gunu göstermeliyiz. ·Ispatlamak için eşitli¼gin

sa¼g taraf¬n¬n 1+� � � � c (c > 1 ve � > 0) bölgesinde analitik oldu¼gunu varsayal¬m.Z 1

0

����ts�1e�at1� e�t

���� dt � Z 1

0

t��1e�at

1� e�t dt =
�Z 1

0

+

Z 1

1

�
t��1e�at

1� e�t dt:

elde edilir. 0 � t � 1 ise t��1 � t� ve t � 1 ise t��1 � tc�1 olur. Ayr¬ca t � 0 için

et � 1 � t olur. BuradanZ 1

0

t��1e�at

1� e�t dt �
Z 1

0

t�e(1�a)t

et � 1 dt � e
(1�a)

Z 1

0

t��1 =
e(1�a)

�
;

ve Z 1

1

t��1e�at

1� e�t dt �
Z 1

1

tc�1e�at

1� e�t dt �
Z 1

0

tc�1e�at

1� e�t dt = � (c; a) � (c) :

elde edilir. Bu durumda (2.1)�daki integral 1 + � � � � c (c > 1 ve � > 0) için

düzgün yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla bu bölgede analitik bir ifadedir. O halde (2.1)�daki

ifade analitik devam yard¬m¬yla � > 1 için geçerlidir.

Teorem 2.6 (Apostol 1976) � (s) Riemann Zeta foksiyonu s = 1 basit kutbu hariç

tüm karmaş¬k düzlemde analitik fonksiyondur ve s = 1�deki rezidü de¼geri 1�dir.

2.3. H(s) ve H(s,z) Dirichlet Serisinin Özellikleri

2.3.1. H(s)�nin Meromor�k Devam¬

Tan¬m 1.20�deki h(n) harmonik toplam¬n¬n,

h(n) = log n+  +
1

2n
+

kX
r=1

� (1� 2r)n�2r +
Z 1

n

P2k+1 (x)

x2k+2
dx (2.2)

asimptotik aç¬l¬m¬nda n ! 1 için h (n) � log (n) dir. Burada  Euler sabiti,

Pm (x) = Bm (x� [x]) Bernoulli fonksiyonu, B2r = B2r (0) Bernoulli say¬s¬n¬göster-

mektedir ve � (1� 2r) = �B2r
2r

dir.

(2.2)�de her iki taraf¬n�s ile çarp¬p n � 1 üzerinden toplam al¬n¬rsa;

H (s) = �� 0 (s)+� (s)+1
2
� (s+ 1)+

kX
r=1

� (1� 2r) � (s+ 2r)+
1X
n=1

1

ns

Z 1

n

P2k+1 (x)

x2k+2
dx

(2.3)
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elde edilir. jPm (x)j �M oldu¼gundan�����
1X
n=1

1

ns

Z 1

n

P2k+1 (x)

x2k+2
dx

����� � M

2k + 1

1X
n=1

1

n�+2k+1

elde edilir. Dolay¬s¬yla seri � � �2k+1 yar¬düzleminde düzgün yak¬nsakt¬r dolay¬s¬yla

seri � > �2k yar¬düzleminde analitik oldu¼gunu gösterir. O halde (2.3) H (s)�nin

� > �2k yar¬düzlemindeki analitik devam¬d¬r.

(2.3)�denH (s)�nin kutup noktalar¬�
0
(s), � (s), � (s+ 1) ve r üzerinden toplam-

daki � (s+ 2r) katsay¬lar¬kutup noktalar¬d¬r. Buradan;

s = 1�de ikinci mertebeden kutbu var ve Res(H(s); s = 1) = �d¬r.

s = 0�da basit kutbu vard¬r ve Res(H(s); s = 0) = 1
2
�dir.

s = 1� 2r (1 � r � k ve k � 1)�de basit kutbu var ve Res(H(s); s = 1� 2r) =

� (1� 2r) = �B2r
2r
�dir (Apostol ve Vu 1984).

2.3.2. H(s)�nin Di¼ger Bir Gösterimi

H(s)�yi negatif çift tamsay¬larda hesaplamak için � > 1 olmak üzere

H (s) =
1X
n=1

1

ns

nX
k=1

1

k
=

1X
k=1

1X
n=k

1

ns
1

k
=

1X
n=1

1

n

1X
k=n

1

ks

dir. Buradan

H (s) =

1X
n=1

1

n

 
1

ns
+
X
k>n

1

ks

!
= � (s+ 1) +

1X
n=1

1

n

X
k>n

1

ks
(2.4)

elde edilir. Euler toplam formülü k � 1 için tüm tamsay¬lar ve Re(s) > 1 için;

X
k>n

1

ks
=
n1�s

s� 1 �
1

2
n�s �

kX
r=1

�
s+ 2r � 2
2r � 1

�
� (1� 2r)
ns+2r�1

�
�
s+ 2k

2k + 1

�Z 1

n

P2k+1 (x)

xs+2k+1
dx

(2.5)

elde edilir. (2.4)�da (2.5) uygulan¬rsa � > 1 için;

H (s) =
1

2
� (s+ 1) +

� (s)

s� 1 �
kX
r=1

�
s+ 2k � 2
2r � 1

�
� (1� 2r) � (s+ 2r)

�
�
s+ 2k

2k + 1

� 1X
n=1

1

n

Z 1

n

P2k+1 (x)

xs+2k+1
dx (2.6)
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bulunur. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son toplam � > �2k için analitiktir. Buradan (2.6)

formülü � > �2k yar¬düzleminde H(s) için alternatif bir gösterimdir.

1 � q < k ve q 2 Z için (2.6)�da s = �2q al¬rsak;

H(�2q) = 1

2
� (1� 2q) = �B2q

4q
(2.7)

elde edilir (Apostol ve Vu 1984).

2.3.3. H(s,z)�nin Meromor�k Devam¬

Re(z) > 1 olmak üzere;

� (z) =

1X
k=1

1

kz
=

nX
k=1

1

kz
+
X
k>n

1

kz

yaz¬labilir.
nX
k=1

1

kz
= � (z)�

X
k>n

1

kz

dir. (2.5)�den

nX
k=1

1

kz
= � (z)� n

1�z

z � 1+
1

2
n�z+

kX
r=1

�
z + 2r � 2
2r � 1

�
� (1� 2r)
nz+2r�1

+

�
z + 2k

2k + 1

�Z 1

n

P2k+1 (x)

xz+2k+1
dx

bulunur. Eşitlikte her iki taraf¬� > 1 olmak üzere n�s ile çarp¬larak n � 1 üzerinden

toplam al¬n¬rsa;

H(s; z) = � (s) � (z)� � (s+ z � 1)
z � 1 +

1

2
� (s+ z) (2.8)

+
kX
r=1

�
z + 2r � 2
2r � 1

�
� (1� 2r) � (s+ z + 2r � 1)

+

�
z + 2k

2k + 1

� 1X
n=1

1

ns

Z 1

n

P2k+1 (x)

xz+2k+1
dx

bulunur. Bu durumda s� yi sabit alarak H(s; z); s 6= 1 için tüm z düzleminde

meromor�k fonksiyondur. Benzer şekilde z�yi sabit al¬rsakH(s; z) tüm s düzleminde

meromor�k fonksiyondur. z = 1 için (2.6) gösterimi kullan¬l¬r. z 6= 1 olmak üzere her

sabit z için H(s; z)�nin s düzlemindeki kutup noktalar¬� (s), � (s+ z � 1) ; � (s+ z)

ve r üzerinden toplamda � (s+ z + 2r � 1) foksiyonlar¬n¬n kutup noktalar¬d¬r. Bu
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durumda H(s; z)�nin s = 1, s = 2� z, s = 1� z, s = 2� 2r� z noktalar¬nda basit

kutbu vard¬r. Bu noktalardaki rezidü de¼gerleri;

Rez(H(s; z); s = 1) = � (z) ;

Rez(H(s; z); s = 2� z) = 1
1�z ;

Rez(H(s; z); s = 1� z) = 1
2
;

Rez(H(s; z); s = 2�2r� z) =
�
z+2r�2
2r�1

�
� (1� 2r) = � z(z+1)(z+2):::(z+2r�2)

(2r)!
B2r�dir.

Not: Baz¬rezidü de¼gerleri z�ye ba¼gl¬oldu¼gundan rezidüyü si�r yapan z de¼gerleri

için H(s; z)� nin kutbu yoktur. Örne¼gin z negatif çift tamsay¬ olursa � (z) = 0

oldu¼gundan s = 1 kutup noktas¬de¼gildir.

(2.8)�de z�ye s¬f¬r ve negatif tamsay¬de¼gerleri verilerek;

H (s; 0) = �(s� 1) (s 6= 1; 2)

H (s;�1) =
1

2
�(s� 1) + 1

2
�(s� 2) (s 6= 1; 2; 3)

H (s;�2) =
1

2
�(s� 2) + 1

2
�(s� 3)� 2�(�1)�(s� 1) (s 6= 1; 2; 3; 4)

eşitlikleri bulunur (Apostol ve Vu 1984).

2.3.4. H(s,z)�nin Farkl¬Gösterimi

� > 1 ve Re(z) > 1 olmak üzere

H (s; z) =

1X
n=1

n�s
nX
k=1

k�z =

1X
k=1

1X
n=k

n�sk�z =

1X
n=1

n�z
1X
k=n

k�s

=

1X
n=1

n�z

 
n�s +

X
k>n

1

ks

!
= � (s+ z) +

1X
n=1

n�z
X
k>n

1

ks

şeklinde yaz¬labilir. (2.5)�den dolay¬

H (s; z) =
1

2
� (s+ z) +

� (s+ z � 1)
s� 1 �

�
s+ 2k

2k + 1

� 1X
n=1

1

nz

Z 1

n

P2k+1 (x)

xs+2k+1
dx

�
kX
r=1

�
s+ 2r � 2
2r � 1

�
� (1� 2r) � (s+ z + 2r � 1) (2.9)
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elde edilir. Bu eşitlikten H(s; z)�nin tüm s düzleminde veya s 6= 1 olmak üzere

tüm z düzleminde meromorf fonksiyon oldu¼gu görülür. H(s; z)�nin z düzleminde

z = 1 � s, z = 2 � s ve z = 2 � 2r � s noktalar¬nda basit kutbu vard¬r. Bu kutup

noktalar¬ndaki rezidü de¼gerleri;

Rez(H(s; z); z = 1� s) = 1
2
;

Rez(H(s; z); z = 2� s) = 1
s�1 ;

Rez(H(s; z); z = 2� 2r� s) = �
�
s+2r�2
2r�1

�
� (1� 2r) = s(s+1)(s+2):::(s+2r�2)

(2r)!
B2r�dir.

Not: Baz¬rezidü de¼gerleri s�ye ba¼gl¬oldu¼gundan rezidüyü si�r yapan s de¼gerleri

için H(s; z)�nin kutbu yoktur. Örne¼gin s = 0 için binom katsay¬lar¬s¬f¬r olaca¼g¬ndan

z = 0;�2;�4; : : : veya benzer şekilde s = �1 için z = �1;�3; : : :noktalar¬nda kutbu

yoktur (Apostol ve Vu 1984).

2.3.5. H(s,z) için Reciprocity Kural¬

Rao ve Sarma 1979 y¬l¬nda ikiden büyük s ve z tamsay¬lar¬için

H (s; z) +H (z; s) = � (s) � (z) + � (s+ z) (2.10)

reciprocity kural¬n¬elde etmi̧slerdir. Mutlak yak¬nsakl¬k kullanarak yapt¬klar¬ispat,

� > 1 ve Re(z) > 1 içinde geçerli oldu¼gu aç¬kt¬r.Ayr¬ca bu eşitlik s ve z sonlu olmak

üzere tüm s ve z karmaş¬k say¬lar¬içinde geçerlidir. H(s; z) için (2.8) ve H(z; s) için

(2.9) eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa (2.10) elde edilir.

z = 0 için H (s; 0) = �(s� 1); (s 6= 1; 2) oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

H (0; s) = � (s) � (0)�H (s; 0)

=
1

2
� (s)� �(s� 1) (s 6= 1; 2)

elde edilir (Apostol ve Vu 1984).
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2.4. Üstel ve Geometrik Polinomlar¬n Özellikleri

Teorem 2.7 (Boyadzhiev 2005) Geometrik polinomlar¬n Üstel polinomlar yard¬m¬yla

integral gösterimi

wn (z) =

Z 1

0

�n (z�) e
��d�

d¬r.

·Ispat. (1.11)�den

�n (z�) =
nX
k=0

�
n

k

�
zk�k

yaz¬labilir. Her iki taraf¬e�� ile çarp¬p integralini al¬n¬rsa;Z 1

0

�n (z�) e
��d� =

Z 1

0

nX
k=0

�
n

k

�
zk�ke��d�

=
nX
k=0

�
n

k

�
zk
Z 1

0

�ke��d�

yaz¬labilir. Önerme 1.9 ii.�deZ 1

0

�ke��d� = � (k + 1) = k!

oldu¼gundan ve (1.13)�den yararlanarakZ 1

0

�n (z�) e
��d� =

nX
k=0

�
n

k

�
zkk! = wn (z)

elde edilir.

Önerme 2.8 (Boyadzhiev 2007c) �n (x) üstel polinomlar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar-

lar:

i. �n+1 (x) = x
�
�
0
n (x) + �n (x)

�
;

ii. �n+1 (x) = x
Pn

k=0

�
n
k

�
�k (x) ;

iii. �
0
n (x) =

Pn�1
k=0

�
n
k

�
�k (x)

dir.
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2.5. Poly-üstel Fonksiyonlar¬n Baz¬Özellikleri

Önerme 2.9 Poly-üstel fonksiyonlar¬n integral gösterimi

� (s) es (x; �) =

Z 1

0

ts�1e��texe
�t
dt

dir.

·Ispat.

exe
�t
=

1X
n=0

e�ntxn

n!

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬ts�1e��t ile çarp¬p integralini al¬rsakZ 1

0

ts�1e��texe
�t
dt =

Z 1

0

1X
n=0

e�ntxn

n!
ts�1e��tdt

=

1X
n=0

xn

n!

Z 1

0

ts�1e�t(n+�)dt

=
1X
n=0

xn

n!

� (s)

(n+ �)s

= � (s) es (x; �)

elde edilir.

Önerme 2.10 jzj < j�j olmak üzere
1X
p=0

ep (x; �) z
p = ex + ze1 (x; �� z)

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. Poly-üstel fonksiyonlar¬n tan¬m¬n¬yerine yazarsak
1X
p=0

ep (x; �) z
p =

1X
p=0

1X
n=0

xnzp

n! (n+ �)p

=
1X
n=0

xn

n!

1X
p=0

�
z

n+ �

�p
=

1X
n=0

xn

n!

�
1 +

z

n+ �� z

�
=

1X
n=0

xn

n!
+

1X
n=0

zxn

n!(n+ �� z)
= ex + ze1 (x; �� z)

19



bulunur.

Önerme 2.11 es (x; �� z) fonksiyonun z = 0�da Taylor aç¬l¬m¬

es (x; �� z) =
1X
m=0

� (s+m)

� (s)m!
es+m (x; �) z

m

dir.

·Ispat. �
d

dz

�m
es (x; �� z) =

� (s+m)

� (s)
es+m (x; �� z)

dir. Buradan

es (x; �� z) =

1X
m=0

�
d

dz

�m
es (x; �� z)jz=0

zm

m!

=
1X
m=0

� (s+m)

� (s)m!
es+m (x; �) z

m

elde edilir.

Önerme 2.12 p = 0; 1; : : : , 8x 2 C ve Re(�) > 0 için

e�p (x; �) = e
x

pX
k=0

�
p

k

�
�p�k�k (x)

dir.

·Ispat. (1.14)�den

e�p (x; �) =

1X
n=0

(n+ �)p
xn

n!

=
1X
n=0

pX
k=0

�
p

k

�
�p�knk

xn

n!

=

pX
k=0

�
p

k

�
�p�k

1X
n=0

nk
xn

n!

= ex
pX
k=0

�
p

k

�
�p�k�k (x)

elde edilir.
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Sonuç 2.13 Poly-üstel fonksiyonlar ile ilgili

e�p (x) =
ex

x
�p+1 (x)

ba¼g¬nt¬s¬ya da

�p (x) = xe
�xe1�p (x)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat. Önerme 2.12�de � = 1 al¬n¬r ve Önerme 2.8 ii. kullan¬larak istenen sonuç

elde edilir.

Önerme 2.14 Lerch zeta fonksiyonunun poly-üstel fonksiyonlar cinsinden integral

gösterimi

� (z; s; �) =

Z 1

0

es (tz; �) e
�tdt

dir.

·Ispat. (1.14)�den yararlan¬larakZ 1

0

es (tz; �) e
�tdt =

Z 1

0

1X
n=0

tnzn

n! (n+ �)s
e�tdt

=
1X
n=0

zn

n! (n+ �)s

Z 1

0

tne�tdt

=
1X
n=0

zn

(n+ �)s
= �(z; s; �)

elde edilir.

Sonuç 2.15 Hurwitz zeta ve Riemann zeta fonksiyonlar¬n¬n poly-üstel fonksiyonlar

cinsinden integral gösterimi

� (s; �) =

Z 1

0

es (t; �) e
�tdt (2.11)

� (s) =

Z 1

0

es (t) e
�tdt (2.12)

dir.

·Ispat. Önerme 2.14�de z = 1 alarak (2.11) bulunur. Önerme 2.14�de z = � = 1

için (2.12) elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Türev Operatörü ve Gerçekledi¼gi Baz¬Özellikler

Tan¬m 3.1 f (x) türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere türev operatörü şu şekilde

tan¬mlans¬n;

(xD) f (x) = xf
0
(x)

Özel olarak f (x) = xn al¬n¬rsa

(xD)m f (x) = (xD)m xn = nmxn

elde edilir.

Önerme 3.2 (Boyadzhiev 2005) g(x) m defa türevlenebilen herhangi bir fonksiyon

olsun.

(xD)m g (x) =
mX
k=0

�
m

k

�
xkg(k) (x)

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat. Tümevar¬m yöntemini kullan¬l¬rsa

m = 1 için

(xD) g (x) =
1X
k=0

�
1

k

�
xkg(k) (x)

xg
0
(x) = 0:g (x) + x:g

0
(x)

dir.

m = k için

(xD)m g (x) =
mX
k=0

�
m

k

�
xkg(k) (x)

olsun.
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m = k + 1 için ispatlayal¬m

(xD)m+1 g (x) = (xD) [(xD)m g (x)]

= (xD)

mX
k=0

�
m

k

�
xkg(k) (x)

=
mX
k=0

�
m

k

�
x
�
kxk�1g(k) (x) + xkg(k+1) (x)

�
=

mX
k=0

�
m

k

�
kxkg(k) (x) +

mX
k=0

�
m

k

�
xk+1g(k+1) (x)

=

m+1X
k=1

�
k

�
m

k

�
+

�
m

k � 1

��
xkg(k) (x)

=

m+1X
k=0

�
m+ 1

k

�
xkg(k) (x)

bulunur.

Önerme 3.3 (Boyadzhiev 2005) Üstel polinomlar¬n bir di¼ger ifadesi

�n (x) = e
�x (xD)n ex (3.1)

dir.

·Ispat. Önerme3.2 �de g (x) = ex al¬rsak istenen sonuç elde edilir.

Uyar¬3.4 (3.1) üstel polinomlar¬n di¼ger bir tan¬m¬olarak kullan¬lmaktad¬r.Bu ifade-

yi biraz açarsak

ex�n (x) = (xD)n ex

= (xD)n
1X
k=0

xk

k!

=
1X
k=0

1

k!
(xD)n xk

=
1X
k=0

knxk

k!

elde edilir. Bu durumda

ex�n (x) =
1X
k=0

knxk

k!

elde edilir.
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Önerme 3.5 (Boyadzhiev 2005) jxj < 1 olmak üzere
1X
k=0

kmxk =
1

1� xwm
�

x

1� x

�
dir.

Önerme 3.6 (Boyadzhiev 2005) jxj < 1 olmak üzere

(xD)m
�

1

1� x

�
=

1

1� xwm
�

x

1� x

�
dir.

·Ispat. jxj < 1 olmak üzere 1
1�x geometrik serisini aç¬p Önerme 3.5�den yararlanarak

istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.7 � 6= 1 olmak üzere

�k (�) =
k

�� 1wk�1
�

�

1� �

�
(3.2)

ya da

�k

�
z

1 + z

�
= �k (z + 1)wk�1 (z) (3.3)

eşitlikleri elde edilir.

·Ispat. Önerme 1.7 iii. ve (1.13)�den yararlanarak (3.2) elde edilir. (3.2)�de � =
z
1+z

al¬n¬rsa (3.3) elde edilir. Bu ise �k
�

z
1+z

�
�nin z�ye ba¼gl¬bir polinom oldu¼gunu

gösterir.

Sonuç 3.8 � 6= 1 olmak üzere

�n (x; �) =
1

�� 1

nX
k=0

�
n

k

�
kxn�kwk�1

�
�

1� �

�
eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat. Önerme 2.2 ve (1.13)�den yararlanarak istenen sonuç elde edilir.
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Önerme 3.9 m = 0; 1; 2; : : : olmak üzere Lerch zeta fonksiyonu

� (�;�m; a) = 1

1� �

mX
j=0

�
m

j

�
am�jwj

�
�

1� �

�
ifadesi ile verilir.

·Ispat. j�j < 1 olmak üzere 8s 2 C için

� (�; s; a) =

1X
n=0

�n

(n+ a)s

yaz¬l¬r. s = �m; (m = 0; 1; 2; : : :) için

� (�;�m; a) =

1X
n=0

�n (n+ a)m

=

1X
n=0

�n
mX
j=0

�
m

j

�
njam�j

=
mX
j=0

�
m

j

�
am�j

1X
n=0

�nnj

bulunur. (3.5) yard¬m¬ile istenen sonuç elde edilir.

3.2. Hankel Çevre ·Integrali ve Hankel Çevre ·Integrali Yard¬m¬yla Baz¬

Fonksiyonlar¬n Özellikleri

CHankel çevresi�1�dan başlay¬p negatif reel eksenin alt k¬sm¬ndan orijin etraf¬nda

pozitif yönde döndükten sonra negatif reel eksenin üst k¬sm¬ndan �1�a giden in-

tegral yoludur.

Teorem 3.10 (Apostol 1976) 0 < a � 1 olmak üzere aşa¼g¬da tan¬mlanan I(s,a)

fonksiyonu

I (s; a) =
1

2�i

Z
C

zs�1eaz

1� ez dz

s için tam fonksiyondur. Hem de

� (s; a) = � (1� s) I (s; a) � > 1 (3.4)

eşitli¼gini gerçekler.
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·Ispat. Burada zs; C1 yolu boyunca rsei�s, C3 yolu boyuncada rse�i�s anlam¬ndad¬r.

·Integralin jsj �M kompakt diskinde C1ve C3 yolu boyunca düzgün yak¬nsak oldu¼gu-

nu gösterirsek I (s; a)�n¬n s�nin tam fonksiyonu oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

C1 boyunca r � 1 için��zs�1�� = r��1 ��e��i(��1+it)�� = r��1e�t � rM�1e�M ;

C3 boyunca r � 1 için��zs�1�� = r��1 ��e�i(��1+it)�� = r��1e��t � rM�1e�M ;

Dolay¬syla hem C1 hem de C3 boyunca r � 1 için����zs�1eaz1� ez

���� � rM�1e�Mear

1� e�r =
rM�1e�Me(1�a)r

er � 1

bulunur. Ancak r > log 2 için er � 1 > er

2
oldu¼gundan integral ArM�1e�ar ile

s¬n¬rd¬r.Burada A, M�ye ba¼gl¬ r�den ba¼g¬ms¬z herhangi bir sabittir. Dolay¬s¬ylaR1
c
rM�1e�ar c > 0 için yak¬nsakt¬r. O halde I (s; a) s�nin tam fonksiyonudur.

(3.4)�u ispatlamak için

2�iI (s; a) =

�Z
C1

+

Z
C2

+

Z
C3

�
zs�1g (z) dz

Burada g (z) = eaz

1�ez dir. C1 ve C3 boyunca g (z) = g (�r) ve C2 yolunda �� � � � �

olmak üzere z = cei� olur.Dolay¬s¬yla

2�iI (s; a) =

Z c

1
rs�1e�i�sg (�r) dr + i

Z �

��
cs�1e(s�1)i�cei�g

�
cei�
�
d�

+

Z 1

c

rs�1ei�sg (�r) dr

= 2i sin (�s)

Z 1

c

rs�1g (�r) dr + ics
Z �

��
esi�g

�
cei�
�
d�

elde edilir. Her iki taraf¬2i ile böler ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�I (s; a) = sin (�s) I1 (s; c) + I2 (s; c)

elde edilir. Buradan c! 0 ise

lim
c!0

I1 (s; c) =

Z 1

0

rs�1e�ar

1� e�r dr = � (s) � (s; a) (� > 1)

26



dir. g (z) z = 0 hariç jzj < 2� bölgesinde analitiktir.Dolay¬s¬yla zg (z) jzj < 2��de

analitirdir.Bu durumda jzj = c < 2� ve A herhangi bir sabit olmak üzere jg (z)j �
A
jzj =

A
c

jI2 (s; a)j �
c�

2

Z 2�

0

e�t�
A

c
d� � Ae�jtjc��1

yaz¬labilir. Buradan c ! 0 için I2 (s; c) ! 0 olur ve bu durumda �I (s; a) =

sin (�s) � (s) � (s; a) elde edilir. Ayr¬ca Önerme 1.9�dan istenen sonuca ulaş¬l¬r.

Tan¬m 3.11 (Apostol 1976) � � 1 için � (s; a) aşa¼g¬daki eşitli¼gi sa¼glar.

� (s; a) = � (1� s) I (s; a) :

Uyar¬3.12 (3.4)�de n = 0; 1; 2; : : : için s = �n al¬n¬rsa

� (�n; a) = � (1 + n) I (�n; a)

=
n!

2�i

Z
C

z�(n+1)eaz

1� ez dz

elde edilir. Ayr¬ca

� (s; a) = � (1� s) I (s; a)

=
1

� (s)

�

sin (�s)
I (s; a)

şeklinde de yaz¬labilir.Bu durumda s = n+1 için eşitlikte limite geçilirse L�Hospital

kural¬yard¬m¬yla

� (n+ 1; a) =
1

n!

�
lim

s!n+1

�

sin (�s)
I (s; a)

�
=

1

n!

�
I
0
(n+ 1; a)

cos (� (n+ 1))

�
=

(�1)n+1

2�in!

Z
C

znlogz

1� ez e
azdz

elde edilir.

Teorem 3.13 (Apostol 1976) � (s; a) s = 1 basit kutbu hariç her s için analitik

fonksiyondur ve Res (� (s; a) ; s = 1) = 1
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·Ispat. I (s; a) tam fonksiyon oldu¼gundan � (s; a)�n¬n tekil noktalar¬� (1� s)�nin

kutup noktalar¬d¬r ve bu noktalar s = 1; 2; 3; : : : d¬r. Teorem 2.4�den � (s; a) s =

2; 3; 4; : : : noktalar¬nda analitiktir. Dolay¬s¬yla � (s; a)�n¬n tek kutup noktas¬s = 1�

dir.

s = n al¬rsak I (s; a) integrali C1 ve C3 yolundaintegral de¼gerleri toplam¬s¬f¬r

bulunur. Buradan

I (n; a) =
1

2�i

Z
C2

zn�1eaz

1� ez dz = Res
�
zn�1eaz

1� ez ; z = 0
�

bulunur. Özel olarak s = 1 al¬rsak

I (1; a) = Res

�
eaz

1� ez ; z = 0
�
= lim

z!0

zeaz

1� ez = �1

elde edilir. � (s; a)�n¬n s = 1�deki rezidü de¼gerini hesaplamak için

lim
s!1

(s� 1) � (s; a) = � lim
s!1

(1� s) � (1� s) I (s; a)

= �I (1; a) lim
s!1

� (2� s) = � (1) = 1

bulunur.

Teorem 3.14 (Apostol 1976) 8n � 0 için

� (�n; a) = �Bn+1 (a)
n+ 1

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat. Tan¬m 3.11�den

� (�n; a) = n!I (�n; a)

elde edilir. Ayr¬ca

I (�n; a) = Res

�
z�n�1eaz

1� ez ; z = 0
�
= �Res

�
z�n�2

zeaz

ez � 1 ; z = 0
�

= �Res
 
z�n�2

1X
m=0

Bm (a)
zm

m!
; z = 0

!
= �Bn+1 (a)

(n+ 1)!

istenen sonuc elde edilir.
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Önerme 3.15 (Boyadzhiev 2007b) Re(s) > 0 için digamma fonksiyonunun Hankel

çevre integrali ile gösterimi

	(s) =
1

2�i

Z
C

�
ez

z
+

esz

1� ez

�
logz:dz (3.5)

dir. Ayr¬ca

	(s) =
� (s)

2�i

Z
C

z�sezlogz:dz (3.6)

 = �	(1) = �1
2�i

Z
C

ezlogz

z
dz (3.7)

	(s) +  =
1

2�i

Z
C

esz

1� ez logz dz (3.8)

ifadeleri de vard¬r.

·Ispat. Tan¬m 1.10�den c! 0 için

1

2�i

Z
C

�
ez

z
+

esz

1� ez

�
logz dz =

�1
2�i

0Z
1

�
e�x

�x +
e�xs

1� e�x

�
(lnx� i�) dx

+
�1
2�i

Z 1

0

�
e�x

�x +
e�xs

1� e�x

�
(lnx+ i�) dx+ lim

c!0

Z
C2

=

1Z
0

�
e�x

x
� e�sx

1� e�x

�
dx = 	(s)

yaz¬labilir. Burada limc!0
R
C2
= 0�d¬r. Şimdi � (s) gamma fonksiyonunun Hankel

çevre integrali yolu ile gösterimi kullan¬l¬rsa

1

� (s)
=

1

2�i

Z
C

z�sez

intergralinde s�ye göre türev al¬n¬rsa (3.6), (3.6)�da s=1 al¬n¬rsa (3.7) elde edilir.

Ayr¬ca (3.5) ve (3.7)�den (3.8) elde edilir.

Sonuç 3.16 Re(a) > 0 ve Re(b) > 0 olmak üzere

	(a)�	(b) = � (1; b)� � (1; a)

d¬r.
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·Ispat. Re(a) > 0 ve Re(b) > 0 olmak üzere (3.8)�den

	(a)�	(b) = 1

2�i

Z
C

eaz � ebz
1� ez logz dz

yaz¬labilir. Ayr¬ca Tan¬m 1.10�dan

	(a)�	(b) =
1X
k=0

�
1

k + b
� 1

k + a

�
ifadesi vard¬r. (1.8)�de göz önüne al¬n¬rsa istenen sonuç elde edilir.

Önerme 3.17 (Boyadzhiev 2007b) 8s 2 C için � (�; s; a)�n¬n Hankel Çevre ·Integ-

rali ile gösterimi

� (�; s; a) =
� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1eaz

1� �ez dz (3.9)

ya da

� (�; s; a) =
1

2�i� (s)

�

sin(�s)

Z
C

zs�1eaz

1� �ez dz (3.10)

dir. j�j < 1 olmak üzere
1

1� � =
1

2�i

Z
C

z�1eaz

1� �ez dz

dir. Ayr¬ca

� (�; n+ 1; a) =
(�1)n�1

2�in!

Z
C

znlogz

1� �ez e
azdz (3.11)

ve n = 0 için

� (�; 1; a) =
�1
2�i

Z
C

logz

1� �ez e
azdz (3.12)

eşitlikleri vard¬r.

·Ispat. c ! 0 olmak üzere Tan¬m 1.13�deki integral gösterimi kullan¬l¬rsa istenen

sonuç elde edilir. (3.9)�da s = 0 al¬n¬rsa j�j < 1 olmak üzere

� (�; 0; a) =

1X
n=0

�n =
1

1� � =
1

2�i

Z
C

z�1eaz

1� �ez dz

elde edilir. (3.10)�da s = n+ 1 al¬n¬rsa

� (�; n+ 1; a) =
1

2�i� (n+ 1)

�

sin(� (n+ 1))

Z
C

zneaz

1� �ez dz
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bulunur. Buradan limite geçilirse L�Hospital kural¬yard¬m¬yla

� (�; n+ 1; a) =
(�1)n�1

2�in!

Z
C

znlogz

1� �ez e
azdz

elde edilir.

Önerme 3.18 Re(�) > 0; x 2 C olmak üzere s =2 N için

es (x; �) =
� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1e�zexe
z

dz (3.13)

eşitli¼gi vard¬r. m 2 N için

em (x; �) =
(�1)m

2�i (m� 1)!

Z
C

zm�1e�zexe
z

logz dz (3.14)

dir.

·Ispat. ·Ispata iyi bilinen bir gösterimden yararlanarak başlayal¬m. s =2 N için
1

� (1� s) =
1

2�i

Z
C

zs�1ezdz

dir. z yerine (n+ �) z de¼gi̧skeni yaz¬l¬rsa

1

(n+ �)s
=
� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1e�zenzdz

elde edilir. Her iki taraf¬x
n

n!
ile çarp¬p n � 0 üzerinden toplam al¬n¬rsa istenen sonuç

elde edilir. m 2 N için Önerme 1.9 iv.�den yaralanarak limite geçilirse L�Hospital

kural¬ile

em (x; �) =
1

2�i

�
lim
s!m

�

� (s) sin�s

Z
C

zs�1e�zexe
z

dz

�
=

1

2�i (m� 1)!

�
lim
s!m

�

sin �s

Z
C

zs�1e�zexe
z

dz

�
dir. Böylece istenen sonuç elde edilir.

Lemma 3.19 s 6= 1; 2; 3; : : : olmak üzere 8s 2 C için

�
0
(s; a) + 	 (1� s) � (s; a) = � (1� s)

2�i

Z
C

zs�1eazlogz

1� ez dz (3.15)

dir. Özel olarak n = 0; 1; 2; 3; : : : için

g (n; a) � � 0 (�n; a) + 	 (n+ 1) � (�n; a) = n!

2�i

Z
C

z�n�1eazlogz

1� ez dz (3.16)

eşitli¼gi elde edilir.
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·Ispat. (3.4)�de s�ye göre türev al¬rsak

�
0
(s; a) = ��0 (1� s) I (s; a) + � (1� s) I 0 (s; a)

=
��0 (1� s)
� (1� s) � (1� s) I (s; a) + � (1� s) I

0
(s; a)

= �	(s� 1) � (s; a) + � (1� s) I 0 (s; a)

bulunur. Bu da bize (3.15) eşitli¼gini verir. Bu eşitlikte s = �n al¬n¬rsa (3.16) elde

edilir.

Lemma 3.20 8s 2 C için

�
0

s (�; s; a) + 	 (1� s) � (�; s; a) =
� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1eazlogz

1� �ez dz

dir. Özel olarak n = 0; 1; 2; : : : olmak üzere s = �n için

�
0

s (�;�n; a) + 	 (n+ 1)� (�;�n; a) =
n!

2�i

Z
C

z�n�1eazlogz

1� �ez dz (3.17)

dir.

·Ispat. (3.9)�da s�ye göre türev al¬narak n = 0; 1; 2; : : : olmak üzere s = �n al¬n¬rsa

istenen sonuçlar elde edilir.

3.3. Katsay¬lar¬Hurwitz Zeta ve Lerch Zeta Fonksiyonlar¬Olan Serilerin

Hesaplanmas¬

Tan¬m 3.21 Re(a) > 0 ve p 2 N olmak üzere

S (t; a; p) =
1X
n=1

� (n+ 1; a)
tn+p

n+ p
;

T (t; a; p) =
1X
n=1

� (n+ 1; a)
tn+p

(n+ 1) (n+ 2) : : : (n+ p)

serilerini bu şekilde tan¬mlayal¬m.

Lemma 3.22 8p 2 N ve 8z 2 C içinZ t

0

yp�1
�
1� e�zy

�
dy =

tp

p
+ e�tz

p�1X
k=0

k!

�
p� 1
k

�
tp�1�k

zk+1
� (p� 1)!

zp

dir.
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·Ispat. K¬smi integrasyon uygulanarak istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.23 (Boyadzhiev 2007b) 8p 2 N ,Re(a) > 0 ve jtj < Re(a) olmak üzere

S (t; a; p) =
tp

p
(	 (a) + ) +

p�1X
k=0

�
p� 1
k

�
g (k; a� t) tp�1�k � g (p� 1; a)

d¬r. Burada g (n; a) (3.16)�da verilen eşitliktir.

·Ispat. Uyar¬3.12�den

1X
n=1

� (n+ 1; a) tn =
1

2�i

Z
C

( 1X
n=1

(�1)n�1 zntn
n!

)
eazlogz

1� ez dz (3.18)

=
1

2�i

Z
C

�
1� e�tz

� eazlogz
1� ez dz

elde edilir. Bu eşitlikte her iki taraf¬tp�1 ile çarp¬p t�ye göre integral al¬n¬rsa

S (t; a; p) =
1X
n=1

� (n+ 1; a)

n+ p
tn+p =

1

2�i

Z
C

�Z t

0

yp�1
�
1� e�zy

�
dy

�
eazlogz

1� ez dz

bulunur. Lemma 3.22�den

S (t; a; p) =
tp

p

�
1

2�i

Z
C

eazlogz

1� ez dz
�

(3.19)

+

p�1X
k=0

�
p� 1
k

�
tp�1�k

�
k!

2�i

Z
C

z�k�1e(a�t)zlogz

1� ez dz

�
�(p� 1)!

2�i

Z
C

z�peazlogz

1� ez dz

elde edilir. ·Ilk integral (3.8)� den 	(a) + � d¬r. Yukar¬daki integrallerde (3.16)

kullan¬l¬rsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.24 (Boyadzhiev 2007b) 8p 2 N , Re(a) > 0 ve jtj < Re(a) olmak üzere

T (t; a; p) =
tp

p
(	 (a) + ) +

1

(p� 1)!

p�1X
k=0

(�1)k+1
�
p� 1
k

�
g (k; a) tp�1�k

�(�1)
p

p!
g (p; a� t)

dir.
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·Ispat. (3.18)�de p defa t�ye göre integral al¬rsak

T (t; a; p) =

1X
n=1

� (n+ 1; a)
tn+p

(n+ 1) (n+ 2) : : : (n+ p)
=

1

2�i

Z
C

Q (t; z; p)
eazlogz

1� ez dz

elde edilir. Burada

Q (t; z; p) =
tp

p!
+

p�1X
k=0

(�1)k+1

(p� k � 1)!z
�k�1tp�k�1 � (�1)p z�pe�tz

dir. Buradan

T (t; a; p) =
tp

p!

1

2�i

Z
C

eazlogz

1� ez dz +
p�1X
k=0

(�1)k+1

(p� k � 1)!t
p�k�1 1

2�i

Z
C

z�k�1eazlogz

1� ez dz

�(�1)
p

2�i

Z
C

z�pe(a�t)zlogz

1� ez dz

bulunur. (3.8) ve (3.16)�dan istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.25 (Boyadzhiev 2007b) j�j � 1, � 6= 1; Re(a) > 0, jtj < Re(a) olmak

üzere p = 1; 2; : : : için

1X
n=0

� (�; n+ 1; a)
tn+p

n+ p

=

p�1X
k=0

�
p� 1
k

�h
�
0

s (�;�k; a� t) + 	 (k + 1)� (�;�k; a� t)
i
tp�1�k

�
h
�
0

s (�; 1� p; a) + 	 (p) � (�; 1� p; a)
i

d¬r.

·Ispat. (3.11)�den

1X
n=1

� (�; n+ 1; a) tn =
1

2�i

Z
C

�
1� e�tz

� eazlogz
1� �ez dz

elde edilir. Bu eşitlikte her iki taraf¬tp�1 ile çarp¬p t�ye göre integral al¬n¬rsa

1X
n=1

� (�; n+ 1; a)
tn+p

n+ p
=

1

2�i

Z
C

�Z t

0

yp�1
�
1� e�zy

�
dy

�
eazlogz

1� �ez dz
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bulunur. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda 1 � ez yerine 1 � �ez gelerek (3.19)�

daki ifadenin bir benzeri elde edilir.(3.12) ile ilk integral (3.17) ile de ikinci ve üçüncü

integrallerin de¼gerleri hesaplan¬r ve gerekli i̧slemlerden sonra

�� (�; 1; a) t
p

p
+

p�1X
k=0

�
p� 1
k

�h
�
0

s (�;�k; a� t) + 	 (k + 1)� (�;�k; a� t)
i
tp�1�k

�
h
�
0

s (�; 1� p; a) + 	 (p) � (�; 1� p; a)
i

bulunur.

4. BULGULAR

4.1. Poly-üstel fonksiyonlar katsay¬l¬serilerin Hesaplanmas¬

Lemma 4.1 Re (a) > 0, x 2 C, s 2 C� f1; 2; : : :g için

d

ds
(es (x; a)) + 	 (1� s) es (x; a) =

� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1eazexe
z

logz dz (4.1)

dir. s = �n al¬n¬rsa

g (n; a) � d

ds
(es (x; a))js=�n +	(1 + n) e�n (x; a) =

n!

2�i

Z
C

z�n�1eazexe
z

logz dz

(4.2)

eşitli¼gi elde edilir. Burada 	(s) digamma fonksiyonudur.

·Ispat. Re(a) > 0 olmak üzere

I (s) =
1

2�i

Z
C

zs�1eazexe
z

dz

olsun. Bu durumda

es (x; a) = � (1� s) I (s)

elde edilir. Buradan

d

ds
(es (x; a)) = ��0 (1� s) I (s) + � (1� s) I 0 (s)

= �	(1� s) es (x; a) + � (1� s) I
0
(s)

35



bulunur. Bu durumda

d

ds
(es (x; a)) +	 (1� s) es (x; a) = � (1� s) I

0
(s) =

� (1� s)
2�i

Z
C

zs�1eazexe
z

logz dz

dir. Özel olarak s = �n al¬rsak (4.2) elde edilir.

Not: g(n; a) (4.2) eşitli¼gi olmak üzere

d

da
g (m; a) = mg (m� 1; a) (4.3)

d¬r. (4.2)�den yararlanarak kolayca elde edilir.

Önerme 4.2 Re (a) > 0, x 2 C için
1X
n=0

e1+n (x; a) t
n = e1(x; a� t)

dir.

·Ispat. (3.14)�den

en+1 (x; a) =
(�1)n+1

2�in!

Z
C

zneazexe
z

logz dz

dir. Bu eşitlikte her iki taraf¬tn ile çarp¬p n � 0 üzerinden toplam al¬rsak

1X
n=0

e1+n (x; a) t
n =

1X
n=0

 
(�1)n+1

2�in!

Z
C

zneazexe
z

logz dz

!
tn (4.4)

=
�1
2�i

Z
C

 1X
n=0

(�1)n zntn
n!

!
eazexe

z

logz dz

=
�1
2�i

Z
C

e�tzeazexe
z

logz dz

=
�1
2�i

Z
C

ez(a�t)exe
z

logz dz (4.5)

bulunur.

Lemma 4.3 p 2 N ve z 2 C içinZ t

0

yp�1e�zydy = e�tz
p�1X
k=0

k!

�
p� 1
k

�
tp�1�k

zk+1
� (p� 1)!

zp

dir.
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·Ispat. (p� 1) defa k¬smi integrasyon uygulan¬rsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.4 Re (a) > 0, x 2 C ve p 2 N olmak üzere

1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+p

n+ p
= g (p� 1; a)�

p�1X
k=0

�
p� 1
k

�
tp�1�kg (k; a� t)

dir.

·Ispat. (4.4)�den

1X
n=0

e1+n (x; a) t
n =

�1
2�i

Z
C

e�tzeazexe
z

logz dz

Her iki taraf¬tp�1 ile çarp¬p t üzerinden integral al¬n¬rsa. Bu durumdaZ t

0

 1X
n=0

e1+n (x; a) t
n+p�1

!
dt =

�1
2�i

Z
C

�Z t

0

tp�1e�tzdt

�
eazexe

z

logz dz

dir. Lemma 4.3�den

1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+p

n+ p
=

1

2�i

Z
C

"
(p� 1)!
zp

� e�tz
p�1X
k=0

k!

�
p� 1
k

�
tp�1�k

zk+1

#
eazexe

z

logz dz

= (p� 1)! 1
2�i

Z
C

z�peazexe
z

logz dz

�
p�1X
k=0

k!

�
p� 1
k

�
tp�1�k

�
1

2�i

Z
C

z�(k+1)ez(a�t)exe
z

logz dz

�
şeklinde yaz¬l¬r. Lemma 4.1�den istenen sonuç elde edilir.

Lemma 4.5 z 2 C için aşa¼g¬daki integrali p defa uygularsakZ t

0

Z t

0

: : :

Z t

0

e�yzdydy : : : dy =

p�1X
k=0

(�1)k+1

(p� k � 1)!z
�k�1tp�k�1 � (�1)p z�pe�tz (4.6)

elde edilir.

·Ispat. p tane integral al¬narak istenen sonuç elde edilir.
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Teorem 4.6 Re (a) > 0, x 2 C ve p 2 N olmak üzere
1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+p

(n+ 1) (n+ 2) : : : (n+ p)
=

(�1)p

(p� 1)!g (p� 1; a� t)

�
p�1X
k=0

(�1)p�k�1 tp�k�1
(p� k � 1)!k! g (k; a)

dir.

·Ispat. (4.4)�den

1X
n=0

e1+n (x; a) t
n =

�1
2�i

Z
C

e�tzeazexe
z

logz dz

elde edilir. Her iki taraf¬n p defa t üzerinden integrali al¬n¬rsa

1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+p

(n+ 1) (n+ 2) : : : (n+ p)
=
�1
2�i

Z
C

�Z t

0

Z t

0

: : :

Z t

0

e�tzdtdt : : : dt

�
eazexe

z

logz dz

bulunur. (4.6)�dan

1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+p

(n+ 1) (n+ 2) : : : (n+ p)

=
1

2�i

Z
C

 
(�1)p z�pe�tz �

p�1X
k=0

(�1)k+1

(p� k � 1)!z
�k�1tp�k�1

!
eazexe

z

logz dz

=
(�1)p
2�i

Z
C

z�pez(a�t)exe
z

logz dz

�
p�1X
k=0

(�1)k+1

(p� k � 1)!t
p�k�1 1

2�i

Z
C

z�k�1eazexe
z

logz dz

şeklini al¬r. Lemma 4.1�den istenen sonuç elde edilir.

Tan¬m 4.7 Re (a) > 0, x 2 C ve s 2 C olmak üzere

l (x; a) =
d

ds
(es (x; a))js=0 = �

1X
n=0

log (n+ a)
xn

n!
(4.7)

olarak tan¬mlans¬n.
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Önerme 4.8 Re (a) > 0, x 2 C ve s 2 C olmak üzere poly-üstel fonksiyonlar¬n

türev operatörü cinsiden ifadesi

d

ds
(es (x; a))js=�m =

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

�
x
d

dx

�k
l (x; a)

=

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

mX
j=0

�
m

j

�
xj
�
d

dx

�k
l (x; a) (4.8)

=

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

mX
j=0

�
m

j

�
xjl (x; a+ j) (4.9)

d¬r.

·Ispat. Önerme 3.2�den istenen sonuç elde edilir.

Önerme 4.9 Re (a) > 0, x 2 C için

l (x; a) =

1Z
0

�
e�atexe

�t � ex�t
� dt
t

(4.10)

dir.

·Ispat.

1

n+ a
=

1Z
0

e�(n+a)tdt

dir. Burada a�ya göre integral al¬n¬rsa

log (n+ a) =

1Z
0

�
e�t � e�(n+a)t

� dt
t

elde edilir. Bu eşitli¼gi xn ile çarp¬p n � 0 üzerinden toplam al¬n¬rsa

1X
n=0

log (n+ a)
xn

n!
=

1Z
0

" 
e�t

1X
n=0

xn

n!

!
� e�at

 1X
n=0

e�nt
xn

n!

!#
dt

t

bulunur. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Önerme 4.10 Re (a) > 0, x 2 C ve s 2 C olmak üzere poly-üstel fonksiyonlar

üstel polinomlar cinsinden aşa¼g¬daki gibi ifade edilirler.

d

ds
(es (x; a))js=�m =

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

0@ 1Z
0

h
e�atexe

�t
�m
�
xe�t

�
� ex�t�m (x)

i dt
t

1A
(4.11)
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dir.

·Ispat. (4.8)�den

d

ds
(es (x; a))js=�m =

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

�
x
d

dx

�m
l (x; a)

bulunur. (4.10)�dan

d

ds
(es (x; a))js=�m =

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

�
x
d

dx

�m 1Z
0

�
e�atexe

�t � ex�t
� dt
t

=

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

0@ 1Z
0

��
e�at

�
x
d

dx

�m
exe

�t
�
� e�t

�
x
d

dx

�m
ex
�
dt

t

1A
dir. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.11 Re (a) > 0, x 2 C ve s 2 C için �m üstel polinom olmak üzere

d

ds
(es (x; a))js=�m + e

xe1 (�t)
mX
k=0

�
m

k

�
am�k�m (x)

=
mX
k=0

�
m

k

�
am�k

1Z
0

e�atexe
�t
�m
�
xe�t

� dt
t

dir.

·Ispat. (4.11)�dan

d

ds
(es (x; a))js=�m =

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

0@ 1Z
0

h
e�atexe

�t
�m
�
xe�t

�
� ex�t�m (x)

i dt
t

1A
=

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

1Z
0

e�atexe
�t
�m
�
xe�t

� dt
t
�

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

1Z
0

ex�t�m (x)
dt

t

=

mX
k=0

�
m

k

�
am�k

1Z
0

e�atexe
�t
�m
�
xe�t

� dt
t
�

mX
k=0

�
m

k

�
am�kex�m (x)

1Z
0

e�t

t
dt

=
mX
k=0

�
m

k

�
am�k

1Z
0

e�atexe
�t
�m
�
xe�t

� dt
t
�

mX
k=0

�
m

k

�
am�kex�m (x) e1 (�t)

elde edilir.
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Önerme 4.12 Re (a) > 0, x 2 C ve  Euler sabiti olmak üzere

l (x; a) = ex +
1

2�i

Z
C

z�1eazexe
z

logz dz (4.12)

dir.

·Ispat. (4.2)�de n = 0 al¬rsak

d

ds
(es (x; a))js=0 +	(1) e0 (x; a) =

� (1)

2�i

Z
C

z�1eazexe
z

logz dz

Önerme 1.18 i. ve (4.7)�den istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.13 Re (a) > 0, x 2 C ve jtj < Re(a) olmak üzere
1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+1

n+ 1
= l (x; a)� l (x; a� t)

dir.

·Ispat. (4.4)�de t�ye göre integral al¬rsak

1X
n=0

e1+n (x; a)
tn+1

n+ 1
=

�1
2�i

Z
C

0@ tZ
0

e�tzdt

1A eazexez logz dz
=

1

2�i

Z
C

z�1eazexe
z

logzdz � 1

2�i

Z
C

z�1ez(a�t)exe
z

logz dz

bulunur. (4.12)�den yararlanarak istenen sonuç elde edilir.
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4.2. Frobenius Eulerian Polinomlar¬n¬n Geometrik Polinomlar Cinsin-

den ·Ifadesi

(1.2) ve (1.4) �den

1X
n=0

Hn (x; �)
tn

n!
=

�
1� �
et � �

�
:ext

=

�
��1 � 1
��1et � 1

�
ext

=
1� �
�

1

t

text

��1et � 1

=
1� �
�

1

t

1X
n=0

�n
�
x; ��1

� tn
n!

=
1� �
�

1X
n=0

�n+1
�
x; ��1

�
n+ 1

tn

n!

Bu durumda

Hn (x; �) =
1� �
�

�n+1
�
x; ��1

�
n+ 1

(4.13)

elde edilir. Burada x = 0 al¬rsak

Hn (�) =
1� �
�

�n+1
�
��1
�

n+ 1
(4.14)

elde edilir.Böylece Frobenius Eulerian polinomlar¬ve say¬lar¬ile Apostol-Bernoulli

fonksiyonu ve say¬lar¬aras¬nda ili̧ski kurulmuş olur.

Önerme 4.14 � 6= 1 olmak üzere

Hn(x; �) =

nX
k=0

�
n

k

�
Hk (�)x

n�k (4.15)

d¬r.

·Ispat. (1.2)�den
1X
n=0

Hn (x; �)
tn

n!
=

�
1� �
et � �

�
:ext

=

 1X
n=0

Hn (�)
zn

n!

! 1X
n=0

xn
tn

n!

!
elde edilir. Burada Cauchy çarp¬m¬yap¬larak istenen sonuç elde edilir.
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Önerme 4.15 � 6= 0; 1 olmak üzere

Hn (�) =
1

�

nX
k=0

�
n

k

�
Hk (�) (4.16)

d¬r.

·Ispat. Önerme 1.4 i.�de x = 0 al¬n¬rsa

Hn (1; �) = �Hn (�)

elde edilir. (4.15)�de x = 1 al¬n¬rsa

Hn(1; �) =
nX
k=0

�
n

k

�
Hk (�) 1

n�k

bulunur. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Önerme 4.16 � 6= 1 için

Hn (�) =
nX
k=0

�
n

k

�
k!

�
1

�� 1

�k
(4.17)

d¬r.

·Ispat. Önerme 1.7.iii�de �n (�) yerine (4.14) eşitli¼gini kullan¬rsak istenen sonuç elde

edilir.

Önerme 4.17 � 6= 1 için

Hn (x; �) =

nX
k=0

�
n

k

�
xn�k

kX
j=0

�
k

j

�
j!

�
1

�� 1

�j
(4.18)

d¬r.

·Ispat. (4.15)�de Hk (�) yerine (4.17) yaz¬larak istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.18 � 6= 1 için

Hk (�) = wk

�
1

�� 1

�
(4.19)

veya

Hk

�
z + 1

z

�
= wk (z)

d¬r. Bu durumda Hk
�
z+1
z

�
Frobenius Eulerian say¬s¬z�ye ba¼gl¬bir polinomdur.
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·Ispat. (4.17)� da (1.13) geometrik polinomlar¬n tan¬m¬kullan¬l¬rsa istenen sonuç

elde edilir.

Sonuç 4.19 � 6= 1 için

Hn (x; �) =
nX
k=0

�
n

k

�
xn�kwk

�
1

�� 1

�
dir.

·Ispat. (4.15)�de Hk (�) yerine (4.19) yaz¬larak istenen sonuç elde edilir.
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5. SONUÇ

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda baz¬özel fonksiyonlar¬n Hankel çevre integrali gösterimi ver-

ildi. Bu gösterim yard¬m¬yla katsay¬lar¬Hurwitz Zeta ve Lerc Zeta fonksiyonlar¬olan

serilerin özellikleri incelendi. Ayr¬ca katsay¬lar¬poly-üstel fonksiyonlar olan seriler

üzerinde çal¬̧s¬ld¬. Frobenius Eulerian polinomlar¬n¬n geometrik polinomlar cinsinden

baz¬ba¼g¬nt¬lar¬elde edildi.
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