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ve karma-spin Ising modelleri Riemann geometrisi cercevesinde incelendi. Once, trans-
fer matris metodu ile her bir zincirin tam ¢oziimleri iizerinde duruldu ve Gibbs serbest
enerji bagintis1 (G) verildi. G yardimiyla metrik tensor elemanlar elde edildi ve bunlarin
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ONSOZ

Tek-boyutlu Ising spin zincirleri manyetik faz gecislerini modellemek amaciyla ge-
listirilen ilk ve basit sistemler olarak bilinir. Istatistik mekanikte tam olarak ¢oziimlene-
bilen spin sistemleri genellikle bu sinifta yer alir. Bu nedenle literatiirde termodinamik
metrik geometri agisindan da ilk olarak ele alinan model manyetik sistemlerin baginda
tek-boyutlu Ising zincirleri gelmektedir. Caligmamizda, hem bu zincirlerin tam ¢oziimleri
konusunda ileri diizeyde temel bilgi edinilmis hem de termodinamik geometri yontem-
lerini baz1 Ising zincirlerine uygulayarak “egrilik skaleri” veya “termodinamik egrilik”
olarak adlandirilan niceligin parametre uzayindaki davranigi incelenmistir. Buradaki “eg-
rilik” kelimesi spin sisteminin karmasikliginin bir 6l¢iisii olup, bu niceligin fonksiyonel
ifadesinde tekilligin olup olmadigr 6nemlidir. Sayet tekillik varsa bu tekillik faz gecisi
ile iligkilendirilir ve “skaler egrilik diyagramlar1” olarak adlandirilan ti¢-boyutlu grafiksel
goriintiiler ile de dogrulanabilir. Elde ettigimiz grafiklerden egrilik yiizeylerinin piiriizsiiz
bir yapida oldugu ve herhangi bir tekillik olusmadigi anlagilmigtir. Bu da tek-boyutlu spin
sistemlerinde faz gecisi gozlenmedigi gercegi ile ortiismektedir. Tezde yapilan geometrik
analiz 151g1nda, tam olarak coziilebilen ve faz gecisi veren birgok spin sistemlerinin ince-

lenmesi durumunda igerisinde tekilliklerin oldugu egrilik diyagramlari elde edilebilir.

Yiiksek Lisans egitimim boyunca ilminden faydalandigim, insani ve ahlaki deger-
leri ile de ornek edindigim, tezimin planlanmasinda, arastirilmasinda ve olusumunda ilgi
ve destegini esirgemeyen sayin danigman hocam Prof. Dr. Riza ERDEM ’e, akedemis-
yen olma yolunda ilerleyen ve bu yolda yardimlarini esirgemeyen arkadaslarimdan Tuna
TOKSOZ ve Gizem KELLER ’e, tezim icin gerekli hesaplama ve grafik cizimlerinde bil-
gisine bagvurdugum degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Yusuf KUCUKAKCA ’ya ve arastirma
gorevlisi arkadasim Cavit TEKINCAY ’a, maddi ve manevi her tiirlii destek ve anlayist

gosteren degerli esim Mustafa UGURLU ’ya ve aileme tesekkiirii bir borg biliyorum.
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1. GIRIS

Spin zincirleri manyetik atomlarin (spin ya da manyetik moment olarak ta adlan-
dirilir) tek boyutlu bir 6rgii iizerinde dizilmesinden olusur. Her bir spin (5) i¢in iki adet
yonelim s6z konusudur. Uygulanan bir dis manyetik alana spinler ya paralel konumda
ya da anti paralel durumda bulunabilirler. Boyle bir sistem 1925 yilinda Lenz’in doktora
ogrencisi Alman fizik¢i Ernst Ising tarafindan ferromanyetizma problemi i¢in Onerildi
(Ising 1925). Bu nedenle, model onceleri "Lenz-Ising modeli" daha sonrasinda da sa-
dece "S = 1/2 Ising modeli" adiyla anildi. Yapilan analitik ¢6ziim sonucunda modelin
tek-boyutta faz doniisiimii vermedigi anlasildi. Ilerleyen yillarda "Transfer Matris Me-
todu" (TMM) olarak bilinen farkli bir ¢oziim yontemi ile Ising modelinin tam ¢oziimleri
gergeklestirildi. Coziim sonuglarina gore, yine dimerlesmemis iki-boyutlu 6rgii disinda
faz gecisi gozlenmedi (Kramers ve Wannier 1941; Onsager 1944). Ancak, 1980 ’li yil-
larda matris metodunun tek-boyutlu dimerlesmis 6rgii izerinde tanimlanan Ising zincirle-
rine uygulanmasiyla tek-boyutta homojen ve dimer fazlari arasinda faz doniistimleri tespit
edildi (Mijatovic ve Milosevic 1981). Biitiin bu temel ¢aligsmalar, transfer matris metodu-
nun bircok farkli spin zincirlerine uygulanmasinda onciiliikk etmistir (Albayrak ve Keskin
2000; Fireman vd 2003; Ghulghazaryan vd 2007; Martinez-Garcilazo vd 2009). Litera-
tirde S = 1/2 Ising modelinden bagka tek-boyutlu 6rgii iizerinde tanimlanan ve TMM ile
tam olarak ¢oziimlenebilen bazi basit spin sistemleri su sekilde 6zetlenebilir (Strecka ve

Jascur 2015):

Blume-Capel (BC) modeli, yukarida belirtilen S = 1/2 Ising modelinden farkli
olarak, ii¢ durumlu ve iki diizen parametreli bir S = 1 Ising sistemidir. Hamiltonyeninde
spin-spin etkilesme ve kristal alan terimleri bulunur. Ilk olarak M. Blume ve H. W. Capel
tarafindan birbirinden bagimsiz olarak 3 He-*He karisimlarinin termodinamik davrani-
sin1 incelemek icin gelistirildi (Blume 1966; Capel 1966). Daha sonra ayni model bir¢ok
fiziksel kooperatif olayin incelenmesi icin kullamldi. Ornegin basit ve ikili sivilarin yo-
gunlagmasi ve katilasmasi, ikili ve ii¢lii akigkanlarda iiclii kritik noktalarin incelenmesi,
re-entrant olaylar, donma, manyetik diizenlilik, diizenli ve diizensiz gecisler, ikili ve ti¢lii
akigkanlarin incelenmesi, yar1 kararli ve kararsiz durumlar gibi birgok fiziksel kooperatif

olayin termodinamik 6zelliklerinin agiklanmasi bu model kullanilarak yapildi. S = 1 BC

1
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modelinin dengeli durum davranist TMM gibi tam ¢6ziimii netice veren etkili bir teknik
disinda bircok farkli yaklasik yontemle de incelendi. Kullanilan bu yaklagimlardan ba-
zilar1: kapali form yaklagim metotlari, Bragg-Williams yaklagimi, ortalama (molekiiler)
alan teorisi, Bethe-Peierls yaklagimi, sabit-ciftlenim yaklagimi, kiimesel degisim metodu,
Monte-Carlo similasyonu, renormalizasyon grup teorisi, etkin alan teorisi, seriye agma

metodu ve lineer zincir yaklagimi seklinde siralanabilir.

Ising modellerinin gelismesiyle birlikte BC modeli gibi tek tip spin sistemlerinin
yan1 sira karma spin sistemlerini iceren ¢aligmalar da artmaya basladi. Son zamanlarda
iki alt orgiilii karma spin sistemleri, tek tip spinli sistemlerle karsilastirildiginda daha az
yer degistirme simetrisine sahip olmasindan dolay1 tek spin sistemlerine gore ¢cok daha ilgi
cekicidir ve tek tip spin sistemlerinde gdzlemlenmeyen bir ¢ok fiziksel olay1 sergilemek-
tedirler (Fu vd 2006). Ayrica tek spin sistemlerine gore ¢ok daha zengin faz diyagramlar
vermektedirler. Karma spin sistemleri iizerine sadece teorik amacla degil, molekiiler te-
melli manyetik malzemeleri incelemek amaciyla deneysel olarak da calisilmistir. Karma
spinli Ising modelleri, akademik arastirmalara yaptig1 katki kadar, teknolojik gelismeler
icin onemli 6zelliklere ve yarara sahip olan ferrimanyetik maddelerin incelenmesinde de
onemli bir rol oynar. Yarim sayili ve tam sayili spin sistemlerini iceren karma spin Ising
modelleri yogun olarak ¢aligilmigtir. Bunlara 6rnek olarak karma S = 1/2 ve S = 1 Ising
sistemi (Zukovic ve Bobak 2015), karma S = 1 ve S = 3/2 Ising sistemi (Jabar vd 2017)

verilebilir.

Yukarida kisaca agiklanan S = 1/2 Ising, S = 1 BC ve karma-spin Ising mo-
delleri istatistiksel mekanikte bilinen bircok ¢oziimleme teknigi ile incelendigi halde bu
modellere ait termodinamik parametre uzaymin Riemann tipi (Oklit dis1) metrik yapisi
tam olarak aragtirllmamistir. Bu modeller disinda, egrilik bagintisinin tam formiiliinden
(Janyszek ve Mrugala 1989) ilhamla Ising modeli ve bunlarin bircok degisik varyasyon-
lar1 yakin zamanda geometrik agidan yeniden ele alinmistir (Brody ve Rivier 1995; Brody
ve Ritz 2003; Janke vd 2004; Heidari ve Ghorbani 2012; Dey vd 2013; Mirza ve Talaei
2013; Ruppeiner ve Bellucci 2015; Erdem 2018a; Erdem 2018b; Erdem 2019). Ancak
bunlarin hi¢birinde skaler egrilik diyagramlar1 ve bunlarin yiizey yapisi1 hakkinda yeterli

bilgi sunulmamustir.



GIRIS F. H. UGURLU

Bu tezde ise Oncelikle yukarida detayli olarak aciklanan herbir spin zinciri i¢in St-
recka ve Jascur (2015) tarafindan TMM kullanilarak tiiretilmis olan Gibbs serbest enerjisi
yardimiyla birer metrik tensor elde edildi. Daha sonra, metrik tensor elemanlar1 kullanila-
rak bu zincirlere ait parametre uzayinin Riemann egrilik skaleri tiiretildi. Ozellikle egrilik

diyagramlar elde edilerek bunlarin analizi yapildi.

Bu girig bilgilerinden sonra, ikinci béliim’de TMM ile tezde calisilacak olan spin
zincirleri ve bunlarin tam ¢oziimleri Strecka ve Jascur “un (2015) derleme caligmasi 151-
ginda incelendi. Ugiincii boliim’de kullanilan geometrik yontem tamitildi ve metrik ele-
manlar ile egrilik skalerinin nasil tiiretildigi iizerinde duruldu. Dordiincii boliim’de ise
herbir spin zinciri i¢in egrilik skaleri elde edildi ve bu niceligin bagl oldugu degiskenlere
gore fonksiyonel davranisi grafiksel olarak sunuldu. Yine bu boliimde egrilik skalerinin
tic boyutlu ylizey yapisi (egrilik diyagramlar1) goriintiilendi ve bu yapida pik’lerin olup
olmadigina bakildi. Son olarak, besinci boliimde konu ile ilgili sonu¢ ve yorum verilerek

gelecekte konuyu ilgilendiren diisiinceler paylagsildi.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde istatistik mekanikte en ¢cok c¢alisilan bazi Ising spin zincirleri hakkinda
detayh bilgi verilecek ve bunlarin kesin ¢oziimleri iizerinde durulacaktir. Transfer mat-
ris metodunun sozkonusu spin zincirlerine uygulanmasi yakin zamanda Strecka ve Jascur
(2015) tarafindan yayinlanan bir degerlendirme ¢alismasinda ele alinmistir. Biz asagidaki
alt boliimlerde bu ¢alismanin notasyonuna bagh kalarak tezde calisilacak olan spin zin-

cirlerini ayrint1 ile aciklayacagiz.

Tek-boyutlu Ising spin zincirleri literatiirde transfer-matris metodu ile tam olarak
coziilebilen spin sistemlerinin basinda gelmektedir. Bu sistemler, iki-boyutlu spin sistem-
lerinden farkli olarak sonlu sicakliklarda kritik davranis sergilemezler. Asagida manyetik

alan varliginda tek tip ve karma spin zincirlerinden 3 tanesi anlatilmigtir.

2.1. Boyuna manyetik alan varhginda spin-1/2 Ising zinciri

Tek boyutlu spin-1/2 Ising modeli, her bir spinin en yakin komgusuyla ve bir dis

manyetik alan ile etkilestigi N spinli bir zincirdir. Model kisaca

N N
H:_JZUiUiJrl_hZJia (21)
1=1 i=1

Hamiltonyeni ile ifade edilir. Burada o; = +1/2 7 'ninci orgii noktasina yerlesmis olan
Ising spini i¢in spin degiskeni olarak adlandirilir. J parametresi zincir igerisinde bulunan
en yakin komsu spinler arasindaki degis-tokus etkilesme enerji sabitidir. h parametresi
ise manyetostatik Zeeman enerjisiyle ilgili bir sabit olup h = —guzH (g elektronik g
faktorii, ;1 ; Bohr manyetonu, A dis manyetik alan) seklinde tanimlanir. Zincirin topolojisi

bir daire olarak diisiiniiliirse o1 = o1 seklinde bir periyodik sinir sart1 ortaya ¢ikar.

Bir manyetik alanda spin-1/2 Ising zincirinin tam ¢6ziimii, Kramer ve Wannier ta-
rafindan gelistirilen Transfer Matris Metodu ile kolayca bulunmustur (Kramer ve Wannier
1941). Coziim, kesim (2.2) ve (2.3) ’deki spin zincirlerine taban olusturmasi bakimindan

burada detayli olarak verilecektir. Metoda gore ilk olarak toplam Hamiltonyen asagidaki
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gibi en simetrik formda yeniden yazilir:

N
H=> M,
=1
h
Hl’ = _Jo_io-i+1 — 5 (Ji + 0i+1). (22)

Boliisiim fonksiyonu ise

N N
Z =Y T[exp(=8H:) =>_ []exp {ﬁmam + % (ai + Uz‘+1)] .23

{oi} =1 {oi} =1
seklindedir. Burada = 1/kgT. Simdi elemanlar1 en yakin iki komsu spine (o; ve ;1)

bagli fonksiyon olan 7 (o, 0;11) seklinde bir matris tanimliyoruz. Bu matrisin elemanlart

T (04, 0i41) = exp |:5J0i0'i+1 + %(0i+0i+1>:|7 2.4)

seklinde olup "Transfer Matris" olarak adlandirilir. (2.4) ifadesindeki o; ve o;,, birbi-
rinden bagimsiz olarak +1/2 degerini alir. Boliigiim fonksiyonu igindeki iistel terim en
yakin komsu spin ciftlerini iceren terimler cinsinden acilirsa
Z = Z Z Z T(01,02)T (02,035).. T (0i,0i41).. T (on,01), (2.5)
o1=%1/202=41/2 on=%1/2
formunda bir a¢ilim elde edilir. (2.4) *deki 7 (¢;, 0;41) fonksiyonu i¢in spin degisimi ad1
altinda

T(0i,0i41) = T (0441, 04), (2.6)

simetrisi gegerlidir ve bu simetri periyodik sinir kosuluyla saglanan c¢eviri simetrisi ile
uyumludur. Simdi (2.4) ’deki matris elemanlarinin 6ziinii ortaya koyan bir hesaplama
yapalim. Ising spin o ’yi hatirlarsak 7 (01, 09) ve T (09, 03) ifadeleri sadece (2.5) denk-
leminde yan yana ve bundan dolayi, bu iiriin ile ortaya ¢ikan ifadelerden bagimsiz olarak
Ising spin o5 ’nin mevcut iki durumu iizerinden toplam yapildiktan sonra sonug olarak

asagidaki Boltzman agirlig: elde edilir:

Z T(01,02)T (02,03) =exp [5J02(01 +o3) + % (01 + 209 + 03)}

oo==11/2
=exp [% <01 + 03>] {exp {% (0'1 + 03) + %}

+ exp [_TBJ (01 + 03) — %} } 2.7
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Simdi (2.4) ifadesi ile verilen matris elemanlarini olusturalim:

T(U+1/2,U+1/2) % %

T(U+1/27071/2) = %

T(o-1/2:04172) = :

T(0_1/2,0-1/2) = e 7T (2.8)

Bu matris elemanlar1 uygun sekilde yerlestirilerek asagidaki 2 x 2 ’lik kare matris elde

edilir:
T(+,+) T(+, - eT T e
[T T _ e 29)
T(=+) T(=-) e T edE

(2.9) 0; ve 0,11 iki en yakin Ising spininin 4 olas1 konfigiirasyonu ile ilgilidir. 7 (+, —)
matris elemani, o; = +1/2, 0,41 = —1/2 spin konfigiirasyonunu hesaba katarak (2.4)
tanimindan elde edilen Boltzmann faktorii yani onceki spin o; 'nin spin konumlari i¢in
hesap yaptirir. Bagka bir ifadeyle, o, yerine gecen izdir. 7 (0;, 0;,1) matrisinde her sira
bir spin ile yer degistiriyor. Her siitun sonraki spin 0, ’in spin durumlarini ifade eder.
T (01, 09) ifadesinde ilk olarak o5 spin degiskenine, sonraki spin oldugu igin 7 (o9, 03)
ifadesinde ise onceki spin oldugu i¢in dikkat edilmelidir. 7 (o1, 05) ilk ifadesinde spin o5
"nin hesaba katilan spin durumlari, 1 x 2 satir matrisi ve ikinci 7 (o4, 03) ifadesinde 2 x 1
slitun matrisi olarak degisir. Sonug olarak, Ising spin o5 ’nin spin konfigiirasyonlar1 iize-
rindeki toplamu, satir matrisi 7 (01, 02) ve siitun matrisi 7 (02, 03) arasindaki bir matris
carpimina esdegerdir:

> T(01,02)T (02, 03)

—41
02—i2

(2.10)
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Dikkat edilirse (2.10) ifadesi yani (matris lizerinden elde edilen sonug) ile (2.7) denkle-
minden elde edilen sonu¢ aymidir. Yani daha once o5 spin degiskeninin spin durumlari
tizerindeki basit bir toplama ile elde edilmis sonugtur. Ek olarak ilgili matrisin ¢carpimin-
dan sonra elde edilen son ifade (2.10) tamimina gére o ve o3 Ising spinlerine dayali

unsurlar olarak 2 x 2 ’lik 72(o9, 03) matrisi dikkate alinmalidir:

> T(01,02)T (02, 03) = T*(01,03). (2.11)

ng:l:%
Ising spinleri kiimesinin {01, 02, 03, ...0 5 } spin durumlart iizerindeki toplamalar, sonugta

elde edilen matris ¢arpimlari olarak kabul edilebilir. Boylece (2.5) boliisiim fonksiyonu

Z=Y Y .Y T(01,03)T(02.05)..T(01,0::1).. T (on,01)

0'1::|:% ng:l:% UN::N:%

= Z Z Z T2(01,03)..T(03,0511)..T (on,01) = Z TN(o1,01)

Uli:l:% 03::|:% JN::N:% o'lz:l:%
=T+, +)+TN(=,—) =TrT™

(2.12)

seklinde yazilabilir. Bu prosediiriin her adiminda 7 matris ¢arpimi, daha ¢ok spinlerden
biri ile ilgili konfigiirasyonlarin toplamina karsilik gelir. Bu yiizden 7 matrisi transfer
matris olarak adlandirilir. Yani bir spinden bagka bir (komsu) spine bagimliligini trans-
fer eder. Ayrica ilk spin o; ’in spin durumlari iizerinden gerceklestirilen son toplamanin
TN matrisinin bir izinin (trace) alinmasina esdeger olmasi da denklem (2.12) *den ko-
layca anlagilabilir. Ciinkii ana kdsegeninde 7 matrisinin elemanlari iizerinde bir toplama
yapiliyor. Boyuna bir manyetik alanda spin-1/2 Ising zinciri i¢in kesin ¢Oziimii bulma
problemi periyodik smir kosulu saglandiginda simdiye kadar bilinmeyen 7~ matrisinin
bir izinin hesaplamasina indirgenir. Bu asamada 7 matrisinin bir izini hesaplamak i¢in
iriiniin dongiisel bir permiitasyonuna gore izin degismezliginin kullanilmasi ¢cok uygun-
dur (kare matrisin 3 elemam A, B, C)). Ornegin dairesel permiitasyonlarin izleri aymidr:
Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(C AB). Bu diisiinceyle iiniter matris U ve onun tersi U~ ",

7T transfer matrisini diagonal forma dontistiirmek icin kullanilabilir:

B A 0
UT'TU = A = , (2.13)
0 A
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(2.12) denklemine bu iiriinleri yerlestirdikten sonra boliisiim fonksiyonu

Z=TTN =Te(TT..T) =Te(UUTUUTU..UT)
=Te(U "TUUTU..U'TU) = Tr(AA...A)

= TrAY, (2.14)

seklinde tekrar elde edilir. Bu sonug benzerlik degismezligi degil 7~ ve A" matrislerinin
ayn1 ize sahip oldugu anlamina gelir (iz belirli bir iis secimine bagh degildir). Matris
AY, denklem (2.13) *deki diagonal matrisin N ’inci kuvvetidir ve dolayisiyla diagonal

elemanlar1 A matrisinin kdsegen elemanlarinin basit¢ce N ’inci kuvvetidir.

A0
0 A

AN = (2.15)
Bu nedenle, Tr7Y = TrAY = )\Jf + \Y istenen izini hesaplamak icin A diagonal matri-
sinin elemanlarin1 bulmak yeterlidir. Bu 6zdeger problemi, 7 U = UA iiniter doniisiimiin

yardimiyla asilabilir. Matris gosterimi

T(H+,+) T+, — ay a_ ay a_ Ay O
(+:+) T(+ )\ [a+ _ o+ + | 2.16)
T(—+) T(=—=)) \b, b be bo)\o0 A
Daha sonra karekteristik denklemin ¢oziilmesi saglanir.
T+, +) T+, — a a
TV v o [T T fe) () o)
T(_>+) T<_7_) bi bi

Burada V. , T transfer matrisinin 6zvektorlerini ve A\, 6zdegerlerini belirtir. Her ikisi sii-
rekli denklemler aslinda yalnizca determinantin sifir olmast durumunda 6nemsiz olmayan

bir ¢oziime sahip olan homojen lineer denklem sistemidir.

T nI| =0 (e (&) (2.18)

Burada / birim matristir. Bu yol ile 7 matrisinin 6zdegerlerini, V. 6zvektorlerine karsilik
gelen acik formu bilmeden hesaplayabiliriz. Her iki 6zdeger
=0, (2.19)

8J BJ _ Bh
1

2 — )\
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determinant1 sayesinde

A —et hm(?) + \/ sinh? (%) + eﬁJ], (2.20)

seklinde elde edilir. Bu ifadeden acik¢a goriilecegi gibi A, > A_ dir. Sonug olarak N —

oo limitinde, A\_ /Ay — 0 olacaktir. Boylece sadece A\, yani “bilyiik 6zdeger” sistemin
boliisiim fonksiyonunu belirler. Sonugcta (2.10) ve (2.13) denklemlerinden *“ termodinamik
limit > N — oo iken;

Z =TT = TeAY = 2\ + Y, (2.21)

olur. Boylece spin basina diisen serbest enerji

B .. _ Lo N | \N
G = —kBTN A}l_)II;O InZ = _kBTN ]\}1_1&1(1)0 In (>‘+ + )\)

——kTil' In( MY |1+ A )
o BNNI—I>IC1>On + )\+

— —kpTIn\,, (2.22)

seklinde tiiretilir. (2.22) ’ye gore Gibbs serbest enerjisi 7' = 0 hari¢ tiim sicaklilarda pii-
rlizsiiz bir sekilde sicakligin bir analitik fonksiyonudur. Dolayisiyla, Ising zincirinin TMM
ile yapilan tam ¢6ziimii sonucu sistemde sonlu sicakliklarda faz gecisi olmadig1 anlagilir.
Daha acik olarak bu sicaklilarda zincir kendiliginden miknatislanma (m) vermez. Boy-
lece m-h diizleminde ortaya c¢ikan tiim izoterm egrileri orijinden gecer. Termodinamik
bilgimize gore m = —g—f bagintisindan tiiretilen miknatislanma niceligi icin elde edilen
grafiksel sonuclar temel diizeydeki bir¢ok referansta ele alinmigtir (Pathria 1996; Huang

1987).

2.2. Boyuna manyetik alan varhiginda spin-1 Blume-Capel zinciri

Bu kesimde boyuna manyetik alan varliginda spin-1 Blume-Capel zincirine ait asa-
g1daki Hamiltonyeni dikkate alarak transfer matris yaklasiminin bir uygulamasini daha

gosterecegiz:

N N N
H=-J> SSu1—dY S;—h) S (2.23)
=1 =1 =1

(2.23) esitligi ¢ inci 6rgii noktasinda ii¢ degerli S; = =£1,0 Ising spin degiskeni icerir.

Hamiltonyen denklemindeki etkilesim terimlerinin belirgin bir anlami vardir. J en yakin

9
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komsu etkilesimi, d tek iyon anisotropisi ve & boyuna manyetik alani temsil eder. Burada
da Syy1 = 57 dongiisel sinir kosulu uygulanir. Spin-1 Blume-Capel zincirinin boliisiim
fonksiyonu i¢in tam ¢oziim, spin -1/2 Ising zinciri i¢in tanimlanan prosediirii takip eder.
Biz bu titiz hesaplamanin yalmzca birkag¢ adimini gosterecegiz. Ik olarak Hamiltonyen

denklemi (2.23) asagidaki gibi simetrik formda tekrar yazilir:

N
H - Z %h
i=1
h
H; = — JS;Sis1 — d(S? + S¢2+1) 3 (Si + 5¢+1), (2.24)

ve sonrasinda, spin-1 BC zincirinin boliisiim fonksiyonu asagidaki gibi carpanlara ayrilir:

Z YD HT Si, Sit1). (2.25)

—£1,055=%1,0 Sy£L,0i=1
Burada 7 (S;, S;;1) ifadesi

d h
T (Si; Siv1) = exp(—BH;) = exp {5(]51‘5}“ + % <Sz2 + S¢2+1) + % (Si + 5¢+1)} :

(2.26)

seklindedir. Goriiniise gore (2.26) ile 3 x 3 ’liik bir matrisin elemanlari belirlenir:

T(1,1) T(1,0) T(1,-1)
T(Si,Sis) = | T(0,1) 7(0,00 7(0,-1) |- (2.27)

T(-1,1) T(-1,0) T(-1,-1)
Spin-1 BC zincirinin boliisiim fonksiyonu i¢in tiiretilmis olan (2.25) ’deki spin durum-
lar1 lizerinde siral1 bir toplamin ilgili transfer matrislerinin bir ¢carpimina tekabiil edecegi
aciktir. Bu gercek sayesinde boliisiim fonksiyonu, (2.27) matrisinin \; 6zdegerlerinden

kolayca hesaplanabilir:

N
Z TN(S1,8) =TrTV =3 AN, (2.28)

=+1,0

(2.26) ve (2.27) ile tanimlanan transfer matrisin 3 6zdegerinin son ifadelerini gosterelim:

2
i = 1+ 2sgn(q)+/pcos lw +(i—1) ?ﬂ (2.29)
burada
-1, ¢<0
sgn(q) = : (2.30)
I, ¢=0

10
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ve r, p ve q parametreleri asagida gosterildigi gibidir:

, —%[1 + 2exp(B.J + Bd)cos(Bh)],

p=3(r — 17 + sexp(287 + 25d)sink?(5h)
+Sexp(~28.7 +28d) + Zexp(3d)cos(Bh),

q =r> —exp(BJ + 2Bd) + exp(—pBJ + 2d)
+ rexp(Bd)cos(Bh) + (1 — r)exp(20d)sinh(25.J)
—rexp(BJ + fd)cos(Sh),

(—Vpgq_(f) (2.31)

1
——arct
Y 3arcan

N — oo termodinamik limitinde, spin-1 BC zinciri i¢in spin bagina Gibbs serbest enerji,
boliisiim fonksiyonu veya transfer matrisin en biiyiikk 6zdegeri Ao, = max(A1, Aa, A3)

cinsinden basitce sOyle verilir:
.1
G = —kpT ]\}5{1)0 Nan = —kgTIn\4z- (2.32)

Dis alanin yoklugunda (h = 0) transfer matris 6zdegerlerinden en bilyiigiiniin analitik

formiilii asagidaki ¢cok daha basit forma indirgenir:

Amaz = %[1 + 2exp(Bd)cos(B8J) + /[1 — 2exp(d)cosh(5.J)]2 + Sexp(Sd)]. (2.33)

Acikcasi en biiyiik transfer matris 6zdegeri olan (2.33) bagintist ve ayrica bunun tiirev-
lerinden herhangi biri sicakligin oldukga basit bir analitik fonksiyonudur. Ilgili Gibbs
serbest enerjisi i¢in de durum aynidir. Bu sonug, aynen spin-1/2 Ising zinciri i¢in daha
once belirtmis oldugumuz gibi, spin-1 BC zincirinde de sicaklik faz gecisinin olmadigi

hakkinda son derece iyi bir kanit saglar.

2.3. Boyuna manyetik alan varhginda karma-spin Ising zinciri

Son olarak karma spin-1/2 ve spin-1 Ising zincirini, transfer matris yonteminin sun-
dugu genel sema ile tam olarak coziilebilen tek boyutlu bir spin modelinin son 6rnegi
olarak ele alacagiz. Tek eksen, tek iyon anizotropili karma spin-1/2 ve spin-1 Ising zinciri
icin Hamiltonyen boyuna manyetik alan varliginda soyle tanimlanir:

N N N N
H=-J> Siloi+0iu1)—dd SI—had oi—hp) S, (2.34)
j=1 i=1 j=1

=1

11
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Burada 0, = £1/2 ve S; = =£1,0 sirastyla ¢ ’inci ve j ’inci 6rgii noktalarinda bulu-
nan spin-1/2 ve spin-1 pargaciklari icin spin degiskenleridir. Ik toplam, en yakin komsu
spin-1/2 ve spin-1 parcaciklar arasindaki .J etkilesimini hesaba katar. ikinci toplam spin-
1 parcaciklarina etki eden tek eksen-tek iyonlu anisotropiyi (d) dikkate alirken, ii¢iincii ve
dordiincii toplamlar sirasiyla h 4 ve hp boyuna manyetik alanlarda spin-1/2 ve spin-1 par-
caciklarinin Zeaman enerjisini hesaplar. Ayrica Hamiltonyen (2.34) ile tamimlanan karma
spin zincirinin zincir ekseni boyunca diizenli olarak degisen iki farkli spin (biri spin-1/2
parcacig ve digeri spin-1 parcacigi) icerdigi, bununla birlikte periyodik sinir kosulunun
ons+1 = o7 gecerli oldugu goriiliir. Simdi Hamiltonyen toplamini 6nceki zincirler gibi

simetrik formda gosterelim:

H=> M,
=1
h
H=— JSz(O'z + O'i+1) - d(Sf + Si2+1) - 714 (O'i + 0i+1) - hBSz (235)

Bu gosterim bize karma spin-1/2 ve spin-1 Ising zincirinin boliisiim fonksiyonunu car-

panlarina ayrilmig formda yazmamiza olanak saglar. Yani

7 = Z Z Z ﬂ Z exp(—FH,;)

O’1=il/2 02=i1/2 O'N:il/Q =1 Si:il,o
N
= > Y > TI7nem. (2.36)
o1=%1/202=%1/2 on=%1/2 i=1
Yukarida spin-1 parcaciklarinin spin serbestlik derecelerini spin-1/2 parcaciklarinin spin
serbestlik dereceleri iizerinde bir toplama yapmadan Once birbirinden bagimsiz olarak ele
aldik. Sonug olarak, spin-1 degiskeninin spin durumlar tizerindeki basit toplama islemi,
2 x 2 transfer matrisinin fiziksel anlami1 olan etkili Boltzmann agirligina yol acar:

T(0s,0i41) = Z exp(—[H,)

S;=+1,0

= exp {ﬁ% (a,- + Oiﬂﬂ [1 + 2exp(fd)cosh[BJ(o; + 0iv1)] | (2.37)

Sol-sag simetri sayesinde (2.37) matrisi sadece ii¢ farkli elemandan olusur:

- Vi Vi
T (01, 0i11) = T T2 (W V) (2.38)

T(_7+) T(_’_) VB Va
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yazilir. Burada

—Bhy
2

Vi=T(+,+) = exp(%) {1 + Qexp(ﬂd)cosh(ﬁJ)] :
( ) {1 + Qexp(ﬁd)cosh(ﬂJ)] ,

Va=T(+,—)=T(—,+) =1+ 2exp(sd), (2.39)

seklindedir. Simdi denklem (2.37) *deki spin-1/2 pargaciklarinin spin serbestlik dereceleri
izerinden alinan ardisik toplama islemi ile devam edelim. Bu islem, béliisiim fonksiyo-

nunun (2.36) matrisine ait iki 0zdegeri cinsinden ifade edilmesine olanak saglar.

7 = Z Z Z HT(Ui,UiH)

01:i1/202:i1/2 O'N::tl/Q =1

= > TYon0) =TrT =AY + A, (2.40)

o1=%1/2
Boliisiim fonksiyonu (2.40) igerisinde bulunan iki 6zdeger A sirasiyla (2.38) matrisine

ait 0zdeger problemi ¢oziilerek hesaplanabilir:

|
)\izi{vl—kvgi\/(‘/l—%)?vuﬂ/}f . 2.41)

Termodinamik limit’de, N — oo, spin basina diisen Gibbs serbest enerjisi yalnizca en

bityiik transfer matris 6zdegeri (A ) cinsinden ifade edilebilir:
-
G = _kBTN J\ll_{noo InZ = —kgTln)\,. (2.42)

(2.42) bagintis1 ve onun sicaklik tiirevlerinden hicbiri sonlu sicakliklarda tekillik goster-

mez. Bu spin zincirinde faz gecisinin olmadigina tekrar isaret eder.

13
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. n-boyutlu termodinamik faz uzaymin Riemann geometrisi ve egrilik skaleri

Herhangi bir fiziksel sistemin n-boyutlu termodinamik durum uzay1 (veya Riemann ma-
nifold’u) birbirinden bagimsiz n tane termodinamik degiskenlerden olusan bir parametre
takimi (¢', ¢, ..... , ¢") ile temsil edilir. Termodinamik metrik geometride, parametre uza-
yimdaki sonsuz kiigiik ¢izgi (veya yay) uzunlugu, g;; kovaryant metrik tensorii yardimiyla
tanimlanir:

di? = gdg'dg. (3.43)

Ruppeiner’e (1995) gore, metrik tensor elemanlari

gij = —B0;0;9, (3.44)

bagintisindan hesaplanir. Burada 8 = 1/kgT, 0; = 0/0q" ve ¢ spin basina termodina-
mik potansiyel seklinde tanimlanir. ilgili uzaya ait egrilik skalerini bulmak icin 6ncelikle

verilen yay elemanim olugturan g;; metrik elemanlarindan yararlanarak
i L g
ij = §g (8kglj + 091 — azgjk), (3.45)

formiilii ile ifade edilen Christoffel sembolleri (baglant1 katsayilar1) hesaplanir. Burada g

kontravaryant metrik tensor bilesenleridir. F; . sembollerinden yararlanarak

Riemann tensorii bulunur. Bu dordiincii ranktan tensoriin kontraksiyonu yolu ile ikinci
ranktan Ricci tensorii elde edilir:
Ri; = R}, (3.47)

ing "

Daha sonra tekrar bir kontraksiyon iglemi ile egrilik skaleri bulunur:
R=¢"R;; = R.. (3.48)

(3.48) skalerine "Ricci Skaleri" de denir ve ilgili termodinamik faz uzayinin egriliginin
bir ol¢iisiidiir. Bu 6l¢iiyii incelemek amaciyla bazi klasik ve kuantum spin sistemleri i¢in
Ricci skaleri yukarida verilen basamaklar kullanilarak tiiretilmigtir (Kaviani ve Dalafi-

Rezaie 1999; Erdem 2018a; Erdem 2018b; Erdem 2019).

14
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3.2. Iki-boyutlu termodinamik faz uzaymn Riemann geometrisi ve egrilik skaleri

Termodinamik faz uzayi iki-boyutlu bir uzay (n = 2) olarak secilirse, bu uzayda

sonsuz kiiciik yay uzunlugu (3.43) tammmindan, g5 = go1 0zelligi kullanilarak
di* = g11(dg")* + 2012dq" dg® + g2 (dg®)?, (3.49)

seklinde elde edilir. Egrilik skaleri, diagonal metrikler icin

110 10 0 10
R(¢"\.¢*) = — [—1 (—ﬂf) +os (—ﬂ;)] , (3.50)
VI 104t \ /g 9q 9¢° \\/9 0q
bagintisindan da hesaplanabilir. Sayet, metrik diagonal degilse egrilik skaleri i¢in

1 oy L]0 g1z Ogi 1 0gas

Rlgh ) = — | (22 0o L
VI 104 \ 9119 04> /g O¢*

0 ( 2 0gi9 1 Og1s g12 (9911)]

+ R —
9> \/9 9¢" /9 0¢*  g11\/9 9q"
formiilii kullamilir. Bu iki bagintida g = g11 920 — g7, seklindedir (Ruppeiner 1995). (3.50)

(3.51)

veya (3.51) ile yapilan egrilik hesabi, genellikle iki parametrenin kullanildig: akiskan sis-
temlerde daha yaygin olarak tercih edilen bir yontemdir (May ve Mausbach 2012; Rup-
peiner 2012; Ruppeiner vd 2012; May vd 2015; Ruppeiner vd 2015).

Tezde incelenen spin zincirleri i¢in serbest enerji bagintisi indirgenmis enerji sa-
bitleri cinsinden tiiretildiginden termodinamik durum uzay1 bu sabitler ile temsil edildi
(Strecka ve JaS€ur 2015). Secilen Riemann manifoldu iki-boyutlu olmasindan ve met-
rik elemanlar1 diagonal olmamasindan dolay: egrilik skaleri (3.51) bagintist yardimiyla

tiretildi.

3.3. Egrilik skaleri ve R - diyagramlari

Egrilik skaleri bir sistemin karmagikliginin bir dlciisii olarak diisiiniiliir ve faz ge-
cislerine geometrik acidan bakilmasinda onemli bir rolii vardir. Bu baglamda R = 0
durumu diiz geometriye ve etkilesmesiz bir sisteme karsilik gelir. & > 0 veya R < 0
oldugunda ise metrik diiz degildir ve fiziksel model etkilesmeli bir sistemdir. Diger ta-
raftan, skaler egrilik diyagramlar1 (R-diyagramlar olarak ta adlandirilir) iki degiskenli
bir R(q!, ¢?) fonksiyonunun iig-boyutlu bir grafiksel gosterimidir. Bu gosterimde, R ni-

celiginin yiizey yapist acik¢a gozlenebilir ve bu vesile ile isareti agik¢a tespit edilebilir.

15
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Skaler egriligin isaretinin spinler arasi etkilesmelerin cinsinin tespitinde énemli bir rolii
vardir. 7 = 0 durumunda ideal bir spin sistemi sdzkonusu olacaktir. Ayrica, bu fonksi-
yon ¢! ve ¢* degiskenlerinin eksen segilmesiyle iki-boyutta "kontur ¢izgileri" seklinde de

sunulabilir (Ruppeiner vd 2015).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. S = 1/2 Ising zinciri icin egrilik skalerinin tiiretilmesi ve R-diyagramlari

Egrilik skalerini tiiretebilmek amaciyla dnce Ising zinciri igin iki-boyutlu bir (¢*, ¢%)
(x,y) manifoldu tanimlanir. Burada x = §.J ve y = [h seklinde segilir ve (2.20) *deki
A, O0zdegeri (dolayisiyla (2.22) ’deki Gibss serbest enerji bagintisi) bu iki degisken cin-
sinden yeniden yazilir. Bu degisiklige bagli olarak (3.44) esitligindeki metrik elemanlari

denklem (2.22) yardimiyla agagidaki gibi elde edilir:

_O%Inh, 1Te *(20° — 2b+e b+ 2ab® — 2a)
IN= 002 T AT (braR@@—ltewpr |
Olnh,  1[e (1 —v?)Y/?
912 = 0z0y :1_ a’ ]’
2 [.—2
g = 2 g‘;ﬁ* -3 _ea?,b}. (4.52)

Burada

a :\/cosh2 (Q) —14+e2,
2
_ Y
b =cosh (§> (4.53)

(4.52) metrik bilesenlerinin (3.51) esitliginde kullanilmas1 sonucu egrilik skaleri i¢in asa-

g1daki baginti tiiretilir:

1 3 o
R :(2b3 —2b+eTh+ 2ab2 — 2a>2 {(b + a)Z(bQ —1+4+e )(—4 1+ 12% — 44e "ab

+ 28¢ % ab 4+ 196e*b%a — 83e%ab® + Th3e 3 a + 11207 ae™®

— 264e "b%a — 4be > a + 56e 2 ab’® + 396b%e ™ — 408h%e " + 144b%e "
— 144%™ 4 64b%a — 208" a + 244b°a — 1200%a + 20ba + b2e ™4
— 26b%e 3% — 201e~2b* + 109e2%b% + 104e =225 + 25 37b* + 64510 — 24088

+ 3400° — 220b" + de ™" — 12e™* 4 60b°) | .
(4.54)

(4.54) bagintist ile acik olarak tanimladigimiz egrilik skaleri, daha once tek-boyutlu Ising

zincirini konu alan bir ¢ok caligmada sunulan sonug ile karsilastirildiginda daha uzun bir
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goriiniim i¢inde oldugu anlasilir (Janyszek ve Mrugata (1989), Brody ve Ritz 2003, He-
idari ve Ghorbani 2012, Dey vd 2013). Asagida da goriilecegi gibi karsilastirma amaciyla
Janyszek ve Mrugala (1989) 'nin grafiksel sonuclar1 dikkate alinarak hesaplamalarimizi
sekillendirdik. Hesaplamalarda kolaylik olmasi bakimindan £z = 1 olarak alindu.
Bagint1 (4.54) ’de = J/T ve y = h/T degiskenlerine bagh bir fonksiyon sek-
linde ifade edilen egrilik skaleri ile I? diyagraminin ¢izimine baglanmadan 6nce pozitif x
(J > 0, ferromagnetik etkilesme) ve negatif x (J < 0, antiferromagnetik etkilesme) de-
gerleri igin R ’nin A /T ile degisimi incelendi. R ’nin h/T ’ye baghlhigi 6nce J/T = 1.2,
2.0 ve 2.8 degerlerine karsilik gelen ii¢ degisik renkteki egri ile Sekil 4.1 *de gosterilmis-
tir. Daha sonra da J/T = —1.2, —2.0 ve —2.8 degerlerine karsilik gelen yine ii¢ degisik
renkteki egri ile Sekil 4.2 *de gosterildi. Sekil 4.1 ve 4.2 ’ye gore bu iki etkilesme tiiriinde
farkli davraniglar ortaya ¢ikar. Sekil 4.1 *de goriildiigii gibi, sifir manyetik alanda tiim eg-
riler bir maksimum degere (yani bir tepeye) sahip olmakla birlikte .J enerjisinin artmasiyla
tepe degeri de biiyiir. Diger taraftan, Sekil 4.2 ’ye gore egrilik skaleri / = 0 ’da minimum
degere ulagir. Tiim egriler h ’ye gore daima pozitif degerler alir. Bu nedenle R manyetik
alan h ’nin yoneliminden bagimsizdir ve h = 0 diisey dogrusunun her iki tarafinda farkli
yone yonelmis ancak ayni biiyiikliikteki manyetik alanlarda ayn1 degere sahiptir. Dolay1-
styla R simetrik bir fonksiyon durumundadir. Bu sonug kisaca R(—h) = R(h) seklinde

ifade edilir.

Yukaridaki analizlerden sonra, Sekil 4.3 ve 4.4 *te sirasiyla J > 0 ve J < 0 durum-
lar1 i¢in R ’nin sicaklikla degisimi verildi. Her iki sekilde siirekli, kesikli ve noktali egriler
sirastyla A = 0, h = 0.1 ve h = 0.2 durumlarina karsilik gelmektedir. 4 = 0 durumunda
secilen ve J > 0 sartin1 saglayan tiim J sayilarinda egrilik skaleri, 7' = 0 yakinlarinda
sonsuza iraksar. Diger taraftan h # 0 durumlarinda (kesikli ve noktali egriler) R skaleri
T ’nin azalmasi sonucu ortaya ¢ikan kiiciik artistan sonra bir tepe degerine ulagir ve sonra
hizli bir sekilde azalarak negatif bolgeye gecer. J < 0 sartim1 saglayan tiim J sayilarinda
ise R egrilik skaleri, tiim 7" ve h degerleri i¢in pozitif bolgede bulunur ve 7" — 0 limitinde

R — 1 olur.

Daha sonra (4.54) bagintist kullanilarak skaler egrilik diyagraminin ¢izimi yapildi.

Cizim sonucunda spin-spin etkilesme enerjisi —8 < J/7T" < 3 araliginda ve manyetik alan
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457 —=228

2.0

0
h
T

Sekil 4.1. S = 1/2 Ising zinciri i¢in J > 0 segilerek elde edilen R "nin h/T ile degisimi

1.2 J_

Sekil 4.2. S = 1/2 Ising zinciri i¢in J < 0 oldugunda R ’nin A /T ile degisimi
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Sekil 4.3. S = 1/2 Ising zinciri i¢in J > 0 segilerek elde edilen R ’nin 7 ile degisimi

Sekil 4.4. S = 1/2 Ising zinciri i¢in J < 0 secilerek elde edilen R ’nin 7" ile degisimi
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Sekil 4.5. S = 1/2 Ising zinciri i¢in {i¢ boyutlu R diyagrami

degeri —4 < h/T < 4 arahiginda secildiginde Sekil 4.5 ’teki ii¢ boyutlu yiizey elde edi-
liyor. R skalerinin yiizey yapisi incelendiginde ilk iki sekilde elde edilen sonuglar agikca
gozlenebiliyor. Buna gore, secilen manyetik alan araliginda tiim ferromanyetik etkilesme-
ler ile diisiik antiferromanyetik etkilesmelerde R niceligi daima pozitif degerler almakta
olup (R > 0), ilgili faz uzayinin egri bir uzay oldugu anlagilmaktadir. R ’nin en biiyiik
(yani tepe) degeri sifir alan ¢izgisi boyunca olusarak J *nin azalmasi ile kiictildiigii goriil-
mektedir. Yiiksek antiferromanyetik etkilesmeleri s6z konusu oldugunda ise uzay daima
diiz ve egrilik sifir olmaktadir (2 = 0). Bu sonuglar ayn1 model i¢in daha dnce yayinlanan
Heidari ve Ghorbani’nin (2012) bulgular ile uyumludur. Ad1 gegcen bu calismada egrilik
skaleri daha kisa ve basit bir baginti ile ifade edilerek 4-durumlu karma spin modeli i¢in
bulunanlarla karsilagtirmali olarak analizi yapilmistir. Tezde tiiretilen (4.54) ifadesi ise
daha uzun bir baginti olmasina ragmen bulunan niimerik sonuglar dnceki caligmalarla

uyumlu sonuclar icermektedir.
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4.2. S = 1 BC zinciri icin egrilik skalerinin tiiretilmesi ve R-diyagramlari

Kesim 4.1 ’deki Ising zincirinden farkli olarak bu kesimde BC zinciri i¢in y = (d
seklinde secilir ve (2.33) "deki \,,,, 6zdegeri (dolayisiyla (2.32) *deki Gibbs serbest enerji
bagintis1) z = $J ve y = [d degiskenleri cinsinden yazilir. Bu degisiklige bagli olarak
(3.44) metrik elemanlar1 (2.33) yardimiyla asagidaki gibi hesaplanir:

. 821n)\ma$ . 1 <8€2y)<8€3y?)3
= o2  (4e2vv? — devo + 8ev + 1)3/2(2evv + u + 1)2

+ 16v3e® + 4e®v?u — 12e?0? 4 8e¥v*u + 8e*Yv — 4e¥v?
— 4eYvu + 22e%v — 12e¥ + 20 +u — 1)] ,

A?In )\ pax 1 (16¢2/sinh(z))
= = e“Ysinh(z
12 dxdy (4de2vv? — devv + 8e¥ + 1)3/2(2evv 4+ u + 1)2

(4e*v? + 2e¥vu + 4e¥ + u + 1)} ,

821n)\ma]; 1 (4 y)(8 3y 3
- - e?)(8e*Mv
922 0y? (4e2vv? — devv + 8e¥ + 1)3/2(2e¥v + u + 1)2

+ 4e®v?u + 8P + 4eYvu + 4e®v? + 4e®v® + 2eYv

+4e¥ +u + 1)} , (4.55)

burada

u= \/4629003h2(a:) — 4ev¥cosh(x) 4+ 8e¥ + 1,

v = cosh(z). (4.56)

(4.55) metrik bilesenlerinin (3.51) esitliginde kullanilmasi sonucu egrilik skaleri i¢in asa-

g1daki bagint1 tiiretilir:

5 4 -1
R =327 < > Ai) ( 1T Bj) : (4.57)
=1

J=1
Bu bagintidaki A; ve B, katsayilar1 u, v ve y degiskenleri cinsinden agagidaki gibi belir-

lenmistir:
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A = —4e¥ + v — 15072e" — 14976e% — 6400e* — 116e*Y — 1264e
— 1536€® + 36eYv — 587776 Y0° + 4423680e'*v!'° 4- 30336e%0°
4 13056e™v° + 38016e™v* + 4768v*e* — 647168e'v* + 100v3e?
+ 20e*¥v? + 704v°e? + 532e*v + 360e*v* + 1072e*0v® + 9728e*V0?
+ 3760e*v + 1408e”0° + 1512e*v? + 200704e' Y0 + 802816e2Vv”
— 120832e%v? + 2048e'™v? — 14336e'%0® + 1078272e!1¥0”
4 2370560e'%0° + 2523136e'%Y0'? + 457216e"v* + 802816e'%1°
+ 1003520 4 vu + 2408448e'*V0® + 1679360e'*v® + 2393088e!%1/°
+ 3365888e”v" 4 5652992e”Y0°® + 121344€™0® + 483328¢%0”
+ 1671168¢0° 4 2882560e™0° 4 1355776e™v* + 106752e%v°

+ 276416e%v* + 63488¢™v" + 245248e™v°, (4.58)

Ay =737280e™v° 4 1174272¢™v* + 16465920e?Y0? + 688128e!3¥v? + 489728e™v3
+ 466944e™Y0' + 1159168e Y00 4- 13565952¢! Y0 + 3727361V 0!°
— 313344e'"0® + 10731520 + 6723584e'%0® + 208896e”0°
+ 760729607 e'% + 833536e%0® 4 41451520 4- 4161536e' 4 v!?
+ 6963200d3e'% — 229376e' v — 5332992e'3y!? 4 11796480e!3V v !
— 2768896e'%v'? + 13615104e' 0! + 3440640e'*v'0 — 5832704e' % v!°
+ 2208768e”v° + 371136e% 13 — 83456e%0v® — 180224e" v — 171520e%v?
— 2048e%v 4 131072e' ™ 0!® 4+ 262144e'%01¢ — 13107201 + 917504e0v 0
+ 720896e'%Y0'® 4 1736704e' vt — 458752e0'® — 1753088e! vt 4 4e¥0?

— 2e¥0? 4 8e®vt + 5632e™0® + 2816507, (4.59)
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As =82912e%0% + 22528e% 10 + 11264e%v? — 32768¢' v 4 61440082013
+ 75776eM V0! + 1024e'%0'? + 82752e7V0? + 32768 %ot
+ 65536 0! + 131072e"Y0!" — 196608e'* 00 — 245760e! )
+ 16220160 4 180224e'¥0!'® — 1630208e'*v'* + 10656e*Yv — 5056e°Yv
— 135808e™v? — 83712e™v — 45568 v + 89280e%v* — 69696e%v
— 100e*u — 1408e™u — 4e¥u — 896e*u — 3488eu — 5728e”u — 3712e%w
— 6784e™ — 3584e%v?c + 39321663 — 438272eMY0 %y + 25354248 0!y
+ 560640e vy — 56832e¥ vy 4 393216e vty + 34447366 viu
— 183808e”v u — 69760e™v*u 4 6069766 v u — 11648 vu

— 1302528e?¥v!tu + 4096000e! Y0 %y + 983040e'*v%u + 162816e' vy,
(4.60)

Ay =65408e™Vv3u + 720896 vy + 4530176e' v %u + 901120 Vv y
— 43008e' Yoy + 225536 0?4 u + 882688e”vic 4 602624e™ v u
+ 4741120e Y08y 4+ 1142784 0%u + 393216e'#v%u + 14336e'% vy
+ 516096e v u — 42240e*v°® 4 130048e” vy — 32768¢' Vv 'y
+ 1602048e”v°%u + 2538496e% v u + 7168e'%viu — 8448e¥vu
— 22272e™vu + 1409024e'* vy + 200704 V0% u65536e v
+ 6528e% v u + 34112e%0%u + 22006 v u 4 485376e% v u + 256e%viu
— 120832e%v%u + 4323 v u + 10240 % 4 180224e' v u + 2048e% v
+ 13056e™vu + 128e™ v u + 9043 v u + 1248e™ v u + 512e™ v u

+ 1808e*v2u + 70272e™ v u + 67584e %ty (4.61)
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Ay =84e*v3u + 24064e®v%u + 1990656e*Vv 2 + 13920e’v°u + 3008e™v5u
+ 76e*v*u 4+ +3993e”v % + 32e¥vu + 3072 %02y 4 88064e Y0 2y
+ 6144e vy — 4055042V 3y + 704512e vty — 90112e! vy
— 81920e' 0%y + 65536e' v %u + 32768e'*v!%u + 4evvPu + 3040e*vu
+ 14448e*v?u + 16e*Yv*u + 37856e™v*u + 32e*v°u + 66528e” v u
+ 35712e™ vty + 64e*15u — 5184e%v?u — 31360e%vu + 226304 v u
+ 123648151 + 240896e Vv ®u — 32768e Vv u + 20213760
+204800e'*v'%¢ + 114688e™ v u + 1349120e®15u 4 1193472 v°u
+ 182784e%v3u + 131072e" 0%y + 1746944e' vy 4 102784e%v°u

+ 997376 %0 u — 614400e'3V v 3y — 265216e' v u, (4.62)

Bi =V4e2v? — 4devu + 8e¥ + 1,

By =(2eYv +u + 1)*

Bs =(16v"e™ + 8e™viu + 32e¥0? + 4v°e? 4 4e*v?u — 4e*v? + 8e*Vou
+ 2e¥v?u + 16e*Yv + 8e? + dev + 4e¥u + vu + 4e¥ + v)?,

B, =8e¥v3e® + 1603e + 4e®v?u — 12e%0? + 8eyv2u,

+ 8¢y — 4ePv — 4e¥v*u — de¥vu + 22e¥v — 12e¥ + 20 + u — 1. (4.63)

Egrilik skalerinin d/T ’ye gore davranisi ferromanyetik ve antiferromanyetik etkiles-
meler icin sirasiyla Sekil 4.6 ’da ve Sekil 4.7°de c¢izildi. Her iki ¢izim, Sekil 4.1 ve 4.2
"deki etkilesme enerjileri dikkate alinarak ii¢ farkli renkte elde edildi. Sekillere gore, I
egriligi J ’nin isaretinden bagimsiz olmakla birlikte aldig1 rakamsal degere gore farkl
davramsglar sergiler. Ornegin J/T = 1.2 igin R negatif d bolgesinde azalan d degerleri
ile birlikte ¢ok hizli bir artig yaparken (mavi renkteki egriler) J/7 = 2.0 oldugunda bi-
risi minimum digeri maksimum olmak iizere iki adet ekstremum noktalar ortaya ¢ikar
(kirmiz1 renkteki egriler). Minimum noktasinin bulundugu d degerinden daha diisiik de-
gerlerde hizh artigina devam eder. J/T = 2.8 oldugunda ise bu ekstremum daha belirgin

hale gelir (yesil renkteki egriler).
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Sekil 4.6. S = 1 BC zinciri igin J > 0 secilerek elde edilen R 'nin d/T ile degisimi
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Sekil 4.7. S = 1 BC zinciri igin J < 0 segilerek elde edilen R *nin d/T ile degisimi
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Sekil 4.8. S = 1 BC zinciri i¢in d > 0 segilerek elde edilen R *nin J/T ile degisimi
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Sekil 4.9. S = 1 BC zinciri igin d < 0 segilerek elde edilen R 'nin J/T ile degisimi
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Sekil 4.10. S = 1 BC zinciri i¢in ii¢ boyutlu R diyagrami

Sekil 4.8 ve 4.9 ’da ise sirasiyla d > 0 ve d < 0 durumlan dikkate alinarak R
‘nin J/T ’ye gore degisimi incelendi. Her iki sekilden R egriliginin J = 0 eksenine gore
simetrik oldugu goriiliir: R(—.J) = R(J). Ancak, d > 0 ve d < 0 bolgelerinde farkli R
- J/T egrileri ortaya cikar. Ornegin, d/T = 1.2, 2.0 ve 2.8 secildiginde J/T = 0 ’da R
niceligi ayn1 minimuma sahip iken (Sekil 4.8), d/T" = —4.5, —5.0 ve —5.5 alindiginda
J/T = 0 ’da farkl yiiksekliklerde biiyiik tepeler olusur (Sekil 4.9). Bunlarin diginda,
simetrik fonksiyon ozelligini koruyacak sekilde J/T > 0 ve J/T < 0 bolgelerinde farklt
yiiksekliklerde R i¢in d - bagimli kiiciik tepeler de gozlenir.

Yukarida 6zetlenen tiim sonuclar Sekil 4.10 ’da sunulan {i¢ boyutlu R skaler eg-
rilik diyagraminda da gozlenebilir. Sekildeki yiizey yapisina gore, —4 < J/T < 4 ve
—4 < d/T < 4 araliklarinda skaler egrilik daima pozitif degerler almaktadir. Bu da ilgili

manifold uzayimnin soz konusu rejimde bir egri uzay oldugu anlamina gelmektedir.

4.3. Karma spin Ising zinciri icin egrilik skalerinin tiiretilmesi ve R-diyagramlari

Bu kesimde BC modelinde oldugu gibi (2.41) ’deki A, 6zdegeri (dolayisiyla (2.42)
"deki Gibbs serbest enerji bagintis1) x = 5.J ve y = Sd de8iskenleri cinsinden yazilir. Bu-
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rada diger durumlardan farkli olarak ti¢iincii bir degisken (z = Sh,4) mevcuttur fakat bu
degisken sabit alinmaktadir. Dolayisiyla problem iki boyutlu (n=2) hale indirgenmektedir.
Onceki zincirlerde oldugu gibi = ve y degiskenlerine bagh olarak (3.44) metrik elemanlari
(2.42) denklemi yardimuyla tiiretilir. Yapmis oldugumuz analitik hesaplamalar sonucunda
g;; metrik bilesenleri ve bunlarin tiirevlerinin kullanimi yoluyla bulunan egrilik skaleri
bagintisinin ¢cok uzun olmasi nedeni ile tezde 12 "nin acik bir formiil seklinde gosterilmesi
miimkiin olmamistir. Bu nedenle basitlik ve kisaltma olmasi bakimindan nce metrik bi-

lesenleri asagidaki gibi (2.41) 6z de8erinin kendisi ve tiirevleri cinsinden verildi:

PInf  foo f2
gi1 :W = 7 - Fa
L 3 3

2 0zoy — f 2

’Inf  f,, 1}

922 = or  f - F (4.64)
Burada f = A\ (z,y) kabul edilerek (\, (2.41) ile verilmektedir)
_af _of _O*f _0*f _O*f
fm—%a fy—a_ya fmm—@7 fzy—am—ay7 fyy—a_yza (4-65)

aliir. (4.64) metrik bilesenlerinin (3.51) ’de kullamilmasiyla egrilik skaleri R asagidaki
kapal1 formda belirtildigi gibi f ’nin birinci ve daha yiiksek mertebeden kismi tiirevleri

cinsinden bulunur:

1 1
- §(f(fzxfyy - fwy) - f:czfyy + Qfa»‘fyfwy - fg?fa:a:)

+ 2 foay (P foy = 1) + Afofyfus(Fafyfoy + [ Foafun) + £ foyy Fova(fy = £ fun)

+ f2 fayy oy 2o foy = [ fozy) + £ Fu(Fowe = Foofoay) + 12 Fuu(F2 Fawy + fofaw)
+ 2 fulf gy Frnn + 203 £y (F2y Faay + 2F o fyy(Foy = Fanfon) — 4F fufy £,

2 £y foo(foy = foofuy) = Afofy foy fox + 205 FuFon(Fuufy — 2fufuy)

+ [ fufoyy(Fy Faay + Faafyy) = 352 Fy foy FoaFogy — F2 FoFyyy(Fy Fawo + foyfrz)

_f2fyfacyfyy.]cacycav"i_.]c2fyy(fa::z:y(fyfmz_Sfacfacy)"i_f;cl y2y+f; me .

R:

2 fomny(ffzx - fo)

(4.66)
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Sekil 4.11. Karma spin S = 1/2 ve S = 1 Ising zinciri igin h4 /T = 0.003 segilerek elde

edilen ii¢ boyutlu 12 diyagrami

Sekil 4.12. Karma spin S = 1/2 ve S = 1 Ising zinciri igin h4 /T = 0.005 segilerek elde
30

edilen ii¢ boyutlu R diyagrami
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Sekil 4.13. Karma spin S = 1/2 ve S = 1 Ising zinciri igin h4 /T = 0.007 segilerek elde
edilen ti¢ boyutlu R diyagrami

Onceki iki zincirden farkl1 olarak, h 4 sabit iken, iki parametreye bagh sekilde kapali
formda elde edilen R niceliginin ili¢ boyutlu egrilik diyagramlar ii¢ farkli kii¢iik ~ 4 man-
yetik alan degeri secilerek Sekil 4.11, 4.12 ve 4.13 ’de gosterildi. h4 'nin R iizerindeki
etkisini kargilagtirma agisindan ii¢ grafikte de ayni yatay diizlem araligi (yani J/7T-d/T re-
jimi) alind1. Oncelikle ortaya gikan tiim grafiklerden R egriliginin (BC zincirindeki gibi)
J/T ’ye gore simetrik bir fonksiyon oldugu agikca goriilebilir. Ancak, BC den farkli ola-
rak h4 = 0.003 i¢in herhangi bir tepe yoktur (Sekil 4.11). Bir biitiin olarak bakildiginda
Sekil 4.11 ’e gore termodinamik durum uzay1 genellikle diizdiir ve egrilik sifirdir. Sadece,
simetriden dolayr —4 < d/T oldugunda iki farkli J/T araliginda (—7 < J/T < —5 ve
5 < J/T < 7) R > 0 oldugu gozlendi. Manyetik alan arttirildiginda (h4, = 0.005)
ayn araliklarda birbirine gore simetrik iki farkli tepe ortaya cikar. Bunlardan birincisi
J/T = —6 ¢izgisi boyunca, digeri J/T = 6 ¢izgisi tizerinde olusur (Sekil 4.12). Sekil
4.13 ’e gore hy = 0.007 secilmesi durumunda ise yukaridaki bulgulara ilave olarak te-
pelerde kayma oldugu boylece R ’'nin negatif degerler de alabildigi bulundu. Ayni1 rejim

civarinda R ’de d/T ’ye bagli yeni tepeler de elde edildi.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda ilk olarak ikinci boliimde istatistik mekanikte tam olarak ¢6-
ziimlenebilen ii¢ degisik spin zinciri (Ising, Blume-Capel ve Karma-spin) ele alinarak
bunlarin TMM ile ¢6ziimii konusunda teorik bilgi verildi. Her bir zincir i¢in tiiretilen
(Gibbs) serbest enerji bagintis1 ve bunlarin bagli olduklar1 enerji parametreleri incelendi.
Uciincii boliimde Riemann geometrisi cercevesinde bir termodinamik parametre uzayinin
egrilik skalerinin tiiretilmesi konusunda temel basamaklar verildi. Daha sonra, dordiincii
boliimde indirgenmis enerji parametreleri cinsinden iki-boyutlu bir parametre uzayi (faz
uzay1) sec¢ilerek uzayda iki nokta arasindaki sonsuz kiiciik ¢izgi uzunlugu i¢in bir metrik
tanimlandi. Metrik tensor elemanlar1 Gibbs serbest enerjisinin ikinci-kismi tiirevleri ali-
narak bulundu. Son olarak bu boliimde egrilik skaleri (?) Ising ve BC zincirleri i¢in agik
formda, karma-spin zinciri i¢in ise (bagintinin ¢cok uzun olmasi nedeniyle) kapali formda

kisa bir formiil olarak ifade edildi.

Elde edilen formiillerden R ’nin li¢-boyutlu goriintiisii (yani egrilik diyagrami) ¢i-
zilerek agagidaki sonuclar elde edildi: (i) Egrilik skaleri, Ising zincirinde manyetik alana
gore (h) diger iki zincirde spin-spin etkilesme sabitine (/) gore simetrik bir fonksiyon
ozelligi gostermistir. (ii) Grafiklerde olusan yiizeylerde tekillik gozlenmezken ekstremum
noktalar ortaya ¢ikmustir. Bu ekstremumlar genellikle Ising zincirinde h = 0 ¢izgisi iize-
rinde ve BC zincirinde J = 0 ¢izgisi iizerinde gozlenmistir. Karma spin zincirinde ise
bu cizgilerin diginda iki farkli konumda tepeler bulunmustur. Egrilik yiizeylerindeki te-
pelerin, egri yiizeyler iizerinde en kisa uzakligin tespitinde metrik geometrideki jeodezik
problemlerinin ¢éziimiinde 6nemli bir yeri oldugu bilinmektedir (Yuan vd 2007; Rotskoff
ve Crooks 2015). Dolayistyla tezde ortaya ¢ikarilan egrilik skaleri hesaplamalarinin iler-
leyen donemlerde spin zincirleri icin yapilabilecek olan jeodezik probleminin ¢dziimiinde

calismalarina da katki sunacagi aciktir.

Bu tez ile basta dimerlesmis klasik ve kuantum spin zincirleri olmak {izere istatis-
tiksel mekanikte TMM ile daha 6nce ¢coziimlenmis olan pek ¢ok tek-boyutlu model sis-
temlerin geometrik analizinde ve bunlarin skaler egrilik diyagramlarinin elde edilmesinde

baglangi¢ olusturacag: diisiiniilmektedir. Ayrica, mevcut literatiir bilgimize gore ayni ¢a-
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lisma tek-boyutlu fotonik kristaller, polimerler, homojen olmayan optik yapilar vb. gibi
TMM ’nun degisik uygulama alanlarinda Riemann egriligi analizinin baglamasina ve yay-

ginlagmasina katki saglayacagi umulmaktadir.
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