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In this study, the results of standard perturbation theory were rederived from the
-principle of minimum action. By using these tesults, the solutions of unrharmonic
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-newly proposed singular perturbation theory.

We show that the results of singular perturbation theory and standard
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ONSOZ

Kuantum mekanigindeki standart yontemde tedirginmenin dalga fonksiyonlannda

ener}x spektrumunda kiiglik degisiklikler yaptig: diistinulerek hesaplamalar yapihr

Son zamanlarda 6nerilmis olan tekil tedirginme kuramunda ise fonksiyonlarda
eg". 'baglmsu degiskenlerde kiigiik degisikler yapilmaktadir Bu yontem daha once
._thlica pozitronyum atomunun bagh durum spektrumundaki tedirginmis dtizeltmeleri
esaplamak i¢in Onerilmisti  Pozitronyum probleminin karmagikh@i yizinden dalga
e nkswonian ¢ok detayh olarak incelenmemigti. Bu galigmada ise kuantum mekaniginin
kuramsal laboratuvar1  durumundaki harmonik salinict  probleminde bu  yontem
ygula.narak birinci ve ikinci basamaktan enetji spektrumlan ile dalga fonksiyonlarinmn

ndart yontemle bulunan sonuglaria ayni oldugu gosterilmistir

~ Standart yontemde tedirginmis dalga fonksiyonlan ancak integral hesaplanyla seri
 olarak hesapianabilmektedir Tekil tedirginme kuraminda ise 6nerilen problem igin lineer

ebir'sgi denklemierdeki katsayilar ¢ozillerek serinin toplanabildigi gosterilmistir

. Bu yontemin degisik potansiyeller igin gerek kuantum mekanigindeki
: Schrodlnger denklemi ve gerekse relativistik kuantum mekanigindeki Dirac denkleminin

5'3 Yaklaskk ¢dziimlerinin bulunmasinda, serilerin toplamini vermesi agisindan 6nemlidir
Tez konusunun belirlenmesi ve galigmalarim sirasinda bana her tiirlii yardim ve

Yanlanm esirgemeyen dederli hocam Sayin Prof Dr Nuri UNAL’a tesekkiirit borg
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.Klasik mekanikteki ¢ogu problemlerde oldugu gibi kuantum mekaniginde de
inger denkleminin tam olarak c¢oziilebildigi problemler sinrh sayidadir Bu
nect;anle varyasyon ve tedirginme gibi yaklagik ¢oziim teknikleri kuantum mekanigi
uyguiamalaﬂnda biyitk ¢nem kazannmuslardir Bu yontemlerden hangisinin uygulanacag
probleme gore degigebilir. Varyasyon yontemi Hamiltoniyenin, ¢ozimii bilinen ve
nmeyen olarak iki kisma aynlamadif: (tedirginmenin uygulanamadifi) durumlarda
gisik dalga fonksiyonlar: kullanilarak enerjisinin minimum kilmip taban durumu

gg;s:ﬁi bulmay hedefler (Erbil 1990).

- Standart tedirginme kuramunda tedirginmis ¢oziimleri bulmak igin zamandan
aglmsm Schradinger dalga denklemi alnir. Daha sonra problem iki pargaya ayrilir
anm parga tam tedirginmig problemin g¢ozumleri olup, tedirginmemis problemin
'6iiimlerinin sonsuz serisi olarak alinir ve integral dénigimlerinde bilinen yonternler
kullantlarak agiltm katsayilart hesaplamr Boylece yaklagik dzdeger ve dzfonksiyonlar

ulunur ve bu iglem basamak basamak tekrarlamr,

. Bolim (3.1) de islemler farkls bir yontemle turetilmigtit. Schrodinger denklemi
yerlne dalga fonksiyonlanm klasik alanlar olarak ele alip, bu alanlar igin bir eylem

__ ._ﬂabﬂl[‘. O zaman bu eylemi minimum yapan alan fonksiyonlar ile Schrodinger
_.__._nkleminin ¢ozimleri aymdir. Bu matematik kavramdan yola g¢ikarak, alanlar igin
82113.11 eylemi basamak basamak minimize etme denenmigtir. Béylece standart
_.i'rginme kuraminuin ifadeleri hareket denklemlerine gelmeden tiiretilmigtir. Eylemin
mlmmum yapilmasi, ozellikle ¢izgisel olmayan problemler ve klasik mekanikteki
'_r_:oblemler igin Onemlidir Daha sonra bulunan bu ifadeler kullandarak hammonik
__Qﬁnayan salmicinin tedirginme yontemiyle birinci ve ikinci basamaktan ¢oziimleri
- éplhmstlr: Burada daha sonraki béliimde farkli yontemle bulunacak sonuglarla
"_k_érsuasmabilmek igin birinci ve ikinci basamaktan, hem enerji ozdegerlerini hem de

dalga fonksiyonlan tisretilmigtir.

Bolum (31) de tartiglan ve farkli bir tiretiligi verilen standart yontemde,

| aklagik tedirginmis problemin W (x) 6zfonksiyonlari ile tedirginmemis problemin ¥!* (x)



Zfo'hksiyonlan farklt fonksiyonlardir (Bu fonksiyonlarin her ikisi de aymi bagumsiz
égigkenle ifade edilir) Bundan dolayt ¥o(x) fonksiyonunu bulmak igin onu ¥ (x) 6z
--ﬁkgiyonlanmn serisi olarak yazabiliriz. Bunun yerine dnerilen bir yontem sudur: W.(x)
.'”iyonu ile ‘Pf,m(x) fonksiyonu aym olup, bunlann bagimsiz defiskenleni farkh
m_a_ktadlr O zaman tedirginmig problemin fonksiyonlari igin temel alacagimiz y
; _ﬁlsu degiskeni ile tedirginmemis problemin x bagimsiz degiskeni arasinda bir ilisk
u rhaktlr‘ Bu klasik mekaniktek: yériingeler agisindan su demektir: <y>{'de tedirginmis
b_b. min zamana bagh yoringesi ve <x>¢'de tedirginmemis problemin zamana bagh
gesi olsun. O zaman bu ikisinin de ayn1 zamann siniissel bir fonksiyonu olacaktir

<y>t ile <x>t arasinda anlaml bir fonksiyonel ihigki bulmaktir

Tekil tedirginme kuramunda farkl: bir yol izlenerek iglincti bolimde harmonik
;6lm'ayan salintct problemi 1 ve 2 basamaktan yaklagik olarak ¢ézilecektir y degiskent x
ideglskemmn bir fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonu secerken tedirginmis problemdeki
! ransxyel denklemin tekilliklert ile tedirginmemis problemin tekillikler: karsilastinisin

-I__)_ah'a dnce incelenmis pozitronyum probleminde tedirginmemis problem x=0'da diizenli
tekxldu ve tedirginme terimleri, bu tekilligi artirarak diizensiz hale getirmektedir (Barut
vd 1993). Onun igin orada v ile x arasindaki fonksiyonel iliskide y=x+8n/xn seklinde bir
ﬂ1§k1 secilmelidir ve Oy katsayilan yalnizca birinci basamaktan bulunmaktadir. Burada'

'yontemi izleyerek harmonik olmayan salinici problemini kargilagtracagiz ve y ile x
ar; indaki tekilligin artigt yonunde bir iliski kestirerek problemi ¢dzmeye galisacagiz
_a_ha sonra harmonik olmayan salinict igin bélim (3 1) de  standart yéntemle bulunan ve
.ri_-‘olarak ifade edilen fonksiyonlar ile bolim (3 3) de tekil tedirginme kuram
kullanilarak bulunan ve kapali (toplanmus) bigimde ifade edilen fonksiyonlari ve enetji
I_i.:legerleri kargdagtirlmigtir



METOD

-Sﬁmdart Tedirginme Yontemi

.Kaynaklarda bilinen standart tedirginme yontemi Schrédinger denkleminin
p' lemedigi yani E, enerji 6zdegerleri ile , dalga fonksiyonlarmmn bulunamadis
. }nliarda soyle uygulanu:

_amjl.t_o.hiyen, ¢oziimu bilinen (tedirginmenmig) sistem ile ¢ézimii bilinmeyen tedirginmis
.1.1'.:- Hamiltoniyeni olarak iki kisma aynlr Tedirginmis sistemin ¢Gzimleri
i rﬁemis sistemin ¢oziimlerinin sonsuz serisi olarak alinarak agthm katsayilars
I-dontglimlert ile hesaplanir ve buradan aranidan dzdeger ve 6z fonksiyonlar
_basam_ak'basamak hesaplanu Bu hesaplamalar sonucu enerji 6zdegerlerinin ve dalga
_k_si_y_bnlanmn 1. ve 2 basamaktan yaklagik ¢éziimlerini igeren ifadeler n kuantum

51 cinsinden,

- S ’
R VN () By

matri e_lemanlandu"

. £ +V (211)
| iV;nE:
6',,+V,,,,+2_5 p (212)
g V, .
U, + EE—L”;H,. 213)
o Vﬂr I rmV " Va‘lfm
) Padia. v S ’ (214)



“Minimum Eylem Yintemi

 Kuantum mekaniginde denktemler klasik fizik yontemleriyle elde edilemezler
_ Ancak matematiksel olarak Schrodmg,er denklemint, klasik Schiodinger alanlart igin bir
< ylem tammlayip bunu varyasyon hesabiyla minimize ederek elde edebiliriz

_ Schrodinger denklemi eylemden tiretildiine gore ve bu denklem kullanilarak
@ _]), (22) (23) ve (2.4) tedirginme ifadeleri turetildigine gore bu  ifadeleri |

(Schrodinger denklemine mmeden) dogrudan eylemi minimum yaparak bolim (3 1) de

emdén tiiretecegiz Aynica bu ledlrgmme ifadeleri bolim (3.1) de harmonik olmayan
alinictya uygulanarak enerji spektrumundaki ve dalga fonksiyonundaki degismeler

blanmaya calisilogtic



ekil Tedirginme Kuramu

:__'Standart Tedirginme Tekniginde E, enerji 6zdegerleri ile Wo(x) dalga
"nj{sij}bnlan tedirginmenmis sistemin ¢oziimleri olan E,E") enetji 6zdegerleri ve Y% (x)
_g;._fonksiyonlarmm serisi olargk bulunmaya g¢aligihr Burada W.(x) ve ‘Y,(,U)(x)
oﬁksl.jzfzbnlan aynt bagimsiz degiskenle ifade edilmekte olan farkli fonksiyontardir

.i.ekil Teduginme Kuraminda ise yeni bir yaklagim teknigi getirilerek
nkst '._:')nlann farkli olmas: yerine, fonksiyonlanin bagimsiz degiskeninin farkli segilmesi
i denenmigtir.
Bi)‘Iﬂm (3.3) de harmonik olmayan saliuci igin uyguladigimiz bu yontemde
aguné'i_i'degiskene artan tekillik yoniinde tekil terimler ekleyerek 1 ve 2 basamaktan
n_er:; ___sp_é;ktrumundakj ve dalga fonksiyonundaki degigmeler hesaplanarak Bolim 3 1 de

de edilen sonuclarla kargilagtirimigtir



3. BULGULAR

.1 Tedirginme Kuramuun Minimum Eylem Ilkesinden Tiiretilmesi

Klasik olarak Lagranjiyent L olan bir sistemin t; anindaki q; konumundan t,

nindaki q2 konumuna kadar gizmesi olasi tim yoriingeler arasindan segecedi yoriinge

Ldt G11)

;bu'j.'_integral degisimi t; ve t; igin minimum olmalidir Diger bir deyisie
= )t xatf, (312)

.1_.2) integrali klasik mekanikte minimum eylem prensibi olarak bilinir

x’_,'t) ve ¥ (x,1) klasik alanlar olarak ele alinarak sistemin Lagrange yogunlugu
v, . @ R, .
‘P (—-zh-a‘{’)—%-‘{’ VN +Y (T, + AV )Y (313)

OI_ ugu bilinir Burada V, sistemin potansiyelini, V tedirgin edici potansiyeli A ise gergel
bir parametredir. (3 1.3) esithiginin (3 1.2) de kullanimu ile

[ & o]
W=fd£dzw'[--2;v2 +V, + AV, —ih—a—-J‘P | (3 1.4)

eld_e edilir‘_ Burada parantez igerisindeki ifade Schrodinger denklemidir, denklemde m

1stemin kutlesini, h Planck sabitini ve



2 (3.15)

h2

==V 4V 316
0 2m o ( )
W, = AH, 317
ot 3

W= [dxdt®" (x,0)(H, + 2H, - E)¥(x,1) (3 19)

=EeﬁiE”“P,.(x) (3.1.10)

'ﬂmarak (3.1.9) da yerine yazilip zamana gore integre edilirse
W=, lax W(x)(H, + AH, - E,)¥,(x)5(E, - E,) G111
esitligi elde edilir

.T'édir‘gin edici potansiyelin olmamas: durumunda (A tedirginme siddetini belirleyen sabit
Imak uizere ) |



0(A)=0 (31.12)

‘olarak ifade edilip, Ho hamiltoniyeninin 6zdeger denkleminin
H¥ (x) = EP¥(x) (3 1.13)

-oldugu hatulanirsa (3 1 11) denklemi

© =3 (E, ~E,)[(H,),, - E] . G114)

of#)=0 (3 115)
inirsa, I Basamaktan tedirginme denklemt

WO = Y .8(E, — E )W + A4V, + AH, - E, ¥ + 22 (3 1.16)

yada
W= 5(E, ~-E,) [5,,,,((H5)m +/1(Hl),,,,—E,,) +H1-6,)AlH)

AV - E )W ] G 117)

‘¥,, dalga fonksiyonuna [ Basamaktan katki fonksiyonu

¥ (x) (3 118)

1

nmy

‘_PS‘)(K) =Cp, ¥+ 2, C

i #EN




_bigiminde tanunlansm Burada W' lar tedirginmemis problemin ¢ozimleri - olan

- ortanormnal fonksiyonlar kimesidir.(3.1.18) egitligiinin (3 1.17) de kullani ile,

.:W=25(En—Em){i!{'j} (3 1.19)

nn

K =0, [<H, >, +A<H > -I {3120

Kz (=8, )< H, > ~Co (foy= < I, ,.0)] 3120
d'.;.. Boylece (3.1.20) den
B, =(H,) +a1) | (3127
vé (3.1.21) den

:ME’)M 3123

-_bagmtISl elde edilir (3.1 22) enerji :zdederinin birinci basamaktan yaklasik ¢ozimiidii

__Cnm katsayilar: (3 1.18) de yerlerine yazilarak dalga fonksiyonuna 1. Basamakian katkiys

{1
B (x)=p@ F i (3124
olarak bulunur 1I Basamaktan tedi ginnug ¢ozimler elde etinek igin
o#)=zo0 | (3125)



olarak aliirsa,

]

(hi’.>,,,,(Ha)m,,

E,=EQ+ AH,), +2(1-8,)"

¥ =Y A4+ 2B

bigiminde elde edilir Burada

. (H,) wo
A=Y (1-6 LIS
g(l 5””’)5,,_(11(,)m -y

(). ().,

! \P(ﬂ)
m

B = m,zm:(I“ 6um)(1 - (5nm| ) (]( ke (m".!(E -~ F(U))
- . Y n A

1o

(3 1.26)

é[E(l’rﬂCm)"l’;{“’ + AU (g + AH, -E,J| D1+ 2C,, W+ 20| (3.127)
: m

(3 128)

(3129

il

(3 130)

(3 131)

olup, (3.1.28) ve (3.1 29) sonuglan standait yontemle elde edilen sonuglara esdegerdir



_dir. Burada f min aldigi degetler

,-;_3 =a2%n(n—1)(n-—2)

3
ﬂn—l Raz Eﬂlnz

nat =0 : ZAI(H + ])

A
24

2
nyy = Q@

jﬁ,,_., = azé:—n(n— (1 -2)(1n-3)

5;_2 =a2-%-n(n—1)(2n- 1)

Harmonik Olmayan Salmicinin 1. ve 2. Basamaktan

Tedirginmiy Coziimleri

Bolim (2 1) der verifen (211), (21.2), (2.1.3) ve (2.1 4) tedirginme ifadelerini

G3221)

i~
(o)
Tt
e S

(3

&

b2
]
T
—

(3224)

(3226)



. S A
ﬁnﬂ = - —8—(2n+3)

5K . x

_ i
E® = - y (n* +n+§6)----8_—(34n3 +511% + 591+ 21)

L]

larak elde edilir. Burada y nin aldigi degerder

* Rl 7) (n-8)!

n!

.'n-T =a4_‘-‘}1/12 (” 7),

4 _1_ I_Hﬁi.__ _f_ 2 ”f,__(‘s A1)
R TR TRy il

4 nl (17 13
Jos=a M( 5):(24" 15

Y -a“—l--——ﬂ-— ’% 6n' —10n+6 4n-3)
T P /?7( n =101 +6)+— /7,( -
Voa= 4%5%}[/% + —i%/u’(; 312—18211+43)]

12

(3227

(3228

(323)

(3.2 4)

(3241)

(3242)

(3243)

(3244

(3245)

(3.240)



T2 =% S| o 4

Jf3 ﬂln ; 5
- =a* o +-—(21n ~90n" + 810" —=30m}A A,

|
=0 —-[3(n+l)i+-~ 32(15311 +6991° +750n+258)]

1 i .
=—qt= (2n+3)-i7‘ + (64" +881° ~102n +25) &
+2 8 az 64

o 1| A 597 +292114272) A
a’ 16

a4 1 2 . oo AnsT
=a* 7y a2-+16(26n +1220+117)4 + 5 A

s =" 178 ).,/12(2911 +066)

; I 1 g
=a’ X Gir+17)7
ms ':"(1152’11 36 T4

=0 T4,

13

1 nl [(21:-—])/12 +Qﬂnz—]6n+4)ﬂf+(12n3+]00n—39)/1§

o } (324.7)

(3 2.4 8)

(3249)
(324 10)
(32411)
(32412)
(32413)
(324 14)
(324 15)

(324 16)



3. Tekil Tedirginme Kuram iie Harmonik Olmayan Sahmicmm

L. ve 2. Basamaktan Tedirginmis Ciziimleri

.éi{'boyutta harmonik salinict igin Schrédinger denklemi
—+ (24 - x") W (x) = 0 33N

ir. Burada ‘P((:)’ dalga fonksiyonunu, A enerji 6zdeferini ve x ise, konumu belirleyen

skendir.(3.3 1) in ¢oziimu
lp(.'o) (x)= Z C_’nq}'{o) (x) : 332

WO (x) = e M, (x) (333

ir.(3.3.2) ve (3 3 3) ¢ozimlerinde C, katsayilani H, , Hermite polinomlarmn: gosterir,

Bu fiziksel sistem tedirginmemis p:oblemdir. Efer A ve A, birer sabit olmak tizere,
Héiﬁiltoniyene harmonik olmayan tedirgin edici potansiyel o (A4x*+ 4,x*) ekleniise

3.3.1) denklemi

2

At 24 —x? =2a7(Ax} + lqu)]\l’(x) =0 (33 4)

sekline doniigiic (3.3 4) de A tedirsinmis sistemin enerji 6zdegeri, o  tedirginmenin
. ‘ SINMIG St ‘

"$i.ddetini belirleyen sabittir

14



(31.5)

Sreak il el W (x) =9 (3 3.6)

(337)

lde edilir. (3.3.6) denkleminin z=0 daki tekillik derecesi 6 du (33 7) de ise tekillik

‘derecesi 8 dir.

Goruldugi gibi harmonik olmayan terimlerin eklenmesiyle problemin tekilligi
-_anmaktadlr'. Bu artipt karsilamak igin ¢oziimede aymt yonde tekil terimler eklemek
'."ge'rekir.‘ Bu amagla (33 4) derkleminde x=y-a?P{x) seklinde bir degskcn
eg:stlrmes: yapilarak yeni defiisken cinsinden (3 3 1) denklemi elde edilmeye (,afl$l|lf
< nﬁnnm basamaktan (tedirginmemis) ¢oziim igin

Xx=y . | | (338)
ulunur. Bu durumda I Basamaktan ¢oziim igin

y= x+a’P(y) (339)
:O_Iﬁr'.(3.3,8) degeri (3 3.9) da kullamlarak x'e gére ifade diizenlenirse

_x,_zy—azﬂ(y) (3310)

o_larak elde edilir. Burada Py(y) telillik artignm kargilamak igin ¢ozime eklenen O,

sabitlerine bagh bir polinom olup

i5



(y)= 209 v (3311

r. (m’nin en bityiik degeri ¢ozimiin akisi igerisinde iki problemin aym fonksiyonla ifade

edilen ¢oziimiiniin varoimas: kosulu ile daha sonra belirlenecektir )

(3 3.10) denklemini kullanaiak dalga fonksiyonunun 1. ve 2. tiirevierinin degerlen

lf
.%J=(1+ RN U) (312)

12

d’x

2\1' ' My)
(l+a ”’(y))+——(lmzl"(y))azf”f’y} (3313)

X avarmon?

~olarak bulunur. Burada Py (y) nin birinci ve ikinci tirevieri y ye goredir (33 12) ve

(3.3.13) degerleri (3.3.4) de yerlerine yazilarak (3 3.14) diferansiyel denklemi elde edilir

'-?—m—ddq’;}’) apyy)y LX) ””’) 8,18, 48,0y =0 (3314)
Burada

S, =22(1-2a2P(y)) (3315)

==(1-2a* Oy - a* P ()’ (33 16)

s =22, + A4y (3317)

ir. (3.3 14) denkleminin ¢oziimiini bulmak igin
W</ (yu(y) (3318)

degisken degisimi yapilirsa
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.
L—= fD+ fU 3.
D fu+jfu (3319)

: 2
_-%=,fb+-2,fu+fo" (3 3 20)

:Bﬁylece (3.3.19) ve (3 3 20) (3 3 14) esitliginde kullanilir ve

Sy =™

thiy)
=4

2
(1-—%11'@)) (3321)

ahnirsa (3.3 14) denklemi

2 ]
V- (=20 RNy -2 B y)y-28 )+ 227 (A 4‘%y‘)+%1€”’(y)_‘v=0 (3322)

gekline doniigmis olur (3.3 22) denklemindeki ©° nin katsayist durumundaki ifade de
-

li terimler Iyzl’,'(y),y]’,(y},(ﬁ,y3 -+y2‘y‘) ve Prgy dir Burada y’ ve y*
terimlilerinden kurtulabilmek (en yissek dereceden terimin y? olnast ) igin Pi(y) gok

_terimlisinde en biyuk us 3 olmalidir Agik olarak yazmak gerekirse,
B(Y)=60,+0x+6,x* +0.)° (3323)

olur. Py(y) ve tiirevleri (3 3 22) de yerine konulur ve gerekli cebirsel islemler yapilisa

- yeni denklem

s 4
-:U',';i-(Zu,,y")u“/mO (3324)

'-bif;iminde yazilabilir. Burada u, katayilarnnin degerleri

i1



oy =28 =320, —4a’ 16, (3325
u, =20’ (46,1 - 6,) (3 3 26)

Cuy =—(1-4a’0, + 1222 26,) (3327

u, =2a* (4 -36,) (33 28)
;}4=2a2(22—493) (3 3.29)
-olarak bulunur (3 3 24) de uy sabit olmak iizere

:_-_b”+[u0—.y2]u:o (33 30)

‘formunda ifade edilebilmesi (y, y°, ve y* un katsayilarinin sifir olabilmesi )igin #, 1 ve u,

un katsayilarinm sifira, u, nin katsayis: da e esit olmalidir (3.3.26), (3 3 28) ve (3.3.29)

4
v=3 44 (3331)
3 2
Bi= 44 (33 32)
0,= il’— (33 33)
8:= % (33.34)
" olarak bulunur.

Y- %o igin (3.3 30) denkleminde u, ihmal edilebileceginden

U=y =0 . (33.35)

‘bigimine dontsir (3 3 35) in goztimi

18



e

!
v=e? z(y) (3 3.36)
olarak kabul edilirse (3 3.35) Hermite diferansiyel denklemine donuigar
=2y +(uy — 1z =10 (3337)

 Denklemin seri ¢oziimii yapildiinda indirgeme bagintisi

2m+1—wu, 13
Coz = (m+)(m+2) " (3338)

bulunur m=n igin pay sifir olacajndan yakimnsak bit ¢oziim elde edilir 1. Basamak

ozimde
=f+a’e (3 3.39)
arak almr. Burada e; I Basamak ¢ozlimde enerji Ozdegerine katkiyr ifade eder

-Sgﬁrmc; basamak ¢ozimde enetji 6zcegeti

% =(n+%) dir (3.3 40)
:fE};'elji ozdegeri (1. Basamak Cozim) igin (3 3 39) ve (3.3 40) dan

e, -3-12(2;:2 +2n41) (33 41)

elde edilir. Dalga fonksiyonu (I Bas-mak ¢oziima) igin (3.3 14) diferansiyel denkleminin
':i;'sziimu igin f{y), (3.3.21) esitli3i ile tanimh olmak tizete W(y) = f(y) v(y) déniisimii
ygulani ve (3.3.3) esitligi kullanibi ise

LU )
WO())me D mmH"(y) 334

sonucu elde edilir. Baglangigtaki 2 degiskenine geri doniiliir ve bu ¢oziim (3.3 4) de

b

1 3 1
app (b ~F{xta’Rix)y -—F(r)] ’
W (x)=e? e 2 H . atP(x) (3 3.43)
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; n+4

¥x)=c4 3G, (33 51)

m=n-4

bulunur. Burada G,, degerleri

0 [
G, =[1 -a’ -g(n-ir;_-)]h’n (3351 hH
G P AL 335
Vs =@ 4 4(n-4)ry * (3512
: 1 n!

2
G, =a A‘[Wn 3),} (3351 3)
G 7Y LRI 313514
. n-2 a ]2 2(’ 2)‘;( ir— ) n 2 ( o )
2 3 2 )
G,,_, a4 P H, (3351 51!
2,] 3 ‘
G.=a’} ‘—-E(n +1)|H,, (3351 6)
1
G,,, = a’ﬂ,[~--§(2n + 3)][1,”2 (33517)
a’ 1 H 33518
'n43 24 ne3 (3. )
L 1
_M X1 —EZ H,, (33519
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: igin cozimdeki terimler seriye agilirsa

: %(xﬂz ncely

e =e 2(l-—xa’l(x))

S |
2 Fi(x)

i .
e 2 =(1 --E-azf’l’(‘x'))
: éhmr ve Hx+a’P(x)) ifadesinin Taylor agthimi alinarak

' fi’,,(x +a’B(x))=H,(x)+H(x)c?P(x)+..

'_ .'élde edilir. Burada

B(x)- >,

nwl
“olarak tanimlanirsa,

_.-Pl'(x) =8, +26,x +30,x*

3

1 6,,6,,6, ve 0, * e bagh

goziimi elde edilir Hermite polinomlafinn

1
xHH: an—l + E Hn+l

Yineleme bagmtis1 (3 3.49) ‘a uygulandiginda

20

elde edilir. (3.3.44), (3 3.45) ve (3.3 46) denklemleri (3 3.40) da kullanitarak

x)= 1-—a{%-+(6{)+82)x+(£),+-§@)z”+¢92x’+93x"] [H"(x)+li',’,(x)a2],’(x)l

elde edilir. Bu ¢oziimler ile standart tedirginme yonteminin verdigi ¢ozimi karstlastirmak

(33 44)

(3 3 45)

(3 3 46)

(3347)

(33 48).

(3 349)

(3.3 50)



- B,

ri=n-4

..bulunur. Burada G,, degierleri

He

G,y =athjz——y

l ml
2(n-2)1

G, =a’l, (2n-1)|H

a2

;
w=a’j =g,

_244 LX)

64_] n+d4

21

(33.51)

(3351.1)

(33512

(3351.3)

(3351 4)

(3351 5)

(3.3 51 6)

(331517

(33518)

(3.3519)



bigimindedeir. (3.3 51 1)baginusi, sizndart yontemde ancak normalizasyon integrali ile
elde edilir.

Simdi 11 Basamak ¢oziimleri olugturmak igin (3.3 9)denklemi yerine bir basamak daha

]

ilerleyerek
y=x+a’F(x)+a’*P(x) (3 352)
alinr ve (3.3.8) ,(3.39) denklemleri (3.3.52) de kullanilarak of basamagina kadar

Taylor serisine agilirsa

x=y-alRy)ra (BB - R0 (3353

edilir Burada

Py} = ZC,,.y”’ (3.3 54)

dir. (3.3.53) kullanilarak 1. Basamak ¢dziimde yapilan iglemler tekrarlanirsa

d*v D

0 —-E%P; —{x? =28 + 2 (Axt + Ax D = 0 (3 3 55)
Diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

D=1-a’B(y)+a* (BE(y)+ P (y)- P, (1) (33 56)
olup,

V-UW (335N

degisken degistirmesi yapilatak

U =D (3 3 58)
ye

A
W=e? H(y) " (3 359)

dontigtimleri uygulanisa (3 3 55) denklemi
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ZW 4 2
aw . 0421; -+a221n W=0 (3.3 60)

| sekline doniisiir. Bu denklemde Y, ve T, degerleri ;

Y, = %P,"z %"-'Jr;—f:*ﬁm-mvp; +GAP? - Py a2 PpPr (3361 1)
Y, =44 Py* (3301 2)
Y, = (84D, + 43Py | (33613)
" Y, =(2P+ 64 P —2P,P7-317)y? (3361 4)
-':nz(zpz_,mp;)y (3361 5)
7;,—2,12—,;;2—% (3361 6)
L=-24)" (3361.7)
L==24y (3361 8)
L=2py? (3361.9)
.I; =2Py (3.3 61 10)
Laagp (336111)
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dir (3 360) denkleminde W nin katsayist igerisinde en bilytik iislii terimler Py* ve

P*y* terimleri ¥° mertebesindendir O halde Py(y)y terimi de y® mertebesindedir Yani

,
E(y)= Z;C,,,y’" (33 62)

| olmalidir
- Pu(y)ve Pa(y) terimleri ile bunlarin tirev degerleri Denk (3360) da verine

konuldugunda
[, s 1
wr -+La4 DRy +a’ ZQn,y"JW= 0 (33 63)
m=0 n=0
~ denklenu elde edilir. Burada R, ve T, degerleri;
R, =30, -4C, A -3C, +96,0, +61°6 - 6,7 +86,6,7 (3364.1)

R, =360,0,+326,0,F +246,0,# — 86,0, -80,0, - 12C, +2C, -8C, 1 (33642)

R, =546 + 64,0, - 186,08, — 106} +3260} % +600,6,F +4C, —30C, —12C,# (33.643)

Ry =1046, +84,6, - 366,8, - 320,68, +1046,0,77 +6C, —16C A (3.3 64 4)
R, =126\4, + 146, -296} - 568,08, + 1848} +8C, - 20C, ¥ (3364.5)
R, =164,6, + 1846, ~846,6, + 10C, (33 64.6)
R, =206, -5867 +12C, (33.647)
Q, =24 -y? (3364 8)
0, =20, ~8.1 (3364 9)
0, =46, - 1216, (33064 10)
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=66, 2/, (336411

0, =86, -24 (3364 12)

seldindedﬁ‘. (3.3 63) denkleminin (3 3.30) seklinde ifade edilebilmesi i¢in y, y°, y*, y* ve -
y® nin katsayilan sifira egitlendiginde, Cn katsayilary,

11,

- 33651
5796 ( )
17 -
4:-—664%12 (33652)

17 13
—— R - 33653
=gt A ( )

33 ‘
C, =—-Eﬂﬁ/uz (33654)
103 113 109
BT T e 63659
21 200 :
s= = Ay A0y ~ AR, (3656)

olarak bulunur. II Basamak igin

F=A"+a’e +a’ e, (3.3 66)

15 11 1
€= ——{n +n+— |4~

(341 +51n° +59n+21) £ | 3367)
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4, TARTISMA

Harmonik olmayan salimor igin kaynaklarda bilinen Standart Yedirginme
Teknigini kullanarak elde ettifimiz sonuglar ile Tekil Tedirginme Tekniginin verdigi
sonuglar kargilastiralim

Tekil Tedirginme teknigt ile hesaplanan enerji 6zdegerlerine 1. ve 11 basamaktan
.katkllan igeren (3 3.41) ve (3.3 67), Standart Teknikle elde edilen (3.2.1) ve (3 2 3) ile
icarslhkh olarak ayni sonuglan verir

. Simdi, dalga fonksiyonlarinin I. ve II Basamak ¢éziimlerini kargilagtiralum.
Standart teknikle elde edilen, dalga fonksiyonun I Basamak ¢6ziimi olan (3 2 2 )ve bu
denklemdeki [} degerlerint veren (3 2.2 1)-(3 2.2 13) ifadeleri Tekil Tedirginme Tekmg:
ile elde edilen (3 3.51) ve buradaki G degerlerini veren (3 3 51 2)~(3 3 51 9) ifadelen

(DD, )(Dy) (3 368)

-:élarak bulunur. Burada;

D = 1-"~21-[a2Pi’(x)+a4(Plz(x)-x2Pf(x) +2xP,(x))] (33681)

D, =1—%[a2x}’l(x'}+a NP Hx)-x Pl(x)+2xP,(x))] (33.682)

L4

H
Dy =H,(x)+a’®B(x)H(x) +a"(Pz(x)Hn(x') + P {x)~" (3.3683)

2
dir.
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.3..3‘68 1), (3.3.68.2) ve (3 3.68 3) esitliklerinde Py(x), P2(x) ve tiirev degerleri yerlerine
onulup I Basamak ¢oziimde yapian islemler tekrarlanirsa Il Basamaktan katkiyida

geren dalga fonksiyonu,

2
x” nsl

g (x)me 2 Y H, (51)

kw8

larak bulunur. Burada J, degetleri;

S BRI
=% 32 (-8 1D
;(,Az (n_ 7)’ (512)
W1 . nf
e=a’| g A PrSTA }, 6)’(611 11)] (513)
nl 17 13
~a'Ah (n- 5)!(5” 15) SR
Al A S o
o rvmryyi tcon’ - 10n-+6)+5/?1(4n—3)] (515)
1 nl 111 1 g
ay = 3(" ila —lgﬂ,ﬂi(ﬂn —182n+4.3)] (5106)
a* nl A (13 =16m+4)8 (1207 +100n-39)4
"2 =‘7'(‘;;:2"')7[(2n - 1);1_;_*" a 24 +( 2 le (517)
o3 1 .
.J,,_l =q [Efz—nz 'i‘"ﬁ(zlfﬂ - 961" + 81’ -3611)/11/11} (518)
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A 3m+r0a i , R
J=-a AT +Eﬂ,/y(153u +6991° + 7501 +258) 519
1[(2n+3 ]
J .= ._a‘-g[(;;z—ﬂl +a(64n’ -~ 88n* —102n +25)/1§] (5110)
VA 5997 4292n+272)
4"_ Rt p—
KCIEYY 16 ] G
1[~-4 1 4n+1
VY L e LY 2, 199, 2 (Vg ~
Joa=a 64[a2 +16(26n + 1220 + 117 )4; + 2 R] (5112)
| 1
Jos =-—a4‘I§§/1122(29n+66) (51.13)
S =t A : 6nm+17)1 5114
s T F T2 Fsse I CTD
1
Joer =a‘“_—107522,ﬂ2 (5115)"
oy =t (5116)
~s T 8192

| olarak belitlenir

lkinci basamak dalga [onksiyonlarmin ¢oziim ifadelerini igeren (5.1 1)-(51 16)
denklemleri Standart Teknikle clde edilen (3.241)- (324.16) cozumlerle uyum
igindedir. |

Standart tedirginme kuraminda dzdegier ve dzfonksiyonlarm agilim katsayilarnin
dogrudan eylemi minimize ederck tiretildigi gosterilmigtir. Bu yontem kolayca gizgisel

olmayan denklemlere genellenebildig igin onembidir
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Ayrica harmonik olmayan salinet igin Standart ve Tekil Tedirginme Kurami ayn:
sonuglan  vermektedir Bir onemli ozellikte Tekil Tedirginme Kuraminin  yaklagik

g¢ozumleri standart yontemle bulunan fonksiyonlarin seri ifadelerinin toplamidir

Bu yontem fonksiyonel serilerin toplamlarum bulinak igin gelistirilebilir

29




. SONUC

Bu caligmada aliglmigin disinda farkiy bir yontemle tedirginme yontemi klasik
mekanik olarak ele alinnug ve dalga fonksiyonlar klasik alanlar olarak kabul edilerek,
_'minimum eylem prensibinden tedirginmenin I ve II. Basamak ¢oziimleri elde edilmigtir
Bu sonuglarin standart tedirginme yontemi ile elde edilen sonuglarla aym oldugu
dogrulanmistir . Bu  yontemin  amacs problemi ¢izgisel olamayan denklemlere
genellemektir |

Standart  tedirginme yéntemi yerine yeni bir yaklasgim getirilerek ¢Ozim
f'onksiyonunda degisikhik yapmak yerine fonksiyonun bagimsiz degiskenine diferensiyel
 denklemin tekillifinin artis1 yoniinde tekil terimier eklenerek harmonik olmayan salinici

probleminin dalga fonksiyonlari ve enerji 6zdegerleri hesaplanmigtir

Geligtirilmig tekil tedirginme kuraminda bu fonksiyonlar seriler yerine, bunlarin

t';.)plaml olan fonksiyonlar olarak ifade edilebilmektedir, Béylece klasik ve kuantum
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6. OZET

Tedirginme yontemi tam olarax gdzillemeyen problemleri yaklagik olarak ¢ozmek
igin geligtirilmistir. Kuantum mekanigindeki gizgisel dalga denklemlerinin ¢oziiminde bu
yontemi tiretmek igin 6zdeferi bulunacak islemci iki pargaya aynlir Bu pargalardan
birisinin 6zdegeri ve dzvekiorleri bilirmektedir. fkinci parganm 6zdeger ve 6zvekidrlere
katkisint bulabilmek igin aranilan ozvektotler, bilinenlerin bir serisi olarak yazilir ve

buradan 6zdeger ve tzvektorler basamak basamak yaklasik olarak bulunur

Cahgmanin ikinci boliminde farkli bir yol izlenmistir Bu yontemde, dalga
denklemi yerine Euler-Lagrange denklemlerini veren eylemden yola ¢ikilmistir Bu
durumda dalga denklemini ¢ozme problemi yerine, verilen eylem ifadesini minimum
yapan fonksiyonlari bulma problemine bakilir. Bu fonksiyonlar, ¢ozitmleri bilinen
fonksiyonlann serisi olarak segilmi ve basamak basamak eylemin minimum yapilmas:
tartigtlarak tedirginme kuramidaki birinci ve ikinci basamaktan ¢oziimlerin ifadeleri

yeniden tiretiimigtit. Yontem kolayca gizgisel olmayan problemlere genellestirilebilir.

(Agikgoz vd 1995}, (Batut ve Unal 1990), (Barut vd 1992)

Boliim (3 3) de son yillatda positronyum probleminin enerji diizeylerinin hesab
igin Onerilmis olan tekil tedirginme kurami, harmonik olmayan salimci  problemine

uygulanmigtir,

Bolim (3.1) de yeni bir tiinatiligi verilmig olan standart tedirginme kuraminda
tedirginmig problemin ¢oziimu olacal: olan fonksiyonlar, ¢oziimii bilinen tedirginmemis
problemin fonksiyonlanmin sonsuz serisi olarak ifade edilmistit Bu bolimde harmonik
olmayan sahniciya uyguladiguniz <ekil tedirginme kuraminda ise tedirginmis ve
tedirginmemis problemin g¢oziimleri zymt fonksiyontarla ifade edilir Ornegin harmonik
olmayan salumcimn ¢ozimi, tedirgiymemis problem olan harmonik salimct ile aymt
fonksiyonlara sahip olacaktir Burada kullanacagimiz fonksiyonlar gizgisel diferansiyel

denklemlerin ¢ozimleridir Cizgise diferansiyel denklemler katsaylarnm  tanimli

olmadi noktalarda tekildir
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Bazi problemlerde ornefiin harmonik olmayan salimcy, (hidrojen atomunda
oldugu gibi) tedirginme terimleri dznklemin bazi noktalardaki tekilliklerinin derecesini
artinir. Bu nedenle tedirginmiy problemin ¢Ozimi olan fonksiyonlarm bagimsiz
degiskenleri uygun derecede daha gok tekillestirilir Boylece problem tekillik artigi icin
uygun derecenin ne oldugunun bulunmasina doniistiiriiliic: Burada incelenilen harmonik
olmayan salinici diferansiyel denklemindeki potansiyelin x* lii teriminden dolayr 8
dereceden , harmonik salnici diferansiyel denklemindeki potansiyelin x* li teriminden

dolay: 6 dereceden tekillige sabiptir.
Bu yontem ile tedirginmis problemin yaklagik Ozfonksiyonlar, standart

yontemle bulunan fonksiyonlarin serisel ifadelerinin toplamu oldugu ve iki halde de

ozdegerlerin esdeger oldugu gosterilmigtir.
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7. SUMMARY

Standart perturbation theory has been developed for approximate solutions of the
problems which have no exact solutions. In order to derive this method to solve the
linear wave equations in the quantum mechanics, the operator whose eigenvalue will be
found, is seperated into two parts. Eigenvalues and eigenvectors of one of these parts are
known To find the effect of second part on the eigenvalues and eigenvectors, we expand
the eigenvectors of the total problem into the series of eigenvectors of the first part This

the approximate eigenvalues and eigenvectors are found step by step

In chapter (3.1) of this thesis, a different way is introduced In this new method,
minimum action principle was used instead of wave equation In this formulation, the
problem of solving the wave equation is replaced by problem of finding the functions
which minimize the given action Here these unknown functions are chosen as series of
functions which minimize the zeroth order action The expression of the first and second

order solutions of the perturbation theory is rederived by the minimization of the action

The differantial equation of harmonic oscillator is 6th order singular at infinity
and 7th (or 8th) order singular at the same point Thus, we calculate the eigenvalues and
ergenfunctions by choosing the independent variable more singular in the first order of

perturbation

By this method we derive the approximate eigenfunctions of perturbative
pioblem which are the sum of the serial expression of the functions found by the standart
methods, and it has also been shown that eigenvalues have the same value This method

can be used to sum the some series.

This method can easily be generalized to nonlinear differantial equations
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In chapter (3 3), singular perturbation theory, which has been suggested for {he
calculation of the energy levels of positronium problem, was applied to the unharmonic
oscillator problem. In the standar: perturbation theory, the eigenfunctions of the
perturbative problem aie expressed as infinite series of the eigenfunctions of the
unperturbative problem In the singular perturbation theory, the solutions of perturbative
and unperturbative problems are expressed with the same functions For instance, the
solution of unharmonic oscillator problem will have the same functions with the
unperturbative harmonic oscillator problem We used the solutions of linear differantial

equations which are singular at the po:nts where their coefficients ate indefinite

In some problems, for instancs as in harmonic oscillator, the hydrogen atom, the
petturbative terms increases the degree of singularity of this differantial equation at some
points. For this reason we chose the independent variables of the perturbative functions,
more singular than the solutions of the unperturbative problems. Thus the perturbation

problem is converted to determining appropriate order for the increase in the singularity
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