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OZET

TUREV VE FARK OPERATORLERININ DiZi VE SERI ANALIZINDEKI
UYGULAMALARI

Erkan MUNIROGLU

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ayhan DIL
Temmuz 2018, 48 sayfa

Bu tez caligsmasi, sirasiyla analizin ve ayrik matematigin onemli araclarindan olan
tiirev ve fark operatorlerinin, 6zellikle sayilar teorisi alaninda 6ne c¢ikan 6zel polinom ve
say1 aileleri ile 6zel fonksiyonlara uygulanmasini amaglamaktadir. Oncelikle iizerinde ca-
lisilacak olan 6zel say1 ve polinom aileleri ile 6zel fonksiyonlar kombinatorik ve analitik
ifadeleri ile tanitilmaktadir. Daha sonra bunlarin analizinde kullanilan operatorler, tanim-
lar1, 6rnekleri ve temel 6zellikleri ile agiklanmaktadir. Sonrasinda ise calismamiz agisin-
dan onemli goriilen literatiirdeki bazi sonuclar, detayl bir sekilde verilmektedir. Bulgular
boliimiinde ise temel operatorler icin biraz daha genel sonuclar elde edilmektedir. Bu so-
nuglarin harmonik ve hiperharmonik sayilar ile Fibonacci sayilarina uygulanmasiyla, hem
bu sayilar hem de bu sayilar1 iceren toplamlar ile ilgili yeni sonuglar elde edilmektedir.
Literatiirde yer alan bazi1 6zdesliklerin de farkli kanitlar1 verilmektedir. Ayrica hem negatif
mertebeli hiperharmonik sayilar hem de negatif indisli Fibobacci sayilar1 tanimlanarak bu
tanimlarin neden "dogal" tanimlar olduklar1 aciklanmaktadir. Son olarak karmasik analiz
ve sayilar teorisi alanlarinin her ikisi ag¢isindan 6nem tegkil eden digamma fonksiyonu
operatorler yardimu ile analiz edilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Binom katsayilar1, Birinci ve ikinci cesit Stirling sayilari,
Fark operatorii, Harmonik sayilar, Hiperharmonik sayilar,
Tirev operatorii.
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ABSTRACT

APPLICATIONS OF DERIVATIVE AND DIFFERENCE OPERATORS IN
SEQUENCE AND SERIES ANALYSIS

Erkan MUNIROGLU

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Ayhan DIL
July 2018, 48 pages

In this work, derivative operator and difference operator, which are important to-
ols for mathematical analysis and concrete mathematics, respectively; are applied to some
families of polynomials and numbers, and some special functions. First, some families of
polynomials and numbers, and some special functions which we use, are described toget-
her with their analytical and combinatorical meaning. After that, operators, which we use
for analysing some families of polynomials and numbers, and some special functions, are
explained by their definitions, examples and fundamental properties. Then, results which
we see important in the literature, are explained in detail. In the fourth section, some ge-
neral results are obtained via operators in question. And then by applying these results to
some special numbers and functions, new properties and relations about these numbers
are obtained. Also, new identities are obtained via operators being applied to Fibonacci,
harmonic and hyperharmonic numbers. Different proofs of some known identities are
also given. Besides, it is described that hyperharmonic numbers with negative order and
Fibonacci numbers with negative index and explained that why their definitions are natu-
ral. Finally, digamma function which is important for both complex analysis and number
theory, is analysied via operators which we mention above.

KEYWORDS: Binomial coefficient, Derivative operator, Difference operator, Harmonic
numbers, Hyperharmonic numbers, Stirling numbers of first and second
kind.
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ONSOZ

Analizin en temel araglarindan biri olan tiirev operatorii yardimi ile énemli say1
ailelerinin ac¢ik formunu elde etmek miimkiin olabilmektedir. Buradan esinlenerek ayrik
matematigin en temel araglarindan biri olan fark operatorii yardimi ile nemli 6zdeslikle-
rin elde edilebilecedi fikri iizerinden sekillenen bu calisma, elementer matematige farkli
bir acidan yaklagsmay1 amaglamaktadir. Nitekim bu ¢alismada harmonik ve hiperharmonik
sayilar ile Fibonacci sayilar i¢in ilging olabilecek sonuclar elde edilmektedir.

Tez calismama bagladigim 2014 yilindan bu yana gegen 4 yillik zorlu seriivende
her tiirlii teknik, lojistik, psikolojik, vb. destegi sunan tez danismanim Dr. Ogretim Uyesi
Ayhan Dil’e tesekkiirlerimi bir borg¢ bilirim. Bunun yaninda ¢alisma siiresince yanimdan
hi¢ ayrilmayan minik kizzm Misra’ya ve esim Cigdem’e tesekkiir ederim. Ayrica tezin
son asamasinda teknik destek saglayan Do¢. Dr. Miimin Can’a da tesekkiir ederim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “ Tiirev ve Fark Operatorlerinin Dizi ve
Seri Analizindeki Uygulamalar1  adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik deger-
lere uygun olarak yazildigini belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin
kaynaZinm gosterdigimi beyan ederim.
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GIRIS E. MUNIROGLU

1. GIRIS

Gecmisten giiniimiize kadar olan siiregte "tlimevarim" ve "tiimdengelim" yontem-
leri bilim yontemi olarak siirekli bir devridaim igerisinde bulunmuslardir. Ronesans ile
baglayan donemden 19. yiizyilin ortalarina kadar gecgen siirede tiimevarim, bilim yontemi
olarak kabul gormiistiir. 19. ylizyilin sonlarinda ise tiimevarim hakim bilim yapma yon-
temi olarak yerini timdengelime birakmis ve timdengelim yontemi bu hakimiyetini uzun
yillar siirdiirmiistiir. Ancak son 20-30 yillik siirecte diinyanin ileri diizey arastirma mer-
kezlerinde tiimdengelim ile tiimevarim yontemlerinin bir arada kullanildig1 calismalar 6n
plana ¢ikmaktadir. Tiimevarim yonetimi ile olusturulan hipotezler, timdengelim yonetimi
ile test edilmektedir. Bu noktadan hareketle bu ¢alismada benzer bir yontem izlenmekte-
dir.

Analizin en 6nemli araclarindan biri olan tiirev operatorii cok genis bir sahada kul-
lanilmaktadir. Yiiksek mertebeden tiirevler yardimi ile kapali formdaki 6nemli sayi aile-
leri i¢in agik bir form elde etmek miimkiin olabilmektedir. Euler (1913), Schwatt (1962)
veya daha yakin donemden Boyadzhiev (2005; 2007; 2009) ve Knopf (2003)’un calis-
malarina baktigimizda ilgin¢ sonuclar karsimiza ¢ikmaktadir. Herhangi bir say1 ailesinin
irete¢ fonksiyonu bilindiginde bu fonksiyonun seri a¢iliminin da ne olacagi bilinmekte-
dir. Boylelikle bir iirete¢ fonksiyonuna herhangi bir mertebeden tiirev operatorii uygulan-
diginda elde edilen sonuclar ile bu iirete¢ fonksiyonunun seri a¢ilimina ayni1 mertebeden
tiirev operatorii uygulandiginda elde edilen sonuglar karsilastirilarak énemli olabilecek
cesitli 6zdesliklerin elde edilmesine alan a¢ilmaktadir.

Fark operatorii ayrik matematigin (diger bir ifade ile sonlu kalkiiliisiin) tiirev ope-
ratorii olarak goriilebilir. Tiirev operatorii matematiksel analiz i¢in ne kadar énemli bir
ara¢ ise fark operatorii de ayrik matematik i¢in ayni derecede onemlidir. Fark operato-
riinden yola ¢ikilarak belirli ve belirsiz integralin, iistel ve logaritmik fonksiyonlarin, vs.
ayrik versiyonlar: tanimlanabilmekte ve boylece say1 dizileri gibi nesnelerin incelenmesi
icin onemli ve kullanigh bir kavramlar biitiinii ortaya ¢ikmaktadir. Bunlarin yan sira bil-
gisayar bilimlerinin temelinde yer alan algoritma analizi, ayrik matematikten ¢ok etkin
bir bicimde yararlanmaktadir. Bu tez calismasinda tiirev ve fark operatorlerinin birarada
kullanilmasinin temel motivasyonu buradan gelmektedir.

Herhangi bir fonksiyona tiirev veya fark operatorii uygulandiginda ortaya ¢ikan
genel formlar, timevarim yontemi ile elde edilebilmektedir. Bunun sonucu olarak, 6zel
bir fonksiyon veya sayi1 ailesi secilip, bu fonksiyonun veya say1 ailesinin herhangi bir
mertebeden tiirevi veya farki alindiginda elde edilecek sonuglar timdengelim yontemi
yardimi ile kolayca bulunabilmektedir. Diger taraftan secilen 6zel bir fonksiyona veya
say1 ailesine tiirev veya fark operatorii uygulandi§inda tiimevarim yontemi uygulanarak
elde edilecek sonug ile tiimdengelim yontemi uygulanarak elde edilecek sonug birbirine
esit olmak zorundadir. Bu esitlik bazi ilging 6zdesliklerin kolayca elde edilmesine imkan
vermektedir. Nitekim bu ¢alismada fark operatorii, harmonik ve hiperharmonik sayilara,
Fibonacci sayilarina ve digamma fonksiyonuna uygulanmaktadir. Bu say1 ve fonksiyonlar
icin, bazilart halihazirda literatiirde olan, bazilar1 ise yeni olan sonuglar elde edilmektedir.
Harmonik sayilar1 ve binom katsayilarini iceren alterne ve normal toplamlar gecmisten
giiniimiize her donem tiizerinde ¢alisilan konulardan birisi olmustur. Bu calismada da hem
harmonik sayilarin ¢esitli toplamlart hem de hiperharmonik sayilarin ¢esitli gdsterimleri
elde edilmektedir.
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Fark operatorii ayn1 zamanda negatif mertebeli hiperharmonik sayilar ve negatif
indisli Fibonacci sayilarini da tanimlamamiza imkan vermektedir. Bu tanimlar bu sayila-
rin temel 6zelliklerini tagidiklari icin dogal bir genellestirmedirler.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, oncelikle tez kapsaminda ¢aligilacak olan temel kavramlar tanim-
lanmakta ve bu kavramlarin bazi 6nemli 6zellikleri verilmektedir. Ilerleyen boliimlerde
ihtiya¢ duyulan temel onermeler referanslar ile birlikte verilmekte ve bdylece tezin lite-
ratiirdeki yeri ortaya konulmaktadir.

2.1. Ozel Say1 Aileleri

Bu alt boliimde tez ¢alismasi i¢in ihtiya¢ duyulan 6zel polinom ve sayi aileleri ile
0zel fonksiyonlar tamtilmaktadir, gerekli goriilen yineleme bagintilari, iirete¢ fonksiyon-
lar1 verilmektedir. Burada tanimlar ve bahsedilen 6zellikler, bazen kombinatorik anlamlari
da kapsayacak bicimde yer almaktadir.

Binom katsayilar:

k,n € N olmak iizere, (}) = (n_”—k:),k, seklinde tamimlanan (7) sayilar1 binom kat-

sayilar: olarak adlandirilmaktadir. Ozel olarak (g) := 1 olarak tanimlanmaktadir. Binom
katsayilarin € C, k € Z igin

n _ n(n—l)..k.;gn—k;-‘rl) ,k 2 O
k 0 k<0

biciminde genellestirilebilir. Boylece ortaya ¢ikan sayilar da genellestirilmis binom kat-
sayilar1 olarak adlandirilirlar.
Binom katsayilari, n € C, k € Z igin

n\ (n—1 4 n—1
k) \k-1 k
yineleme bagintisin1 saglar. Binom katsayilar1 6zellikle binom teoremindeki roliinden do-
lay1 olduk¢a 6nemlidir (Graham vd. 1994).
Fibonacci sayilari

Yinelemeli diziler denilince ilk akla gelen Fibonacci sayilaridir. Binlerce yildir
hala aktif bir calisma alani olan Fibonacci sayilari, Fy := 0, F} := 1 ve n > 2 icin

Fn: n71+Fn72

ikinci mertebeden dogrusal yineleme bagintisi ile tanimlanir. Bu yineleme bagintist yar-
dimi ile Fibonacci sayilariin iirete¢ fonksiyonu asagidaki bicimde elde edilir (Koshy
2001):

> T

E an":—2.
l—z—=x

n=0

Her ne kadar Fibonacci sayilar1 bir sayma probleminin 6znesi olarak ortaya ¢iksa
da literatiirde negatif indisli Fibonacci sayilari ile ilgili calismalar da mevcuttur. Negatif
indisli Fibonacci sayilari, n € Z* i¢in

F,=(-1)""F,



KAYNAK TARAMASI E. MUNIROGLU

seklinde tanimlanmaktadir ve
Foo=F 1+ F

yineleme bagintisin1 saglamaktadirlar (Bera 2017; Dunlap 1997). Bu ¢alismanin bulgular
boliimiinde negatif indisli Fibonacci sayilari i¢in farkli bir tanim Onerilmektedir. Elde
edilen esitliklerin dogal bir sonucu olan bu tanim yukaridaki tanim ile de uyumludur.

Stirling sayilari

Stirling sayilari, klasik olarak birinci ve ikinci ¢esit Stirling sayilar1 olarak iki
sinifa ayrilirlar (Graham vd. 1994; Comtet 1974; Riordan 1958). Birinci ¢esit Stirling
sayilar1 genellikle s,, ;, veya HZ} ile gosterilip kombinatorik olarak asagidaki gibi tanim-
lanmaktadir. Bu ¢alismada [Z gosterimi tercih edilmektedir.

[Z} n elemanl bir kiimenin, & tane ¢evrimin carpimi olarak yazilabilen, farkli
permiitasyonlarinin sayisidir veya n tane Kiginin £ tane 6zdes yuvarlak masaya her masada

en az bir kisi olacak bicimde, farkli sekillerde yerlesebilme sayisidir. Dolayisiyla
> |1 -n
, 1
=0

esitligi gecerlidir (Sprugnoli 2014). Birinci ¢esit Stirling sayilari,

n n—1 n—1
= -1
b= e ]
yineleme bagintisin1 saglar. Birinci ¢esit Stirling sayilarinin isaretli versiyonu olarak ad-
landirilan ve (—1)"7" ] ile gosterilen sayilar da literatiirde Snemlidir. Isaretli birinci
cesit Stirling sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir (Abramowitz ve Stegun

1972): .
> ek D] 2" log (1+x

n=0

Ikinci gesit Stirling sayilari ise genellikle S,, . veya {Z} ile gosterilip asagidaki gibi tanim-
lanmaktadir. Bu ¢alismada {Z} gosterimi tercih edilmektedir. Ikinci gesit Stirling say1lart
kombinatorik olarak; n elemanli bir kiimenin bostan farkli ve birbirlerinden ayrik k tane
alt kiimesinin birlesimi olarak yazilabilme sayisidir. Ikinci gesit Stirling sayilari,

n|l [n-—1 Sk n—1

kf k-1 k
yineleme bagintisini saglar. Ayrica ikinci ¢esit Stirling sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonu
asagidaki gibidir (Abramowitz ve Stegun 1972):

i n x_”_(e’”—l)k
e Eln! K

Harmonik, hiperharmonik ve genellestirilmis harmonik sayilar
i) Harmonik seri
k=1

4

| =
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matematigin en bilindik kavramlarindan birisidir. Bir n € Z™ i¢in harmonik serinin n.
kismi toplami n. harmonik say1 olarak adlandirilir ve H,, ile gosterilir, yani

"1
k=1

Ozel olarak H := 0 olarak tanimlanir. Harmonik sayilar ile birinci ¢esit Stirling sayilar:
arasinda
[n—i—l}
2

Y
esitligi gegerlidir (Graham vd. 1993). Harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu

ZHJJ _—In(l-2)

1—2z

seklindedir (Benjamim vd. 2003; Dil ve Mez6 2008).
ii) h( ) = H,, olmak iizere

2) _ Z h,(cl)
k=1

sayisina 2. mertebeden n. hiperharmonik say1 denir. Benzer diisiince ile » € Z* olmak

uzere,
n
_ (r-1)
=D b
k=1

i¢ ice toplamlar seklinde tanimlanan sayiya r. mertebeden n. hiperharmonik say1 ad1 ve-
rilir (Conway ve Guy 1996). Ozel olarak, hLO) = % ve h(()r) := 0 tanimlanir. Asagidaki
formiil yardimiyla hiperharmonik sayilar, harmonik sayilar ve binom katsayilari cinsinden
ifade edilebilir (Conway ve Guy 1996; Dil ve Mezo 2009b):

, n+r—1
h1(1) :( r—1 >(Hn+rl_Hr1)~

Hiperharmonik sayilar icin bir kapali formiil

(r)_n n—l—?”—k‘—l l
i _;( r—1 k

seklinde verilebilir (Dil ve Mezo 2008). Hiperharmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu,

i pgn - -2
i (1-a)

seklindedir (Benjamim vd. 2003; Dil ve Mez6 2008).
iii) Re (s) > 1 olacak bigimde bir s € C igin

=1
2
k=1

5
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serisi Riemann zeta fonksiyonu olarak adlandirilir ve ( (s) olarak gosterilir. ¢ (s) fonk-
siyonunun asikar olmayan sifirlarinin yerlerinin belirlenmesi problemi son 150 yilin en
onemli arastirma konularindan birisidir (Edwards 1974; Apostol 1985). s karmagik sayis1
yerine m € Z* alinirsa ¢ (m) serisinin n. kismi toplami genellestirilmis n. harmonik say1
olarak adlandirilir ve H"* ile gosterilir, yani

= 1
H" = —.
n Z km
k=1
Ozel olarak m = 1igin H} = pY = H,, yani n. harmonik sayidir.

2.2. Ozel Fonksiyonlar

Azalan faktoriyel
Azalan faktoriyel,

t=z(r—-1)(x—2)...(r—n+1)

seklinde tanimlanmaktadir. Azalan faktoriyel ile Stirling sayilar1 arasinda

veE

" (n

" = { ,}x”
; i
=0

esitlikleri gecerlidir (Abramowitz ve Stegun 1972; Graham vd. 1993).
Artan faktoriyel (Pochammer sembolii)
Artan faktoriyel,

(), =xz(x+1)(z+2)..(r+n—-1)

seklinde tammlanmaktadir. Bazi kaynaklarda (z),, yerine 2" gosterimi de karsimiza ¢ik-
maktadir (Abramowitz ve Stegun 1972; Graham vd. 1993). Artan faktoriyel meshur Euler
gamma fonksiyonu ile yakin iligkilidir.

Euler Gamma fonksiyonu,

I'(z) = /ett'Zldt Re(z) >0
0

seklinde tammlanmaktadir. Ozel olarak z = 1 i¢in, I' (1) = 1°dir.
Gamma fonksiyonu ile artan faktoriyel arasinda

I'(z+n)
e

esitligi vardir (Abramowitz ve Stegun 1972).

6
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Digamma ve poligamma fonksiyonlari
Digamma fonksiyonu,
d I(z)
= —log (" = ——
¥(2) = 8 (TE) = £
seklinde tanimlanmaktadir. Digamma fonksiyonu i¢in yansima bagintis1 (reflection for-
mula)
v (z)—v(1—2)=—mcotmz
ile verilir (Abramowitz ve Stegun 1972). Ayrica v, (z) = 1 (z) olmak iizere poligamma
fonksiyonu

dn dnJrl
Y (2) = T (2) = Tonr1 108 (I'(2))
olarak tanimlanir. Benzer sekilde poligamma fonksiyonu i¢in yansima bagintisi

wal—a+c4W“wwa:c4ww(%)ﬂmﬂz

ile verilir (Abramowitz ve Stegun 1972).

2.3. Ozel Polinom Aileleri

Ustel polinomlar ve iistel sayilar (Bell sayilar1)
¢,, (x) tistel polinomlart,

elde edilir. Buradan n. iistel say1

Op = ¢ (1)
seklinde tanimlanir (Bell 1934-a; Riordan 1958). Stirling sayilarinin kombinatorik an-
lam1 g6z Oniinde tutuldugunda; iistel sayilar, n elemanl bir kiimenin bos olmayan ayrik

kiimelere tiim parcalaniglar1 sayisidir.
Ustel sayilarm iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir (Comtet 1974):

o0

x" o
2 Onp = L
0 n:

Geometrik polinomlar ve geometrik sayilar (siral Bell Sayilar)
wy, () geometrik polinomlart,
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esitligi ile tanmmlanir. Ozel olarak x = 1 igin,

wy (1) = :0 {Z}m

olur. n. geometrik say1 w,, = w, (1) seklinde tanimlanir (Schwatt 1962; Tanny 1974).
Geometrik sayilar, kombinatorik anlamda, "kiimelerin siralaniglar1 6nemli olmak {iizere,
n elemanli bir kiimenin bog olmayan ayrik kiimelere tiim parcalaniglart sayis1” olarak
diisiiniilebilir. Geometrik sayilarin iistel tirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir (Boyadzhiev

2005):
> " 1
z%w”ﬁ T2

Bernoulli polinomlari ve Bernoulli sayilar:
Herhangi bir « karmagik sayisi i¢in, B,, (z) Bernoulli polinomu,

-y B”n(!“"")zn (I2] < 2)

n=0

6332

seklinde tanimlanir. Bernoulli polinomlart i¢in,

B, (z) = zn: (Z) By a"*

k=0
esitligi saglanir. Ozel olarak = = 0 i¢in, B,, (0) sayilar1 Bernoulli sayilari olarak adlandiri-

lir ve B,, sembolii ile gosterilir. Dolayisiyla Bernoulli sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonu,

o0

= B,

n=0

(12] < 27)

§|N

olarak elde edilir. n € Z* ve By := 1 olmak iizere, Bernoulli sayilart
" /n+1
B =
S (" )me=o
k=0

yineleme bagintisini saglar (Apostol 1976).
Euler polinomlar ve Euler sayilar:
Herhangi bir « karmagik sayisi igin F), (z) Euler polinomlari,

Z
ezH—ZE — (el <m)

esitligi ile tanimlanir. £, Euler sayilari, £, = 2"E), (%) olarak tanimlanir ve

2e? > 2"
——— =sech z = E,—
e?* +1 % n!
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tistel tirete¢ fonksiyonuna sahiptirler (Abramowitz ve Stegun 1972). Ayrica Euler sayilari
ile geometrik polinomlar arasinda

s (3)7 ()

esitligi saglanir (Boyadzhiev 2007).

2.4. Operatorler

Bu alt boliimde ¢alisma i¢in ihtiya¢ duyulan tiirev ve fark operatorleri tanitilmak-
tadur.

Tiirev operatorii

f herhangi tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere, tiirev operatorii D ,

D (x) = 4 f (2)

seklinde tanimlanmaktadir. = D operatorii ise, tiirevlenebilir bir f fonksiyonu icin

@D)f (@)= (1 )
seklinde tanimlanir.
Ornek 2.1. =D operatirii en temel elemana yani ©™ fonksiyonuna n defa uygulanirsa:
(xD)" (™) = m"x™
elde edilir.

Fark operatorii
Fark operatorii A ,

Af(z)=f(z+1) - f(z)
seklinde tanimlanmaktadir. Ozel olarak
Af (2) = f (2)
olarak tanimlanir. Fark operatorii lineerdir. Yani
Alaf (z) + by (x)] = aAf (z) + bAg (x)
esitligi saglanir.

Ornek 2.2. ( ) genellestirilmis binom katsayist icin

()

saglanir.
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Ornek 2.3. Azalan faktiriyel icin

k
n

A" (z), = n!( ) (€ +n),_,

esitligi elde edilir.
Ornek 2.4. ' icin

v (1) - (=)™ (n+ 1)
z (x)n+2
elde edilir.

Ornek 2.5. Geometrik serinin kapali formuna n defa fark operatorii uygulandiginda

elde edilir.

10
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Tiirev Operatoriiniin Dizi ve Seri Analizindeki Uygulamalari

Bu ¢aligsmada tiirev operatorii i¢in zaman zaman D, zaman zaman da — gOsterimi
tercih edilecektir. Benzer sekilde x D operatorii yerine de 37_93 gosterimi de kullanllablle—
cektir.

(xD)" = (z)" operatériiniin tarihgesi Euler’in ¢aliymalarina kadar uzanmakta-
dir (Ayaoub 1974; Knopf 2003). D operatoriiniin n defa tiirevlenebilir bir f fonksiyo-
nuna n defa uygulanmasi ile elde edilen 6nerme asagida verilmektedir:

Onerme 3.6. n € Z*olmak iizere f, n. mertebeden tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyon

olsun. Bu durumda
n =0 pdff (2)
@Dy Fo) =3 o

k=1

elde edilir (Grunert 1843; Knopf 2003).

Ispat n iizerinden timevarim ile yapilabilir. n = 1 icin,

(#D) f (x) = {1}xdfd_<>

oldugundan esitlik dogrudur. n = m icin
m d\" - d’“f d*f (z)

dogru olsun. n = m + 1 igin ,

(&D)™" f (2) = («D) (zD)" f (2)

dkarl

m}xk A" f ()

k=2
m-+1 dm+1f (','C)
dxm+1

11
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elde edilir. Burada Stirling sayilarinin yineleme bagintis1 kullanilarak,

(D)™ f (x) = {m}df_” ; ij (k{z} . {kjj 1}) mkdkéfx@]

1 dx
m m+1 dm—l—lf (.T)
+ {m}l‘ dxm—&-l

[i {m+1} %]

|

2
+ {m+1}xm+ldm+1f I)

m+1 dxm+1
’”f m+ 1\ d“f (x)
B dzxk
sonucuna ulagilir. 0

Onerme 3.7. f ve g, n defa tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere,

n

D) f a0 =3 (}) [0 1] [@0) o 0]

k=0
elde edilir (Boyadzhiev 2009).

Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilabilir. 0

3.1.1. Harmonik ve hiperharmonik sayilarla ilgili uygulamalar

Asagida D ve z D operatorleri yardimu ile elde edilen, harmonik ve hiperharmonik
sayilarla ilgili baz1 temel sonuglar yer almaktadir.

Onerme 3.8. Harmonik sayilarn iirete¢ fonksiyonu icin,

o <_ln(1 - x)> _ 0l (H, —In(1—x))

1—2 (1 . I)?H—l

esitligi saglanmaktadir (Dil ve Kurt 2012).

Ispat n iizerinden tiimevarimla gosterilebilir, U

Sonug 3.9. Ozel olarak,
D" (_M> =nlH,
|z=0

bulunur.

12
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Onerme 3.10. Hiperharmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonu, gamma fonksiyonu ve harmo-
nik sayilar arasinda

Wf Wm(—z)\ T(n+r) 1 B a1 — 2
D (RSa) = Gy g e — s (1= 2)

bagintisi gecerlidir (Dil ve Kurt 2012).

Ispat Hiperharmonik sayilarin harmonik sayilar cinsinden ifade edilmesini saglayan
Conway-Guy (1996) formiilii yardimiyla n tizerinden tiimevarimla gosterilebilir. 0

Onerme 3.11. Harmonik sayilarin formal serisine m defa xD operatorii uygulandiginda

(xD)™ <Z an"> = anan"
n=1 n=1
elde edilir (Dil ve Kurt 2012).

Ispat n iizerinden tiimevarim ile goriilebilir. U

Onerme 3.12. Hiperharmonik sayilarin formal serisine m defa xD operatorii uygulan-

diginda
ooy (S ) = S
n=1 n=1
elde edilir (Dil ve Kurt 2012).

Ispat n iizerinden tiimevarimla yapilabilir. 0

3.1.2. Bernoulli sayilari ve trigonometrik fonksiyonlarla ilgili uygulamalar

Siradaki Onerme 3.13 , Onerme 3.15 ve Onerme 3.16 ve devamindaki bazi1 sonug-
lar biiyiik oranda Knopf’un 2003 yilindaki ¢calismasindan alinmistir.

Onerme 3.13. z € C icin

" 1 o= (=) K (n
dzn \er+1) 70 ok+1 | k

k=1

elde edilir (Knopf 2003).

13
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Ispat u = e olsun. Buradan u-% d% elde edilir. O halde

%:

dn 1 [ d\"[ 1

dzn \ez+1) udu 1+u

d\" [ 1 "\ (n) d* 1 N
(“@) (1+u>_;{k}w<l+u)u

}<(_1)k>f+!1“k

1+ u

yazilabilir.

Il
ES
—N—
> 3

elde edilir. u yerine e* yazilirsa,
dn < 1 ) v {n} (=1)F k! ()
dz" \e* +1 —~ k) (1+ )t
dr 1 o= (=) K (n
den \er+1) 770 £ 2k+1 | k

Sonuc¢ 3.14. tan z’in Maclaurin agilimi

oo 2n+1 2n+1
2n+1 T
t _ 1 k+n+1 22n+17kk_! s
anz=>_ > (-1 k[ (n+1)

n=0 k=1

ve boylece

elde edilir.

olarak bulunur.

Ispat Onerme 3.13 yardimi ile tan z’in Maclaurin agilimi elde edilecektir. Yani

> d” "
tanx:Z(%tanao OH
o=

n=0

seklinde bir ifade elde edilmelidir. O halde ilk yapilmas1 gereken V n icin

<£ tan x)
dz™ |z=0

ifadesinin degerini bulmaktir.

14
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Ozdesliginde z = 2ix olarak tanimlanirsa = = 2 olacaktir. Buradan

(ﬁtan:t)| _ T ( 2 —z)|
dmn x=0 — d(%)n €Z+1 2=0
d” 1
— 2 n2_ - L
(20) Zdz" (1—|—€Z) =0
n k
_ on+l:n+1 (_1) k' n
=27 Z ok+1 k
k=1

="t Xn: (-1 2”"%!{2}

k=1

elde edilir. Esitligin sol tarafi reel oldugundan bu, sag taraftaki reel kisma esittir. Boylece

2n+1 T
t _ -1 k+n+1 22n+1—kk! s
anz=>_ > (-1 ko[ (@2n+ 1)

n=0 k=1

elde edilir.

Onerme 3.15. f, n. mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

ar dn dn— 1

(@) = e (f () + 1 (F(2)

esitligi saglanir (Knopf 2003).

Ispat Tiimevarim yontemi ile goriilebilir.

Onerme 3.16. > € C icin

dr z oo = —n 4! 1 |
den \er—1) "7 on 1 don-1t \ ez 41 ) %0

elde edilir (Knopf 2003).

Ispat Burada
2z z z

-1 e—1 e +1
0zdesliginden yararlanilacaktir.

. d” 2z o d” z i d"
zlg(lez” 2z —1) zlg(leZ" er —1 zg%dz" ez +1

u = 2z seklinde tanimlanirsa,
d" , d"

den T dun

. dr 2z lim 27 dr u
im—— = lim 2" —
z=0dz" \ e?? — 1 u—0 du™ \ et — 1

15

olur. O halde,

)
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yazilabilir. $imdi

limon & (Y
u—0 du™ \ e* — 1

ifadesi analiz edilecektir. Oncelikle kolayca goriilmesi ve daha once ispat1 yapilan Onerme
3.13 ile uyumlu olmasi agisindan u degiskeni yerine z degiskeni tercih edilecektir. Yani

ifadesi ile calisilacaktir. O halde

limon 4 (7 AN T
im2"— = lim — — lim—
z—0 dz" \ e —1 z—=0dz™ \ e — 1 z=0dz™ \ e* +1

yazilabilir. Ayn ifadeler birlestirilirse,

d" z d" z
2" — 1) lim—— = —— =
( )zl—r>r(l)dz" (ez — 1) dz" (ez + 1) =0

. d" z -1 4" z |
im— = —
z—0dz" \e* — 1 (2" —1)dzm \e* 4+ 1 0
elde edilir. Onerme 3.15 yardimu ile
d" z | da" 1 |
5 z= = T - R~ zZ=
dz" \e* +1 7 @ \Ter 41 0
dar 1 oo + dn! 1 |
=2— | —— | |.=0+tn —
dzm \e* +1 0 dzn=1 \e* +1 0
IR
T ey 1) 0

elde edilir. Yukaridaki esitlikte yerine konulursa,

lim ar z —n  d"! 1 |
i = —
2=0dzn \ e — 1 (20 — 1) dzm"1 \e* + 1 0

esitligi elde edilir. U

ve buradan

Sonuc¢ 3.17. Bernoulli sayilari icin agik bir form

n—1 . k+1 ] .
2 —1 2k+1 k

k=1

olarak elde edilir (Knopf 2003).

Ispat Onerme 3.16 yardimi ile Bernoulli sayilari icin agik bir form elde etmek miimkiin-
diir. Bernoulli sayilarinin iistel iirete¢ fonksiyonunun,

T T
ZB”H:@T—1
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oldugu bilinmektedir. Esitligin sag tarafindaki fonksiyonun Maclaurin ac¢ilimi bulunup,
esitligin sol tarafindaki serinin katsayilari ile karsilastirilirsa Bernoulli sayilart i¢in acik
bir form elde edilebilecektir. O halde,

T > . d" T z"
= lim — —
e* —1 — (m—>0 dzn (e‘”—l)) n!

. d" x
im —
z—0 dz™ \ e* — 1
ifadesinin degeri Onerme 3.13 ve Onerme 3.15 yardinu ile bulunabilir.
d" T —n  dvt 1
lim =
z—0 dz™ \ e* — 1 2n —ldant \e* + 1/,
n (DR a1
o1 2 2k+1 k
k=1
_n - (=D k(-1
T o9n 1 Z ok+1 k

elde edilir. Esitlikte yerine konulursa,

esitliginde

x = - k“k' -1 x"
ew—1:;<2n—1; ok+1 { k })7
:ZB”%

elde edilir ve iki serinin katsayilar1 karsilastirildiginda

n—1 k+1 k' 1
-1 Z 2k+1 k

=1

bulunur. ]

Sonuc¢ 3.18. z cot x 'in Maclaurin a¢ilum

221y 21 2n—1 k
-1k [2n—1
tw=1 1)t o (
pootwr =1t Z (22 — 1) (2n)! ok k
k=1
olarak bulunur (Knopf 2003).
ispat
o0 dn n
xrcotx = ; (xlglo e (x cot x)) %

17
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seklinde bir ifade elde edilecektir. Bunun i¢in

xlino % (z cot x)
ifadesinin degerini bulmak gerekmektedir.
2ix
622'1‘ — 1

rcotx = 1T

0zdegliginden yararlanarak. z = 2iz tanimlanirsa,

lim A (x cot ) = lim (22)"d— (622_ 1)

z—0 dx™ Lo dz™
—n  dv! 1
— (2i)"
@) G (ez n 1)|zo
n—1
R (n—1
- e Y S
k=1

elde edilir. O halde,

[e%s) nl
xcotx-Re(Z Z 2k+1 {n—l}m>

n=0 k:l

1 = e 222" in 2n —1
=1+ (=) (227 — 1) (2n)! k

n=1 k=1

elde edilir. O

Sonuc¢ 3.19. z csc x’in Maclaurin agilinu

- o (22— 2 na? IS (=DM R f2n—1
r cscr =1+ (Z (_1) (22n_1) (Qn)! 2k { k }
k=1

n=1
olarak bulunur (Knopf 2003).

ispat

1 L 1
er+1 e —1
0zdegliginden yararlanilacaktir. z = iz seklinde tamimlanirsa,

lim dr ( ) lim dr z A dr z
im = 7" lim——
20 dxm resed Zz%O dzm \e*+1 z—0 dz™ \e* — 1

T CSCT =

k=1 k=1
n—1 k
2" =2\ =~ (=D)"K![n—1
:(2n_1>n2 k; 9k+1 { k }
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elde edilir. Yerine konuldugunda,

0 n
™
T cscr = E lim — (zescx) | —
« \z—0 dxm n!
n—=

e ($ (E20) w0 )2)
(S (B s e )

elde edilir. O

Son olarak sec z’in Maclaurin a¢ilimi verilecektir.

I Z: (1) (j) (25 +1)"

olmak {iizere, sec x’in Maclaurin acilimi

seklindedir (Knopf 2003).

3.2. Tiirevsel, Ustel ve Geometrik Polinomlarla Ilgili Uygulamalar

n. mertebeden tiirev operatdriiniin bazi trigonometrik fonksiyonlara uygulanmasi
bunlarla sinirl degildir. Simdi literatiirde tiirevsel polinom (derivative polynomial) olarak
bilinen ve trigonometrik fonksiyonlarin n. mertebeden tiirevleri yardimi ile elde edilen
polinom aileleri ve bu polinomlar arasindaki iligkiler ele alinacaktir.

tan x fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

tan « fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade tan x cinsinden yazilabilmektedir. Bylece V n € Z*U{0} i¢in bir P, (tan x)
polinomu elde edilebilmektedir. P, (tan x) polinomu, tan x fonksiyonunun tiirevsel poli-
nomu olarak adlandirilmaktadir ve

d n
(%) tanx = P, (tan )

esitligini saglamaktadir (Hoffman 1995). Dolayisiyla bu esitlik z € C igin P, (2) polino-
munun tan z’teki degeri olarak okunabilir. Burada P, (z) polinomunun mertebesi n + 1
olur. Ayrica P, (tan x) polinom dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

f(x,t) =tan (x + t) ZP (tanx) ol

19
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Ciinkii

tan (z +1) = i{(%)ntan@ﬂ)yt:or

esitligi gecerlidir.

secr fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

sec x fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade sec z ile tan z’e bagh bir polinomun carpimi cinsinden yazilabilmektedir.
Boylece V' n € ZTU{0} i¢in bir sec x @, (tan ) polinomu elde edilebilmektedir. Burada
Q. (tan x), sec x’in tiirevsel polinomu olarak adlandirilmaktadir ve

d n
(%> secz = secz @, (tan z)

esitligi saglanmaktadir (Hoffman 1995). Dolayst ile z € C i¢in @), (z) polinomunun mer-
tebesi n’dir. (), (tan x) polinom dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu su sekildedir :

f(x’t)_sec x+t ZQn tanx

secx
Ciinkii
sec(z +1) = i u nsec(x—f—t) =0 -
- dt | n!
oo tn
= Z [sec 2@y (tan (x 4 t))] |i= =01
n=0
_ (t tn
= sechQn anx l
n=0
saglanir.

tanh x fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

tanh = fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade tanh 2’e bagli bir polinom cinsinden yazilabilmektedir. Béylece V n € Z+ U
{0} i¢in bir C,, (tanh ) polinomu elde edilebilmektedir. tanh x fonksiyonunun tiirevsel
polinomu, C,, (tanh ) ile gosterilmektedir ve

<%) tanhz = C,, (tanh z)

esitligini saglamaktadir (Boyadzhiev 2007). Dolayisiyla bu esitlik z € C igin C,, (2) po-
linomunun tanh z’teki degeri olarak okunabilir. Burada C,, (z) polinomunun mertebesi

20
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n + 1’dir. Ayrica C,, (tanh ) polinom dizisinin tistel tirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

t?’l
E.

f(z,t) = tanh(z + 1) = i C, (tanh x)

n=0

Ciinkii

tanh(z +1) = i{(%)nmh(“” ’tzo}g

n=0
o tn
= Z [Cy(tanh @ + ) |¢—0] ]
n=0 ’
[e.e] tn
= Z Cy(tanh z)—
— n!

esitligi saglanir.

coth x fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

coth x fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade coth x’e bagli bir polinom cinsinden yazilabilmektedir. Boylece V n € Z* U
{0} i¢in bir C,, (coth x) polinomu elde edilebilmektedir. coth 2 fonksiyonunun tiirevsel
polinomu, C,, (coth z) ile gosterilmektedir ve

d n
(%) cothx = C,, (coth )

esitligini saglamaktadir (Boyadzhiev 2007). tanh = ve coth x fonksiyonlarinin n. merte-
beden tiirevleri alindiginda ortaya ¢ikan ifadenin her ikisinin de C,, (z) tipinde polinomlar
olmalar tesadiif degildir. Her iki fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevleri aym diferan-
siyel denklemi saglamaktadir (Boyazdzhiev 2007). C,, (coth x) polinom dizisinin iistel
tirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

n

m .

f(z,t) = coth(z + 1) = io: C,, (cothx) !
n=0

Ciinkii

coth(z +t) = i K%)ncoth (x+1) \t=0} i—n,

n=0
oo

— Z [C,, (coth(z + 1)) |1=0] Z_T:

n=0
oo tn
= Z C, (cothx) —
n=0

n!

esitligi saglanir.
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sech x fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

sech x fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade sech z ile tanh 2 fonksiyonuna bagli bir polinomun ¢arpimi cinsinden ya-
zilabilmektedir. Boylece V n € Z* U {0} i¢in bir sech x S, (tanh x) polinomu elde
edilmektedir. sech = fonksiyonunun tiirevsel polinomu, S,, (tanh x) ile gosterilmektedir
ve

dx

esitligini saglamaktadir (Boyadzhiev 2007). Dolayisiyla bu esitlik z € C i¢in .S,, (2)’nin
tanh x’teki degeri ile sech x’in ¢arpimi olarak okunabilir Burada S, (2) nin mertebesi
n’dir. Ayrica S, (tanh x) polinom dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

d n
(—) sech z = sech z S, (tanh z)

sech (7 +1) "
f(x,t) nEZO Sy, (tanh x) oy

sech x

Ciinkii

n

o) = 5 [(2) wabie 0]

n=0

[sech (x +t) S, (tanh(x +t))] |~ QZ—R‘

I
WE

I
=)

n

[e.e] tn
= sech x Z Sy (tanh z) —
n

n=0

esitligi saglanir.

csch x fonksiyonunun tiirevsel polinomu:

csch z fonksiyonunun hangi mertebeden tiirevi alinirsa alinsin her seferinde elde
edilen ifade csch x ile coth x’e bagli bir polinomun ¢arpimi cinsinden yazilabilmektedir.
Boylece V n € Z™ U {0} i¢in bir cschz S, (coth ) polinomu elde edilmektedir. csch =
fonksiyonunun tiirevsel polinomu, S,, (coth z) ile gosterilmektedir ve

d n
(%) cschx = cschx S, (coth )

esitligini saglamaktadir (Boyadzhiev 2007). sech x ve csch x fonksiyonlarinin n. merte-
beden tiirevleri alindiginda ortaya ¢ikan ifadenin her ikisinin de S,, (2) tipinde polinomlar
olmalar1 tesadiif degildir. Her iki fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevleri ayn1 diferan-
siyel denklemi saglamaktadir (Boyazdzhiev 2007). S, (coth z) polinom dizisinin iistel
tirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

o

csch (x +t)
t) = Sy, (coth .
f ) ~ cschx Z (cothz) n‘

22
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Ciinkii

n

csch (x+1t) = Zl(%) csch (x4 t) |1=0 ]

= i [csch (2 +t) S, (coth(x +1))] |i= Ot_T;

oo tn
= cschz Z Sy, (cothx) —

o n!
esitligi saglanir.

Ornek 3.20. =D operatiriiniin uygulama sahast oldukca genistir. En ¢ok bilinen ornek-
lerden biri de x D operatoriiniin geometrik seriye uygulanmasidir.

(zD)" (1 i x) <Zx ) - Zk"a:k.

k=0

(+D)" (1:@) _ 1i$wn (1;) (|| < 1 icin)

esitligi de saglanmaktadir (Boyadzhiev 2005). Bu ozdesligin genel halini veren 6nerme
asagidaki gibidir. Bu onerme sayesinde tiirevsel polinomlarla ilgili bircok onemli sonug
elde edilebilmektedir.

Ayrica

Onerme 3.21. a,b € C olmak iizere, z* # 1 ven =0,1,2, ... icin

.Ta .Qja i n . ;(;b
D)" = n=ipw. [ ———
@D) T = b 2 (j)a wj(l—:cb)

saglamir (Boyadzhiev 2007).

Ispat a,b € C ve z* # 1 olsun.

o0

= le (Jz| < 1igin)

1=0

esitliginde x yerine 2° yazilip, esitligin her iki tarafi 2¢ ile garpilirsa,

%) [eS)
a a+bi
ety (1) =)
=0 i=0
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elde edilir.

ve Ornek 3.20 yardimi ile

n x® a " n i1 1 ajb
R e

J

a n b
B T A T
_ 1_xb;(j>a vy (s

elde edilir. O

Onerme 3.22. a,b € C olmak iizere, z* # 1 ven =0,1,2, ... icin

x® x® " /n o —zb
D" _ =iy [ —2—
@D) T 1+xb;(j)a w3<1+$b>

esitligi saglanir (Boyadzhiev 2007).

Ispat Bir 6ncekine benzer sekilde kanitlanur. U

Onerme 3.23. C,, coth 6 fonksiyonunun tiirevsel polinomu olsun. n € Ny icin
2n+1 6—26

esitligi saglanir (Boyadzhiev 2007).

ispat
e 4+ e7? 2

cothf = g Rl —

-1

oldugu bilinmektedir. z = €’ olsun. O halde,

d_gd _d
de  de?  db
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d\" d\"
r— | =\
(i) = (@)

d\" d\" 2
C, (cothf) = (@) COthe—(.T%) (1—3:—2_1)
d\" 1
- 2(w) (=)

ve Onerme 3.21 yardimu ile,

ve buradan

elde edilir.

n z7?
C, (cothd) = 21 — (—2)" wy, (1 — :zc—?)

elde edilir. O

Onerme 3.24. tan @ fonksiyonunun tiirevsel polinomu P, icin

P, (tang) = 20, ( — )

1+e2i9 n 1+e2i9

esitligi saglanmaktadr.
Ispat
2
— =1
1+ e
seklinde yazilabilmektedir (Knopf 2003). z = ¢ olsun. O halde,

tanf =

d ,d d

Yir S de®  d

d\" d\" 2i ,
P, (tanf) = (@) tanf = (I%) <1 i z>
, d\" 1
= (i) ()

elde edilir. Buradan Onerme 3.22 yardimi ile
d\" 1 1 —x?%
— - | = - (20)" wy, | ———=
<xdx> (1+:p2’) 1+x2’( 0w (1—|—x2’)

25

ve buradan
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elde edilir. Sonug olarak

P, (tanf) = @) <_x2i)

1+ 22 "1+ 2%
B (22)n+1 _622'9
- 1+ o210 Wn 1+ 0210
elde edilir. N

Sonuc 3.25. Onerme 3.24 ’de ozel olarak 6 = 0 alinursa,

P, (tanf) = P,(0)

()

- . [n 1
= onntl E -1y i—

J=0

elde edilir. Graham vd. (1996) tarafindan verilen ozdeslik yardimi ile,
P, (0) = 2 (1—2""") By
n+1
vazilabilir. n = 2k igin,
92k+1

P — 2k+1
2k (0) okt

=0

(1 . 22k+1) BQk+1

elde edilir, ciinkii k > 1 i¢in By = 0’dir n = 2k — 1 igin,

% 22k:
Py (0) = (—1) o7 (1 —2%") By,

elde edilir (Boyadzhiev 2007).

Onerme 3.26. tan 6 fonksiyonunun tiirevsel polinomu ile tanh 0 ’mn tiirevsel polinomu
arasindaki iliski agsagidaki gibidir (Boyadzhiev 2007 ):

P, (tan ) = —i"*'C,, (itan6).

Ispat
0— 20
tant = T ozt T,
seklinde yazilabilmektedir.
2
tanf) = —i (—m + 1)
= —itanh (:0)

26



MATERYAL VE METOT

E. MUNIROGLU

yazilabilir. Buradan da

P, (tan )

elde edilir.

Sonuc 3.27.

ve buradan

elde edilir. Ayrica n = 2k icin,

yt
i (%)n (tanh (i6))

—i"*1C,, (tanh (i6))
—i"1C,, (itan f)

) ano= (4" a0

Ozel olarak 6 = 0 alinursa,

Py (0) = 0 = —2"1 0y, (0)

oldugundan Cyy, (0) = 0’dir. Benzer sekilde n = 2k — 1 icin,

Psi—1 (0)

ve buradan Sonug 3.25 yardimi ile ,

Coi-1 (0)

elde edilir (Boyadzhiev 2007 ).

= (=) Co 1 (0)

= (=" Py (0)
22k
== ﬁ (22k - 1) ng

Onerme 3.28. S, sech @ fonksiyonunun tiirevsel polinomu olmak iizere,

() o

esitligi saglanir (Boyadzhiev 2007).

sech 6 S, (tanh 0)

69 > n : —629
- - I+,
1+e29j;(j) wj(1+e29>
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ispat
2¢?
h=——
sec T
ozdesliginden yararlanlacaktir. z = ¢’ olsun. O halde,
d 0 d d
rT— = = —
dv  de’  df
ve buradan

d\" d\" [ 2z
il h ) = -
(de) (sech 6) (‘”d:p) (1~|—9§2)
d\" x
- 2(ir) ()
ve buradan Onerme 3.22 yardimu ile
d\" = /n\ . —x?
il h - s [ —=—
(@) w0 = 2y () (575)
s 26
_ T\ 5j+1 —€
N 1+€292(])2] i (1+€29>

j=0

.

elde edilir. Buradan da

S, (tanh ) = @ (diﬁ) (sech 0)

14e2  of i Y git1 20
= w.
2¢f 1+ e = J T\ 1+ e

- 2 () (m)

bulunur. [l

Sonug 3.29. Onerme 3.28 ’de ozel olarak 6 = 0 alinursa,

-5 (ol

elde edilir. Esitligin sag tarafimin n. Euler sayisina egit oldugu kaynak taramasinda bah-
sedilmisti. Boylece S, (0) = E,, olur. Euler sayilart ile Bernoulli sayilari arasindaki bir
iliski asagidaki gibidir (Boyadzhiev 2007):

e = 25 ()
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Onerme 3.30. S, (coth ), csch @ fonksiyonunun tiirevsel polinomu olmak iizere,

o0 n ) 629

=0
esitligi saglantr.
ispat

cschd = %2;
oldugu bilinmektedir. z = €’ olsun. O halde,

d g d d

Ydr T Cde? T do
ve buradan

ve Onerme 3.21 yardimu ile

(2 ean - 25l

elde edilir. Ayrica

(%) (csch @) = csch 6 S, (coth )

oldugundan

Sy (coth®) = csclhe <dil0> (csch 0)

20 0 26
_ 1—e e Z n 21y, e
—92e0 20 _ 1 j 1 — e20

J=0

0 n ] 629
-2 ()7 ()
=0

bulunur. O

Onerme 3.31. Q,, (tan 0), sec 6 fonksiyonunun tiirevsel polinomu olmak iizere,

Qn (tan8) = i <"> 2w, (%)

=0 \J
elde edilir.
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ispat
2¢?
0= ——
sec T o2
oldugu bilinmektedir. z = €’ olsun. O halde,
d g d d

ve buradan

ve Onerme 3.22 yardimu ile

(@) e = iio(?) (119522)

1—|—629 = J 1+ e20

elde edilir. Ayrica
d n
(@) (secl) =sech Q, (tan0)

oldugundan

Q, (tanf) = ! (i)n(sec 0)

sec 6 \ db
14 e20  of i ) gt 020
— w;
2ef 14 20 = j T\ 4 e2f
00 )
- > (M) ()
=0 7 +e
bulunur. ]

Onerme 3.32. C,, tanh 6 fonksiyonunun tiirevsel polinomu olmak iizere,

2n+1 _ .20
C, (tanh §) = — wn( ‘ )

1+ e 1+ e20

elde edilir.

Ispat

sinh 6 B e — 1
coshf 20 +1

30
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oldugu bilinmektedir. z = €’ olsun. O halde,

ve buradan

() o = () (557)
2

ve Onerme 3.22 yardimu ile

C, (tanhf) = (d%)n(tanh 0)

elde edilir. [l

Teorem 3.33. f, bir tam fonksiyon olsun ve f (x Z anx” ile gosterilsin. 0 <r < R

n=0
olmak lizere A={z;r<|z| < R} ve g, A’ da analitik bir fonksiyon olsun ve g (r) =

Z cpx™ ile gosterilsin. Eger Z cnf (n) x™ serisi A’da mutlak yakinsak ise

n=-—0o n=-—0o

[e.9]

Y af(mat= i . zm: {Zb} d’“jx(k@xk

n=—o00 m=0 k=0

esitligi vV x € A icin saglanir (Boyazdzhiev 2005).

Ispat Verilenlerden

(xD)" g () = (D)™ Z Cpx” = Z cyn™a"
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elde edilir. Bu iki esitlikten
2o :Z{k}d—

bulunur. Simdi her iki tarafi m € Z* U {0} olmak iizere a,, ile carpalim. Sonra da her
m € ZT U {0} i¢in elde ettigimiz esitlikleri alt alta toplayalim. Buradan

- = m,.n - - dk ( ) k
> 3 et =Y an Y {7}
m=0 n=-—00 m=0 k=0
elde edilir. Ayrica
w3 e =30 Y st
m=0 n=—00 m=0n=—o0
n=—oo \m=0
= Z cnf (n) "
elde edilir. Bu iki esitlik yardimu ile istenen sonug elde edilir. U

Simdi Teorem 3.33 yardimu ile geometrik ve iistel polinomlarm nasil elde edildi-

gine bakilacaktir. Yukaridaki teoremde ozel olarak g (z Z cpx™ secilirse, g analitik
n=0
bir fonksiyon oldugundan ¢, katsayilari g (x)’in Maclaurin aglhmmdakl (0) e esit ola-

caktir. Benzer §ekilde f, bir tam fonksiyon oldugundan a,, katsayilar1 f (x ) in Maclaurin

acilimindaki I (0)

lik

e esit olacaktir. O halde son durumda m indisi n ile degistirilirse esit-

— 9" (0) n SO0 - [ dg (@)
Zgn! Jn)a” = n! ;{k} 5xk ’

halini alir.

Eger g (x) = ¢” secilirse, g™ (0) = 1 ve g¥) () = €® oldugundan bu esitlik

halini alir. Buradaki Z {Z}x’“ ifadesinin n. iistel polinom olarak adlandirildigindan ve
k=0
¢, () ile gosterildiginden ilk boliimde bahsedilmisti. Eger g (z) = = (|z| < 1igin)

# oldugundan

ni;()n!f(n) Zf Z{k}k!<1f;€)k

k=0

secilirse, g™ (0) = n! ve g (z) =
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elde edilir. Ayrica w,, () = Z {7} k!z* oldugundan

k=0

N R R A )
%n!f(n)x :1—1‘2 n! wn(1f$>

n=0

elde edilir.

Onerme 3.34. = € C olmak iizere, iistel polinomlar ile geometrik polinomlar arasinda
asagidaki egitlik saglanir (Boyadzhiev 2005):

wy, (2) = /gbn (zX) e .

Ispat Kismi integralleme yardimu ile gosterilebilir. U

Bu boliimde son olarak bulgular boliimiinde yararlandigimiz, fark operatorii ile
ilgili en temel teoremlerden birine yer verilecektir. Fark operatoriiniin herhangi bir fonk-
siyona n defa uygulanmasi ile elde edilecek genel ifadeyi veren teorem asagidaki gibidir:

Teorem 3.35. n € Z* U {0} olmak iizere, herhangi bir f fonksiyonu igin

A" = -1 '

1@ =3 (1)
esitligi saglanir (Abramowitz ve Stegun 1972; Quaintance ve Gould 2016).
Ispat Tiimevarimla yapilabilir. n € Z* U {0} olsun. n = 1 icin
1 "
M@= 0 (i = s 1@
i=0

oldugundan dogrudur. n € Z™ i¢in

olsun.

@) =3 - (T

1=0
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esitliginin saglandigin1 gosterecegiz.

n

AP (3) = Z (—1)" <7Z) [f(@+i+1)—f(z+1i)

= Z (=" ( N 1)f (¢ +1) + Z (-1 (j)f (a +1)

(1) )+ (Z (1) (7)) s +z’>)

+f(x4+n+1)
n+1

_ ; (—1)nH <" j 1) f (@ + )

elde edilir. ]
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ¢alismada elde edilen 6nerme, teorem ve sonuglar yer almaktadir.

Teorem 4.36. Tiirevienebilir herhangi f ve g fonksiyonlarmmin ¢carpimna n defa x D ope-
ratorii uygulandiginda

(xD)" f ZZ{ }(Z) dx(z )dkd;k (l )xk

k=1 =0

elde edilir.

Ispat n iizerinden tiimevarimla goriiliir. U

Not: Bu teoremde f () = 1 alimirsa Onerme 3.6 bir sonug olarak ortaya ¢ikar.
Teorem 4.37. n € Z7 icin

A" (af (x) =2 A" (2) +n A" f (24 1)
esitligi saglanmaktadr.

Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. n = 1 igin

Az ()) (x+1) f(ex+1) —af(z)
wlfle+1) = fo)]+ fler+1)

oldugundan dogrudur. n € Z™ igin,

A" (zf(z)=ax A"f (2) +n A" f (x 4+ 1)

olsun.

A" (zf (2) = A(A" (zf (2)))

Az A"f(z) +n A" f(z+ 1))

Az A"f () +nA"f (z+1)
(+D)A"f(x+1)—x A"f (z) + nA"f (x + 1)
=z[A"f(x+1)-A"f(z)]+ (n+1)A"f(z+1)
=xA" () + (n+ 1) A" f (2 + 1)

elde edilir. ]

Asagidaki onerme fark operatOriiniin harmonik sayilarla iligkilerinin kurulmasi
bakimindan 6nemlidir. Burada indis karmagas1 yasanmamasi agisindan operatorler £. mer-
tebeden uygulanacaktir.
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Sonug 4.38. f(n) = H, icin,

(—1)"* (k= 1)

AYH, =
(” + 1)k

elde edilir.
Ispat k iizerinden tiimevarim yontemi kullanilacaktir. f(n) = H,, olsun. k = 1 icin

1
n+1

AH, =

oldugundan dogrudur. k£ € Z* igin

AP, =

olsun. O halde

Ak+1Hn _ — o
(n+2), (n+1),
1 1
= (=D (k- 1) -
(=17 ) (n+2), (n+1),
(_1)k+1 (k 1)' (—k)
(n+ 1)k+1

(1) k!

(n+ 1)
elde edilir. 0
Sonug 4.39. £ > 2 tamsayisi icin

1) (k — 2)!
Aty — ED E=2)
(n+1),,

elde edilir.

Ispat f (n) yerine H, alinirsa, Teorem 4.37 yardimu ile

AF (nH,) =n A*H, + k AF'H,
D" k-1 (=) (k- 2)!
(n+1), (n+2),,
(-1 (k- 2)!
(n+1),,

elde edilir. 0
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Sonuc 4.40. k£ > 2 tamsayist icin
k k
0 (B - CU
; t ! (n+ 1),
esitligi saglanir.

Ispat Sonuc 3.35 ve Teorem 4.39 yardimu ile istenen sonug elde edilir. U

Sonuc¢ 4.41. £ > 2 tamsayusi icin

S ()om- 22

=0

esitligi saglantr.

Ispat Sonuc 4.40 esitliginde 6zel olarak n = 0 alinirsa istenen sonug elde edilir. U

Sonuc¢ 4.42. £ > 2 tamsayisi icin

elde edilir.

Ispat f (n) yerine H, alinirsa Teorem 3.35 yardimu ile

AFH, = i (=) (’“) s

i=0
elde edilir. Diger yandan Sonug¢ 4.38 yardimu ile

(=D (k —1)!

AYH, =
(” + 1)k

elde edilir. O halde iki esitlikten

M

=0

ve buradan da

elde edilir. ]
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Sonug 4.43. k € Z" icin

k 0 [k 1
_1 +1 H'L —

(1) (§)e—1

Ispat Sonug 4.42 ’de n = 0 alinirsa,

)

elde edilir.

(2

elde edilir. O

Not: Riordan (1964; 1979) tarafindan verilen

k

ap = Xk: (’j) bie by =Y (-1 (T) a;

=0

(-1t

- kezr
0, k=0

Onermesinde a;, = Hj, ve by, = { alinirsa,

i (- (f) H; = (_1]2k+1

=0
esitligi dogru oldugundan (Bknz. Sonug 4.43) ve ag = Hy = 0 = by oldugundan
k
; k\ 1
. i+1 -
Z - <z) i~
=1
bilinen 6zdesligi elde edilir.
Sonuc 4.44. Harmonik sayilarin alterne binom katsayili toplamt igin,
n—I1 .
— i+1) " 0, ntek
esitligi saglantr.
Ispat Sonuc 4.43 de

i (1) (f) H = %

1=0
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elde edilmisti. Esitligin her iki tarafindan 1’den n’ye kadar toplam alinirsa,

n

DN (5)r= ;% - 1,

k=1 +=0

elde edilir. Burada 0 <7 < k& < n oldugundan indis degisikligi ile

(—1)™ H; kzi: (]:) = H,

>(1)- (1)

esitligi yardimu ile (Graham vd. 1994)

S (07 )=,
1+ 1

n

=0

elde edilir.

=0
elde edilir.

Not: Bu esitlik ayn1 zamanda Wang (2010)’1n calismasinda Riordan siralar1 yontemi ile
elde edilmistir. Esitlik diizenlendiginde istenilen sonug elde edilir. 0

) hiperharmonik sayis1 alt indisin bir fonksiyonu olarak goz 6niine alindiginda
asagidaki onerme elde edilir.

(")nerme 4.45. / (n) = hﬁ:) lgll’l,
r r—k

elde edilir.

Ispat F iizerinden tiimevarim ile goriiliir. 0

Eger ) hiperharmonik sayisi iist indisin bir fonksiyonu olarak g6z oniine alindi-
ginda ise asagidaki onerme elde edilir.

(")nerme 4.46. / (7) = hg) lgll’l,
r T‘Jrk

elde edilir.

Ispat r iizerinden tiimevarim ile goriiliir. U

Onerme 4.47. r, k € Z* olmak iizere

esitligi saglanir.
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Ispat Teorem 3.35 ve Onerme 4.46 yardimu ile istenilen sonug elde edilir. U

Onerme 4.48. Hiperharmonik sayilar, katsayilar: alterne binom sayilari olacak bicimde
birbirleri cinsinden ifade edilebilirler. Yani

k
(K
r—k k—1 T
WD = 3 -0 ()i,
i=0
olur.

Ispat Teorem 3.35 ve Onerme 4.45 yardimu ile

k
i (kN .
Akhg) - Z (_1)k (Z) th)*Z = hgwkk)

i=0
elde edilir. 0

Sonug 4.49. k € Z" icin mertebesi —k olan (n + k) . hiperharmonik sayt

n+k — i n+l

7

esitligi ile elde edilir.

Ispat Onerme 4.48 ’te 6zel olarak r = 0 alinirsa,

elde edilir. 0

Not: Bu 6nermede elde edilen hf;jg sayilarina, negatif mertebeli hiperharmonik sayilar

adin1 verecegiz. Bu sayilar da

n+k
" _ (r-1)
hn+k o Z hj
7=0

bagintisim1 saglarlar.

Onerme 4.50. Fark operatérii sinh x ve cosh x fonksiyonlarina uygulandiginda

(6 . 1)k e2utk + (_1)k+1

E . _
A"sinhz = 5 g
ve i . i
K ~(e=1)"e* 4 (1)
A% coshzx = 5 g
elde edilir.
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Ispat F iizerinden tiimevarim ile goriiliir. U

Sonuc 4.51. sinh x ve cosh x fonksiyonlari icin sirastyla

k k k+1
i (kY . L~ (e=1)" e R 4 (—1)
_1 k K3 h —
> (—1) <z) sinh (z + 7) 5 s

)

ve

- k 2z+k | (_1\k
S (B eosn a4y = 5D

?
=0
esitlikleri elde edilir.

Ispat Teorem 3.35 ve Onerme 4.50 yardinu ile istenilen sonug elde edilir. 0

Onerme 4.52. Digamma fonksiyonuna k. mertebeden fark operatirii uygulandiginda

(=1)" (k —1)!

ko (1) —

elde edilir.

Ispat F iizerinden tiimevarimla goriiliir. U

Sonuc¢ 4.53. Gamma fonksiyonu icin

S (oo

(2

esitligi saglanir.

Ispat Teorem 3.35 ve Onerme 4.52 yardimu ile goriiliir. U

Not: Sonuc 4.53 °de 6zel olarak £ = 1 alinirsa,

Y=g+
bilinen 6zdesligi elde edilir.
Onerme 4.54. n > 0 olmak iizere
A*F, = F,_y
elde edilir.

Ispat k iizerinden tiimevarimla yapilabilir. U
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Sonuc 4.55. Negatif indisli Fibonacci sayilart

olarak elde edilir.
Ispat Teorem 3.35 yardimu ile
. k
A*E, = DY) Py
>0 () e
oldugu goriilebilir. Ayrica Onerme 4.54 yardimu ile
e k
_ k—i
Fue= 20 ()
elde edilir. Bu esitlikte n = 0 ig¢in,
k
(K
Foy=Y ()" ( )F
i
i=0

elde edilir.

Not: Esitligin sag tarafi £ > 0 i¢in anlamli oldugundan Fibonacci sayilarini negatif indis-

ler icin genellestirebildik. Ornegin F_; = 1, F_y = —1, F_5 = 2°dir.

Sonug¢ 4.56. Negatif indisli Fibonacci sayilari, Fibonacci sayilarimin bilinen yineleme

bagintisim saglar. Yani ¥ k € Z+ U {0} icin
Fpo=F 1+ F 5
saglanir.

Ispat Sonug 4.55 yardimu ile

F_k,_l + F_k_g _ Z (_1)k+172 ( ‘ )E + Z (_1)k+271

&

]
1=0

- B (1)

k+1
L (E41
= Fzt+) (-1 <z‘—1>Fi
=1

N (’:fDF

i=1
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yazilabilir ve

k+1

i —1
oldugundan

i=1

=1

k

=0

()

R (AR

k
1 — 2

)

k
1—2

k+2

S (f e B

_ i (—1)F (f) [Firo — Fipd]

elde edilir.

Not: Sonug olarak V£ € Z i¢in,

Fyp=Fi1+ Fyo

)
-2

= Y (-t (f) Fip1 + Xk; (=D (f) Fiso

esitligi saglanir ve buradaki Fj, sayilari Fibonacci sayilarinin bir genellestirmesidir. Bu
sonug yardimui ile elde edilen ilk birkag¢ negatif indisli Fibonacci sayisinin aslinda pozitif
indisli karsiliklarinin alterneleri oldugu géze ¢arpmaktadir. Buradan hareketle asagidaki

sonuca ulagilir:

Sonug 4.57. Negatif indisli Fibonacci sayilar ile pozitif indisli Fibonacci sayilari ara-

sinda asagidaki esitlik gecerlidir.

Ispat k iizerinden tiimevarim ile goriilebilir.

F,k — (_1>I€+1 Fk

ve k € Z7 olsun. Sonug 4.56 ’de

Fpo=F 1+ F o

oldugu gosterilmisti. O halde

Fopp1 =F_p +F_
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ve buradan
F 1 = F—F
= (-1)"F_1+ (-1)"F,
= (-1 [Fe_y + Fi]
= <_1)ka+1
elde edilir. N

Not: Bu sonug bazi kaynaklarda- 6rnegin Bera (2017) ve Dunlap (1997)- negatif indisli
Fibonacci sayilarinin tanimlanmasinda kullanilmaktadir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasi, konu kapsamui itibari ile analiz ve fonksiyonlar teorisi, sayilar
teorisi, ayrik matematik ve kombinatorik alanlari ile iliskilidir. Ozelde ise yiizlerce yildir
tizerinde calisilan klasik konular ile giincel kavramlar arasinda bir ge¢is yapmaktadir. Bu
bakimdan farkli matematik altyapisina sahip okuyucular i¢in yararl olacag: diisiiniilmek-
tedir.

Calismada temel olarak ii¢ ¢esit operator, birkag 6zel sayi, polinom ve fonksiyon
ailesi lizerinde uygulanarak bazi sonuclar elde edilmistir. Bu operatorler ile 6zel sayi,
polinom ve fonksiyon aileleri, kullanim alan1 en yaygin olanlardan secilmislerdir. Ancak
operatorler teorisi bash bagina bir ¢calisma sahasidir. Dogrusal cebir, fonksiyonel analiz,
bilgisayar bilimleri gibi alanlarda bir¢ok farkli operator iizerine ¢alisilmaktadir. Diger
taraftan tez kapsaminda yer vermedigimiz daha pek ¢ok 6nemli say1 ve polinom ailesi
literatiirde yer almaktadir. Boylelikle bu tez ¢calismasinin, hem farkli operatorlerin hem de
bagka say1, polinom ve fonksiyon ailelerinin ¢aligildig1 yeni arastirmalara onciiliik etme
potansiyeli s6z konusu olmaktadir.

Materyal ve metot boliimiinde trigonometrik fonksiyonlar ile iistel ve logaritmik
fonksiyonlar1 kapsayan seriler iizerinde incelemeler yapilmistir. Hem bu serilerin hem de
sonug olarak elde edilen agik ve kapali formiillerin analizi bir¢cok kullanigh formiil ortaya
cikarmistir. Benzer tekniklerin gelecekte daha baska fonksiyonlarin analizinde kullanil-
mas1 miimkiin goriinmektedir.

Bulgular ve tartisma boliimiinde 6zellikle fark operatorii yardimiyla yeni sonuclar
elde edilmis ve bazi mevcut sonuglara farkli kanitlar verilmistir. Ayrica negatif merte-
beli hiperharmonik sayilarin ve negatif indisli Fibonacci sayilarinin tanimlanmasi tezin
kazanimlarindandir.

Referans alinan kaynaklar goz oniine alindiginda 18. yiizyildan giiniimiize kadar
uzanan genis bir yelpaze soz konusudur. Bu ¢aligmalarin incelenmesi sirasinda tez konu-
sunun tarihsel siirecini de gbzden gecirme firsati ortaya ¢ikmistir. Bu tez calismasi sonra-
sinda edinilen kiiltiiriin daha da derinlestirilerek devam ettirilmesi hedeflenmektedir.
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