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OZET
BELIRTISIZ TOPOLOJIK UZAYLARDA SUZGEC YAPILARI

Cagla SEKIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mutlu GULOGLU

Haziran 2018, 62 sayfa

Bu tezde, belirtisiz topolojik uzaylarda siizgecler calisilmistir. Bu kavramlarin belir-
tisiz toplojik uzaylarda anlagilabilmesi i¢in Oncelikle klasik topolojik uzaylarda siizgeg
kavramindan ve 6zelliklerinden kisaca bahsedilmistir. Ayrica belirtisiz topolojik uza-
yin tanimi verilmis ve 6zelliklerinden bahsedilerek calisilan uzayin anlasilmasi saglan-
mak istenmigtir. Daha sonra belirtisiz topolojik uzaylarda siizge¢ kavramlari miimkiin
oldugunca gelisimi sirayla verilmis ve bu kavramlarin iyice anlagilmasi ama¢lanmustir.

Topoloji anabilim dalinda ¢ok fazla ¢alisilan belirtisiz topolojik uzaylarda stizgecler
kavrami genis bir calisma alan1 yaratmistir. Belirtisiz topolojik uzaylarin iizerinde bircok
stizge¢ kavrami tanimlanmigtir. R. Lowen, W. Gahler, M. H. Burton, M. Muraleetharan,
Vicente ve Aranguren bu konu iizerinde ¢alisan baz1 matematikcilerdir.

Bu tezde belirtisiz topolojik uzaylar iizerinde sirasiyla; Onsiizgeg, genellestirilmis
stizgeg, I-siizge¢ ve supra belirtisiz siizge¢ olmak iizere dort ana siizge¢ kavrami ele
alinmistir. Calismanin amaci, belirtisiz topolojik uzaylarda cesitlenen siizge¢ kavramini
sirayla vererek bu konuda calisacak kisilere diizenli ve anlagilir bir kaynak olusturmaktir.
Bu nedenle belirli makale, tez ve kitaplardan bu konuyla ilgili genel bilgiler toplanmis ve

bu bilgiler sirali bir sekilde verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Belirtisiz kiime, Belirtisiz siizge¢, Onsiizgec, Doygun 6n-
slizge¢, Asal Onsiizgeg, Askin Onsiizgec, Genellestirilmis siizgec, Asal g-siizge¢, Askin

g-siizgec, [-Siizgec, Supra belirtisiz siizgeg.
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ABSTRACT
FILTER STRUCTURE ON FUZZY TOPOLOGICAL SPACES
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In the thesis, filters in fuzzy topological spaces is worked. In order for these concepts
to be understood in fuzzy topological spaces, firstly the concept and features of the filter
are briefly mentioned in classical topological spaces. Moreover, it is aimed to provide the
understanding of the space studied by giving the definition of the indefinite topological
space and talking about its properties. Then, in the indefinite topological spaces, the filter
concepts are given in a pedagogical order and it is aimed to understand these concepts
thoroughly.

The concept of filters in fuzzy the topological space where there is a lot of work in
topology, has created a wide field of study. Many filter concepts have been defined on
fuzzy topological spaces.

R. Lowen, W. Gahler, M. H. Burton, M. Muraleetharan, Vicente and Aranguren are
some mathematicians working on this subject.

In this thesis, on the fuzzy topological spaces respectively the four main filter concepts
are considered: prefilter, generalized filter, I-filter and supra fuzzy filter. The aim of the
study is to provide a regular and understandable resource for the people who will work
in this subject by giving the concept of filter which varies in fuzzy topological spaces
in order. For this reason, general information about this topic is collected from specific

articles, theses and books and this information is given in a sequential manner.

KEYWORDS: Fuzzy set, Fuzzy filter, Prefilter, Saturated prefilter, Prime prefilter, Ultra

Prefilter, Generalised filter, Prime g-filter, Ultra g-filter, I-Filter, Supra fuzzy filter.
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ONSOZ

Bu tez caligmasi iic ana boliimden olugsmaktadir. Bu boliimlerin igerikleri kabaca
ozetlenecek olursa:

Ik boliimde, konunun biitiinliigii ve anlagilabilirligi icin klasik topolojik uzaylarda
stizge¢ kavrami verilmis ve bazi 6zelliklerinden s6z edilmistir. Bu sayede tezin sonraki
boliimlerinde verilecek olan kavramlar i¢in bir alt yap1 olusturulmus, klasik mantiktan
belirtisiz mantiZa gecis saglanmaya calisilmigtir.

Ikinci boliimde, ilk olarak Zadeh’in 1965 yilinda tanimlamis oldugu ve yeni bir arastirma
ve uygulama alani yarattif1 “belirtisiz kiime” kavrami verilmistir. Daha sonra iizerinde
calisacagimiz, Chang’in tanimladig1 “belirtisiz topolojik uzay” kavramindan ve 6zellik-
lerinden s6z edilmistir. Bu boliimde, bir sonraki boliimde anlatilacak olan siizge¢ yapilarinin
tizerinde bulundugu uzayn 6zelliklerinin anlagilmasi istenmistir.

Son boliimde ise, belirtisiz topolojik uzaylar iizerinde sirasiyla; onsiizgeg, genellestir-
ilmis siizgec, [-stizge¢ kavramlari verilmistir. Daha sonra bu kavramlarin birbirleri arasin-
daki baglantilarin anlagilmasi i¢in, onsiizgeclerden genellestirilmis stizgec elde edilmesi,
genellestirilmis siizgeclerden onsiizgeg elde edilmesi, supra belirtisiz siizge¢ kavramlari
verilmigtir. Bir ¢cok makale ve calismada belirtisiz topolojik uzaylar iizerinde farkl bircok
stizge¢ kavrami calisilmigtir. Tezin bu boliimiinde amag, bu kavramlarin bazilarinin sirali
bir sekilde verilip, daha sonra bu konuda ¢alismak isteyen kisiler i¢in diizenli ve anlagilir
bir kaynak olusturulmasidir.

Bu calisma siiresince, benden ilgi ve destegini esirgemeyen, tecriibeleriyle bana her
kosulda yol gosteren danisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Mutlu Giiloglu’na minnetimi
ve sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica her daim desteklerini hissettigim ¢ok kiymetli biitiin hocalarima tesekkiirlerimi
bir borg bilirim.

Son olarak, maddi-manevi destekleriyle beni hi¢cbir zaman yalniz birakmayan, her
konuda arkamda olduklarini bildigim anneme, babama, ablama ve arkadaslarima tesekkiir-

lerimi ve siikranlarimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

Simgeler:
I : 0, 1] kapal aralig
Iy : (0, 1] araligt
L : [0, 1) aralig:
F : Stizgec
0 : Belirtisiz topolojik uzaylarda bog kiime
1 : X belirtisiz kiimesi
N, : p belirtisiz noktasinin komguluklar: ailesi

FP(X) : X kiimesi iizerindeki tiim belirtisiz noktalar

FP[X] : FP(X) in bitin alt kiimeleri

L, . p bellirtisiz noktasinin Q-komsuluklari ailesi

PqLL : pile p g-cakisigimsidir

F : Onsiizgeg

c(F) : F Onsiizgecinin karakteristigi

Fe : F Onsiizgecinin iist a-kesmesi kiimesi

Fa : F Onsiizgecinin alt a-kesmesi kiimesi

]A-" : F Onsiizgecinin doygunu

f : Genellestirilmisg siizgeg

c(f) . f Genellestirilmis siizgecinin karakteristigi

fe . f Genellestirilmis siizgecinin (Ust) a-kesme siizgeci
fa : f Genellestirilmis siizgecinin (Alt) a-kesme siizgeci
fr : F Onsiizgecinden elde edilen g-Siizgec

Fy : f g-Siizgecinden elde edilen Onsiizgec

vA R : v ve u niin en kiictigii

vV : v ve u niin en bllyiigii

F(z) : X iizerinde taniml tiim siizgeglerin kiimesi

G(z) : X tizerinde tanimli tiim g-stizgeclerin kiimesi

St : Supra belirtisiz yakinsaklik stizgeci

O : Ispatin sonu
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g-siizge¢c : Genellestirilmis siizge¢

SBTU : Sezgisel Belirtisiz Topolojik Uzay

iX



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. Belirtisiz Topolojik Uzaylar ana baglig1 altinda birinci sekil

Sekil 2.2. Belirtisiz Topolojik Uzaylar ana baglig1 altinda ikinci sekil
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1. GIRIS

Aristo’nun "her 6nerme ya dogrudur ya da yanhstir." iki degerli mantig1 yerine be-
lirtisiz mantik bir 6nermenin dogruluk degerinin belirsiz oldugunu ve durumlara gore
degisebilecegini soyler. Giinliikk yasamda baz1 durum ve diisiinceler mutlak bir mantikla
verilemeyebilir. Ornegin, bir tartismada iki tarafin da hakl1 ve haksiz oldugu yanlar vardur.
Bu gibi durumlarda bir tarafa kesin sen haklisin demek dogru bir davranig olmayacaktir.
Klasik mantik bir kisiye hakli ya da haksiz derken belirtisiz mantik iki kisinin de haklilik-
larma bir deger verip karsilastirma olanag1 sunar.

Dogru ya da yanlig, klasik mantikta kiimeye ait olma ya da olmama gibi net kavram-
larin aksine Zadeh 1965°te “Fuzzy Sets” adli makalesiyle belirtisiz kiimeleri tanimlamis
ve bu sayede keskin sinirlari olmayan olaylar1 tanimlarken bu kiimeler kullanilmaya baglan-
mistir. Boylece kesin olmayan bilgilerin bir sayisal gosterimi elde edilmistir. Daha
sonra Zadeh’in bu tanimi biiyiik ilgi gérmiis ve bir ¢cok matematik¢i bu kurami kul-
lanmis ve gelistirmistir. Zadeh’in yaptig1 bu belirtisiz kiime tanimindan sonra Chang
1968°de bir X kiimesinin belirtisiz kiimelerini acik kiime kabul eden belirtisiz topolo-
jik uzaylar1 tanimlamigtir. Chang’in yapmig oldugu bu tanim bir¢ok tartisma ve bir ¢cok
farkli goriise konu olmustur. Lowen 1976’da Chang’in yapmis oldugu tanima bir kosul
daha ekleyerek daha kullanisli olan bir tanim elde etmistir. Fakat Chang’in ve Lowen’in
yapmis oldugu tanimlarda agikliklar derecelendirilmemis, alt kiimeler belirtisiz kiimeler
alimirken topoloji klasik kiime olarak kalmigtir. Topolojinin belirtisizlestirilmesi ise Ku-
biak ve Sostak tarafindan 1985 yilinda farkli ¢caligmalarda yer bulmus ve gelistirilmistir.

Icerigi ii¢ ana boliime ayrilan bu tez calismasini genel hatlariyla ele alirsak;

Birinci boliimde, klasik topolojik uzaylarda siizge¢ kavrami verilmis ve 6zelliklerinden
kisaca bahsedilmistir. Klasik uzayda verilen bu siizge¢ tanimi ve Ozellikleri sonraki
boliimlerde verilecek olan bazi teoremlerin kanitinda ve bazi gecislerde kullanilmistir. i1k
olarak Henri Cartan tarafindan 1937’de tanimlanan siizge¢ kavrami daha sonra Bourbaki
tarafindan "Topologie Générale" adl1 kitabinda kullanilmis ve 1922 yilinda E. H. Moore
ve H. L. Smith tarafindan gelistirilmistir.

Ikinci boliimde, Zadeh’in belirtisiz kiime tanimi ve hemen ardindan pekistirilmesi

adina bir 6rnek verilmigtir. Daha sonra belirtisiz kiimelerin 6zellikleri ve Chang’in tanim-
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lad1g1 belirtisiz topolojik uzay kavrami verilmis, 6zelliklerinden bahsedilmis ve bazi 6rnek-
ler ve teoremlerle bu uzayin anlagilmasi saglanmak istenmistir. Ayrica Pao-Ming ve Ying-
Ming’in belirtisiz nokta tanimi verilmis ve belirtisiz noktanin komsuluk kavramindan s6z
edilmistir. Bu kavram tezin son boliimiinde I-siizgecler tanimi verilirken kullanilmagtir.

Tezin son boliimiinde, belirtisiz topolojik uzaylarda iki ana siizge¢ kavrami verilmistir.
Bunlar; ongiizgegler ve g-siizgeglerdir. Onsiizgeg ve g-siizge¢ kavramlari detayli bir se-
kilde tanimlandiktan ve bazi ozellikleri verildikten sonra tezin son boliimiinde bu iki
siizge¢ kavraminin birbiri tarafindan nasil elde edildigi gosterilmistir. Sz(F) := {«a €
(0,¢] : F € F“} kiimesi tanimlanmig bu kiime yardimiyla bir F onsiizgecinden bir f
g-stizgeci elde edilmigtir ve fr ile gosterilmigtir. Daha sonra onsiizgeclerden iiretilen g-
stizgecler ile Onsiizgeclerin karakteristigi arasinda bir baglant1 bulunmus ve bunun yardimi
ile g-siizgeclerden 7y = {v € I* : V0 < a < ¢, VB < a, v¥ € f} seklinde bir 6n-
stizgec elde edilmistir.

Onsiizgecler I* in bahsedilen kosullari saglayan alt kiimelerinin bostan farkli bir
ailesi ve g-siizgecler ise bahsedilen kosullar1 saglayan f : 2% — I sifir olmayan fonksi-
yonlaridir. Yani, Onsiizgecler belirtisiz kiimelerle olusturulan siizgeclerken genellestir-
ilmis stizgecler ise klasik mantiktaki stizge¢c kavramina bir aciklik derecelendirmesi ya-
parak onu belirtisizlestirir. Belirtisiz topolojik uzaylarda bu iki siizge¢ tanimlandiktan
ve ozellikleri verildikten sonra daha genel olarak /X — I doniisiimiiyle tanimlanan I-
stizgec tanimu verilmis ve ozelliklerinden s6z edilmistir. Bu siizge¢ yapisinda ise belirti-
siz kiimelere de bir agiklik derecelendirmesi yapilarak bunlar {izerinde bir siizgec yapisi
olusturulur. I-siizgec tanimi1 da genisletilerek ayni1 doniisiim tizerinde supra topolojik uzay
ve ardindan supra belirtisiz siizgeci tantmlanmistir.

Belirtisiz topolojik uzaylarda yapilan sonraki c¢aligmalarda, belirtisiz kiimeler tam

sirali L kafes yapisi tizerinde tanimlamigtir. Bu tezde ise L = [0, 1] alinarak ¢aligilmigtur.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Klasik Topolojik Uzaylarda Siizgecler

Tezin ilerleyen boliimlerinde verilecek kavramlarin daha iyi anlasilabilmesi amaciyla bu
boliimde klasik topolojik uzaylarda siizge¢ kavramindan bahsedilecektir. Boylelikle, be-
lirtisiz topolojik uzaylarda verilecek diger siizge¢ kavramlariin klasik mantikla ve bir-
biriyle karsilagtirilabilmesinin kolaylagsmasi1 amag¢lanmistir.

Klasik topolojik uzaylarda siizge¢ kavramu ilk olarak 1937°de Henri Cartan tarafindan
verilmigtir. Daha sonra bir cok matematikgi tarafindan calisilarak gelistirilen bu kavram
topolojinin temel yapilarindan biridir.

Simdi bir¢ok kaynakta bulunabilecek stizgec¢ kavrami ve 6zelliklerinden kisaca bahsedile-

cektir.

Tamm 2.1 Bir X kiimesinin alt-kiimelerinden olusan bir [ ailesi,

SI) @ ¢ F dir.
S2) A, BeFise ANB € F dir.
S3) AcFve AC Bise B € Fdir

kosullarint sagliyorsa, bu aileye X iizerinde bir siizgectir denir.

Ornek 2.2 (Willard 1970)

a) X herhangi bir kiime, A C X olsun. O halde, {FF C X : A C F} X iizerinde bir
stizgectir.

b) X bir topolojik uzay, A C X olsun. O halde, {U C X : A C U°} X iizerinde bir

siizgectir.

Ornek 2.3 (Karagay 2009) (X, T) bir topolojik uzay ise, her x € X noktast icin B(x)
komsuluklar ailesi X iizerinde bir siizgectir.

S1) B(z) ailesine ait her kiime x noktasini icereceginden & ¢ B(x) dir.

S2) B(x) ailesine ait iki kiimenin arakesiti yine B(x) ailesine aittir.

S3) B(x) ailesine ait herhangi bir kiimeyi kapsayan her kiime B(x) ailesine aittir.

Tanim 2.4 (Willard 1970) Ayni bir X kiimesi iizerinde 1 ve Fy siizgegleri verilmis olsun.

FyCIFy ise, Iy siizgeci 1 den daha kabadir; ya da ¥, siizgeci Fy den daha incedir denir.

3
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Tamm 2.5 B C P(X) ailesi,

ST1) B +# & ve & ¢ B dir.
ST2) A, B € Bise C C AN B olacak sekilde bir C' € B vardur.

kosullarint sagliyorsa, bu aileye X kiimesi iizerinde bir siizge¢ tabanidir denir.

Ornek 2.6 b = {(a, 00) :a€ R} olsun. O halde b, R icin bir siizge¢ tabamdir. Buna R

iizerindeki Frechet Siizgeci denir.

Ornek 2.7 (Karagay 2009) (X, ) topolojik uzayinda x € X noktasimin &(z) komsuluk-
lar tabami, X iizerinde bir siizgec tabanidir.

ST1) &(x) # @ ve her S € &(x) kiimesi x noktasimin bir komsulugu oldugundan
x € S dir. Dolayisiyla S # & dir. Buradan da @ ¢ ®(x) oldugu goriiliir.

ST2) 51,53 € &(x) olsun. Sy ve Sy x noktasimin komsuluklart oldugundan Sy N Sy
arakesiti de x noktasimin bir komsulugudur. Dolayistyla S3 C S1 N S olacak sekilde bir
Ss € &(x) vardr:

Tanim 2.8 X iizerinde B, ve By siizge¢ tabanlart verilmis olsun. Asagidaki ozellikler
saglaniyorsa, bu ikisi birbirine denk iki siizge¢ tabanidrr.
a) Her A, € B kiimesi bir Ay € B, kiimesini kapsar

b) Her Ay € By kiimesi bir A, € By kiimesini kapsar.

Onerme 2.9 (Willard 1970) X iizerinde S, ve S, siizgecleri verilsin ve sirasiyla By ve
By bunlarin birer tabani olsunlar. S, siizgecinin S, siizgecinden daha ince olmast igin

gerekli ve yeterli kosul, her By € B kiimesinin bir By € B, kiimesini kapsamasidir.

Onerme 2.10 X veY kiimeleriile bir f : X — Y fonksiyonu verilsin. B ailesi X kiimesi

iizerinde bir siizgec tabani ise,

f(B) ={f(A): AeB}
ailesi de Y iizerinde bir siizge¢ tabanidir.

Ispat ST1) B # 2 < f(B) # .
A+ = f(A) # @ ve I ¢ B oldugundan f(B) # & olur.

4



KAYNAK TARAMASI C. SEKIN

Yani ilk aksiyom saglanir.
ST2) f(A), f(B) € f(B) alahm. B bir siizgeg¢ tabani oldugundan C' C A N B olacak
sekilde bir C' € B vardir. Bu durumda;

f(C) C f(ANB) C f(A)N f(B)

olur. Dolayisiyla istenen saglanir. U

Tanim 2.11 (Willard 1970) X kiimesi iizerinde bir F siizgeci verilsin. Eger X iizerinde

[F den daha ince bir siizge¢ yoksa, F ye askin (ultra) bir siizgectir denir.

Teorem 2.12 (Willard 1970) X iizerinde F siizgeci askindir. < VE C X icin £ € F
veya X — F € F dir.

Ispat (=) :TF X iizerinde bir siizgeg ve £ C X olsun. F siizgecinin her F' eleman1 ya

Eile yada X — F ile kesiseceginden, VF' € F i¢in F' N E # & olsun. O halde,
{FNE:FeF}

E yi iceren F siizgecinden daha ince olan bir G siizgeci i¢gin bir siizge¢ tabanidir. G
kesinlikle [ siizgecinden daha ince olamayacagindan, G = [ olmalidir. Dolayisiyla, £ €
[F dir.

(<):Her E C X i¢in E € Fveya X — E € F olsun. G siizgeci I siizgecinden daha
ince ise A ¢ I olacak sekilde bir A € G vardir. Fakat kabuliimiize gore, X — A € F
olacagindan, F C G dir. Buradan, X — A € G ve A € G olamayacagindan, [F den daha

ince bir siizge¢ yoktur. ' agkin siizgectir. U

Onerme 2.13 (Willard 1970) X iizerindeki her F siizgecine karsilik F den daha ince olan

bir askin siizge¢ vardr.

Onerme 2.14 T ailesi X iizerinde bir askn siizge¢ ve f - X — Y bir fonksiyon olsun. O
halde f(F) de Y iizerinde bir agkin siizgectir.

Ispat A¢F = [1(A)¢F
= (f71(A)) €F

= A e f(F)
olur. O
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Tanim 2.15 X kiimesi iizerinde bir F siizgeci verilsin. Her A,B € X icin AUB € F

iken A € F veya B € F oluyorsa F siizgecine, asal siizgectir denir.
Teorem 2.16 [ asal siizgectir < [ askin siizgectir.

Ispat (=) : IF bir asal siizgeg¢ olsun. [ in agkin siizge¢ olmadigin1 varsayalim. O halde
Teorem 2.12°dan; E' ¢ F ve X — E ¢ F olacak sekilde bir £ C X vardur.

FEU(X—F) = X € Foldugundan bu IF in asal olmasiyla ¢eligir. O halde varsayimimiz
yanlistir. [F agkin bir siizgectir.

(<) : F bir agkin siizge¢ olsun. F in asal siizge¢ olmadigini varsayalim. O halde

AUB e Fiken A ¢ Fve B ¢ F olsun.
S={C:o9#CCX, AuC € F}

ailesini tanimlayalim. Bu aile X kiimesi iizerinde bir siizgectir. AyricalF C Sve B € S
dir. Fakat I agkin siizge¢ oldugundan F = S olmalidir. Dolayisiyla B € F dir. Bu

kabuliimiizle celisir, yani [F asal siizgectir. 0

Tamm 2.17 (Karagay 2009) (X, T) bir topolojik uzay ve F ailesi, X kiimesi iizerinde bir
siizgeg olsun. Eger F siizgeci, bir x € X noktasimin B(x) komguluklar siizgecinden daha

ince ise, ¥ siizgeci x noktasina yakinstyor denir.

Bu durumda z noktasina [F siizgecinin bir limitidir, ya da limit noktasidir denir ve

limF = x yadaF — x seklinde gosterilir.

Tanim 2.18 (Karagay 2009)Bir B siizgec tabaninin dogurdugu (iirettigi) I siizgeci bir
noktasina yakinsiyorsa, B siizge¢ tabani x noktasina yakinsiyor denir ve lim B = x veya

B — x seklinde gosterilir.

Onerme 2.19 (Karacay 2009) Bir B siizge¢ tabanumn bir x noktasina yakinsamast icin
gerekli ve yeterli kosul, &(x) yerel tabanina ait her kiimenin B ye ait bir kiimeyi kapstyor

olmasidr.

Ispat B nin dogurdugu siizgeg FF olsun. [ siizgecinin B(x) komsuluklar siizgecinden
daha ince olmast igin nermemizdeki kosulun gerekli ve yeterli oldugunu Onerme 2.9°den

biliyoruz. U
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Tanim 2.17 geregince, I siizgeci bir x noktasina yakinsiyorsa, I den daha ince olan
her siizgec¢ de x noktasina yakinsayacaktir. Benzer diisiiniisle, eger daha kaba bir topoloji
alirsak, komguluklar siizgeci daha kaba olacagindan [F siizgecinin yakinsakli§1 bozulmaz.
Bagka bir deyisle, topolojik yap1 inceldik¢e yakinsak siizgecler azalir; topolojik yap: ka-
balastik¢a yakinsak siizgecler ¢cogalir.

Bir siizge¢ ya da bir siizge¢ tabani birden ¢ok noktaya yakinsayabilir.

Tanim 2.20 (Karacay 2009) (X, T) bir topolojik uzay ve B ailesi X iizerinde bir siizge¢
tabant olsun. B ye ait her kiimenin kaplami tarafindan icerilen bir x noktasina B siizgec
tabaminmin bir yigilma (kaplama) noktasidir denilir.

Eger x noktasit bir B siizge¢ tabanimin bir yigilma noktast ise, siizgeclerin denklik
tammi uyarinca, bu nokta B ye denk olan her siizge¢ tabanimin da bir yigilma noktast

olacaktir.

Onerme 2.21 (Karacay 2009) Bir x noktasumin bir B siizge¢ tabaninin bir yigilma noktast
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, x noktasinin komsuluklar tabanina ait her kiimenin B

ye ait her kiimeyle kesismesidir.

Ispat Tamim 2.20’den hemen goriiliir. U

Not 1 (Karacay 2009) Her siizge¢ ozel olarak bir siizgec tabani oldugundan, yukaridaki
tamimda siizge¢ tabani yerine siizge¢ konularak bir siizgecin yigilma noktasi tanimlan-

abilir.

Onerme 2.22 (Karacay 2009) Bir x noktasuun bir F siizgecinin yigilma noktast olmast
icin gerekli ve yeterli kosul, x noktasina yakinsayan ve F den daha ince olan bir S

stizgecinin varligidur.

Ispat ( =) : 2 noktas1 [ siizgecinin bir yigilma noktast olsun. B(x) komsuluklar

stizgecinin her 0gesi ile [F siizgecinin her 6gesi kesistiginden bu iki siizgecin en kiiciik

tist sinir1 vardir; buna S diyelim. B(z) C S oldugundan S siizgeci = noktasina yakinsar.
(«<=) : Tersine olarak IF siizgecinden daha ince olan ve = noktasina yakinsayan bir S

siizgeci varsa F C S ve B(x) C S olur. Onerme 2.21 geregince, F ye ait her kiime B(x)
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in her kiimesiyle kesismek zorundadir. Bu durum, x noktasinin [ i¢in bir y1§ilma noktas1

olmasinm gerektirir. U

Onerme 2.23 (X, 7) ve (Y,v) iki topolojik uzay, f : (X,7) — (Y,v) bir fonksiyon
olsun. f fonksiyonunun bir x € X noktasinda siirekli olmast icin gerekli ve yeterli kosul,

X iizerindeki her F siizgeci icin F —x oldugunda Y iizerinde f(F) — f(z) olmasidir.

2.2. Belirtisiz Topolojik Uzaylar

Bu boliimde, iizerinde siizge¢ yapisi kurulacak olan belirtisiz topolojik uzayin tanimin-
dan ve oOzelliklerinden soz edilecektir. Bu 6zelliklerin bilinmesi ve anlasilmasi, siizgec
yapilarinin anlagilmasini kolaylastiracaktir.

Klasik mantikta bog olmayan bir kiimenin, eleman olmasi 1, eleman olmamasi O ile
gosterilirken; belirtisiz mantikta kiimenin eleman olmasi [0, 1] araliinda bir degerdir.
Yani belirtisiz kiimeler, klasik anlamda kiimelerden daha genel ve kapsayici bir kavramdir.

1883 yilinda Alman matematik¢i Cantor tarafindan aksiyomatik bir yapida verilen
"Cantor Kiime" kurami, 6zellikle giinliik yasamda sik sik karsilasilan bir kiimenin dgesi
olma ya da olmamanin kesin olarak belirlenemedigi durumlar agiklamakta yetersiz kalmak-
tadur.

Lotfi Aliasker Zadeh 1965 yilinda belirtisiz kiimeleri tanimlamig ve klasik kiimelerin
ozellikleriyle karsilastirmistir. Zadeh’in yapmis oldugu bu tanim matematik diinyasinda
yeni bir ¢1g1ir agmugtir. Bu tanim ile kiimeye ait olma-olmama kavramlari yerine bu aitlige

bir derecelendirme verilmisgtir.

Tamim 2.24 (Zadeh 1965) X bir kiime olmak iizere, X iizerinde bir A belirtisiz kiimesi,

py X — [0, 1] fonksiyonu ile tanimlanir ve

A={(z, pa(x)) - 2w € X}

seklinde gosterilir.

t(x) e xin A kiimesine ait olma derecesi ya da iiyelik derecesi denir.

Bircok kaynak, belirtisiz kiimeyi x4 liyelik fonksiyonuyla ya da yalnizca p ile gosterir.
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Ornek 2.25 Ayni uzunluga sahip alti kisiden olusan bir 6rnek uzay X = {Ozlem, Yag-

mur, Birgiil, Hazal, Sevgi, Elif} seklinde verilsin ve bu kisilerin kilolart ise,

Hazal  : 45 kg
Birgiil  : 52 kg
Sevgi : 64 kg
Yagmur : 50 kg
Ozlem  : 56 kg
Elif : 48 kg

seklinde olsun.
"Sisman olma" onermesi ele alindiginda bu kisiler bir belirtisiz kiime olusturacaktir.

Keyfi yapilan bir degerlendirme ile bu kisilerin bu kiimeye ait olma dereceleri,
pa = {(Hazal, 0.1), (Elif, 0.3), (Yagmur, 0.4), (Birgiil, 0.6), (Ozlem, 0.8), (Sevgi, 0.9)}

seklinde verilebilir.

Benzer sekilde "sisman olma" onermesi;
,0 < x <120 ise

e_( 173%20 )2

py(z) =
1 , x> 120 ise

siirekli fonksiyonu veya,
(
0 , 0 <ax<30ise

0.3 ,30 < x<50ise
0.5 ,50<x<T70ise
0.7 ,70 <x < 90ise
0.9 ,90 <x < 120ise

\ 1 , x> 120 ise
seklinde parcali siirekli bir fonksiyonla da verilebilir.

Bu sekilde verilen fonksiyonlar da birer belirtisiz kiime olusturur.
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08
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0.2

Sekil 2.1: y, fonksiyonunun grafigi

0.5

300 30 60 90 120 150 180 210 240 270

-0.5

Sekil 2.2: ;1, fonksiyonunun grafigi

Zadeh’in yapmis oldugu belirtisiz kiime kavramindan sonra bir¢cok matematik¢i bu

konuda ¢aligmis ve gelistirmisgtir.
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Tanim 2.26 (Chang 1968) A ve B, X icinde iki belirtisiz kiime, i 4(x), ug(x) sirastyla

x noktasinda A ve B belirtisiz kiimelerinin iiyelik dereceleri olsun. O halde;

pa(z) =pg(xr) & A=1B , Vo € X igin
pa(x) <pglz) < ACB , Vo € X igin
)
D=ANB < uc(z) =min{uy(z), ug(z)} , Vo € X igin
E=A & pgr)=1— pu,(z) , Vo € X igin

ozellikleri saglanr.

Tamim 2.27 (Chang 1968) Daha genel olarak, A = {A; : i € 1} belirtisiz kiimelerinin
birlesimi C' = 'UIAi kesisimi, D = 'ﬂIA,» olmak iizere,
1€ 1€
pic(z) = sup{py, (2) 1z € X}

i€l

pp(x) = ig{/ﬁA(f‘?) v € X}

seklinde tanimlanir.

Vo € X igin py(x) = 0OveVa € X icin iy (z) = 1 seklindedir. Yani, 0 sembolii bos
kiimeyi ve 1 sembolii de X kiimesini belirtisiz kiime olarak gostermekte kullanilacaktir.

Chang, 1968°de belirtisiz kiimeleri kullanarak belirtisiz topolojik uzaylari tanimlamistir.
1976 yilinda ise Lowen, Chang’1in yapmis oldugu bu tanima bir kosul daha ekleyerek daha
kullanigh bir tanim elde etmistir. Karsilastirilabilmesi acisindan yapilan bu iki belirtisiz

topoloji tanimi1 da asagida verilmistir:

Tanim 2.28 (Chang 1968) X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesi iizerinde bir belir-
tisiz topoloji;

BT1)0.1cT

BT2)VA,BeTicihnANBeT

BT3) Yi € I icin A; € T ise z‘LGJI A; € T olur.
ozelliklerini saglayan, X in belirtisiz alt kiimelerinden olusan bir T ailesidir. (X, 1) ikili-

sine de bir belirtisiz topolojik uzay denir.

T topolojisinin her elemanina acik belirtisiz kiime denir. Bir belirtisiz kiimenin kapali

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul tiimleyeninin ag¢ik olmasidir.

11
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Tanim 2.29 (Lowen 1976) T C IX olmak iizere,

BTI) Va sabiti icin o € T

BT2)VA,BerticimnANBeT

BT3) Yi € I icin A; € T ise ‘UI A; € T olur.
1€

kogsullart saglaniyorsa T ya bir belirtisiz topolojidir denir. (X, T) ikilisine de bir belirtisiz

topolojik uzay denir.

Gorildiigii gibi Lowen’in yapmis oldugu belirtisiz topoloji taniminda degisen kosul

BT1 kosuludur.

Tamim 2.30 (Chang 1968) Standart topolojiye benzer olarak; sadece 0veli iceren
topolojiye, ayrik olmayan belirtisiz topoloji; X kiimesinin biitiin belirtisiz alt kiimelerinden

olusan topolojiye de ayrik belirtisiz topoloji denir.

Tanmim 2.31 (Chang 1968) U ve 1, X kiimesi iizerinde iki belirtisiz topoloji olsun. U
belirtisiz topolojisi, T belirtisiz topolojisinden daha kaba olamasi icin gerekli ve yeterli
kosul U C T olmasidir. (Benzer olarak; T belirtisiz topolojisi, U belirtisiz topolojisinden

daha ince olmas icin gerekli ve yeterli kosul U C Tolmasidir.)

Tanm 2.32 (Chang 1968) (X, ) belirtisiz topolojik uzayinda bir U belirtisiz kiimesinin,
A belirtisiz kiimesinin bir komsulugu olmast icin gerekli ve yeterli kosul A C O C U
olacak sekilde bir O acik belirtisiz kiimesinin var olmasidur.

A belirtisiz kiimesinin T topolojisi i¢cinde tiim komsuluklar: ailesine, A belirtisiz kiimesinin

komsuluk sistemi denir.

Teorem 2.33 (Chang 1968) A belirtisiz kiimesinin a¢ik olmast icin gerekli ve yeterli kogul

her B C A icin A kiimesinin B nin bir komsulugu olmasidur.

Ispat (=) : A belirtisiz kiimesi acik olsun. O halde VB C Aicin B C A C Ave A
kiimesi ac¢ik oldugundan A, B kiimesinin bir komgulugudur.

(<) : A C Aoldugundan; A C O C A olacak sekilde bir O agik belirtisiz kiimesi
vardir. Buradan, A = O olur ve dolayisiyla A ag¢ik kiimedir. 0J

12
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Teorem 2.34 (Chang 1968) U bir belirtisiz kiimenin komsuluk sistemi ise

1) U ya ait elemanlarin sonlu arakesitleri yine U ya aittir.
2) U nun bir elemanint iceren her belirtisiz kiime yine U ya aittir.

ozellikleri saglanr.

Ispat U, bir A belirtisiz kiimesinin bir komsuluk sistemi olsun.

1) R ve S, A belirtisiz kiimesinin komguluklart olsun. O halde dyle R, C R ve
S, C S acik kiimeleri vardir ki; A C R, C Rve A C S, C S saglanir. Buradan,
AC R,NS, C RN S saglanacagindan, I/ ya ait iki kiimenin kesisimi de yine I/ ya ait
olur.

2) R, A belirtisiz kiimesinin bir komsulugu olsun ve R C S olsun. R, A nin komgu-
lugu oldugundan; A C R, C R olacak sekilde bir R, acik kiimesi vardir. Ayrica,
A C R, C R C S saglanacagindan, S kiimesi de A belirtisiz kiimesinin bir komgu-

Iugu olur. Dolayisiyla, S € U olur. U

Simdi belirtisiz nokta tanimini ve bazi 6zelliklerini verelim:

Tamm 2.35 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) 0 < )\ < 1 olmak iizere, y € X icin, I*

icinde bir belirtisiz nokta;

) A L,y =uxise
Tax\Y) =
0 ,yF#xise

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.36 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) Bir x, belirtisiz noktasimin bir A belirtisiz
kiimesi icinde olmasi;
A< A(z)

seklinde ifade edilir ve x), € A ile gosterilir.

Tanim 2.37 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) (X, T) belirtisiz topolojik uzayinda bir A be-
lirtisiz kiimesinin, x belirtisiz noktasimin komsulugu olmast icin gerekli ve yeterli kosul,
x) € B C A olacak sekilde en az bir B € T belirtisiz kiimesinin varligidur.

xy belirtisiz noktasimin, T topolojisi icinde tiim komsuluklart ailesine, x) noktasinin
komsuluk sistemi denir ve x) = p olmak iizere, ./\/pT ile gosterilir. (Bir karisiklik yarat-

mayacaksa N, ile gosterilebilir.)

13
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Onteorem 2.38 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) (X, T) bir belirtisiz topolojik uzay ve

A C X olsun. Her p € Aigin A € N, oluyorsa A belirtisiz kiimesi agiktir denir.

Tanim 2.39 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) Bir x ), belirtisiz noktasi ve A belirtisiz kiimesi
icin,

A > A(x)
oluyorsa A ile x q-cakisigimsidir denir. A’ nin tanimindan X + A(x) > 1 seklinde de

ifade edilebilir ve x) = p denilirse, pqA ile gosterilir.

Tanim 2.40 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) (X, 1) belirtisiz topolojik uzayinda bir A
belirtisiz kiimesi ile bir x) belirtisiz noktast verilsin. x \qB ve B C A olacak sekilde
bir B € 1 varsa A ya x) noktasuun bir Q-komsulugudur denir. x, noktasmin tiim Q-
komgsuluklarimin olusturdugu aileye ise ) nin Q-komsuluk sistemi denir. x) = p olmak

lizere, L, ile gosterilir.

Onerme 2.41 (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980) U.,, (X, ) topolojik uzayinda x, belirtisiz
noktasumin Q-komsuluklar ailesi olsun. O halde,

(1)U € Uy, ise xy ile U g-¢akisigimsidur.

2)U,V €Uy, iseUNV €U, dir.

(3)U €Uy, veU CViseV €U,, dir.

(4) U € Uy, ise 'V ile g-¢akisigimsi olan her v, noktast icin V€ U,, ve V C U
olacak sekilde bir V € U,, vardr.

Tanim 2.42 (Vicente ve Aranguren 1988) (X, 11) ve (Y, T2) belirtisiz topolojik uzaylar
ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger X in her p belirtisiz noktast ve f(p) nin her N
komgulugu icin p belirtisiz noktasimuin f(M) C N olacak sekilde bir M komsulugu bu-
lunabiliyorsa, f fonksiyonuna p noktasinda belirtisiz siireklidir denir. Eger f fonksiyonu

her p € X noktasinda siirekli ise | fonksiyona belirtisiz siireklidir denir.

Teorem 2.43 (X, 7,) ve (Y, T2) belirtisiz topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun.

belirtisiz siireklidir < VA € T4 icin f~1(A) € 7, dir
¢

14



KAYNAK TARAMASI C. SEKIN

Tezin bundan sonraki kisimlarinda, belirtisiz kiimeleri gostermekte iiyelik fonksiyon-
larini, yani p, v gibi simgeleri kullanacagiz.
Bu béliimde belirtisiz topolojik uzayin tanimi ve 6zelliklerinden s6z edildi. Bundan

sonraki boliimlerde bu uzay iizerinde ¢esitli siizgec kavramlar verilecektir.

15
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Belirtisiz Topolojik Uzaylarda Siizgecler
3.1.1. Onsiizgecler

Belirtisiz topolojik uzaylar iizerinde ilk tanimlayacagimiz siizgec¢ kavrami 6nsiizgeclerdir.
Ik olarak Lowen tarafindan verilen bu kavram bir ¢ok matematikgi tarafindan calisilmusg

ve gelistirilmistir.

Tamm 3.1 (Burton vd. 1997; Lowen 1979) X kiimesi iizerinde bir F onsiizgeci, I in

OS) v, € Fisev A € F dir
0S2)v € Fvev < yise i € F dir
0S3) 0 ¢ F dir

kosullarint saglayan alt kiimelerinin, bostan farkl bir ailesidir.

Ornek 3.2 Tanum 2.37’de verilen bir x5 = p belirtisiz noktasimn komsuluk sistemi N, ve

Tarum 2.40°da verilen x belirtisiz noktasimin Q-komsuluk sistemi L,, birer onsiizgectir.

Tamm 3.3 (Burton vd. 1997; Lowen 1979) B, I* in bostan farkli bir ailesi ve
OSTI) 0 ¢ B dir
OST2) Vv, vy € Bicin v € B, vs < vq A vy dir:

kosullarimi sagliyorsa B ye X iizerinde bir onsiizge¢ tabani denir.
Onteorem 3.4 Her onsiizgec bir onsiizge¢ tabamdir.

Ispat F bir onsiizgeg olsun. F nin onsiizgeg taban1 kosullarini sagladigini gosterelim:
OST1) OS3 kosulundan 0 ¢ F oldugu goriliir.
OST2) v; ve vy € F olsun. F onsiizgec oldugundan vy A vy € F tir. vy A vy = v3

dersek, v3 < vy A vy ve vy € F saglanir. U

Tanim 3.5 (Burton vd. 1997) F1, Fo X kiimesi iizerinde iki onsiizge¢ olsunlar. Fo C JF;
ise J1 onsiizgeci JF, onsiizgecinden daha incedir (ya da esdeger olarak, JF» onsiizgeci J;

onsiizgecinden daha kabadir ) denir.
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Tamm 3.6 F C X bir siizge¢ tabani ise
<F>={pel*:weF vu

seklinde tanimlanan kiime ailesine, X iizerinde F onsiizge¢ tabaninin iirettigi (dogur-

dugu) ozsiizge¢ denir.

Tamm 3.7 B C F olmak iizere < B >= F ise B ye F icin bir onsiizge¢ tabanidir denir.
Dolayisiyla, B nin F icin bir onsiizge¢ tabani olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, her

€ Ficinv < polacak sekilde bir v € B vardr.

Tanim 3.8 F ve G iki onsiizgec ve F C G ise F, G den daha kabadir veya G, F den daha

incedir denir.

Onerme 3.9 1) B bir onsiizgec tabani ise < B > bir énsiizgectir.

2) F bir onsiizge¢c ve B C F icin < B >= F ise B bir onsiizge¢ tabanidir.

Ispat 1)< B >7£6 ve 0 ¢ B oldugunu biliyoruz.

pv €< B>ise p < pverv < volacak sekilde i, € B vardir. Buradan,
A< u' AV < p A volacak sekilde bir A € B vardir. Bu nedenle, 1 A v €< B > dir.

pe<B>vepu<wvise A < u < volacak sekilde bir A €< B > vardir. Dolayisiyla,
v €< B > dir. Buradan, < B > bir Onsiizgectir.

2) < B >0 dr. Boylece, B £0 dur. 0 ¢ F=<B >:>6§2 B dir.

i, v € Bolsun. O halde, p1, v € F =< B > dir. Dolayisiyla, it A v €< B > olur. Bu

nedenle, A < u A v olacak sekilde bir A € B vardir. Boylece, B bir 6nsiizge¢ tabanidir. [
Tanim 3.10 (Muraleetharan 1997) F bir onsiizgec ve j € I olsun.

CHF) ={acl:YweF JreX vix)>ukx)+a}

seklinde tamimlanan I min alt kiimesine F onsiizgecinin 1 ye gore karakteristik kiimesi
denir.

H(F) := sup CH(F)

seklinde tanimlanan c(F) e F onsiizgecinin [ ye gire karakteristigi denir.
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Onerme 3.11 (Muraleetharan 1997) F bir onsiizge¢ ve ju € IX olsun. O halde,
(1I)CHF)={acl:p+a¢ F}
2){ael:p+aecF}y={1}yadalc1],cé€ I yada (c,1],c€ I dir
(3) CM(F) =D yada|0,c), c € Iyyada[0,c], c € I dir.

(4) M(F) :=supCH(F)=inf{la € I : u+ o € F}.

Ispat (1) p+a€F ©WEF, u+a}v

eVWwelF, Jxe X v(x)> ux)+
dir.

Q)A={a€el:p+ac F}lolsun. Ohalde,1 € Adir a € Avea < fisef € A
dir. Bunedenle, A = {1} yada[c,1],c € I, yada (¢, 1], ¢ € I dir.

B)B=C"F)={a€l:p+a¢ F}olsun. Ohalde, ANB=2ve AUB=1
olur. Boylece, B = [0,¢), ¢ € Iy yada[0,c|, c € [; dir.

(4) sup B = inf A oldugundan,

HF):=supCHF)=inf{la € [ : p+a € F} dir O

Not 2 (Muraleetharan 1997)

(1)C(F)={ael:alx ¢ F}.

(2) ¢(F) :=supC(F) =inf{a e I:alx € F}.

(3) c¢(F) = grelésup v.

(4) Bir F onsiizge¢ tabant icin, ¢(F) = c(< F >) dir.

w=_0ise

CHF)=C(F)={aecl:alx ¢ F}
o(F) :=supC(F)=inf{a €l :alx € F}

{a€l:alx € F} ={supv: v € F} oldugunu biliyoruz. v € F ise (supv)lyx €

Fve alx = «a oldugundan,

o(F) = ingT sup v

dir. ¢(F) e F onsiizgecinin karakteristigi denir.
Teorem 3.12 (Burton 1993) ¢(F) = c(< F >) dir.

Ispat o = ¢(< F >) = inf sup p olsun. Bire > 0 igin,
pe<F>

o <sup g < a+e

18
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olacak bigimde bir p, €< F > vardir. < F > in tammmindan, vy < p, olacak bigimde bir
Vo € JF vardir.

b= inf?supl/gsupyo <suppy < a+e
ve

olur. Her ¢ > 0 i¢in saglanacagindan, 8 < « olur. Yani, ¢(F) < ¢(< F >) dir.

Diger taraftan, 5 = ¢(F) = injfT sup v dersek, bir € > 0 i¢in,
ve
B <suprog< pf+e
olacak bi¢imde bir vy € F vardir. vy €< F > olacagindan,

a= inf suppu <supyvy<f+e¢
peE<F>

olur. Her ¢ > 0 i¢in saglanacagindan, o < ( olur. Yani, ¢(< F >) < ¢(F) dir.

Dolayistyla ispat biter. U

Tanim 3.13 (Burton 1993) F ve G onsiizge¢ tabanlart olmak iizere;
F~G&eVYreF, Vuegiginl//\u#ﬁ
kosulu saglantyorsa bu iki onsiizge¢ tabani kesigsir denir.
Tamim 3.14 (Burton 1993) F ve G onsiizge¢ tabani kesigiyor ise
FVG:=<{vAp:veF, uegG}>

seklinde tamimlanan F V G, F ve G onsiizgeclerinin ikisini de iceren en kiiciik onsiizgec

olur.

Tamim 3.15 (Burton 1993) F ve G onsiizgegleri icin

(F.G) = c«(FVG) ,F~Gise

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Tanmm 3.16 (Burton vd. 1997) F bir onsiizgeg tabani ve ¢(F) > 0 ise

F = {sup(u, —e) : () € F}

ecly

seklinde tamimlt F ye F onsiizgecinin doymusu denir.
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Teorem 3.17 (Muraleetharan 1997) F ve G dnsiizgeg tabanlari ve ¢(F)Ac(G) > 0 olsun.
O halde;

) FCF.

2)(V€€[0,V—|-€€f):>VE}.

3) % bir onsiizgeg tabanmidrr.

HYFCG=FCG.

5) ]:-" =< F>=<F >

6)FCF.

7FCG=FCg.

8) F bir onsiizgeg ise .7-":}

9) F bir onsiizgeg ise ¢(F) = c(F).

ozellikleri saglanr.
Ispat 1) v € F ve Ve € I icin v, = v olsun. O halde;

sup(ve —¢) =sup(v —¢) =v e F
e€lp e€lp

dir.
2) Ve € Iyicin v + € € F olsun. O halde;

sup((u—}—e)—s):l/e%

e€lp
dir.
3) F # @ ve 0 ¢ F oldugunu biliyoruz.

p=sup(u, —e),v =sup(v. —e) € F ve Ve € Iyigin p_,v. € F olsun. O halde;
e€ly ec€ly

(nAv)(z) = sup(p. — e)(x) Asup(ve —e)(x)

e€ly e€lp

= supsup(, — £)(z) A (v — €)(2)
e€lpe€ly

> Sup(:us NVe — E)(l’)
ecly

olur. Buradan;

pAv>sup(p. Ave —e)
e€lp

olur. Fakat biz biliyoruz ki;

Ve € Iy, po,ve € F = Ve € Ip; I\, € Foyleki A\, < p. A v,
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dur. Bu nedenle;

puAv>sup(p. Ave —e) >sup(A. —¢) € F
e€ly e€lp

dir. Dolayistyla, j—" bir Onsiizge¢ tabanidir.
4) = sup(v. —e) € ;" ve Ve € Iyigin v, € F olsun. O halde;

ecly

VéfEIo, Veegjﬂeg

dir.
Sype< JT-" > olsun. O halde, v < p olacak sekilde bir v € ]A-" vardir.

Bu nedenle, i > v = sup(v. — ¢) olacak sekilde bir v. € F° vardir.
ecly
Ve € Iyigin pu, == p + € > v, olsun. O halde, . €< F > olur. Boylece;
pu=sup(p. —¢€) € <F>

e€lp

olur. Bu nedenle;

—

<F>C < F>

olur.

RS < F > olsun. O halde, p = sup(u, — €) olacak sekilde bir 4, €< F > vardur.
ecly

Bu nedenle, Ve € Iyicin dv, € F, v. < p, dur.

Buradan, sup(v. — ) < p ve boylece;

ecly
@ Ee< F > olur
Dolayisiyla,
SF>C<F>
dir. .
— ~1Io
6) 1 € F olsun. O halde, 1 = sup(u, — ¢) olacak sekilde bir . € F vardir. Bu
ecly
nedenle, 1. = sup(u5 — §) olacak sekilde en az bir u§ € F' vardir. Dolayisiyla;
6€ly

pr = sup(sup(p§ — ) —¢)
ecly 6€ly

= supsup(us — 0 — ¢)
eclpdely

— €
— sup sup (5 — a)
aclpe,b€ly
et+é=a

= sup (Vo — @)
a€ly
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olur ki burada, v, = sup p5 €< F > dir. Bu nedenle;
e,0€ly
et+d=a

—

ME<F>:%

dir.
7LF§§%¢%§§¢<}>Q<§>dm
8) F bir dnsiizgeg ise /' =< F > dir. Bu nedenle; 57-" :</\]-">:JT-" olur.

9) c(F) = in}“__ sup v oldugunu biliyoruz. Buradan;
ve

—~

F CF = o(F) > ¢(F)

—~

dir. ¢(F) < a < ¢(F) olacak sekilde 6yle bir o vardir ki;
inﬁsupy<a:>5|1/€%; v<a
veF
saglanir. Dolayisiyla,
Bir v, € F% vardir ki, v = sup(v, — ¢)
ecly

olur. supv < < acigin u = f1x oldugundan, v < p diir. Bu nedenle,
>0 v<v+di<p

olur. Fakat Ve € [jicin v + ¢ > v, oldugundan, y > v 4+ ¢ > vg dir.
F bir 6nsiizge¢ oldugundan, p € F dir. p € Fvesupp = 5 = ¢(F) < f < ad.

—~

Bu ¢(F) > a olmasiyla gelisir. Dolayisiyla ¢(F) = ¢(F) dir. O

Tamim 3.18 (Burton vd. 1997) Eger F = ]A-" ise, JF onsiizgecine doygun onsiizgec denir.

Teorem 3.19 (Muraleetharan 1997) F onsiizgec ise,
1) Fdoygundur <Veely, v+eceF=veF.
SVeely, v,.e Fiv.<v+e=veF.
D F={uelX :VeelyuteeF}
3) 3—" doygun bir onsiizgectir.
4) F onsiizgeg tabani ise .7: == .;-" dir.

kosullar: saglanir.
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Ispat 1) (=): (Ve € lh,v+e€F)=v eF oldugunu biliyoruz.
Fakat, F :% oldugundan, v € F dir.
(<):pe %olsun. O halde,
(. s e € Iy) € F; = sup(p, — ¢)
ecly

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle;
Veely, p+e>pu. €F

dir. F onsiizge¢ oldugundan, Ve € Iy, p + ¢ € F dir. Boylece, u € F ve bu nedenle
F :J? olur.
2)
{pel*:Vecly, pt+eecF} Q%

oldugunu biliyoruz. p € % olsun. O halde,

Iy, :e € 1y) € F; p=sup(p, — ¢)

e€ly
dir. Bu nedenle,

Veely, p+e>p. €F

dir. F bir onsiizgec oldugundan, Ve € Iy, 1 + ¢ € F olur.
3) F bir Onslizgeg ise,

— —~

F=<F>=<F>=F
dir. Boylece j—" bir Onsiizgectir.

Veely,u+c € .%olsun. O halde,

Ve € Iy, Vo€ely, p+e+0€eF
= VYael, p+aeF

= perF

Dolayisiyla, % doygun Onsiizgectir.

4) F bir onsiizgeg taban1 ise < F > bir Onsiizgectir. Dolayisiyla,

F=<F>=<F>
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dir. JAC bir doygun Onsiizgec oldugundan,

—

_Fe_F_F

N
w2

olur. O

Tanim 3.20 (Burton 1993) F bir énsiizge¢ tabani ¢(F) = ¢ > 0 ise,

Fo={veF f<a} ,0<a<cise

Fo =<{v*:veF}> , 0<a<cise

seklinde tamimlanan F ve F, kiimelerine sirasiyla; F onsiizgecinin iist a—kesme kiimesi

ve alt o—kesme kiimesi denir.

Teorem 3.21 (Burton 1993)
a)0 < B < a<cise Fgve F* X iizerinde siizgectir ve Fy C Fg C F* C Fedir.
b) Fo={F CX:1p € F}.
c)a > [ > 0vel, X iizerinde bir siizge¢ olsun. O halde; F = (F,)o = (F*)y =
(F)P = (F) dur.
d)F € Fovec< vy < 1liseylp € Fdir

ozellikleri saglanir.

Ispat a) A € F*ve A C Bise A = 1" olacak sekilde v € F ve v < o vardir. O halde,
pw:=vVlge Fveu = B dir. Boylece, B € F° olur.
d) y? C F vesupr,y < v olacak sekilde vy, vy € F igin, ¥ = v A v5 olsun. O halde,

ve F, W0 C Fsupr < yvev < ~lp olur. O

Teorem 3.22 (Burton vd. 1997) X bir kiime ve F, X iizerinde bir onsiizge¢ tabani,
c¢(F)=1¢ 0< a < colsun. O halde;

1) < F > bir onsiizgectir ve F C< F > dir.

2) ¢(F) = c(< F >).

3 Fo = 0<L/3’J<a}-ﬂ'

4) F bir siizge¢ tabanidir.

5)c > 0ise 3‘-: bir onsiizge¢ tabanidir ve F C ]A: olur.
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—~

6) ¢ > 0ise c¢(F) = c(F).
7)c > 0ise ]:: =< ;—" > olarak tanmimlanan ]N-" kiimesi doygundur.

ozellikleri saglanr.

Teorem 3.23 (Burton vd. 1997) X bir kiime ve F, X iizerinde bir onsiizge¢, ¢(F) = ¢ >
0, 0 < a < colsun. O halde;

1) .7-" = % bir onsiizgectir ve F C % olur.

2) F® bir siizgectir.

3)%:{U€IXZV€>O,U+€E.F}.

4)c(F)=inflael:alx € F}=sup{a el :alx ¢ F}

ozellikleri saglanr.

Teorem 3.24 (Burton vd. 1997) F bir onsiizge¢ ve ¢(F) = ¢ > 0ve 0 < a < ¢ olsun. O

—~

halde; F* = (F)“ dur.

Ispat F C JT-" oldugundan, F* C (% ) dir.
Ters kapsamay1 gostermek icin; F' € (]A-" )@ olsun. O halde F' = v olacak sekilde bir
v E }Veﬁ < avardir. 26 = a— [ ve v = f+¢ olsun. O halde tanimdan; 4y = v+¢e € F

ve F =P = (v+¢)*e =y € Folur. O

Sonug 3.25 (Burton vd. 1997) F bir énsiizgeg, ¢(F) = ¢ > 0ve 0 < a < c olsun. O
halde, F= oA (F*)* olur.

<a<c

Ispat j: doygundu ayrica j—" = ﬂ(}T *)* oldugundan bir 6nceki teoremden istenen sonug

cikar. U

Tanim 3.26 (Vicente ve Aranguren 1988) F, X kiimesi tizerinde bir onsiizgeg olsun. Eger
X tizerinde F onsiizgecinden daha ince bir onsiizge¢ yoksa F onsiizgecine askin onsiizge¢

denir.

Onteorem 3.27 (Young vd. 1993) F, X kiimesi iizerinde bir askin énsiizgec ve v, X

icinde bir belirtisiz kiime olsun. O halde; v € F veya v° € F dir.
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Ispat 1. Yol: Varsayalim ki, 1\V ¢ F olsun. O halde, Vv € Figin, y A v # 0 olur.
B = {y Av:~ € F} bir onsiizge¢ tabani olsun ve G, X iizerinde B tarafindan iiretilen
bir 6nsiizge¢ olsun. O halde agiktir ki, 7 C G ve v € G dir.

F askin siizge¢ oldugundan, G onsiizgeci F den daha ince olamaz. Dolayisiyla; G =F
olmalidir ve v € F olur.

2. Yol: F X iizerinde bir agkin onsiizge¢ oldugundan asal siizgectir. O halde;

X = i\y UA € Fiken (1\1/) € Fveyav € F olur. O

Onteorem 3.28 (Vicente ve Aranguren 1988) F, X kiimesi iizerinde bir askin onsiizgec

olsun. O halde, Vv € I icinv & Fisev A = 0 olacak sekilde en az bir | € F vardur.

Ispat Varsayalim ki v ¢ F ve Vyu € Figin v A p # 0 olsun. O halde, B = {vAp:
pu € F} X iizerinde bir G 6nsiizgeci i¢in taban olur. v € G oldugundan G, F den daha
incedir. Bu F nin askin onsiizge¢ olmasiyla celisir. Dolayisiyla v A p = 0 olacak sekilde
bir p € F vardir. O

Tamm 3.29 (Burton 1993; Burton vd. 1997; Lowen 1979) Her ji,v € I icinv N u € F

iken v € F veya n € F oluyorsa F onsiizgecine, asal onsiizgectir denir.

Teorem 3.30 (Burton 1993) i € IX ise < p > asaldir & 3a > 0: 3o € X, u = al,
dir.

Ispat (Muraleetharan 1997)
(=) : w1, 29 € p° ve 21 # x5 olsun.
u(x) y L 7& I

v = py(z1)1,, vevs(x) = alalim. O halde, v1Vvy = p €< pu >
0 ,x=x

ise yavy €< pu >yadavy €< p > dir. Bunedenle, ;1 > p veya vy > p olur ki bu
celiskidir. Dolayistyla, ;¥ bir tek nokta kiimesidir. Béylece, 3o > 0, 3z € X : p = al,
seklindedir.

(<) :v1,v €< al, > olsun.

O halde, v1 V vy > al, = v1 V vy > «olur. Buradan, vy (x) > a veya vs(z) > « ve

sonug olarak; 1 €< al, > veya vy €< al, > dir. Bu nedenle, < a1, > asaldir. ]
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Onteorem 3.31 (Young vd. 1993) F, X kiimesi iizerinde bir agkin énsiizge¢ ise asal

onsiizgectir.

Ispat v ve pu X icinde iki belirtisiz kiime v VV 1 € F olsun. Varsayalm ki, v ¢ F ve
p ¢ F olsun. F agkin 6nsiizgec oldugundan, Onteorem 3.28’den v Ay, = 0ve PAYy = 0
olacak sekilde ~y,,~vy, € F vardir. F Onsiizge¢ oldugundan; v; A 7, € F dir. O halde,
(V1 Ayg) Av = 0 ve (V1 Aye) A= 0 dir. Buradan, (Vi AY) A (VA ) = 0 olur bu da
vV i € F olmasiyla celigir. O halde ya v € F yada o € F olmalidir. 0J

Klasik mantikta da verdigimiz agkinlik ve asallik kavramlar1 6nsiizge¢lerde de tanim-

lanmis oldu. Simdi bu iki siizge¢ arasinda bu kavramlar incelenecek olursa:

Teorem 3.32 (Burton 1993) F, X iizerinde bir dnsiizgeg, c(F) > 0 ve F, X iizerinde bir
stizgeg¢ olsun. O halde;

a) F asaldir & Fqy askin siizgectir.

b) F asaldir < Fy = F¢ dir.

c) F askin siizgectir < . asaldur.

d) F onsiizgeci asal ve F C G ise G asaldir.

Ispat a) (=): AU B € Folsun. O halde 1,5 € F dir. 1yup = 14V 15 € F olur.

F asal oldugundan; 14 € F veya 1 € F dir. Bunedenle, A € F;, veya B € F olur.
Boylece Fj asal ve dolayisiyla agkin siizgectir.

(<) : p Vv € Folsun. Ohalde (1 V)" = p® U® € Fy dir. Fy askin siizgeg
oldugundan, .° € F, veya 1’ € F, dir. Budurumda, © € F veya v € F dir. Dolayisiyla,
F asaldir.

b) Fo C F¢ve F askin = Fy = F¢dir.

c)F = (F.)q ve (a)’dan;

F = (F.)o askin siizgegtir < .. asaldir.

d) FCG=F, C Gy dir. Ek olarak a)’dan F asaldir & JF; askindir, oldugunu
biliyoruz. Bu nedenle, G, askin siizgec ve dolayisiyla G asaldur. U
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Teorem 3.33 (Lowen 1976, 1979) F, X iizerinde bir onsiizgec ve
P(F) :={G € I'* : G asal onsiizgec ve F C G}
olsun. O halde P(F) in en kiiciik elemani vardur.
Teorem 3.34 (Lowen 1976, 1979) F, X iizerinde bir onsiizge¢ ve
Pu(F) :={G € P(F) : G en kiiciik eleman}
olsun. O halde;
Pou(F) ={F VF: F bir askin siizge¢, F C F}
olur.

Tanim 3.35 (Vicente ve Aranguren 1988) F onsiizgeci, p belirtisiz noktasina yakinsak
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul F onsiizgecinin p belirtisiz noktasinin komsuluk on-

siizgecinden daha ince olmast yani, N, C F olmasidir. F — p ile gésterilir.

Onteorem 3.36 (Young vd. 1993) ® : X — Y bir fonksiyon ve F, X iizerinde bir

onsziige¢ olsun. O halde ©(F), Y iizerinde bir énsiizge¢ tabamdir.

Ispat Onsiizgec tabam kosullarim sagladigini gosterelim:

OST1) F bir énsiizge¢ oldugundan 0 ¢ F dir.

0ST2) ®(v), ®(1) € ®(F) olsun. O halde, v, p € F dir. F 6nsiizge¢ oldugundan,
vAp = rydersek, vy € Fdir. ®(vApu) = ®(y) C &(v)NP(u) ve P(y) € ©(F)

oldugundan istenen saglanir. 0J

Onteorem 3.37 (Young vd. 1993) ® : X — Y orten bir fonksiyon ve F, X iizerinde bir

onsiizge¢ olsun. O halde ®(F) de Y iizerinde bir onsiizgectir.

Ispat ®(F) nin onsiizge¢ aksiyomlarim sagladigim gosterelim:

0S3) F bir onsiizge¢ oldugundan 0 ¢ F dir. & orten bir fonksiyon oldugundan
O(p) = 0 olacak sekilde . € F bulunamayacagindan, 0 ¢ ©(F) olur.

082) &(p) € ®(F) ve () C v olsun. v € &(F) oldugunu gostermeliyiz.:
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O(p) € O(F) = p € Fdir. p C @ H(P(u)) € ®7'(v) olur. Buradan; 1 (®(u))
ve d~1(v) € F dir. ®(p) C ®(P1(P(n))) C B(d1(v)) L™ 1 olur. Dolayistyla,
O(u) C (P (v)) =v € O(F) dir.

0S1) ®(p), () € ®(F) olsun. ®(p) N ®(v) € ®(F) oldugunu gostermeliyiz:

O(p), ¢(v) € ®(F) = p, v € F dir. F onsiizge¢ oldugundan, p A v € F dir.
d(pAv) C O(p) N &(v) 0S2)den; d(u) A B(v) € O(F) olur. O
——

€ED(F)

Onteorem 3.38 (Young vd. 1993; Vicente ve Aranguren 1988) ® : X — Y bir fonksiyon
ve F, X iizerinde bir askin onsiizge¢ olsun. O halde, ®(F) de Y iizerinde bir askin

onsziigectir.

3.1.2. Genellestirilmis siizgecler

Onsiizgecler belirtisiz kiimelerle kurulan bir siizge¢ yapis1 olmasina ragmen simdi vere-
cegimiz genellestirilmis slizge¢ kavramu ise klasik siizgeclere bir derecelendirme yaparak

bu siizge¢ kavramini belirtisizlestirir.

Tamm 3.39 (Burton vd. 1997) f : 2% — I sifir olmayan fonksiyonu,

GS1) f(@) =0dwr
GS2)VA, B C X, f(A) A f(B) < f(AN B) dir
GS3)VA,BC X, AC B = f(A) < f(B) dir

kosullarint sagliyorsa, bu fonksiyona X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis siizge¢ denir.
f:2X - TveAC Xigin

<[> (A):=supf(B)

BCA

tamimlanir.

Tamm 3.40 (Burton vd. 1997) f : 2% — I sifir olmayan fonksiyonu,

GSTI) f(2) = 0 dur.
GST2) VA, B C X, f(A) A f(B) << f > (AN B) dir.

kosullarini saglryorsa f fonksiyonuna X iizerinde bir genellestirilmis siizge¢ tabant denir.
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Dogal olarak her genellestirilmis siizgeg, bir genellestirilmis siizge¢ tabanidir.

Teorem 3.41 (Muraleetharan 1997) X bir kiime ve f, X iizerinde bir g-siizge¢ tabani ise

< f > bir g-siizgectir.

Ispat GS1) < f > (@) = supf(A) = f(2) = 0.

ACo
< f>(X)=supf(A) > 0.
ACX
GS2) A, B C X olsun.
<f>AN<f>(B)=0ise< f>(AAN< f>(B) << f>(ANB)olur.
a << f> (AN < f>(B)olsun.
O halde,
a<supf(U)Asupf(V) =3JU CA IVCB a< flUNFV)<<f>UNYV)
UCA VCB
=3IV CUNVCANB, a< f(W)
=a<< f>(ANB)
Boylece, < f > (AN < f > (B) << f > (AN B) dir.
GS3) A C Bise;

< f>(A)=supf(U) <supf(U)=<f>(B)
UCA UCB

olur. O

Tanim 3.42 (Burtonvd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizge¢ tabani ise f nin karakteristigi;
c(f) = sup f(A)
ACX

olarak tanimlanir. Tanimdan goriiliiyor ki; ¢(f) > 0 dur.

Onteorem 3.43 (Burton vd. 1997) X bir kiime ve f, X iizerinde bir g-siizge¢ tabani ise;

o(f) =c(< f>)

olur.

Ispat c(< f>) =sup < f > (A)
ACX

= sup sup f(B)

ACXBCX

= sup f(B)

BCX

= c(f)
dir. ]

30



MATERYAL VE METOT C. SEKIN

Onteorem 3.44 (Burton vd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizgec ve A, B C X olsun. O

halde;
1) c(f) = f(X)
2) (AN B) = f(A) A f(B)

ozellikleri saglanir.

Tanim 3.45 (Burton vd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizge¢ (tabant) ve c(f) = c ise;

0<a<cign f*={FCX: f(F)> a} (iist) a-kesme siizgeci (taban)

0<a<cicn fo={FCX:f(F)>a} (alt) a-kesme siizgeci (tabant)

tanimlantr.

Teorem 3.46 (Burton vd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizgec(tabanm), ¢(f) = c olsun. O
halde;
(a) 0 < a < cise f* X iizerinde bir siizgectir (tabanidir).

(b) 0 < o < cise f,, X iizerinde bir siizgecir (tabanidir).

Ispat (a) f, X iizerinde bir g-siizgec olsun.
f(X)=c>a= X € folur. Dolayisiyla f* # & dir.
Fe f*= f(F)>a>0veboylece F # & dir.
A, Be f*= f(A)Nf(B) = f(ANB) > a ve boylece AN B € f*dur.
Sonug olarak; A € f*ve A C B = f(B) > f(A) > a ve buradan; B € f olur.
(b) secenegi (a)’ya benzer sekilde yapilir. U

Onteorem 3.47 (Burton vd. 1997) f bir g-siizge¢ (tabant), ¢(f) = cve 0 < a < B < c
ise
fecffcrcy

dir.

Teorem 3.48 (Burton vd. 1997) X bir kiime olsun. F(X) ile X iizerindeki biitiin siizge¢-
lerin ailesini; G(X) ile de X iizerindeki biitiin g-siizgeclerin ailesini gosterelim. V:F(X) —

G(X), Y(F) =1, fonksiyonu olsun. V fonksiyonu birebirdir fakat érten degildir.

31



MATERYAL VE METOT C. SEKIN

Ispat ¥ fonksiyonunun birebir oldugunu gérmek icin karakteristigi 1 den farkl1 olan bir
g-stizgec bulunmalidir. Asagidaki 6rnekleri inceleyelim:
Ornek 1: X = {1,2,3} olsun. f fonksiyonu; 1 ¢ f = f(F) = 0 seklinde tanimlansin.
fAIH =f{1.3}) =5, f({1.2}) = 5. f({1,2,3}) = L.
Ornek 2: U, = {m € N: m > n} olmak iizere;

9F:Un

g(F) = olarak tanimlansin ve f =< g > olsun.

1
0 ,diger durumlarda

.. a ,F={a}
Ornek 3: ¢, .(F) = Ve faa =< Ja,q > Olsun.
0 ,diger durumlarda

Bu g-siizgeg; VA, B C X icin fo o(AU B) = fau(A) V fau(B) ozelligine sahiptir.
Bu orneklerden goriilecegi gibi, verilen fonksiyonlar birebirdir fakat 6rten degildir. [

Tanim 3.49 (Burton vd. 1999) f, X iizerinde bir g-siizge¢ olsun.
VA, B C X igin, f(AUB) = f(A)V f(B)
oluyorsa, [ g-siizgecine asal g-siizgectir denir.

Onteorem 3.50 (Burton vd. 1999) F, X iizerinde bir stizgec ve 0 < a < 1 olsun. O
halde;

F bir askin siizgectir < aly asal g-siizgectir.

Ispat (=) : FF bir askin siizgec olsun. O halde, AU B € Fise alp(AU B) = o dir.
Dahasi, I bir agkin stizge¢ oldugundan, A € [F veya B € F dir. Boylece,

alp(A) Valp(B) =a =alg(AU B)

AUB ¢ Fise alg(AU B) = 0 dir. F bir siizge¢ oldugundan, A ¢ Fve B ¢ I ve
boylece,

Ole(A) V Ole(B) =0= ozl]F(A U B)

olur.

(<) : aly asal bir g-siizge¢ ve AU B € F olsun. O halde,
alp(AUB) = a = alp(A) V alp(B)
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dir.
Bu nedenle,
alp(A) = aveyaalp(B) = «
ve boylece; A € F yada B € F dir. Dolayisiyla, F bir agkin siizgectir. U

Teorem 3.51 (Burton vd. 1999) [ bir g-siizge¢ ve c(f) = c olsun. O halde;
fasaldir & f. askin siizgectir.
Ispat (=) :
AUBe f. « f(AUB)=f(A)V f(B)=c

< f(A)=cveya f(B)=c
& Ac f.veyaB € f,
(<) a <cise,
a< f(AUB) = AUBe f*={.
= f(AUB)=cve A€ f.veyaB € f,

= f(A)V f(B)=c= f(AUB)
olur. O

Sonug 3.52 (Burton vd. 1999) [ bir asal g-siizge¢c ve c(f) = c ise Ya € [0,c¢) icin,
fa = fO = fc dir.

Ispat f. C f%ve f nin askin siizge¢c oldugunu biliyoruz. Buradan, o € [0,¢) igin
fo= f= f°olur. O

[ bir siizge¢ olmak {iizere;
P(F) "“2" {K : F C K, K askin siizge¢}
tanimlayalim.

Onteorem 3.53 (Burton vd. 1999) f bir g-siizge¢, o > ¢ = c(f) ve F € P(f°) ise alg

bir asal g-siizge¢ ve f < aly tir.

Ispat On teorem 3.50’den, aly asaldir ve A C X ve f(A) > 0ise A € f° C F dir.
Buradan, alp(A) = a > c= f(X) > f(A) olur. O
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Teorem 3.54 (Burton vd. 1999) f bir asal g-siizge¢, c(f) = cve F = f.ise f = cly dir.

Ispat A C Xolsun. f(A) > 0ise A € f° = f. =T ve boylece f(A) = c = clg(A) dur.

f(A) =0ise A ¢ F ve boylece f(A) =0 = clp(A) dir.
olacagindan ispat biter. U

Teorem 3.55 (Burton vd. 1999) f bir g-siizgeg, c(f) = c olsun. O halde;
P(f) = {alr : F € P(f°), a > c}
dir.

Ispat g € P(f), c(9) = a ve F = g olsun. O halde, Teorem 3.54’ten F agkin siizgec
olmak iizere, g=aly dir.

Dahasi, f < g oldugundan, ¢(f) < a = c(g) ve F D f9 dur.,

Tersine, g = a1y ise Onteorem 3.53°den g € P(f) olur. (Burton vd. 1999) O

f g-siizgeci i¢in;
P f) n {g : g en kiigiik asal siizgec ve f < g}
tanimlayalim.
Sonug 3.56 (Burton vd. 1999) f bir g-siizge¢ ve ¢(f) = c olsun. O halde;
Pu(f) = {clr : F € P(f°)}
dir.
Ispat g € P,,(f) olsun. O halde bir a > ¢ ve bir F' € P(f°) i¢in g = ol olur.

a > cise, ¢ < < « olacak sekilde bir /3 segebiliriz ki bu durumda, h = S1p € P(f),

h < g ve h # g olacagindan bu ¢ nin minimal eleman olmasiyla ¢elisir. U

Tamm 3.57 (Burton vd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon ve f € I*, X iizerinde bir
g-siizgec tabani olsun. f g-siizgecinin direkt goriintiisii;
h(f):2¥ — I, B— h(f)(B)

sup f(A) , h(A) = B olacak sekilde bir A C X varsa
— ! n)=B

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve h(f) ile gosterilir.

34



MATERYAL VE METOT C. SEKIN

Teorem 3.58 (Burton vd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon ve f, X iizerinde bir g-siizgec
tabant olsun. O halde, h(f), Y iizerinde bir g-siizge¢ tabamdr.

Ispat GST1) f sifir olmayan bir fonksiyon oldugundan f(A) > 0 olacak sekilde bir A C
X vardir ve dolayisiyla A(f)(h(A)) > 0 olur. Yani, A(f) sifir olmayan bir fonksiyondur.
Ayrica, h(f)(@) = sup f(A) = f(@) =0dw.
GST2) By, By C th()fs)ljr?. O halde,
a < h(f)(B1) Nh(f)(B2)
= dA;, A C X :h(A)) = By, h(As) = Bavea < f(Ar) A f(Ag)
= JA3C A NA:a< f(A;)
= dB3=h(A3) C BiN By :a < h(f)(Bs)
= <hW(f)>(BiNBy) = sup h(f)(Bs) >«

B3CB1NBy

Boylece, h(f)(B1) A h(f)(Bz2) << h(f) > (By N By) dir. O

Teorem 3.59 (Burtonvd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon, f, X iizerinde bir g-siizge¢ ve
< h(f) >, h(f) g-siizge¢ tabani tarafindan iiretilen bir g-siizge¢ olsun. O halde;
1) f bir g-siizgeg ise, her B C Y icin < h(f) > (B) = f(h~'[B]) dir.
2) f bir asal g-siizge¢ ise < h(f) > de asal g-siizgectir.
3) < h(f) >=<h(< f>)>dir
Ispat 1) < h(f) > (B) = sup h(f)(B') = sup sup f(A)= sup f(A)dr
B'CB B'CBh(A)=B' h(A)CB
h(h~'[B]) C B oldugundan, f(h~'[B]) << h(f) > (B) dir. Tersine,
h(A) C Bise A C h7[h(A)] C h7![B] ve f bir g-siizge¢ oldugundan, f(A) <
f(h™1[B]) dir.
2) B1, By C Y olsun. O halde;
<h(f) > (BiUBs) = f(h'[B1U By)
= f(hHBi]) vV f(h7[Bs))

=< h(f) > (B)V < h(f) > (B2)
Dolayisiyla, < h(f) > asaldir.

3) <h(<f>)>(B) = sup < f>(A)

R(A)CB
= sup sup f(A)= sup f(4)
h(A)CBr(A'YCA h(A")CB

=< h(f) > (B)
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dir. O

Tanim 3.60 (Burton vd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon ve g € [ 2" Y lizerinde bir

g-siizge¢ tabani olsun. g nin ongoriintiisii;

h=l(g): 2% = I, A — h71(g)(A)

sup g(B) ,hlB]=ABCY
h=1[B]=A

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve h=1(g) ile gosterilir.

Teorem 3.61 (Burton vd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon ve g, Y iizerinde bir g-siizgec

tabani ise, h™1(g) nin X iizerinde bir g-siizge¢ tabami olmasi icin gerek ve yeter kosul;

h='[B] = @ olan her B C'Y i¢in g(B) = 0 dur.

Ispat GST1) (=) : h~!(g), X iizerinde bir g-siizge¢ tabani oldugundan; 0 = h~'(g)(@) =
sup ¢(B) dir ve bu nedenle, h~![B] = @ olan her B C Y i¢in g(B) = 0 dir.
h=1[B]=o
(<) : g stfir olmayan fonksiyon oldugundan, g(B) > 0 olacak sekilde bir B C Y

vardir. Bu nedenle, h~(g)[h[B]] = sup  g(B) > g(B) > 0d.
h=1[B']=h=1[B]
Yani h~!(g) sifir fonksiyon degildir.

GST2) Ay, Ay C X olsun. O halde,
a < h7Hg)(A1) AR (g)(As)
= dAB;, By CY :h7l B = Ay, h7l[By] = Ay ve a < g(B1) A g(By)
= dB3;C B NBy:a<g(Bs)
= JA3=h"YB3] C A NAy:a<h(g)(A3)
= <hg)>(A1NA)= sup h'(g)(A43) >«

A3CAINAg

Boylece, h™(g) (A1) A h™1(g)(A2) << h™l(g) > (A1 N Ag) olur. O

Teorem 3.62 (Burton vd. 1999) h : X — Y bir fonksiyon ve g, Y iizerinde bir g-siizgec
tabani ise;

(i) h orten ise h='(g) bir g-siizge¢ tabamdur:

(ii) g bir g-siizgeg, h~'[B] = @ olan her B C Y i¢in g(B) = 0 ve h birebir ise h™'(g)

bir g-siizgectir.
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(iii) g bir asal g-siizgeg, h™'[B] = @ olan her B C Y i¢in g(B) = 0 ve h birebir ise
h=Y(g) bir asal g-siizgectir.

Ispat (i) h 6rten bir fonksiyon oldugundan, 2~ '[B] = @ olmasi igin yeterli ve gerekli
kosul g(B) = 0 olmasidir. Dolayisiyla, h~*[B] = @ olan her B C Y i¢in g(B) = 0 olur.
(ii) Her A C X cin;
<h7'(g) > (A) = suph~'(g)(A)
A'CA

= sup sup ¢(B)
A'CAR—1[B]=4’

= sup ¢g(B) <h ' (g)(4)
h=1[B]CA

oldugunu kanitlamahiyiz. o << h™!(g) > (A) ise h"}[B] C A ve a < g(B) olacak
sekilde B C Y vardir. B' = h(A) U B oldugunu diisiinelim. A birebir oldugundan,
h='[B] = h™'[h"'(A)] U h~![B] = A olur. Diger taraftan g bir g-siizge¢ g(B') >
g(B) > a oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla =1 (g)(A) > « dur.

(iii) A1, Ay € X olsun. a < h™Y(g)(A; U Ay) ise h™[B] C A; U A, olacak sekilde
bir B C Y vardir ve o < g(B) dir.

i =1,2i¢in B; = (h(A4;)NB)U(B — h(X)) oldugunu diisiinelim. & birebir oldugun-

dan;

saglanir. Diger taraftan,

BiUBy = (h(A1UAy) N B)U (B — h(X))
= (h(h![B])U(B — h(X)) =B

oldugunu biliyoruz. g bir asal g-siizge¢ oldugundan, g(B;) > « veya g(By) > « dir. Bu
nedenle, h(g)(A;) > a veya h™*(g)(As) > « ve dolayisiyla h ' (g) asaldir. O

Belirtisiz topolojik uzaylarda onsiizge¢ ve genellestirilmis siizge¢ kavramlar: verildi.
Gortldi ki, onsiizgegler belirtisiz kiimelerle olusturulan siizgeglerken, genellestirilmis
stizgecler ise klasik mantiktaki stizge¢ kavramina bir agiklik derecelendirmesi yaparak

onu belirtisizlestirir.
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Belirtisiz topolojik uzaylarda bu iki siizge¢ tanimlandiktan ve 6zellikleri verildikten
sonra simdi /X — I doniisiimiiyle tanimlanan I-siizge¢ tamimi verilecek ve 6zellik-

lerinden soz edilecektir.

3.1.3. [I-Siizgecler

Konunun biitiinliigii ve anlagilabilirligi icin Oncelikle I-belirtisiz topolojik uzay kavramin-

dan bahsedelim.
Tamm 3.63 7 : IX — I doniisiimii,

IBTI) 7(0) = 7(1) = 1.
IBT2) Yy, iy € 1% igin 7(11y) A T(pa) < 7(py A o) dir:
IBT3) Herhangi bir {yu, : i € J} C I~ icin T(\//Li) > /\T(ui) dir.

icJ icJ
kosullarm saglvyorsa, T ya X iizerinde bir I-belirtisiz topoloji; (X, ) ikilisine de I-

belirtisiz topolojik uzay denir.

I-slizge¢ kavramini vermeden 6nce bu konuda bazi tanimlara ihtiyacimiz olacaktir.

C : IX — I olmak iizere, < C >: I — I doniisiimii,
<C> (u) =sup{C(\): X e I*, A< pu}
seklinde tanimlanir. Herhangi bir o € I; = [0, 1) i¢in C* belirtisiz kiimeler ailesi,
C*={pel*:C(n) > a}

seklinde tanimlanir.

X kiimesi tizerindeki tiim belirtisiz noktalarin kiimesi F'P(X) ile ve FP[X] ile de
FP(X) in biitiin alt kiimeleri gosterilecektir.

Belirtisiz topolojik uzaylarda soz ettigimiz, Pao-Ming ve Ying-Ming’in tanimladigi
"belirtisiz noktanin Q-komsulugu" kavrami yerine bu boliimde Sostak’in yapmis oldugu

"belirtisiz noktanin belirtisiz Q-komsulugu" verilecektir.

Tamim 3.64 (Sostak 1990) (X, 7) bir I-belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X) olsun.
Eger,
Va € I igin, L) = {u € I (3N e 1) pghve A < u}
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esitligi saglaniyorsa, L, : I* — I déniigiimiine p nin T belirtisiz topolojisine gire Q-

komguluklar sistemi denir.

Onerme 3.65 (Sostak 1990) (X, 7) bir I-belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X) olsun.
L,, doniisiimiiniin T belirtisiz topolojisine gore p noktasinin Q-komgsuluklar sistemi olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul,
L,(1) = sup{T(A) : X € I*, pgAve A < u}
esitliginin saglanmasidir.

Onerme 3.66 (Sostak 1990) (X, T) bir I-belirtisiz topolojik uzay ve p € FP(X) olsun.
Eger L, : I — I doniisiimii T topolojisine gore p noktasimin Q-komgsuluklar sistemi ise
L, doniigiimii,

(Q1)Vu € I igin, L,(p) > 0 = pqu diir.

(02) sup{L,(n) : p € I*} = 1.

(Q3) Viuy, pry € IX dgin Ly(pay A pip) > Lyp(p11) A Ly(hs)-

(Q4) Yy, iy € I igin g < iy = Ly(111) < Ly(p13)-

(05)Vp € I igin, L,(p) = sup{L,(A\) A (\L(N) : A € I, X < p}.

eqA
kosullarint saglar.

Onerme 3.67 (Sostak 1990) Her bir L,:I* — Ivep € FP(X) icin Onerme 3.66’da
verilen (Q1)-(Q5) kosullart saglansin. O halde,

7(p) = nf{Ly (1) = pap}
seklinde tamimlanan T : I — I doniigiimii X iizerinde bir I-belirtisiz topoloji olur.

Ayrica, p € FP(X) icin her L,, doniisiimii, p nin T belirtisiz topolojisine gore, belirtisiz

Q-komsuluklar sistemidir.

Tamim 3.68 (Eklund and Gahler 1988) F : IX — I fonksiyonu,
1S1) F(0) =0, F(1) = 1.
1S2) Yy, iy € IX igin py < py = Fpy) < F(py) dir
IS3) Vpuy, iy € IX igin Fpy) A F(piy) < Fpy A o) dir.
kosullarint sagliyorsa, F' ye X iizerinde bir I-siizgectir denir.

X iizerindeki tiim I-siizge¢lerin ailesi, I F'(X) ile gosterilir.
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Tamim 3.69 (Eklund and Gahler 1988) B : I — I doniisiimii,

ISTI) B(0) =0, sup{B(p): p € IX} =1.
IST2) Yy, py € I igin B(py) A B(py) << B > (py A 1) dir:
kosullarint saglryorsa, B ye X iizerinde bir I-siizgec tabanidir denir.

B X iizerinde bir I-siizge¢ tabani ise < B > X iizerinde bir I-siizgectir.

Onerme 3.70 (Giiloglu ve Coker 2005) (X, 1) bir I-belirtisiz topolojik uzay olsun. Her
p € FP(X) icin L, : I — I belirtisiz Q-komgsuluklar sistemi, X iizerinde bir I-

siizgectir. Ayrica,

By(p) = L,(11) A (NLe))

eqp

seklinde tamimlanan B, : I — I déniisiimii X iizerinde bir I-siizge¢ tabanidur.

Ispat Oncelikle L,, doniisiimiiniin X {izerinde bir /-siizge¢ oldugu gosterilmelidir.
(IS1) Onerme 3.65’ten ve (Q2) dzelliginden istenen elde edilir.
(IS2) ve (IS3) ise (Q4) ve (QS5) ozelliginden ortaya cikar.
Simdi B, : [ — I doniisiimiiniin X iizerinde bir /-siizge¢ tabani oldugunu ispatlay-
alim:

B,(0) = 0 oldugu agiktir. Diger taraftan,

sup{B,(n) : p € I’} = sup{L,(u) A (/\Ee(u)) cpeIr}

eqp

= sup{Ly(1) A (\Le() s IX, p <1} = L£,(1) = 1.

eqp

fir, pg € I ise,

< By > (g Apig) = Ly(pg A ) = L) A Lyp(112)
= (Lp(pg) A (/\ﬁe(ﬂl)) A (Lp(pg) A (/\Ee(MZ))

€qiy €qia

= By(11) A By(pio)
olur. U
Ornek 3.71 (Giiloglu ve Coker 2005) Her p € FP(X) icin,

L, pgu

0 , diger durumlarda

p(p) =
biciminde tammlanan p : IX — I fonksiyonu X iizerinde bir I-siizgectir.
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Tanim 3.72 (Ramadan and El-Latif 2008) F bir I-siizge¢c ve F(1) = 1 ise I siizgecine

tam belirtisiz siizgectir denir.

Teorem 3.73 (Ramadan and El-Satter 2003) F' ve G, X iizerinde tam belirtisiz siizge¢
ise asagidaki kosul saglanir:

A, Ay € IXicin F(M\) > 0ve G(\o) > 0 olsun. \y A Xy # 0 oldugunu biliyoruz.
FV G : I* — I fonksiyonu,

FvG) = \{FM)AG2) : A= AN}

olarak tamimlansin. O halde F'V G, F ve G den daha ince olan en kaba tam belirtisiz

stizgectir.

Teorem 3.74 (Eklund and Gahler 1988) f : X — Y bir fonksiyon ve F, X iizerinde bir

I-siizge¢ olsun. f(F) : IY — I doniisiimii,

olarak tammlansin. O halde, f(F) de Y iizerinde bir I-siizgectir.

ispat IS1) f(F)(0y) = F(f"(0y)) = F(0x) = 0.

F(F)(1y) = F(f'(1y)) = F(1x) = 1.
1S2) 1y, pts € 1Y ve iy < piy olsun. Bu durumda,

fﬁl(ﬂl) < fﬁl(l@) ve F(fil(,ul)) < F(fil(/@))

olur. Dolayisiyla,

JE)(py) < FOF)(pg)

elde edilir.
IS3) 11y, 15 € 1Y olsun.

oldugu goriiliir. 0
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Teorem 3.75 (Eklund and Gahler 1988) f : X — Y bir fonksiyon ve F, Y iizerinde bir
I-siizge¢ olsun. f~1(F) : I’ — I doniigiimii,

JTHE) () = sup{F(v) : [~ (v) < p}
olarak tammlansin. O halde, {~(F) de X iizerinde bir I-siizgectir.

ispat IS1) f~1(F)(0y) = sup{F(v) : f~'(v) < 0y} =0.

FUE)(1y) = sup{F(v) : f1(v) < 1y} = L. (v = 1y olarak alinirsa gbriiliir.)
1S2) 1y, ity € I ve py < piy olsun. Bu durumda,

STHE) (py) = sup{F(v) : 7 (v) <y} <sup{F(v) : 7 (v) < o} = f7H(F) (o)

olur.

I83) iy, 1y € I¥ olsun. f~1(F)(, A ) = f(F) (1) A f~(F)(11,) oldugunu

gostermek istiyoruz.
Aksini varsayalim. Yani f~'(F)(uy A pg) < f7HF)(pq) A f7H(F)(py) olsun. Bu

durumda,
FTHE)Y (i A i) < F7HEF) () ve fTHEF) (g A o) < F7HEF) (1)

olur. sup tanimindan, f~1(vy) < py, f7H(ve) < py ve

sup{F'(v) : 7' (v) <y Ao} < F(vr), sup{F(v) : f71(v) < piy A o} < F(vo)
olacak sekilde ji, i, € IY vardir. Boylece,

sup{F(v) : f71 (V) < g A o} < F(v1) A F(vs) = F(vi Avs)
olur. Ayrica, vy A vy igin f71 (v Avg) = fH (1) A f71(vs) < py A piy dir. Buradan,
F(vi Avg) <sup{F(v) : f7(v) < py Ao} < F(vi Avs)

bir ¢eligki olur. Dolayisiyla varsayimimiz yanlistir. U

Bu boliimde I-siizge¢ yapisinin belirtisiz kiimelere de bir agiklik derecelendirmesi
yapilarak, bunlar {izerinde bir siizge¢ yapisi olusturdugu goriildii.

Bir sonraki boliimde ise supra belirtisiz topolojik uzay kavrami verilecektir. Bu uzay
tizerinde I* — I doniisiimii ile tamml1 supra belirtisiz siizge¢ kavramindan soz edilecek

ve goriilecektir ki bu siizgeg bir I-stizgectir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Onsiizgeclerden Genellestirilmis Siizge¢ Elde Edilmesi

Belirtisiz topolojik uzaylarda onsiizge¢ ve g-siizgec kavramlari verildi. Simdi ise bu iki
slizgecin birbiri tarafindan nasil iiretildiginden bahsedilecektir:

F, X lizerinde bir onsiizge¢ ve ¢(F) = colsun. F' C X i¢in
Sr(F) :={a € (0,c]: F e F*}
seklinde tanimlansin.

Onteorem 4.1 (Burton vd. 1997) F bir énsiizge¢, ¢(F) = ¢ > 0 olsun. O halde,
Sr(F) = @ veya Sz(F), (B, c] seklinde bir araliktir.

Ispat Sz(F) # @ ise a € Sx(F) olacak sekilde bir o vardur.
a<~vy<cise F € F* C F7 dir ve boylece 7 € Sx(F) olur
F*= U FPoldugundan o € Sp(F) = Fe F*= U FP

0<f<a 0<fB<a

=3J8<a FecFP
=B <, f € SE(F)

olur. O
Tamim 4.2 (Burton vd. 1997) F, X iizerinde bir onsiizgec ve F' C X olmak iizere;

C—iIlfS]:(F) s S]:(F) 7& %]
0 ,SE(F) =9

fx(F) =

seklinde tanmimlanan fonksiyona, X kiimesi iizerinde F onsiizgecinin dogurdugu genellestir-

ilmiy siizge¢ denir.
Teorem 4.3 (Burton vd. 1997) F bir insiizgec, ¢(F) = ¢ > 0 ise [ bir g-siizgectir.

Ispat (GS1)Va < ¢(F), o ¢ F* = Va < c(F), a ¢ Sx(2)

olur.
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(GS2) A, B C X olsun. O halde;
a< fr(A) A fr(B) = inf Sx(A) <c—ave inf Sp(B) <c—«
=c—a€ Sr(A)vec—a € Sg(B)
= A BeF?
= ANB e F°
=c—a€Sr(ANDB)
= inf Sx(ANB)<c—a

=c—Sr(ANB) = fr(ANB) >«
olur ve buradan;

fr(ANB) > fr(A) A f7(B)
elde edilir.
(GS3) A C B C X olsun. O halde;
fr(A) >a = c—inf Sr(A) > a
= Sr(A) <c—a
=c—a€ Sr(A)
= Aec Foe
= BeF¢
=c—a € Sg(B)
= infSx(B)<c—a

= c—inf Sy(B) = fr(B) > a
olur ve buradan, fr(A) < f(B) oldugu goriilir. O

Tamm 4.4 (Burton vd. 1997) F bir onsiizgeg ve pu € IX ise; F onsiizgecinin p ye bagh

karakteristik kiimesi,
OM(F): ={ael:YvelF, JzeX, vix)>px)+a}
={ael:p+a¢F}
seklinde tamimlamir. c*(F) = sup p"(F) olarak tammlamirsa, c*(F) sayisina, F on-

siizgecinin . ye bagl karakteristik degeri denir. F C X ise c'F (F) gosterimi yerine

cf'(F) gosterimini kullanacagiz.
Teorem 4.5 (Burton vd. 1997) F bir dnsiizgeg, ¢(F) = ¢ > 0ve F' C X ise,
f]:(F) =C— CF<f)

44



BULGULAR VE TARTISMA C. SEKIN

dir.
Ispat Yalmzca ¢’ (F) = sup p” (F) = inf Sx(F) oldugunu kamtlayacagiz.
Genel olarak; F' C X igin, 1p + o = (1 + alx) A 1 olarak tanimlanir ve 15 + o =
alx V 1g oldugu kolayca goriiliir. Simdi,
inf Sx(F) < a = a € Sg(F)
=dueF, PB<a, uPlxVls=1r+p
=db<a,lp+peF

=ad¢ pf'(F)=F(F)<a
dir. Bu nedenle, ¢ (F) < inf Sz(F) olur.

Dahast; ¢ (F) < a = a ¢ ! (F)
s lpta=alxyVipeF
=V >a, (alx V1p)*=Fe F’
= V3> a, B € Sx(F)

= inf Sx(F) < a
dir. Béylece; ¢’ (F) = inf Sx(F) olur. O

Teorem 4.6 (Burton vd. 1999) F, X kiimesi iizerinde bir asal onsiizge¢ ve ¢(F) = ¢
olsun. O halde fr de asaldtr.

Ispat A, B C X icin fr(AU B) < fr(A) V fz(B) oldugunu gostermeliyiz:
Buamagla0 < o < fr(AUB) olsun. Ohalde, o < ¢ —inf Sx(AU B)
s AUBe Fe=F
s Ae Fyveya B € Fy
(Fo askin oldugundan)
= inf Sx(A) <c—aveyainf Sz(B) <c—«
= fr(A) = aveya fr(B) 2 o

= fr(A)V fr(B) = o
a keyfi secildiginden ispat biter. U

4.2. Genellestirilmis Siizgeclerden Onsiizgec Elde Edilmesi

Bu boliimde g-siizgeclerden Onsiizgec elde etmeden Once, Onsiizgeglerden iiretilen g-

stizgeclerin ve Onslizgeclerin karakteristigi arasinda bir baglanti bulalim:
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Onteorem 4.7 (Burton vd. 1997) F, X iizerinde bir insiizge¢ ve c(F) = ¢ > 0 ise,

c(fr) = e(F)
dir.

Ispat c = c¢(F) olsun. O halde, c(f7) = fr(X) = ¢ — inf Sx(X) olur. Simdi,
Va<c, X e F*=Va<e ac Sp(X)
= inf Sx(X) =0

= c(fr) =fr(X)=c
dir. U

Tanim 4.8 (Burton vd. 1997) f g-siizgeci icin; (c(f) = ¢)
Fr={vel*:Vo<a<c V3<a, v e f}

seklinde tanimlanan aile X kiimesi iizerinde bir onsiizgectir ve bu onsiizgece, [ g-siizgecinin

X iizerinde dogurdugu onsiizgeg¢ denir.
Teorem 4.9 (Burton vd. 1997) f bir g-siizgeg ise F bir onsiizgectir.

ispat (0S3) 8 < c(f), (0 ={z € X :0(z) > B} = @.

Vo< a<cVB<a, (0)°¢ fvebuda0 ¢ F; oldugunu gosterir.

Diger yandan, ¢ = ¢(f) = f(z) > 0 oldugundan biliyoruz ki; V0 < a < ¢,V < «
icin (1)5 = X € fe% dir ve boylece 1 € F dir.

(082) 11,v € F; olsun. O halde,

VB <c(f), v Npf =wAwPl vAue Fdir

(OS1H) v e Fvev < polsun. 0 < a < ¢, f < o olsun. O halde,

v e femo dir. v® C P oldugundan, f(pf) > f(vP) > ¢ — a olur. Boylece; u € Fy
dir. 0J

Onteorem 4.10 (Burton vd. 1997) f bir siizgeg, c(f) = ¢ > 0 ise,

Fr={vel¥:V0<y<ec v € f .}
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dir.
ispat G:={velX:VO<y<cuv e fe—} tanimlayalim. v € F; olsun. v € G
oldugunu gosterecegiz:

0 <y < colsun. 7 < a < c olacak sekilde bir « secelim. O halde v” € f~* dir. «
keyfi secildiginden, Vo € (v, ¢), f(v) > ¢ — o olur.

Boylece, f(v7) > ¢ — v dir Bagka bir deyisle, v” € f._, dir.

Tersine, v € G olsun. v € F + oldugunu gosterecegiz.:

0<a<c¢0<p < aolsun O halde, 0 < # < colur. Boylece, v* € f. 5 ve
buradan f(v®) > ¢ — 8 > ¢ — a olur.

Bu nedenle, v° € £~ dur. O
g-siizgec ve Onslizgec arasindaki iligki tamamen agik degildir.

Teorem 4.11 (Burton vd. 1997) f bir g-siizgeg ise bu g-siizgegten iiretilen F onsiizgeci

doygundur.

Ispat Ve > Oiginv +¢ € F ¢ oldugunu varsayalim. v € F oldugunu gostermeliyiz.
Bu amagla, a < ¢(f) ve B < « alalim ve v° € £~ oldugunu gosterelim:
B < v < o olacak sekilde v secelim ve ¢ = v — [ olsun. O halde, v + ¢ € F;
oldugundan,

(V+e) = (v+e)te =0 € fo° olur. O

Onteorem 4.7’de 6nsiizgecin ve onun dogurdugu g-siizgecin karakteristigi arasindaki
baglantiyr gormiistiik. Simdi, g-siizge¢ ve onun dogurdugu onsiizge¢ arasindaki baglan-

try1 bulalim.

Teorem 4.12 (Burtonvd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizge¢ olsun. O halde, ¢(Fy) = c(f)
dir.

Ispat c(f) = colsun. O halde,
Vo € Fr,veV0 < B <a<ciginv’ = fdir. =VoeF, ,V0<B<a<c v’ #£0
=V e F;,,V0< B <a<c supv >c

= inf supv > ¢
UE]'—f
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Diger yandan, Va < ¢, ve V3 < aigin (clx)? = X € f® ve bdylece clx € F; dir.
Buradan;

c(Fr) = inf supv <supcly = c¢(f)
UG]'—f

olur. U
Simdi g-siizgeclerin a—kesmelerini inceleyelim:
Onteorem 4.13 (Burton vd. 1997) f bir g-siizge¢, c(f) = cve a € (0, c] olsun. O halde,

dir.

Ispat F € (F;)® olsun. O halde, 3 < a ve F' = v” olacak sekilde v € F, vardir.
v € F; oldugundan, v” = F € f¢=* oldugunu biliyoruz.

Tersine, F' € f“ise f(F) =t >c—adr. v = (c—1t)lx V1 olsun. v € F;
oldugunu gostermek icin Onteorem 4.10’u kullanacagiz. Bu amacla, 0 < v < c olsun.

v € e —t,c)ise v7 = F ve boylece f(v?) = f(F) =t > ¢ — 7 olur.

v € [0,¢—t)ise v = X ve boylece f(v7) = f(X) =c¢ > c—~olur

Bu nedenle; Vv € [0,¢) i¢in v” € f._, oldugunu biliyoruz. Buradan, v € F; ve
F=v"" ¢—t < adr Boylece F' € (Fy)“ olur. O

Onteorem 4.14 (Burton vd. 1997) F, X iizerinde bir énsiizge¢, ¢(F) = ¢ > 0 ise
a € [0, c) igin,
(fr)" = Fo

dir.

Ispat A€ (fr)® < fr(A) =c—inf Sr(4) > «
< infSr(A) <c—a
Sc—ae Sy(A)

S Ae Foe
dir. O
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Onteorem 4.15 (Burton vd. 1997) f bir g-siizgec, c(f) = cve 0 < a < c ise,

o= g
c>B>a

dir.

Ispat F € f¥ise o < 8 < f(F) olacak sekilde /3 secelim. O halde, F € f” ve boylece
Fe U ffd.

B>a

Tersine, F € U f? olsun. O halde baz1 3 > « lar icin F' € f? dir. Boylece,

c>P>a

f(F) > B > aolur. Buradan F' € f* dir. O

Sonug 4.16 (Burton vd. 1997) f bir g-siizge¢, c(f) = cve 0 < a < c ise,

c—a U c—pf
f 0<,3<af

dir.

Onteorem 4.17 (Burton vd. 1997) f ve g g-siizgecler, c(f) # c(g) ise f # g dir.

Onteorem 4.18 (Burton vd. 1997) f ve g g-siizgecler, c(f) = c(g) = c olsun. O halde,
Va<cicin f*=g¢" < f=yg

dir.

Ispat Va < cigin f* = ¢ ©Va<c, VAC X, A€ f°
< Aeg”
SVAC X, Va<e (f(A) >a<s g(A) > a)
S VACKX, f(A) =g(A)
f=y
dir. O
Her genellestirilmis stizgece bir doygun Onsiizgeg¢ ve tersine olarak her onsiizgece de

doygun bir g-siizgec karsilik geldigini gordiik.

Teorem 4.19 (Burton vd. 1997)
S(x)={F ¢ 21" . F. X iizerinde doygun bir onsiizgec}
G(z) = {f €2 : f, X iizerinde bir g-siizge¢}
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olsun. O halde, ¥ : S(z) — G(z) fonksiyonu birebir ve 6rtendir.
A
Ispat Oncelikle ¥ fonksiyonunun birebir oldugunu gérelim. Bu amacla, F, £ € S (x),

F # Lolsun. ¢(F) # c(L) ise,

f7(X) =c(F) —inf{la < ¢(F) : X € F*}
=c¢(F)-0
7# (L)
= fc(X)

ve boylece fr # f, olur.

c(F) =c(L) = cise Ja < ¢ vardir ve F # L dir.

Bu doymus onsiizgecleri a-kesme siizgeclerinden tamamen belirlenir. Varsayalim ki,
F e F*\L* olsun. O halde, o € Sx(F)\S(F) olur.

Buradan, Sz(F) < a ve o < S (F) dir. Buradan da,

fr(F)=inf Sg(F) >c—a>c—inf Sg(F) = fo(F)

olur. Boylece fr # f oldugu goriiliir.
¥ fonksiyonunun rten oldugunu gostermek icin, f € G(z) ve ¢(F) = ¢ olsun. O
halde;
Fr={vel*:Va<ec VB <a, v’ e f}

dir. Simdi Onteorem 4.13 ve Onteorem 4.14’ten;
Vo € [0, ¢) igin (fr,)* = (Fp)=* = fo (=) = f oldugunu biliyoruz. Bu nedenle,
Onteorem 4.18’den,

qj(Ff}‘) = f}—f - f

dir. 0
Buradan asagidaki sonucu cikariyoruz:
Sonuc¢ 4.20 (Burton vd. 1997) f, X iizerinde bir g-siizgec ise
fr,=17

dir.
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Sonuc 4.21 (Burton vd. 1997) F, X iizerinde bir doygun onsiizge¢ ise
F. fr = F

dir.

ispat ¥ : S(z) — G(x) fonksiyonunu alalim. O halde, ¥(F) = fr ve U(F;,) =
‘)

F Ir
f(Ffr) = frolur.
Boylece, ¥ fonksiyonunun ortenliginden; F = F¢, olur. 0

Onteorem 4.22 (Burton vd. 1997) F bir onsiizgec ise fr = f; dir.

Ispat F C X icin,
f}(F) = c(%) —inf{a: F € (%)a}
co(F) —inf{a: F € (F)*}

= fr(F)
dir. O

A
Dolayisiyla, F Onsiizgeci igin fr = fr tir.

A A
Bunu saglayan f nin en dogal tanimi; f = f tir.
Teorem 4.23 (Burton vd. 1997) F bir onsiizgeg ise Fy, = % tir.

Ispat Teorem 4.11°den F - In bir doygun 0nsiizge¢ oldugunu biliyoruz. Bu nedenle,
Va < c(;") =c(F), (Fp)* = (J:")O‘ oldugu gosterilmelidir.

(Frp)® = (fr)® = F* = (F)* oldugundan istenen goriiliir. O

Buradan asagidaki 6nsiizgeclerin doygunlugunun karakterizasyonu ile ilgili son sonucu

elde ederiz:
Sonug 4.24 (Burton vd. 1997) F bir énsiizge¢, ¢(F) = ¢ > 0 ise,
%:{UGIXIVO<04§C, VB < a, v¥ € FY)

seklindedir.
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ispat ve F s veF,
SVi<a<ec Vo <a

vl € (fr) 0 = F°
dir. O

Asal onsiizgecler ve asal g-siizgecler arasindaki baglantiy1 kurabilmek i¢in oncelikle

asagidaki lemmayi kanitlayacagiz:

Onteorem 4.25 (Burton vd. 1999) (L, <) tam sirali bir kiime ve (X, <) kismi siralt bir
kiime olsun. Ayrica,

0,V (L, <) = (X, %)
azalan fonksiyonlar olsun. Yani;
Va,B € Licina < = () < p(a); ¥(8) = ¥(a)

olsun.

FCX, Vricinx € Fyox Xy =y € F" ozelligine sahip bir kiime olsun. O halde;

Va e L, ¢(a)€ FveyaV¥(a) € F
& (Vae L, p(a) € F)veya (Va € L, V(o) € F)

olur.
Sonuc¢ 4.26 [ C R bir aralik, X bir kiime ve @, U,
Va,f € Ligina < = ¢(8) € ¢(a); ¥(3) € ¥(a)
ozelligini saglayan iki fonksiyon olsun. I de X iizerinde bir siizge¢ olsun. O halde;

Vael, ola) € FveyaV(a)eF
& Vael, p(a) € F)veya (Va € I,¥(a) € F)

olur.

Teorem 4.27 (Burton vd. 1999) f, X kiimesi iizerinde bir asal g-siizge¢ ve c¢(f) = ¢
olsun. O halde F; asaldir.
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Ispat Vv e F olsun. Onteorem 4.10, Teorem 3.51 ve Sonug 3.52’den,

tanim

Vy € [0,¢), (V) = JvY € fo, = f. = Fvel, X iizerinde bir agkin
stizgectir. Bu nedenle;

Vy €0,¢), (1 € Fveyar” € F)
oldugunu biliyoruz. Sonug 4.26’dan
(Vy € [0,¢), " € F) veya (Vy € [0,¢), " € F)

olur ve Onteorem 4.10°dan, 1 € F veya v € T oldugu goriiliir. U

Sonuc 4.28 (Burton vd. 1999) f bir g-siizge¢ ve F bir onsiizgec olmak iizere;

f asaldir < F; asaldir.

F asaldir < fr asaldir.

ispat Sonug 4.20, Sonug 4.21, Teorem 4.6 ve Teorem 4.27°den goriiliir. U

4.3. Supra Belirtisiz Siizgec

Supra belirtisiz siizgecinin tanimini vermeden Once bazi gerekli bilgileri verelim.

Teorem 4.29 (Ramadan and El-Latif 2008) (X, 1) bir I-belirtisiz topolojik uzay olsun.

O halde, her X € IX ver € I icin C, : I x Iy — I doniisiimiinii,

Co(Ar) = Nlu: A <p, 7(1—p) > 7}

seklinde tamimlayalim.

Tamm 4.30 (Ramadan and El-Latif 2008) Her \, ji € 1X ve r, s € I icin C; déniisiimii,
(i) C(0,r) = 0
(i) N < C-(A, 1)
(iii) C-(A\, 1) V Cr(p, ) = Cr(AV p, 1)
(iv)r < sise Cr(\,1) < C.(A,8)
(v) C-(Cr (A7), ) = Cr (A7)

kosullarint saglar.
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Teorem 4.31 (Ramadan and El-Latif 2008) (X, 1) bir I-belirtisiz topolojik uzay olsun.

O halde, her \ € IX ver € Iyicin I, : IX x Iy — I doniisiimiinii,

L) =\{p:n<A 7(n) =1}

seklinde tamimlayalim.
Her \, i € IX ver,s € I icin I doniisiimii,
D L(1=Ar)=1=C(\r)veCr(1 = A1) =1—IL(\r)
(i) I.(1,r) = 1
(iii) L;(\,7) < A
(iv) L.(A,7) AN L (py 1) = Lo(AA iy )
(v)r <sisel.(\r)>1I(\s)
(vi) I (I:(A\, 1), r) = I-(A,7)

kosullarint saglar.

Tamm 4.32 (Ramadan and El-Latif 2008) 7 : IX — I doniisiimiine,

SBTI) r(0) = 7(1) = 1
SBT2) Herhangi bir {y, : i € J} C I icin 7'(\/ ;) > /\T(Mi)

icJ icJ
kosullarint saglryorsa bir supra belirtisiz topoloji; (X, T) ikilisine de bir supra belirtisiz

topolojik uzay (SBTU) denir.

7* bir supra belirtisiz topoloji ve 7 < 7" olsun. O halde 7* ailesine 7 bir belirtisiz

topolojisiyle baglantilidir denir.

Teorem 4.33 (Ramadan and El-Latif 2008) (X, T) bir supra belirtisiz topolojik uzay ve
x; € FP(X) olsun.

Sy, « I — I doniigiimiinii,

\/{T(I/i) : 4/_7<1V2' S )\} , Tt SN Z
0 y Lt ¢ v;

Sl't (A)

seklinde tamimlansin. O halde, S,, X iizerinde bir I-siizgectir. Bu siizgece Supra belirtisiz

yakinsaklik siizgeci denir.
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Ispat IS1) Aciktr.
IS2) \; < ), olacak sekilde A\;, Ay € I alahm. Varsayalim ki

Sxt<)\1) >r > Smt ()\2)

olacak sekilde bir r € I, var olsun. S,,(A;) > r oldugundan, S,, nin tanimindan Gyle

vi € I*, (i =1,2,....,n) vardir ki,
AZ\IVZ' < /\1 < )\Qa Ty € Vg, T(Vi) > Ty (Z = 1727 ,TL)

olur. O halde, S,,(\2) > r olur ki bu varsayimimzla ¢eligir. Dolayisiyla, S, (A1) <
Sz, (A2) dir.
IS3)
Se, (A A X)) <7 < Sp, (M)A Sz, (A2)

olacak sekilde \;, \» € IX ve r € I oldugunu varsayalim.
Sz, (A1) > 7 ve Si,(A2) > r oldugundan ve S, nin tanimmndan Syle v;, pu; € I,
(1=1,2,...,n;j=1,2,...,m) vardrr ki,

,7\11/14 <A,z €vyy, T(v) >, (1=1,2,...,n)
1=

ve

j/z\lluj S )\27 Ty € ,LL], T(/,Lj) Z r, (j = ]_72’ 7m)

olur. O halde, ‘7\1%— A Klpj < A1 A Ay ve dolayisiylaher (i = 1,2, ....n;j = 1,2,...,m)
1= j=

igin x; € vy, xy € py, T(vy) > 1 ve 7(p;) > r oldugundan, S;, (A1 A Ag) > 7 olur ki bu

varsayimimizla celisir.

Dolayistyla, VA1, Ay € 1% igin S, (A1 A Ag) > S, (A1) A Sy, (N2) dir. O

Tamm 4.34 (X, 7) bir SBTU ve F, X iizerinde bir I-belirtisiz siizge¢ olsun. F belirtisiz
siizgeci Sy, supra belirtisiz yakinsaklik siizgecinden daha ince ise F siizgeci vy € FP(X)

belirtisiz noktasina supra belirtisiz yakinsaktir denir.

Tanmm 4.35 (X, 7) bir SBTU ve F, X iizerinde bir I-belirtisiz siizge¢ olsun. r € Iy olmak
iizere; ¥y € \, T(N\) > rve F(u) > r olacak sekildeki her \, i € I icin A \ i # 0
ise x; € FP(X) belirtisiz noktasina, F belirtisiz siizgecinin r-supra belirtisiz yigilma

noktasidir denir.
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Tamim 4.36 (X, 7) bir SBTU ve F, X iizerinde bir I-belirtisiz siizge¢ olsun. Sy, (\) >,
F(u) > r olacak sekildeki her )\, € I icin A\ \ i # 0 ise x; € FP(X) belirtisiz

noktasina, I belirtisiz siizgecinin kesin r-supra belirtisiz yigilma noktasidir denir.

Not 3 Her kesin r-supra belirtisiz yigilma noktast ayni zamanda bir r-supra belirtisiz

yvigilma noktasidir.

Ornek 4.37 X = {x,y, 2} bir kiime olsun. \;, \y € I soyle tammlansin:

A(z) =08, A(y)=0.5, A\(z)=0.0
Aa(z) = 0.8, A2(y) =0.0, Ao(2) =0.5
7 : IX — I supra belirtisiz topolojisi de
( 1 A= 6, 1 ise
) = 0.5 , A=\ V \yise
0.3 , A€ {A, A} ise
\ 0 , diger durumlarda
seklinde tanimlanmus olsun.
t<0.8ve0 < r <0.3olsun. O halde,
( 1, A= 1 ise
0.5 , M Ve <A< 1ise
Se(AN) =19 03 , M <A< A Vdaveyady <A< A\ VA ise
0.3 , MA XM A< A veya dy Adg <\ < \gise
| 0, diger durumlarda
olur.
F : IX — I, I-belirtisiz siizgeci,
1 A= 1 ise
FA)=1 06 , X, <A<l
0 , diger durumlarda

seklinde tamimlansin.

O halde, x; F [-belirtisiz siizgecinin bir r-supra belirtisiz yigilma noktasidir fakat
kesin r-supra belirtisiz yigilma noktast degildir. Ciinkii, S;,(A N A2) = 0.3 > 7 ve
F(Xpy2y) = 0.6 > 1 fakat (M A Xg) A Xpyy = 0 dur:
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Teorem 4.38 (Ramadan and El-Latif 2008) (X, 1) bir SBTU ve F, X iizerinde bir I-
belirtisiz siizge¢ olsun. F' belirtisiz siizgeci x; € F P(X) kesin r-supra belirtisiz yigilma
noktasia sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul x; belirtisiz noktasina yakinsak olan

F den daha ince bir G belirtisiz siizgecinin var olmasidur.

Ispat z, F belirtisiz siizgecinin bir kesin 7-supra belirtisiz y1g1lma noktas1 ise S,, (\) >
r, F(u) > r olacak sekildeki her \, u € I igin A A pu # 0 oldugunu biliyoruz. Teorem
3.73’den S,,(\) < G ve F' < G olacak sekilde

G=S,VF

tanimlanabilir. Boylece G x; belirtisiz noktasina supra belirtisiz yakinsaktir.

Tersine, S,, < G ve F' < Gise Sy, (\) > r, F(u) > r olacak sekildeki her \, u € I*
icin G(A\) > r ve G(u) > r olur. G bir [-belirtisiz siizge¢ oldugundan, G(\ A p) >
GA) ANG(p) > rden AN p # 0 olur. Boylece x;, F' nin bir kesin r-supra belirtisiz

yigilma noktasidir. O

Teorem 4.39 (Ramadan and El-Latif 2008) (X, T1) ve (Y, T2) supra belirtisiz topolojik
uzaylar ve f : (X, 711) — (Y, 73) supra belirtisiz siirekli bir doniigiim olsun. O halde,

(i) Vp € I igin Spa), (1) < Si, (71 (1)) dir

(ii) X iizerindeki her F' I-belirtisiz siizgeci ve x; € F P(X) icin, F belirtisiz siizgeci
x; ye supra belirtisiz yakinsak ise f(F') de Y icinde f(x); belirtisiz noktasina supra be-

lirtisiz yakinsaktir.

ispat (1)
Sy (1) > 7> e, (f7H (1))

olacak sekilde i € IV ve r € I oldugunu varsayalim.
St@). (1) > r oldugundan /\TJL/i < pu olacak sekilde v; € IV (f(z); € vs, To(vi) > 7,
i=1
1 =1,2,..,n) vardir. O halde,

f—l(Ayf) = AfMw) < ) ver € f Y, i=1,2,.n

dir. Ayrica 71(f~'(vi)) > 7T2(v;) > r ve dolayisiyla S,,(f'(u)) > r dir. Bu bir
celigkidir. Boylece, her o € IY igin Sy, (1) <S4, (f ' (p)) olur.
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(i1) f supra belirtisiz siirekli oldugundan ve (i)’den

Sty (1) < Se (71 () < F(f7H (1) = F(F)(1)

oldugu goriiliir. O halde Sy(,), (1) < f(F) dir. Boylece, f(F) I-belirtisiz siizgeci f(x);

ye supra belirtisiz yakinsaktir. O
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5. SONUCLAR

Analizin en 6nemli ugragslarindan biri olan yakinsaklik kavramini tanimlamakta diziler
yetersiz kalmistir. Bu kavram yerine ag ve siizge¢ gibi daha genel kavramlar kullanilarak
bu yetersizlik ortadan kaldirilmistir. Ag ve siizge¢ kavramlart yakinsama i¢in es deger
kavramlardir. Fakat siizgecler topolojinin bagka alanlarinda da sik¢a kullanilan bir kavram-
dir. Bir topolojik yap1 varsa buradan bir siizgec elde edilebilecegi gibi, siizge¢lerden de bir
topolojik yap1 kurulabilmektedir. Bu nedenle topolojik uzaylarda siizge¢ kavrami oldukca
Oonemlidir.

Bu tezde topoloji i¢cin onemli bir kavram olan siizge¢ kavrami Belirtisiz Topolojik
Uzaylara genisletilmistir. Bu uzayda siizge¢ kavrami verilmeden, edinilecek bilgilerin
altlarinin bos kalmamasi i¢in 6ncelikle klasik topolojik uzaylarda siizge¢ kavrami kisaca
anlatilmistir. Daha sonra belirtisiz topolojik uzaydan soz edilmistir ve boylece iizerinde
stizge¢ yapist kuracagimiz bu uzayin 6zelliklerinin bilinmesi amaclanmugtir.

Tezin son boliimiinde, belirtisiz topolojik uzaylar {izerinde Onsiizge¢ kavrami detayl
bir sekilde incelenmistir. Bu kavram, I in bostan farkli alt kiimelerinin ailesidir. Daha
sonra genellestirilmis siizge¢ kavramu verilmistir. Bu kavram ise 2% " nin bostan farkli alt
kiimelerinin ailesidir. Tanimlarindan da goriilebilecegi gibi, onsiizgecler belirtisiz kiimel-
erle olusurken, genellestirilmis siizgecler ise bir siizgecin kiimelerini, boylece siizgec
kavramin belirtisizlestirir. Bu iki kavram verildikten sonra, birinin digeri tarafindan nasil
elde edilebilecegi gosterilmistir.

Son olarak 7X" nin bir ogesi olan I-siizgec ve supra belirtisiz siizge¢ kavramindan
bahsedilmistir.

Bir ¢ok matematik¢i siizge¢ kavramu iizerinde calisarak gelistirmistir. Ornegin Ek-
lund ve Gahler tam sirali kafes yapisina sahip olan latis uzaylarda L-siizge¢ kavramini
tanimlamigtir. Sostak ise 1985’de L = [0, 1] aralig1 tizerinde "Smooth fuzzy topology"
tanimlamig ve bu topoloji lizerinde siizge¢ kavramindan bahsetmistir.

Bu tezde ise L = [0, 1] alinmustir.
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