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Haziran 2018, 42 sayfa

Bu tezde, L? ve L te trigonometri ¢alisilmigtir. Lorentz uzayda trigonometrik 6zel-
likler, geodezik hiperbolik ticgenler ve bunlarin 6zellikleri verilmistir. Ayrica, spacelike
ve timelike vektorler arasindaki a¢1 kavrami incelenmistir.

Diger yandan Lorentz uzayda trigonometri ile ilgili, Lorentz uzayda a¢1 kavrami ve
donme matrisi yardimiyla spacelike ve timelike vektorlerin i¢ carpimi incelenmistir. Son
olarak, hiperbolik kiire iizerindeki geodezik iiggenler ve bunlarin 6zellikleri ele alinarak
cosiniis, siniis, ceva, menelaus teoremleri hiperbolik iicgen iizerinde incelenmistir. Bun-
larin yardimiyla hiperbolik iiggende agiortay teoremi ve ceva teoreminin karsiti bulunup,

aciortay ve kenarortay ile ilgili teoremler verilmistir.
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ONSOZ

Bu tezde, Lorentz uzayda trigonometri calisilmistir. Lorentz uzayda vektorler ve agi
kavrami aciklanip, donme matrisi yardimi ile vektorler arasindaki a¢i1 kavrami incelen-
mistir. Hiperbolik kiire lizerindeki liggenler ve 6zelikleri incelenmistir ve hiperbolik iig-
gende aclortay teoremi, ceva teoreminin karsitt bulunup aciortay ve kenarortay ile teo-

remler verilmistir.

Bu tez, Girig, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma olmak iizere

dort ana boliimden olugmaktadir.
Giris boliimiinde, Lorentz uzayda trigonometriden kisaca bahsedilmistir.
Kaynak Taramas1 boliimiinde, kullanilan temel kavram ve ozelikleri verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, Lorentz uzayda trigonometrik teoremler ve Lorentz
uzayda a¢1 kavrami ve donme matrisi yardimu ile spacelike ve timelike vektorler arasin-
daki i¢ carpim Ozelikleri incelenmistir. Ayrica , yonlii hiperbolik ac1 tanimi verilmis bu
ac1 yoniiniin spacelike ve timelike vektorlerle baglantis1 kurulmustur. Hiperbolik kiire iiz-
erindeki ticgenler ve 6zellikleri kullanip cosiniis, siniis, ceva, menelaus teoremleri hiper-

bolik ticgen iizerinde gosterilmistir.

Bulgular ve tartisma boliimiinde, yukarida verilen boliimlerdeki bilgiler dogrultusunda
hiperbolik liggende ag1 ortay teoremi, ceva teoreminin karsitt bulunmus ve bunlarla ilgili

teoremler ifade edilip ispatlanmisgtir.

Bu tez calismasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen sayin danigmanim Prof.
Dr. Abdullah Aziz ERGIN’e en icten tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica egitim hayatim

boyunca her daim yanimda olan aileme tesekkiirii bir borg bilirim.
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1. GIRIS

Yiiz yillar boyunca matematikciler geometrinin diizlem geometrisi diger adiyla Oklid
geometrisinden olustugunu biliyorlardi. Oklid’in Elementler adli kitabinda 5 postulatin
oldugunu ve bunlardan 5. Postulat’in matematikg¢iler tarafindan hep bir karamsar olarak
nitelendirilmesi geometri diinyasinda ¢igir agic1 yeni gelismelere neden olmustur.
Oklid’in 5. postulat olan paralellik postulat1 "diizlemde bir nokta ve bu noktay1 iizerinde
bulundurmayan bir dogru verildigi zaman bu noktadan gecen ve verilen bir tek dogruya
paralel bir tek dogru gecer". ki bin y1ldir matematikgiler ilk dort postulattan besinci pos-
tulat1 elde etmeye caligmiglardir. Proclus(400), Nasiriiddin Tusi, John wallis(1616-1703)
isimli bilim adamlar1 paralellik postulati ile ugragsmiglardir.

1854 yilinda Alman Matematikci Bernhard Riemann yeni bir ¢calisma ortamu kesfetti.
Bu alan Riemann geometrisidir diger bir ismi ile kiiresel geometri olarak benimsenmistir.
Bir kiireyi gdz oniine alirsak kiirelerin merkezlerinde iki biiyiik ¢cemberin kesisimini
gorebiliriz. Bu ¢cemberler sadece iki noktada kesisir. Kiiresel geometride dogrular iki
noktada kesisen geodezikler’den baska birsey degildir. Bu yiizden hi¢bir dogru
digerine paralel degildir. Kiiresel geometride kiirenin iizerindede kesisen iki dogru ve
birde kiirenin u¢ noktasi bize bir iicgen olusturacaktir ama bu ticgenin i¢ agilar1 toplami
180 dereceden biiyiiktiir. Bu ise yeni bir geometrik seklin ¢iktigini ifade etmektedir. Kiire-
sel geometride Oklid geometrisinde oldugu gibi liggen ve 6zellikleri iizerinde ¢alismalar
yapilmistir.

"Bir dogruya digindaki bir noktadan birden fazla paralel cizilebilir" seklindeki
paralellik versiyonu kullanilarak elde edilen geometridir. Hiperbolik geometrinin bu 6zel-
ligi alisilmadik neticeler getirmistir. Hiperbolik geometride paralellik kavrami nedeni
ile pek cok model calistlmistir. Bunlar Ust yar1 uzay modeli, Disk modeli, Yar1 kiire
modeli, Klein modeli, Hiperboloidal model seklinde verilir. Lorentz uzayda Hiperbolik
kiirede ¢aligsmalar yapilmis olup bu kiire iistiindeki tiggen ve 6zelikleri ¢alisiimaya devam
edilmektedir. Lorentz uzayda trigonometri 1984 yilinda K.Nomizu tarafindan ¢alisilmisgtir
ve bu konu iizerinde bilimsel ¢alismalar gelistirilmistir.

Bu tezde Lorentz uzayda trigonometri ve hiperbolik kiire ¢aligilip, Lorentz uzay tanimi

ve Lorentz uzayda vektorlerin spacelike, timelike ve null olarak siniflandirilmasi Lorentz
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ic carpimu ile verilmigtir. Hiperbolik ¢cember kullanilarak donme matrisi verilip donme
matrisi yardimi ile spacelike, timelike vektorler arasinda yonlendirilmis hiperbolik ag1
kavrami incelenmigtir. A(u)? = ? denklemi X’den ? vektoriine yonlendirilmig
u € R agisin1 A(u) ise donme matrisini belirtmektedir. Spacelike ve timelike vektorler
arasindaki yonlendirilmis aciya gore i¢ carpim 6zellikleri incelenmistir. Hiperbolik kiire
tizerinde geodezik licgenler bunlarin trigonometrik 6zelikleri, cosiniis, siniis, menalaus,
ceva teoremleri incelenip, bu teoremler yardimi ile hiperbolik geodezik iicgende aciortay

teoremi, ceva teoreminin karsiti bulunmus ve bunlara bagl teoremler verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Lorentz Uzayda Trigonometri

R"™ n-boyutlu vektor uzayi olsun.

? = (.'13’1,1'2, 7xn) ve ? = (y17y27 >yn)

vektorleri i¢in,
<?, ?> =T1Y1 + Tay2 + ... — TpYp
biciminde tanimlanan fonksiyona Lorentz anlaminda i¢ ¢carpim denir. R" bu i¢ carpimla
beraber n- boyutlu Lorentz uzay olarak tanimlanir ve L" ile gosterilir(Nesovic vd. 1995).
Burada, (., .) indefinite metrik oldugundan, X € L™ vektorii su ii¢ ozellige sahiptir.
<§>, ?> > (0 veya X =0ise X’ spacelike
<?, ?> < 0 ise X e timelike
<?, ?> — 0 ve X # 0ise X e null vektdr denir(Birman ve Nomizu 1984).

Bir vektOriin normu;

X1 = (X, %))

ve L" uzayinda iki vektor X,y ortogonal ise <?, Y ) = 0 dir (Nesovic vd. 1995).

X, L? Lorentz uzayinda bir timelike vektor ve € = (0,1) € L? olsun. Eger,

(X,€) < 0ise X’e future-pointing
(X,€)>0ise X’e past-pointing

vektor denir (Birman ve Nomizul1984). Eger,? timelike vektor ise,
<?,?> = {(z1,72), (21, T2)) = 212 — Towy = 25 — 25 < 0

7] < 13 = |71| < |79

Future pointing vektér ise (X, €) < 0,
((1,22),(0,1)) = —z5 < O yani zg > 0

bulunur. Bu iki ifadeden ¥ = (x1, z2) timelike ve Future pointing vektor ise x5 > 0 ve

|z1| < |z2| den |z1| < x4 elde edilir.
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Yukarida verilenlerden, L2 vektor uzayl, X = (21, 22) ve ¥ = (y1, 1) olmak iizere

Lorentz i¢ carpim
<?> 7> = Y1 — T2Y2

seklindedir(Birman ve Nomizu 1984).

0 € R olmak iizere L>’de donme matrisi,

cosh(f) sinh(0)
sinh(0) cosh(0)

A(0) =
bicimindedir(Birman ve Nomizu 1984).
3. MATERYAL VE METOT

3.1. Hiperbolik Ac¢1

Tanim 3.1. X ve ?, L? uzaywnda Future pointing (veya Past pointing) timelike iki birim
vektor olsun.
cosh(u) sinh(u)| |z Y1

sinh(u) cosh(u)| |z2 Yo
esitligini saglayacak sekilde v € R sayisina X den ?’ye yonlendirilmis hiperbolik aci
denir ve u = (X, ) biciminde gosterilir (Ugurlu ve Caliskan 2012).

Tamm 3.2. X ve ? sirast ile Future pointing ve Past pointing timelike iki birim vek-
t6r olsun. —y Future pointing bir vektordiir. O halde tamm 3.1 geregi u = (=¥, X)
ise (X,¥) = —udur. X iley vektorii arasindaki agida |u| ile gosterilir (Ugurlu ve
Caligkan 2012).
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Sekil 3.1: Timelike vektorler

3.2. Hiperbolik Cemberde Donme Matrisinin Bulunmasi

// z 2=|-_ej.[u+v]

2% ofz1=r.eiv

-V

Sekil 3.2: Hiperbolik Cember

Hiperbolik sayilar kiimesi i¢in j # T 1 6zelligine sahip herhangi bir j sayisini alalim.

j sanal birim x ve y reel sayilar olmak iizere standart taban {1, j} i¢in hiperbolik sayilar
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kiimesi,

H={z=z+jy|s, yeR, j*=1}

olarak tamimlanir(Celik ve Giingor 2014). z = (z1,y1), w = (22,y2) € H i¢in hiperbolik
i¢ carpim,

(z,w) = Re(2w) = Re(Zw) = x1719 — Y192

Z =x — jy'ye z = x + jy’nin eslenidi denir. y = T asimptotlar1 ile birbirinden ayrilan
LILIIT ve IV bolgeleri hiperbolik dordiiller olarak adlandirilir. z = x + jy hiperbolik

sayis1 I ve III bolgesinde ise,
z=re’" = *(rcoshv + jsinhv)
IT ve IV bolgesinde ise,
z =rjel’ = Tr(sinhv + jcoshv)
biciminde yazilabilir(Celik ve Giingér 2014). ¢’ tarafindan tanimlanan donme matrisi,

cosh (v) sinh (v)
sinh (v) cosh (v)

dir(Birman ve Nomizu 1984).

ispat
21 = a1 + jyr = re?" = rcoshu + jrsinhu
esitliginden,
z; = rcoshu
y1 = rsinhu

elde edilir.
29 = Ty + jys = 16/ = cosh(u 4+ v) + jrsinh(u + v)
buradan,

re = rcosh(u+ v)

Yo = rsinh(u+v)

6
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elde edilir. Son esitlikler agilirsa,

ry = rcosh(u+v) =rcoshucoshv + rsinhusinhv
= 1 coshv + y; sinhwv
y2 = rsinh(u + v) = rcoshw. sinh v 4 r sinh v cosh v

= xysinhv + y; coshwv

bu esitlikten,

r9 = xjcoshv+ y;sinhv
Yo = xysinhwv + y; coshw
buradan,
cosh (v) sinh (v T T
O i I o ETBE
sinh (v) cosh (v) Y1 Yo
O
dir.

Teorem 3.3. X € L2 bir spacelike vektor, yani <?7?> > 0 olsun. A(u)? de bir
spacelike vektordiir (Ugurlu ve Caliskan 2012).

Ispat X = (21, 22) olmak iizere

A(u)? _ cosh(u) sinh(u)| |z _ x1 cosh(u) + xo sinh(u)

sinh(u) cosh(u)| |9 x1 sinh(u) 4 25 cosh(u)
dir.
<A(u)?, A(u)?> = 22(cosh?(u) — sinh?(u)) — 22(cosh?(u) — sinh?(u))
= 22 = (X, %) >0
yani A(u)? spacelike’dir. X timelike olsa yine ayn ispat yapilir(Ugurlu ve Caligkan

2012). U

Teorem 3.4. X Future pointing timelike birim vektor olmak iizere;
(X,-X)=0

dir (Birman ve Nomizu 1984).
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Ispat —A(A)X = —X olacak sekilde 6 € R bulacagiz.
—cosh(f) —sinh(0)| |21 —I
—sinh(0) —cosh(0)| |2 — X9

—xz1cosh(f) — zosinh(0) = —mx

Buradan;

—xz1sinh(d) — xocosh(f) = —xo

esitliklerinden

cosh(f) =1 ve sinh(f) =0

dir. Buradan da,

elde edilir (Ugurlu ve Caligkan 2012).

Teorem 3.5. X ?7 € L? Future pointing timelike birim vektorler olmak iizere;

(X, ¥)+(¥.2)=(X.2)

dir (Birman ve Nomizu 1984).

Ispat X ,¥.,Z Future pointing birim vektorler ve (?, ?) = 04, (?, 7) = 6, olsun.

A(0)X = ¥ den,

A(0)F = [cosh(@l) sinh(ﬁl)] |:x1]
sinh(0;) cosh(6)| |z

A(6,)7 = [cosh((%) sinh(%)] |:y1]

sinh(f,) cosh(f,)

A(92)7 _ |:y1 COSh(ez) + Y2 81nh(62)] _ [le

y1 sinh(03) + yo cosh(6s)

8

3.1

(3.2)
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olacak sekilde 61, 6, € R sayilar vardir.(3.1) denkleminden elde edilen
y1 = x1cosh(fy) + xosinh(6;)
y2 = x1sinh(6;) + xo cosh(6;)
esitlikleri (3.2) denkleminde yazilirsa;

zZ1 = (ZEl COSh(Ql) =+ X9 smh(@l)) COSh(QQ) + (IEl sinh(@l) + T2 cosh(@l)) sinh(ﬁg)

= xpcosh(f; + 0s) + xosinh(6; + 65)

29 = (x1sinh(6;) + x5 cosh(6y)) sinh(#y) + (z1 sinh(0;) + x5 cosh(f;)) cosh(6z)
= 1z sinh(6; + 03) + x5 cosh(6; + 0)
buradan da
Aby +60)X =7

elde edilir.O halde
(?7 7) = 01 + 92

dir. X ve y Future pointing ve 7 Past pointing timelike birim vektorler ya da X ve
Z Future pointing ve ? Past pointing timelike birim vektorler i¢in benzer sekilde ispati

yapilir(Ugurlu ve Caligkan 2012). U

Teorem 3.6. X € L2 Future pointing timelike birim vektor olmak iizere;
(X, X)=0
dir (Birman ve Nomizu 1984).

ispat A()X = Xolacak sekilde § € R bulunacak.

cosh() sinh(0)| |z )
sinh(6) cosh(0)| |2 To
buradan
xy = xcosh(f) + x5 sinh(0)
xe = x1sinh(f) + x5 cosh(0)
esitlikleri ancak 6 = 0 iken saglanir (Ugurlu ve Caligkan 2012). U
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Teorem 3.7. X ve ? Future pointing timelike iki birim vektor olmak iizere;

dir (Birman ve Nomizu 1984).
ispat (X,¥) = 6 olsun. Tamm geregi, A()X =y

cosh(f) sinh(0)| |z U1

sinh(f) cosh(0)| |z Yo

Buradan,

y1 = x1 cosh(0) + x5 sinh(6) (3.3)
Yo = x1 sinh(6) + x5 cosh(6) (3.4)
(3.3) ve (3.4) denklemleri sirast ile cosh(f) ve sinh(0) ile garpilirsa,
y1 cosh(f) = x1 cosh?(#) + x4 sinh(6) cosh(#) (3.5)
yy. sinh(f) = x1 sinh?(#) + x5 cosh(6) sinh(#) (3.6)
(3.5) ve (3.6) denklemleri birbirinden ¢ikarilirsa,
y1 cosh(f) — ya sinh(0) = x4 (3.7)

denklemini elde edilir. Aymi sekilde (3.3) ve (3.4) denklemlerini sirasi ile sinh(6) ve
cosh(6) ile garpilirsa,

y1 sinh(#) = z; cosh(f) sinh(#) + x4 sinh?(0) (3.8)

yy cosh(f) = 1 sinh(6) cosh(f) + x4 cosh?(6) (3.9)

denklemlerini elde ederiz. Daha sonra (3.8) ve (3.9) birbirinden ¢ikarilirsa
—yy sinh(0) 4 ya cosh(f) = (3.10)
denklemi elde edilir. Buradan, (3.7) ve (3.10) denklemleri kullanilarak,

yy cosh(f) — yasinh(0) = (3.11)

y1sinh(0) — yo cosh(f) = w9

10
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elde edilir. Simdi, (?, —?) = « olsun. Tanimdan,

cosh(a) sinh(a) | [y —

sinh(a) cosh(a)| |2 —Ya
olacak sekilde o € R vardir. Buradan,
—y1 = x; cosh(a) + zg sinh(«)

—yy = x1 sinh(a) + x5 cosh(a) (3.12)

denklemlerinde (3.11)’den elde edilenler yerine yazilarak;

—y1 = (y1cosh(@) — y,sinh(f)) cosh(a) + (y; sinh(#) — y, cosh(#)) sinh(«)
—y2 = (y1cosh(f) — yosinh(0)) sinh(a) + (y; sinh(0) — yo cosh(#)) cosh(a)

elde edilir,denklemler diizenlenirse;
—y1 = yp.cosh(f — @) + yo. sinh(a — 0)
—y2 = yp.sinh(a — 0) + yo. cosh(6 — «)
denklemini elde edilir. Bu ise matris formda,

cosh(f — ) sinh(a—0)| | —1

sinh(ov — 0) cosh(f — a)| |y2 —Y2

yazilir. (7, —7) = 0 oldugundan o« — # = 0 yani a« = 0

(?7 _7) = (?7 7)

dir (Ugurlu ve Caliskan 2012).
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Sekil 3.3: Timelike vektorler

3.3. Lorentz Uzayda Trigonometri Teoremleri

Teorem 3.8. X = (1, T2) ve Y = (y1,y2) vektorii L* de Future pointing timelike

vektirler olmak iizere;
1. (X,¥) <0 (esitlik X =y icin gegerlidir.)
2. X + ¥ Future pointing timelike vektordiir.
3. —(X,Y) > ||X]| |7 ||dir. Esitlik durumu Y = ¢X (¢ € R ve ¢ > 0) igin vardir.

4. H?—I—?H > ||?H + ||7Hd1r. Esitlik durumu Y = c?(c € Rvec > 0)igin

vardir (Birman ve Nomizu 1984).

ispat 1. X = (21, 25) ve Y = (y1,12) Future pointing timelike vektdrler oldugundan
|l’1| < T2
ly1l <9
oldugundan iki esitsizlik ¢arpilirsa
2191 | < 22y

12
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ve
<?7 7> = T1Y1 — T2Y2
dir.
[Z1y1| — T2y2 <0
oldugundan <Y, ?> < 0 esitlik durumu X = ? = 0 oldugu durumdan aciktir (Ergin

1989).
2.

?—F? = (ml + Y1, T2 +y2>
ve X ve y vektorleri Future pointing olduklarindan,
|l‘1| < T2
y1l <9

esitsizlikleri toplanirsa,

[z1| 4+ |y1| < 22+ 10

dir.
w1+ 1| < za] + [
esitsizliginden
w1+ za| < 21| + 1] < @2+ y2
buradan

’l‘l +.CE2‘ < Zg + Y2

olur. Buradan X + 7’nin Future pointing vektor oldugu goriiliir. Simdi X + 7’nin

timelike oldugunu gosterelim: X timelike ise

<?, ?> < 0{(x1,72), (21, 72)) = 2171 — Doy = 27 — 25 < 0

dir.
(R+7.X+Y) = XD +FZY)+XY)+{F.Y)
= (X, X)+2X, V) +{(¥,¥) <0
oldugundan

(R+¥,X+¥) <0

13
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dir yani X+ ? timelikedir. O halde X + ? timelike Future pointing vektordiir (Ergin
1989).

3. X ve ? timelike ve Future pointing vektorler ise ¢ € R, ¢ > 0 i¢in 7 = cXise
(X, ¥) = (X, X) =c(X,¥) = —| X[ ¥]

oldugundan Cauchy schwartz esitsizliginin esitlik durumu saglanir. Simdi

(X Y) =X
oldugunu gésterelim.? 1V ve
? = a? + 7
olsun.
5 "

Sekil 3.4: Dik ticgen

Buradaki diklik Lorentz anlamindadir.

(X, X) = (aY +V,a¥ +V) (3.13)
= (Y. ¥)+2(¥V. V) + (¥, V) (3.14)
= Y. V) (V)

14
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(Y)Y = (a7 +V.¥))? (3.15)
= (a(¥, V) +(¥.¥)) (3.16)
= (YY) +2(¥. V)V V) +(¥.¥)
= (¥, ¥)

(3.13) ve (3.15)’den

(XY) = (F.¥) =G ¥)(F.Y)
= (XX) - (V) (.Y)

elde edilir. Burada X vektorii iki timelike vektoriin toplami oldugu i¢in kendiside time-

like ve Future pointingdir.

(X,X) <0

dir.
(RR) - (2.7) 2 (R.R)

—_— T/ =
<0 <0 <0

olur. O halde

(R = (R3) (V) (FV) = (23 (7.)

>(X,X)
yani
(XY) 2 (X.X)(V.¥)
esitsizligi elde edilir. Buradan da
EI)| 2 VIRIFIFI =117 = - (&5) 2 IF]I7]

Cauchy schwartz esitsizligi elde edilir (Ergin 1989).
4.
XN+ %] < [I¥ +

oldugunu gosterelim:

(R+7]? = ~(Z+7.3+7)
@R -22.7) - (T = [RPHIT 2R

15
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(Cauchy Schwartz esitsizliginin ‘(?, ?M > H?H H?H oldugunu biliyoruz).

X+ 7172 = IRI+IFI+2 Z 9 = IRI+F 2 1T 1 = AX1+7 1)

Buradan
X +5D* =X+ ¥
elde edilir. Bu ise

XN+ <%+

dir (Ergin 1989). [

34. Lorentz Diizlem

G, L*nin uygun lorentz grubu olsun, bu grup Lorentz i¢ ¢carpimini ve zaman ydnelim-
inide koruyan R?’nin tiim yonelimli doniigiimlerinden olugur. G, A(u)’ dan gelen tiim
matrislerden olusur.

cosh(u) sinh(u)

sinh(u) cosh(u)

Au) =

burada u € R’dir. L2’de birim timelike vektorleri i¢in, hiperbolik yénlii a¢1 (X, ) = u,
?’den?’ye dogru yonlendirilmis olup v € Rdir. X ve ?’nin her ikisi future pointing
yada past pointing oldugu durumlarda, A(u)X =y (a.1)

X ve ? saat yoniinde donmeye sahip olarak tanimlanmistir (Birman ve Nomizu
1984). Ikinci durum olarak Hiperbolik yonlii ag1 birim future-pointing timelike vek-
t6r X den birim past-pointing timelike vektor olan —? ye olarak tanimlanmistir ve
u e R —Aw)X = —¥ (a.2) (Birman ve Nomizu 1984). Ayrica, D’nin, R nin ilk

diagonal {(x,z) | € R}’deki oklid yansimas1 D matrisi,

D—
1 0

O zaman biz DA(u) = A(u) D esitligine sahibiz. B(u) = A(u)D Boylece B(u) matrisi

sinh(u) cosh(u)
cosh(u) sinh(u)

B(u) =

16
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€ R Eger X = (21,29) ve y = (
vektorler ise A(u)X = ¥ (b.1) (Nesovic vd. 1995). Eger sgn x, # sgn y1 ise u € R
uw)X =¥ (b.2) (Nesovic vd. 1995).

Y1, Y2) Ve sgn 1 = sgn y; olan iki birim spacelike

hiperbolik ag1 yonii ?’den?’ye eger —A
Bir birim spacelike vektor X = (21, ) ile bir birim timelike vektor 7 = (y1,¥2)
icin sgnx; = sgnys ve u € R hiperbolik yonlii agis1 X den 7 ye ise B(u ? ? (c.2)
dir (Nesovic vd. 1995). Diger taraftan eger sgnz, # sgny, ve u € R hiperbolik yonlii ag1
X den, 7’ye dogru ise,—B(u)Y> = ?(0.2) (Nesovic vd. 1995). Birim vektorler olan X

ve 7 arasindaki u agisi i¢in yukaridaki tammmlar asagidaki gibi yazilir.

(a.1)  cosh(u) = —(X,¥),sinh(u) = —(X,DY)
(@2) cosh(u) = (X,¥),sinh(u) = (X,DY)
(b.1)  cosh(u) = (X,¥),sinh(u) = (X,DY)
(b2)  cosh(u) = —(X,¥),sinh(u) = —(X,DY)
(c1)  cosh(u) = —(X,D¥),sinh(u) = (X, )
(c2) cosh(u) = —(X,DY),sinh(u) = —(X,¥)

(Nesovic vd. 1995). Simdi bu esitliklerin bulunusu asagidaki teoremlerle ispat edilir.

Teorem 3.9. X ve ? ikiside birim future-pointing timelike vektor veya (Past-pointing)

hiperbolik act yonii X 'den ?’ye dogru olmak iizere ikisi arasindaki act w € R ,D =
0 1

10

simetrik matris igin,

a)cosh(u) = —(X.¥)
b)sinh(u) = —(X,DY)
dur.
Ispat a)A(u)X = ¥ esitliginden,

cosh(u) sinh(u)| |z U1
sinh(u) cosh(u)| |z Yo

buradan ise,

x1 cosh(u) + 2 sinh(u)

xy sinh(u) 4 x5 cosh(u)

17
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dir.3.17’den

<?7 ?> = ((v1,72), (Y1,92))
= ((x1,22), (x1 cosh(u) 4+ x9 sinh(u), x1 sinh(u) + x5 cosh(u)))
= 27 cosh(u) + w17y sinh(u) — 229 sinh(u) — 35 cosh(u)
= (22 — 23) cosh(u)

= — HYH .cosh(u) (<?,?> < 0) = —cosh(u HYH — 1, X birim vektor)

S oIy .
b)A(u)X = ¥ buesitligi D = simetri matrisi ile soldan garparsak
10
uw)X =Dy
buradan
sinh(u) cosh(u)| |z Y2
cosh(u) sinh(u)| |z2 U1

dir. Buradan,
x1sinh(u) + zocosh(u) = o
x1 cosh(u) + zgsinh(u) =
dir.
(X, DY) = ((z1,22), (y2,11))
= ((x1,xq), (z1 sinh(u) + 2 cosh(u), z1 cosh(u) + x4 sinh(u)))
= aisinh(u) + 2125 cosh(u) — 2125 cosh(u) — 23 sinh(u)
= (2% — 22)sinh(u)
= - H?H sinh(u) = — sinh(u ||?H — 1, X birim vektor)
— <? D7> — sinh(u

O

Teorem 3.10. Hiperbolik a¢t yonii birim future pointing timelike vektor X ’den birim past

pointing timelike vektor olan —7 ‘ve dogru olup act —u olmak iizere

)<?,—?> = cosh(u)
b) <?,D?> = sinh(u)

18
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dir.

Ispat a)

esitligi kullanilirsa,

cosh(—u) sinh(—u)| |z, —1
sinh(—u) cosh(—u)| |2 —Y2
—cosh(u)  sinh(u) 3 —Y
sinh(u)  —cosh(u)| |z —Y2
buradan ise,
—x7 cosh(u) + xgsinh(u) = —y
xqsinh(u) — zycosh(u) = —yo

esitlikleri kullanilarak,

<?7 _?> = <(ZE1, x2)7 (_y17 _y2>>

= (w1, 2), (—21 cosh(u) + 5. sinh(u), 21 sinh(u) — @5 cosh(u)))
= —a? cosh(u) — ;22 sinh(u) + 225 sinh(u) — 23 cosh(u) = (23
= || X]|* cosh(u) = cosh(u)
(X.-¥) = cosh(u)
elde edilir.
b)

—cosh(u)  sinh(u) Tl |
sinh(u)  —cosh(u)| |2 —Yo

01
esitligi D = matrisi ile soldan ¢arpilirsa,
10

sinh(u)  —cosh(u)| |z |
—cosh(u)  sinh(u) To —h

19

— 27) cosh(u)

(3.18)



MATERYAL VE METOT A. TAS

3.18’den,

(X.DY) = (@122, (210)
= —{((x1,x2), (2 sinh(u) — 25 cosh(u), —21 cosh(u) 4 x5 sinh(u)))
= —a7sinh(u) + 2175 cosh(u) — 2129 cosh(u) + 3 sinh(u)
= (22 — 2?)sinh(u) = || X" sinh(u) = sinh(u)

<?, D?> = sinh(u)

elde edilir. ]

Teorem 3.11. X = (z1,25) ve ¥ = (y1, y2) iki birim spacelike vektér sgnz, = sqny,
ve u € R hiperbolik a¢i yonii X 'den ? 've olmak iizere

a) cosh(u) = <?,?>
b) sinh(u) = <?,D?>
dir.
Ispat a)A(u)X = ¥ esitligini kullamlirsa,

cosh(u) sinh(u)| |z U1

sinh(u) cosh(u)| |z Y2

buradan,

<?, ?> = ((x1,22), (Y1,¥2)) = ((x1,22), (21 cosh(u) + xo sinh(u), zy sinh(u) + x4 cosh(u)))

= 2% cosh(u) + x175sinh(u) — 2125 sinh(u) — 3 cosh(u) = (27 — 23) cosh(u)

X spacelike oldugundan, (X, X ) > 0 olup,
<? 7> — 23) cosh(u) = H?H cosh(u) = cosh(u)

olur.

N U .
b)A(u)? — ¥ bu esitligi D = simetrik matrisi ile soldan ¢arpilirsa
10

DA(W)X =Dy

20
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olur.Bu esitligin matris formu,
sinh(u) cosh(u)| |z Y2
cosh(u) sinh(u)| |z2 U1

dir. Buradan,

x1sinh(u) + 2o cosh(u) = o

xq cosh(u) + zosinh(u) =
dir.

<?7D?> = <(I1,I2),(y2,y1)> =
((x1, 22), (21 sinh(u) + x5 cosh(u), x1 cosh(u) + x5 sinh(u)))
= 27sinh(u) + 2125 cosh(u) — 2125 cosh(u) — 3 sinh(u)

= (27 — 23)sinh(u)

= HYHQ sinh(u) = sinh(u)

olur. O

Teorem 3.12. X ve 7 birim spacelike vektor v € R icin hiperbolik a¢t yonii X 'den
? ‘ve dogru ise

a) <Y,7> = —cosh(u)
b) <?,D7> = —sinh(u)

dur.
Ispat a) u € R icin hiperbolik ac1 yonii X den ?’ye dogru ise, —A(u)? = 7’dir.

cosh(u) sinh(u)| |z (1

sinh(u) cosh(u)| |9 Yo
ise matrisi acarsak,
<?, ?> = ((x1,22), (11,y2)) = ((z1,x2), (—x1 cosh(u) — xe sinh(u), —z sinh(u) — x5 cosh(u)

= —a7cosh(u) — 2125 sinh(u) + 2,29 sinh(u) 4 23 cosh(u)

= (22 — 2%)cosh(u) = — H?”Q cosh(u) = — cosh(u)
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dir.
b) —DAu)X = DY ise

—sinh(u) —cosh(u)| |z Y2

—cosh(u) —sinh(u) | |2 Y1
bu esitligi kullanirsak,
<?7D7> = <($1,l’2),(y2,y1)>
= ((x1,x2), (—z1 sinh(u) — x5 cosh(u), —x; cosh(u) — xq sinh(u)))
= —a7sinh(u) — 2,29 cosh(u) + z125 cosh(u) + 3 sinh (u)

= (2} — 2?)sinh(u) = — H?stinh(u) = —sinh(u)

bulunur. O

Teorem 3.13. X = (1, x2) birim spacelike vektor ve ¥ = (y1,y2) birim timelike vektor,

Eger sqn(x1) = sgn(iy2) ve u € R hiperbolik agi yonii X 'den, Y ’ye dogru ise

a) sinh(u) = <?,7>
b) cosh(u) = <?,D?>

dir.

Ispat a) B(u) = DA(u)X =¥ ise
sinh(u) cosh(u)| |z1 _ @
cosh(u) sinh(u)| |2 Y2

x1sinh(u) + zo cosh(u) = y; (3.19)

dir.

xq1 cosh(u) + zosinh(u) = yo
3.19’den
<§, ?> = ((x1,2), (z1 sinh(u) 4+ x5 cosh(u), x1 cosh(u) + x5 sinh(u)))

= 27sinh(u) + 2125 cosh(u) — 23 sinh(u) — x5 cosh(u)

= (22 — 23)sinh(u) = sinh(u)
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dur.
b) B(u) = DA(u) ise
DAW)X = B(u)X (3.20)

3.20’den DA(u)X = ¥ her taraftan D matrisi ile soldan ¢arparsak,

DBuwWX = DYy
cosh(u) sinh(u)| |z _ |
L2 Y1
<?:D?> = ((z1,22), (v2,91))

sinh(u) cosh(u)
= ((x1,22), (z1 cosh(u) 4+ 9 sinh(u), x1 sinh(u) + x5 cosh(u)))

= 27 cosh(u) + x5 sinh(u) — 2125 sinh(u) — 23. cosh(u)

= (23 — x3). cosh(u) = cosh(u)

dur. O

Teorem 3.14. X birim spacelike, Y birim timelike vektorler sgn(zy) # sgn(yz) ve

u€e R,

a) sinh(u) = —<?,?>
b) cosh(u) = —<?,D?>

dir.

ispat a) —B(u)X = ¥ esitliginden;
B sinh(u) cosh(u)| |z _|»
cosh(u) sinh(u) | |2 Y2

<?, ?> = ((z1,22), (—z1sinh(u) — 29 cosh(u), —x1. cosh(u) — x5 sinh(u)))

dir. Buradan,

= —a%sinh(u) — 129 cosh(u) + x3. sinh(u) + vy 29 cosh(u)

= (235 — 27)sinh(u) = — sinh(u)
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dar.
b) —DB(u)X =y bu esitlikten,

cosh(u) sinh(u)| |z Y2

sinh(u) cosh(u)| |9 U1

<?7D?> = <($1,l‘2),<y2,y1)>
= ((x1,x2), (—z1 cosh(u) — xg sinh(u), —x; sinh(u) — x5 cosh(u)))
= —a7 cosh(u) — 2,29 sinh(u) + z125 sinh(u) + 23 cosh(u)

= (23 — 23) cosh(u) = — cosh(u)

elde edilir. 0

3.5. Hiperbolik Kiire Uzerindeki Ucgen ve Ozelikleri
e=(0,0,1) € R, X = (1, e, x3) timelike vektoril future pointing veya past pointing
ise (X,e) < 0veya (X, e) > 0Odur.

X = (21, 2, x3) future pointing ise z% + x5 < x3 ve x3 > 0. Timelike birim vektorler

kiimesi hiperbolik birim kiire ile gosterilir.
Hg = {? = ($17x2,x3) e} | <x,x> = _1}

HZ hiperbolik birim kiiresinin iki bilegeni vardir. Bu bilesenler (0,0,1) ve (0,0, —1)
boyunca Future pointing hiperbolik birim kiire ve Past pointing hiperbolik birim kiire

sirastyla H3™ ve H7~ ile ifade edilir.

HY = {? = (x1,22,23) € L° | a,Future pointing vektor }

HZ™ = {X = (v1,22,23) € L* | a,Past pointing vektor}

bundan dolay1 HZ* yerine HZ gosterimi kullanacagiz. X = (21, 29, x3), ? = (y1,Y2,y3) €
L3olmak iizere X Ve?’nin Lorentz uzayda vektorel ¢carpimi

X x ? = (21,72, 23) X (Y1, Y2, y3) seklinde tammlamr (Ozdemir ve Kazaz 2005).
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Vektorel carpim asagidaki 6zellikleri saglar,

g —k
X x 7 =T T2 T3
Y1 Y2 Y3

= I3Y2 — L2Y3, T1Y3 — L3Y1, T1lY2 — L2l1
(X xY,Z) = —det(X,¥,7)
XXy = —¥xX
X xY)xZ = (X, Z2)y+ (¥, Z)X
(Xx¥.7xT) = ~XZA)(F )+ (XT)(F.7)
(XX T, R) = Ove (RxT,¥)=0

dir.

3.6. Hiperbolik Geodezik Ucgenlerde Siniis ve Kosiniis Teoremleri

A ve B L3 ii¢ boyutlu lorentz uzayinda iki future pointing timelike birim vektorler olsun.
|A| ve | B| vektorlerin uzunlugu ve 6, A ve B arasindaki hiperbolik a¢1 olsun, ozaman A
ve B icin Lorentz i¢ ¢arpimi (A, B) = — |A||B]cosh(é) seklinde tanimlanir. A ve B
vektorleri igin Lorentz vektorel carpimi K = A x B = |A||B|sinh(#)n (Ozdemir ve
Kazaz 2005). n, K yoniinde birim spacelike vektor ve |A| | B|sinh(#) ise K vektoriiniin
uzunlugudur. Boylece A, B ve K vektorleri dogru sistemi olusmaktadir.

AOBC ti¢ yuizlii, 4, 7, k birim timelike vektorleri sirasi ile OC, O B, O A yoniindedirler.
Boylece |i| = 1,|j| = 1, |k| = 1. Burada, i, j, k vektorleri icin ¢ifter ¢ifter i¢ ¢arpim ve

vektorel carpim uygulandiginda,

(i,7) = —1i||j]| cosh(a) = —cosh(a) ve j x i = |i| |j| sinh(a)h;
(i,k) = —cosh(b) ve k x i = sinh(b)hy;
(j,k) = —cosh(c)ve k x j = sinh(c)hy;

bulunur.
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Sekil 3.5: Hiperbolik geodezik liggen

hji, hii ve hy; birim vektorleri sirastyla OC'B, OAC ve OAB diizlemlerinde dikey

cizgidir. 7, 7, k icin karma ¢arpim
V= (i,j % k) = (G x ) = (ki x )

sekildedir (Ozdemir ve Kazaz 2005). Bu ¢arpimlar paralel yiizliiniin hacmini verir ve
hacmi ¢, 7, £’nin determinantina esittir. Hiperbolik siniis, cosiniis1 ve cosiniis 2 teoremleri

hiperbolik geodezik liggende gosterilecektir.

3.7. Hiperbolik Siniis Kurah

.o A
Onteorem 3.15. (ABC') hiperbolik birim kiire iistiinde hiperbolik geodezik iicgen olsun.

o halde,
sinh a B sinh b B sinh ¢

sin v sin (8 siny

dir (Ozdemir ve Kazaz 2005).

Ispat OABC ii¢ yiizliisii g6z 6niine alinirsa, A noktasindan AB ve AC ile aym tarafta
birim teget dogrular1 7’45 ve T'4c olup A noktasindan AB’ye c¢izilen teget OB ile bir N

noktasinda kesigsmekte o halde su bagintiy1 yazalim.

OA+ AN = ON (3.21)
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i

Sekil 3.7: Hiperbolik geodezik ticgen 2

0 zaman,
OA = Ek|OA|
AN = Tap|AN|
ON = j|ON|
OAN ii¢geninden,
|AN| = |OA|tanh(c)

|OA| = cosh(c)|ON|
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Boylece 3.21 esitliginden,

|04
k|OA| + Tap |OA|tanh(c) = j
cosh(c)

yazilabilir. Buradan esitlik |O A| ile sadelestirilirse asagidaki esitlikler bulunur.

j = kcosh(c) + Typsinh(c) (3.22)

benzer bigimde, i = k cosh(b) + Tac sinh(b) (3.23)
dir. 7 ve 7 vektorlerinin karma carpimi,

jxi = (kcosh(c)+ Tapsinh(c)) x (kcosh(b) + Tac sinh(b))
= cosh(c) cosh(b)k x k + cosh(c)sinh(b)k x Tup

+sinh(c) cosh(b)Tap X k + sinh(c) sinh(b)Tap X Tac

dir. k£ x k = |k| |k|sinh(0) = 0,Tap X Tac = |Tap||Tac|sinh(a)k = sinh(«)k elde

edilir.

j x 1 = cosh(c)sinh(c)k x Tyc + sinh(c) cosh(b)Tap X k (3.24)

+ sinh(c) sinh(b) sin(a)k
dir. k£ ve j x ¢ i¢in Lorentz i¢ ¢arpim,

(k,j x i) = cosh(c)sinh(b) (k, k x Tac) + sinh(c) cosh(b) (k, Tup x k)
+ sinh(c) sinh(b) sin(«) (k, k)

burada j X ¢ yerine 3.24 yazildi.
(k,k) = — |k| |k| cosh(0) = —1
ve
(k,k X Tac) = (k,Tac X k) = (Tac,k x k) = (k,Tap X k) = (k,Tap x k) = (Tap, k x k) =0
k x k = 0 oldugundan,
(k,j x k) = sinh(b) sinh(c) sin(«) (3.25)
(7,1 x k) = sinh(c) sinh(a) sin(5) (3.26)
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{1,k x j) = sinh(a) sinh(b) sinh(~) (3.27)

Buradan,3.25,3.26 ve 3.27 vektorleri ¢, j, k tarafindan belirlenen paralel yiizliiniin hacmini

Verir.
V' = sinh(b) sinh(c) sin(a) = sinh(c) sinh(a) sin(f) = sinh(a) sinh(b) sinh(y) (3.28)

Denklem 3.28’i sinh(a) sinh(b) sinh(c) ile boliiniip gerekli sadelestirmeler yapilarak hiper-
bolik siniis kuralint bulunur.

sinh(b) sinh(c) sin(«) _ sinh(c) sinh(a) sin(f) _ sinh(a) sinh(b) sinh()
sinh(a) sinh(b) sinh(c)  sinh(a)sinh(b)sinh(c)  sinh(a)sinh(b) sinh(c)

sinha sinhb B sinh ¢

sin v sin 3 sin 7y

(Ozdemir ve Kazaz 2005). ]

.o A
Onteorem 3.16. (1.Hiperbolik cosiniis kurali) (ABC),H? hiperbolik birim kiiresi iiz-

erinde geodezik ticgen ise hiperbolik cosiniis kurali

cosh bcosh ¢ — cosh a

cos o = - ,
sinh bsinh ¢

dir(Ozdemir ve Kazaz 2005).
Ispat i ve j vektorlerinin i¢ carpimu,
(1,7) = —cosha (3.29)

,3.22 ve esitlikleri kullanilirsa,

(j,9) = (kcosh(c)+ Tapsinh(c), k cosh(b) + Tac sinh(b))
= coshbcoshc (k, k) + sinhbsinh ¢ (k, Tac)

+ coshbsinh ¢ (Typ, k) + sinhbsinh ¢ (Tap, Tac)

elde edilir.
Tac ve Tap spacelike vektorleri & timelike vektoriine dik oldugundan (k,Tsp) =

<k, TAC> = 0 olur.
(7,1) = — cosh bcosh ¢ + sinh bsinh ¢ cos « (3.30)
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elde edilir.
3.29 ve 3.30’ten
cosh a = cosh b. cosh ¢ — sinh b. sinh ¢. cos

olur.

Benzer sekilde,
cosh b = cosh ccosh a — sinh ¢sinh a cos 8

cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos y

elde edilir (Ozdemir ve Kazaz 2005).

(3.31)

(3.32)

(3.33)

.o A
Onteorem 3.17. (2.Hiperbolik cosiniis kuraly) Hiperbolik birim kiire iizerinde (ABC)

hiperbolik geodezik iicgen hiperbolik cosiniis kurali 2

cos acos 3 + cosy

coshc = - -
sin asin 8

dir (Ozdemir ve Kazaz 2005).

Ispat Kisaltmak icin cosh a, cosh b, cosh ¢ sirasiyla X, Y, Z olarak kullanilirsa hiperbolik

cosiniis kural1 1°den

XY -7
cosy = - -
(X2 =iy -1}
XZ-Y
cos B = - -
(X2 —-1)2(Z22-1)2
YZ - X
cosa =

(Y2 - 1)3(22 - 1)3
elde edilir. sin o + cos? a = 1 esitliginden
9 D

sin?a = . D=1+42XYZ — (X*+Y?+ 7?
(Y2 —1)(Z2-1) ( )

D isareti pozitif ve simetrik X, Y, Z i¢in

VD
(Y2 - 1)2(22 - 1)

sina =

D=

30

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)



MATERYAL VE METOT A. TAS

sin § = \{5 - (3.39)
(X2 —-1)2(Z22-1)2
siny = VD (3.40)

(X2 - 1)3(r2 - 1)}

o cosacosfS+cosy ... )
3.34’den 3.40’e kadar olan esitlikleri coshc = - - esitliginde yerine
sin asin 3

yazilirsa;

YZ-X)XZ-Y)+ (XY =2Z)(Z2—1) (X2 —1)2(Y2 - 1)2(Z2 —1)2

coshe = - - -
(X2 1)3(V2 = 1)3(22 - 1)3 D
B XYZ? Y27 - X2Z+ XY+ XYZ?—XY —-73+7
N D
Z(1 +2XY7Z - X?2-Y?— Zz)
— 5 —

dir.Ayn1 yontemle,

cos . cosy + cos 3

coshb = - -
sin o sin 7y
cos 3 cosy + cos «
cosha = - -
sin (3 sin 7y
elde edilir (Ozdemir ve Kazaz 2005). ]

3.8. Hiperbolik Birim Kiire Uzerindeki Jeodezik Ucgenler Icin Ceva,

Menalaus ve Stewart Teoremleri

A

(ABC') geodezik tiggen ve AD, BE ve CF hiperbolik birim kiire tistiinde geodezik egriler
ve burada D,E ve F;BC,AC ve AB geodezik egrileri iizerinde noktalardir. Geodezik
egriler AD, BE ve CF bir P noktasinda kesismektedir. HZ birim hiperbolik kiire iiz-

erindeki licgen i¢in ceva teoremi veriliyor.

A
Teorem 3.18. (Ceva teoremi) (ABC) hiperbolik geodezik iicgenini olusturan geodezik

egri parcalart arasinda trigonometrik bir iliski vardur.

sinh a4 sinh b; sinh ¢;

sinh as sinh by sinh ¢y

dir (Onder 2007).
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Sekil 3.8: Hiperbolik geodezik iiggen 3

_ A A A A A A
Ispat Eger sirasiyla (BDP),(DPC),(CPE),(EPA),(APF) ve(FBP) geodezik iig-

genlerinde hiperbolik siniis kurali kullanilirsa elde edilir.

elde edilir.3.41 ile 3.42’1,3.43 ile 3.44’yi,3.45 ile 3.46’u sirasiyla boliinerek;

3.47,3.48 ve 3.49 carpilirsa,

elde edilir (Onder 2007).

sin z

sinha; = ——sinh PB
sind
. siny |
sinh ay = —= sinh PC'
sin
sinh b, = Sl,n L sinh PC
sin e
sinh b, = S%n : sinh PA
sine
) siny |
sinh ¢; = ——sinh PA
sin f
sinh ¢y = s.m < sinh PB
sin f

sinha;  sinzsinh PB

sinhay,  sinysinh PC

sinhb;  sinx sinh PC'
sinh b,  sinz sinh PA
sinhc;  sinysinh PA

sinhc,  sinxsinh PB

sinh a4 sinh by sinh ¢;

sinh as sinh by sinh ¢y
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Sekil 3.9: Hiperbolik geodezik tiggen 4

A A
Teorem 3.19. (Menalaus teoremi) (ABC) ve (BDF), H? de geodezik iicgenler iizerinde

trigonometrik baginti,

sinh BF B sinh AF B sinh C'D B
sinh AF sinhCE  sinh BD

dir (Onder 2007).

. A A A
Ispat Geodezik iiggenler (BDF),(AEF) ve (CDFE) sekildeki gibidir.

sinh BF _sin d

- = — (3.50)
sinh BD  sin f
s%nh AFE _ si'nf 3.51)
sinh AF sine
sinh C'D __sine (3.52)

sinhCE  sind
|BF| =c1,|FA|=c¢y, c1+ca=c¢

|AE| = by, |[EC| = by, by + by = b
|CD| = —ay,|BD| =ay, —a;+ay=a

3.50,3.51,3.52’ten
sinh ¢; B sinh by B —sinh a; _1
sinh a, ~ sinh Co "~ sinh b B

sinh BF B sinh AF B sinh C'D B
sinh AF sinhCE  sinh BD
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dir (Onder 2007). ]

.o A
Onteorem 3.20. (Stewart teoremi) Hiperbolik birim kiire iizerinde (ABC') geodezik ii¢-

geninde,

Sekil 3.10: Hiperbolik geodezik iigcgen 5

sinh f cosh ¢ 4 sinh e cosh b = cosh dsinh a
dir (Onder 2007).

_ A N
Ispat (ABD) ve (ACD) tiggenlerinde cosiniis kurali yazilirsa,

cosh dcoshe — cosha
cosSx =

sinh dsinhe
cosh d cosh f — coshb
sinh dsinh f
x+y=180° cosx + cosy =0

cosy =

cosh d cosh e — cosh a N coshdcosh f —coshb
sinh dsinh e sinh d sinh f B
cosh d(sinh f cosh e 4 sinh e cosh f) = sinh f cosh a + sinh e cosh b

e+ f=a
coshdsinh(e + f) = sinh f cosha + sinh e cosh b
buradan,
sinh f cosh a 4 sinh e cosh b = cosh dsinh a
dir(Onder 2007). O
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A
Teorem 3.21. (Trigonometrik ceva) Hiperbolik birim kiire H iizerinde (ABC) geodezik

licgen olsun,

Sekil 3.11: Hiperbolik geodezik iicgen 6

sin z sin ¢ sin m = sin 2z sin k sin y

Ispat
sinh PB sint
sinh PA  sink
sinh PC' sinm
sinh PB siny
sinh PA  sinx
sinh PC' sinz

esitliklerini alt alta carpilirsa

sinh PB sinh PA sinh PC' sint sinmsinz
sinh PA sinh PC' sinh PB~ sink siny sin 2

=1

esitliginden
sin z sin ¢t sin m = sin z sin k sin y

dir. U
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde hiperbolik geodezik {icgende menalaus, ceva, cosiniis, siniis teoremleri kul-
lanilarak Hiperbolik geodezik iicgende a¢1 ortay teoremi, ceva teoreminin karsitt bulunup,

bunlarla ilgili teoremler verilmistir.

Teorem 4.22. (Hiperbolik geodezik iicgende aciortay teoremi) Hiperbolik birim kiire
A
iizerinde (ABC') geodezik iicgen

C

Sekil 4.12: Hiperbolik geodezik iiggen 7

sinh AB sinh AC

sinh BD  sinh DC

] A
Ispat Siniis kurali kullanilirsa (ADC') geodezik tiggeninde
sinh DC' sinh AD

4.1
sin o sin C @D
A
(ADB) iiggeninde
sinh BD B sinh AD 42)

sina  sinB '
4.1 ve 4.2°den,

sinh DC __ sinB 43)

sinh BD sinC

A
elde edilir. Simdi (ABC') geodezik ticgeninde siniis kurali kullanilirsa,

sinh AC B sinh AB
sinB  sinC
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yani
s%nh AC _ S%HB 4.4)
sinh AB  sinC
4.4’14.3 da yerine yazilirsa,
sinh AB  sinh AC
sinh BD ~ sinh DC
esitligi elde ederiz. U

3} A

Onteorem 4.23. (Hiperbolik ceva teoreminin karsitt) (ABC') iicgeni Hiperbolik geodezik
A

iicgen, (ABC) iicgeninin, AB, BC ve AC yaylart iizerinde

e

Sekil 4.13: Hiperbolik geodezik iiggen 8

sinh AK sinh BL sinhCM
sinh K B sinh LC' sinh MA
olacak sekilde K,L,M noktalart alinsin o zaman AL, BM,CK yaylari kesisirler.

ispat
AL ve C'K yaylan bir noktada kesissin, B P yay1 birlestirilsin. C'P yayinin AC’yi
kestigi nokta M olsun, ceva teoremi kullanilirsa,

sinh AK sinh BL sinh CM B

, : : =1 4.5)
sinh K B sinh LC sinh M A

ceva teoreminden esitlik aciktir. Simdi BP yay1 AC' yayim M den farkli bir NV noktada
kessin
burada kesisen dogrular i¢in tekrar ceva teoremi yazilirsa,

sinh AK sinh BL sinh CN B
sinh K Bsinh LC sinh NA

(4.6)
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Sekil 4.15: Hiperbolik geodezik tiggen 10

esitligi elde edilir.4.5 ve 4.6 yanyana oranlanirsa,

sinh CM B sinh CN
sinh MA  sinh NA

xT —x

esitligi elde edilir biz buradaki esitlikteki ifadeleri sinh x = % seklinde acarsak,

o+ _ o—(y) ot
2 B 2
er —e *® N eytz _ 6_(Z/+Z)
2 2

bu esitlikten,
P P + e—(:c+z) — ea:+2y+z — T 2 + 6—(ac+2y+z)

sadelestirmeler yapildiginda

et + 6—(x+z) _ 6$+2y+z + 6—(z+2y+z)
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ettr 6—(:0+z) eTT2y+z T 6—(as+2y+z)

2 B 2
sinh(z + z) = sinh(x + 2y + 2)

esitligi ancak y = 0 iken saglanir bu ise NV = M oldugunu gosterir. U

Teorem 4.24. Hiperbolik geodezik ticgende i¢ aciortaylar bir noktada kesisir.

Ispat

Sekil 4.16: Hiperbolik geodezik iicgen 11

Ac1 ortay teoreminden,

sinh b B sinh m
sinhe  sinhk
sinh a B sinh ¢
sinhb  sinhu
sinh ¢ B sinh r
sinha  sinhp

esitlikleri taraftarafa carpilirsa,

sinhbsinh a sinhe¢  sinhm sinh ¢ sinh r

sinhcsinhbsinha  sinhk sinhwusinhp

ceva teoreminin karsitindan eger bu tictiniin carpimu 1 ise AL, C K, BM yaylar bir nok-

tada kesisirler. U

Teorem 4.25. Bir ikizkenar hiperbolik geodezik iicgende tepe noktasindan ve karst ke-

narin orta noktasindan gecen biiyiik cember yay karsi kenarla dik kesigir.
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Sekil 4.17: Hiperbolik geodezik iiggen 12

] A
Ispat (ACD) ticgeninden,

.. a
S sinnk
sino sinf
(ALA?D) ticgeninden,
., a
sinh 9 _ sinhk
sin3  sinf

elde edilir.Bu iki esitlikten

sina =sinf = a=0

A A
elde edilir.(AC' D) ve (ABD) tiggeninde siniis teoreminden

.. a
sinh 92 _ sinhb
sina sinvy
.. a
sinh 9 _ sinhb
sinf  sinw
esitliklerinden,
. . ) T
siny =sinw=7=wvey+w="mIisey=w = 5
dir. U
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5. SONUCLAR

Lorentz uzayda yonlii hiperbolik a¢1 kavrami ve spacelike timelike vektorler arasindaki
yonlii a¢1 kavrami incelenip, bu vektorlerin i¢ carpim 6zellikleri a¢1 yoniine baglh olarak
incelenmistir. R3’te Kiire lizerindeki geodezik iiggenlerde menalaus, ceva, Trigonometrik
ceva, cosiniis ve siniis teoremleri bulunmustur. Lorentz uzayda ise Hiperbolik kiire iiz-
erindeki geodezik tiggenlerde Ceva teoremi, Menalaus Teoremi Cosiniis ve Siniis teorem-
leri bulunmustur. Bu calismada daha onceki teorem 6zelliklerinden yararlanilarak Hiper-
bolik kiire ilizerindeki geodezik iicgenlerde agiortay teoremi ve ceva teoreminin karsiti
bulunmustur.

a) aciortay teoremi:
sinh AB  sinh AC

sinh BD  sinh DC

A A
b) ceva teoreminin karsiti:(ABC') tiggeni Hiperbolik geodezik tiggen, (ABC') iiggeninin,
AB, BC ve AC yaylar tizerinde

sinh AK sinh BL sinh CM B

=1
sinh K B sinh LC sinh M A

olacak sekilde K,L,M noktalar1 alinsin o zaman AL, BM, C K yaylar kesisirler. Acior-
tay teoremi hiperbolik geodezik iicgenin kenarlar1 arasindaki orantiy1 vermektedir. Ceva
teoreminin karsiti ise bazi teoremlerin ispatlanmasina yardimcidir. Aciortay teoremi ve

ceva teoreminin karsitindan yararlanarak bazi teoremler ve ispatlart verilmigtir.
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