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ÖZET

BESSEL KAYMASININ DOĞURDUĞU RİESZ POTANSİYELLERİNDEN

OLUŞAN FONKSİYONEL UZAYLAR VE ONLARIN DALGACIK TİPLİ

DÖNÜŞÜMLER YARDIMIYLA NİTELENDİRİLMESİ

Esra SAĞLIK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof.Dr. İlham ALİYEV

Haziran 2018, 52 sayfa

Laplace diferansiyel operatörü diye adlandırılan

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n

diferansiyel operatörü, matematiğin en ünlü diferansiyel operatörlerinden biridir. Örne-

ğin, n boyutlu Euclid uzayı Rn’de klasik dalga denklemi ve ısı geçirme denklemi bu

diferansiyel oparatör yardımıyla ifade edilir. Bu tez çalışmasında üzerinde çalışılan konu,

Laplace diferansiyel operatörü ile singüler Bessel diferansiyel operatörünün toplamı ola-

rak ortaya çıkan ve Laplace-Bessel diferansiyel operatörü diye adlandırılan hibrit bir di-

feransiyel operatörün doğurduğu ve Fourier-Bessel Harmonik Analiz denilen harmonik

analiz ile ilgilidir.

1950’li yıllardan sonra gelişmeye başlayan Fourier-Bessel Harmonik Analiz’in en

önemli vasıtalarından biri de, Bessel kayması (genelleşmiş kayma) ile ilişkilendirilen Ri-

esz potansiyelleri olmuştur.

Klasik Fourier Harmonik Analizinde Riesz potansiyellerinin oynadığı rolü Fourier-

Bessel Harmonik Analizinde genelleşmiş Riesz potansiyelleri üstlenmektedir.

Fourier-Bessel Harmonik Analizinin önemli teknik araçlarından biri olan genelleş-

miş Riesz potansiyellerinin ele alındığı bu tez çalışmasının esas amacı, söz konusu po-

tansiyeller ve onların tersleri için yeni gösterim vermek ve bu potansiyellerin doğurduğu
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uzaylar için bir karakterizasyon sunmaktır. Bunun için, öncelikle Abel-Poisson ve Gauss-

Weierstrass yarı gruplarının ikisini de genelleyen yeni bir yarı grup tanımlanmış ve bu yarı

grup yardımıyla genelleşmiş Riesz potansiyelleri için bir boyutlu yeni bir integral göste-

rimi verilmiştir. Bir dalgacık tipli dönüşüm tanımlanarak, ters bulma formülü elde edilmiş

ve bu potansiyellerin tersi bulunmuştur. Bundan başka, değişkenlerden yalnız birine değil,

birkaçına genelleşmiş kayma uygulanarak ortaya çıkan genelleşmiş Riesz potansiyelleri

için yeni bir gösterim daha sunulmuş ve son olarak da bu potansiyellerin doğurduğu uza-

yın karakterizasyonu (nitelendirilmesi) verilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Bessel kayma operatörü, Dalgacık tipli dönüşüm, Fourier-

Bessel dönüşümü, Genelleşmiş Abel-Poisson yarı grup, genelleşmiş Gauss-Weierstrass

yarı grup, Genelleşmiş Riesz potansiyelleri, Genelleşmiş Riesz potansiyelleri uzayı
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ABSTRACT
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The differantial operator, named Laplace differential operator,

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n

is one of the most famous operators in mathematics. For example, classical wave equ-

ation and heat equation in n−dimensional space Rn, are expressed with the aid of this

differential operator. The subject, studied in this thesis, is related to Harmonic Analysis

which is named Fourier-Bessel Harmonic Analysis, arised as the sum of Laplace differen-

tial operator and singular Bessel differential operator and generated by a hibrit differential

operator named Laplace-Bessel differential operator.

One of the most important means of Fourier-Bessel Harmonic Analysis, starting to

develop after the 1950s, is the Riesz potentials which is associated with Bessel shift.

The role of Riesz potentials in Classical Fourier Harmonic Analiysis, plays generali-

zed Riesz potentials in Fourier-Bessel Harmonic Analysis.

The real aim of this thesis study which deals with the generalized Riesz potentials,

one of the important technical tools of Fourier-Bessel Harmonic Analysis, is to give a new

presentation for this potentials and its inverse and a new characterization for the spaces

generated by these potentials. Firstly for this, a new semi group was identified which

is generalized both of Abel-Poisson and Gauss-Weierstrass semi groups and a new one

dimensional integral repesentation is given with the aid of this semi group. A wavelet type

transform is identified, the inverse formula is obtained and the opposite of this potentials

are found. Moreover, a new representation is given to generalized Riesz potentials, by
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applying generalized shift to a few of the variables, not only to one variable, and finally,

the characterization of the space which is generated by these potentials, is presented.

KEYWORDS: Bessel shift operator, Fourier-Bessel transform, Generalized Abel-Poisson

semi group, Generalized Gauss-Weierstrass semi group, Generalized Riesz potentials, Ge-

neralized Riesz potential spaces, Wavelet type transform
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ÖNSÖZ

Matematik literatürde Fourier Analizi olarak da bilinen Klasik Harmonik Analiz’in en

önemli operatörlerinden olan

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n

Laplace diferansiyel operatörünün negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan Riesz

potansiyelleri, hem Harmonik Analiz’in kendisinde ve hem de onun çeşitli uygulamalarında

önemli matematiksel araç olarak kullanılmaktadır. Örneğin, ünlü Sobolev uzaylarının ve

onların bazı genelleşmelerinin incelenmesinde, Radon dönüşümlerinin terslerinin bulun-

masında Riesz potansiyellerinin önemli rol oynadığı bilinmektedir.

Geçen yüzyılın ortalarında gelişmeye başlayan Fourier-Bessel Harmonik Analizi’nde

bir teknik araç olarak kullanılan genelleşmiş Riesz potansiyelleri, Klasik Harmonik Analiz’

deki Riesz potansiyellerinin oynadığı rolün benzerini oynamaktadır.

Bu tez çalışmasında öncelikle, ilk n − 1 değişkene göre Euclid kayması ve sonuncu

değişkene göre de Bessel kaymasının doğurduğu Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass

yarı gruplarının her ikisini de genelleştiren bir yarı grup tanımlanmış, sonra bu yarı grup

yardımıyla genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir integral gösterimi verilmiştir.

Daha sonra bir dalgacık (wavelet) ölçümü vasıtasıyla yeni bir dalgacık tipli dönüşüm

tanımlanmıştır. Ardından, tanımlanan bu dalgacık tipli dönüşüm yardımıyla genelleşmiş

Riesz potansiyelleri için ters çevirme formülü bulunmuş ve yeni gösterimi sunulan genel-

leşmiş Riesz potansiyellerinin doğurduğu fonksiyonel uzaylar için bir karakterizasyon

verilmiştir. Son olarak da ele alınan Bessel kaymasının farklı bir tanımı kullanılarak, or-

taya çıkan genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir gösterim daha verilmiştir.

Bu çalışma boyunca benden zamanını, bilgisini ve desteğini esirgemeyen değerli danış-

manım Sayın Prof. Dr. İlham ALİYEV’e ve bölümümüz hocalarına, her zaman desteği

benimle olan kıymetli eşim Serkan SAĞLIK’a ve çok değerli aileme ve doktora eğitimim

süresince bana verdiği maddi destekten ötürü TÜBİTAK’a sonsuz teşekkürlerimi sunarım.

v
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1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. KAYNAK TARAMASI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3. MATERYAL VE METOT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.1. F−1ν

(
exp(−t |x|β)

)
Tarafından Üretilen Beta Yarıgrup ve Özellikleri . . 10
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Rn : n boyutlu Euclid uzayı

Rn
+ : Rn’nin son değişken xn’nin pozitif olduğu alt kümesi

S(Rn) : Schwartz test fonksiyonları uzayı

S(Rn
+) : Schwartz test fonksiyonları uzayının Rn

+’ya uyarlaması

Lp,ν(Rn
+) : Ağırlıklı Lebesgue uzayı

Fϕ : ϕ’nin Fourier dönüşümü

F−1ϕ : ϕ’nin ters Fourier dönüşümü

Fνϕ : ϕ’nin Fourier-Bessel dönüşümü

F−1ν ϕ : ϕ’nin ters Fourier-Bessel dönüşümü

T yx f : f fonksiyonuna uygulanmış Euclid kayması (klasik kayma)

T yϕ : ϕ fonksiyonuna uygulanmış Bessel kayması (genelleşmiş kayma)

Iαν f : f ’nin genelleşmiş Riesz potansiyelleri

P
(ν)
t f : Abel-Poisson yarı grubu

G
(ν)
t f : Gauss-Weierstrass yarı grubu

ω
(β)
ν (|y| , t) : e−t|x|

β

’nın ters Fourier-Bessel dönüşümü

W
(β)
t f : ω(β)

ν (|y| , t) çekirdeği tarafından üretilen yarı grup

L∞,ν(Rn
+) : Rn

+’da sürekli ve |x| → ∞ için 0’a yakınsayan fonksiyonlar uzayı

Iα (Lp) : Klasik Riesz potansiyelleri uzayı

Iαν (Lp,ν) : Genelleşmiş Riesz potansiyelleri uzayı

h.h.h. : Hemen hemen her
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GİRİŞ E. SAǦLIK

1. GİRİŞ

Harmonik Analiz’in önemli teknik araçlarından biri olan Riesz potansiyelleri, Laplace

diferansiyel operatörü olarak bilinen

∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2k

operatörünün negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanmaktadır. Bu diferansiyel ope-

ratör, Matematiksel Fiziğin önemli kısmi türevli denklemleri olan Dalga Denklemi ve Isı

Geçirme Denkleminde ortaya çıkmakla beraber, onun negatif kesirsel kuvvetleri olarak

yorumlanan Riesz potansiyelleri de ünlü Sobolev uzaylarının nitelendirilmesinde, özellik-

lerinin incelenmesinde, Radon dönüşümünün tersinin belirlenmesinde ve başka alanlarda

kullanılmaktadır. 1950’li yıllardan bu yana, Laplace diferansiyel operatörünün yanı sıra,

singüler Laplace-Bessel diferansiyel operatörü de matematikte ciddi şekilde uygulama

alanı bulmuş ve bu operatör ile sıkı bağlantılı olan Fourier-Bessel Harmonik Analizi deni-

len analiz alanı gelişmeye başlamıştır. Klasik Fourier Harmonik Analizin’de Riesz potan-

siyelleri önemli teknik araç olduğı gibi, Fourier- Bessel Harmonik Analizi’nin de önemli

teknik araçlarından biri Laplace-Bessel operatörünün doğurduğu Bessel kayması (birçok

kaynakta "genelleşmiş kayma" olarak da biliniyor) ile ilişkilendirilen Riesz potansiyelle-

ridir. Bu potansiyellerin temel özellikleri Gadjiev ve Aliyev’in 1988 yılında yayımlanan

iki makelesinde verilmiştir. Birçok yayında hem genelleşmiş Riesz potansiyelleri hem de

genelleşmiş kayma ile ilişkilendirilen Bessel potansiyelleri çeşitli açılardan incelenmiştir.

Bu çalışmanın esas amacı, genelleşmiş kayma olarak da bilinen Bessel kayması kul-

lanılarak genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir integral gösterimi sunmak ve bu

potansiyellerin doğurduğu genelleşmiş Riesz potansiyelleri uzayı için bir karakterizasyon

vermektir.

Bu tez çalışması, Giriş ve Kaynaklar bölümleri hariç, dört bölümden ibarettir.

İkinci bölümde, kaynak taraması yapılarak çalışma için gerekli araştırmalar ve önbil-

giler sunulmuştur.

Üçüncü bölüm olan "Materyal ve Metot" kısmında, Bessel kaymasının doğurduğu

Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass yarı gruplarının her ikisini de genelleştiren bir yarı

1



GİRİŞ E. SAǦLIK

grup tanımlanarak, bu çalışmada gerekli olan tüm özellikleri incelenmiş ve bu yarı grup

yardımıyla genelleşmiş Riesz potansiyellerinin tek değişkene bağlı integral gösterimi bu-

lunmuştur.

Dördüncü bölüm olan "Bulgular ve Tartışma" kısmı, dört alt başlıktan oluşmaktadır.

İlk olarak, bir dalgacık (wavelet) ölçümü tanımlanarak, bu ölçüm yardımıyla yeni bir dal-

gacık tipli integral dönüşüm oluşturulmuş ve uygun bir Calderon ters belirleme formülü

bulunmuştur. İkinci olarak, bu dalgacık tipli dönüşüm ve Bessel kaymasının doğurduğu

genelleşmiş Riesz potansiyellerinin yeni tek değişkenli integral gösterimi kullanılarak,

söz konusu potansiyellerin tersleri belirlenmiştir. Üçüncü olarak, genelleşmiş Riesz po-

tansiyelleri uzayının bir karakterizasyonu (nitelendirilmesi) verilmiştir. Son olarak da; bu-

raya kadar elde edilen sonuçların temelinde kullanılan Bessel kaymasının tanımı değiştiri-

lerek, k değişkene göre Bessel kayması, n− k değişkene göre Öklid kayması uygulanmış

ve ortaya çıkan genelleşmiş Riesz potansiyelleri için bir integral gösterimi verilmiştir.

Beşinci bölüm olan "Sonuç" kısmında da tez çalışmasında elde edilen sonuçların kısa

bir özeti sunulmuştur.
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KAYNAK TARAMASI E. SAǦLIK

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde tez çalışması boyunca kullanılacak bazı temel bilgiler verilecektir.

Rn = {x : x = (x1, ..., xn),∀i = 1, ..., n, xi ∈ R}, n boyutlu Öklid uzayı ve bu uzay

üzerindeki norm

|x| =
√
x21 + x22 + ...+ x2n

şeklinde tanımlıdır. Şimdi n boyutlu Öklid uzayının tez çalışması boyunca kullanılacak

bir alt metrik uzayı verilecektir.

Rn
+ = {x = (x1, ..., xn−1, xn) ∈ Rn : xn > 0} şeklinde tanımlansın. Burada, Rn’deki

doğal normun doğurduğu metrik kullanılmaktadır:

x, y ∈ Rn
+ için d(x, y) = |x− y| .

S(Rn) ile kendisi ve tüm türevleri hızla azalan, diferansiyellenebilir fonksiyonlar

uzayı olan Schwartz test fonksiyonları uzayı temsil edilecektir.

(Bir f fonksiyonu için λ− ıncı mertebeden türevin hızla azalması demek; her α ∈ Nn
0

için, xα = xα1
1 x

α2
2 ...x

αn
n ve Dλ ≡ ∂λ1+λ2+...+λn

∂x
λ1
1 ∂x

λ2
2 ...∂xλnn

olmak üzere,

sup
x∈Rn
|xα|

∣∣Dλf(x)
∣∣ <∞ olmasıdır.)

S(Rn
+); Rn’de xn son değişkene göre çift olan Schwartz test fonksiyonlarının Rn

+’ya

uyarlanmış fonksiyonlar uzayı ve S(Rn
+)’nın

‖f‖p,ν =

∫
Rn+

|f(x)|p x2νn dx


1
p

(2.1)

normu ile kapanışı Lp,ν ≡ Lp,ν(Rn
+) ağırlıklı Lebesgue uzayı olarak tanımlansın. Lp,ν

uzayı, bir Banach uzayıdır. Burada, ν > 0 belirlenmiş bir parametre,

dx = dx1...dxn−1dxn ve 1 ≤ p <∞’dır. S(Rn
+) uzayının supremum normunda kapanışı

L∞,ν(Rn
+) ≡ C0(Rn

+)

Rn
+’da sürekli ve |x| → ∞ için 0’a yakınsayan fonksiyonlar uzayıdır.

Şimdi tezin esas çalışmalarında kullanılacak bazı tanım, kavram ve özel integral dö-

nüşümler ifade edilecektir.
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KAYNAK TARAMASI E. SAǦLIK

• Fourier dönüşümü ve ters Fourier dönüşümü

f ∈ L1(Rn) fonksiyonunun Fourier dönüşümü f̂ , her x ∈ Rn için aşağıdaki gibi

tanımlıdır:

f̂(x) =

∫
Rn

f(t)e−2πixtdt .

Bir g ∈ L1 fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü de şu şekilde tanımlanır:

ǧ(t) =

∫
Rn

g(x)e2πitxdx .

Bazı kaynaklarda f ∈ L1(Rn) fonksiyonunun Fourier dönüşümü ve ters Fourier dönü-

şümü sırasıyla,

f̂(x) =

∫
Rn

f(t)e−ixtdt

ve

f̌(λ) =
1

(2π)n

∫
Rn

f(x)eiλxdx

şeklinde tanımlanır (Spigel 1974).

f ∈ L1(Rn) fonksiyonunun Fourier dönüşümü için f∧, Ff ve ters Fourier dönüşümü

için f∨, F−1f gibi gösterimler de kullanılmaktadır.

Fourier dönüşümünün iyi bilinen bazı önemli özellikleri aşağıdaki gibidir:

f ∈ L1(Rn) olsun. Bu durumda,

a) f∧(x) fonksiyonu tüm Rn’de düzgün süreklidir.

b) f∧(x) sınırlı fonksiyondur ve ‖f∧‖∞ ≤ ‖f‖1 .

c) f ≥ 0 olsun. O zaman

‖f∧‖∞ = ‖f‖1 = f∧(0)

eşitliği sağlanır.

d) lim
|x|→∞

f∧(x) = 0 ’dır.

e) f, g ∈ L1 (Rn) olsun. O zaman∫
Rn
f∧(x)g(x)dx =

∫
Rn
f(x)g∧(x)dx

eşitliği sağlanır (Stein 1970; Sadosky 1979).
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KAYNAK TARAMASI E. SAǦLIK

• Fourier-Bessel dönüşümü ve ters Fourier-Bessel dönüşümü

(Fνϕ) (x) =

∫
Rn+

ϕ(y)e−ix
′·y′jν− 1

2
(xnyn)y2νn dy (2.2)

(
F−1ν ϕ

)
(x) = cν(n) (Fνϕ) (−x′, xn)

şeklinde tanımlıdır. Burada, x′ · y′ = x1y1 + ...+ xn−1yn−1, ϕ ∈ L1,ν(Rn
+),

cν(n) =

[
(2π)n−122ν−1Γ2(ν +

1

2
)

]−1
, (2.3)

ve Js(t) I. tip Bessel fonksiyonu olmak üzere, js(t) (t > 0, s > −1
2
) normalleştirilmiş

Bessel fonksiyonu olup

js(t) =
2sΓ(p+ 1)Js(t)

ts

şeklinde tanımlıdır (Kipriyanov 1967).

Fourier-Bessel dönüşümü S(Rn
+) uzayının bir otomorfizmidir. Ayrıca, ϕ ∈ L1,ν(Rn

+)

radial ise Fνϕ de radial olur (Zasorin 1986; Kipriyanov 1997).

Hatırlatalım ki, |x| =
√
x21 + ...+ x2n olmak üzere bir ϕ fonksiyonu yalnız |x|’e bağlı

ise, bu fonksiyon radial fonksiyon diye adlandırılır. Örneğin e−|x|
2

bir radial fonksiyondur.

• Klasik Euclid (Öklid) kayması

T yx f(x) = f(x+ y)

şeklinde tanımlıdır. T yx f Euclid kayması Lp’den Lp’ye sınırlıdır; dahası, f ∈ Lp için,

‖T yx f‖p = ‖f‖p

sağlanır.

• Euclid kayması tarafından üretilen girişim (konvolüsyon, convolution)

f ,g ∈ Lp için, f ile g’nin klasik girişimi

(f ∗ g) (x) =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy

biçiminde tanımlıdır.

Klasik girişim ve Klasik Fourier dönüşümü arasında iyi bilinen

(f ∗ g)∧ (x) = f∧(x)g∧(x)
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KAYNAK TARAMASI E. SAǦLIK

özelliği sağlanır (Stein ve Weiss 1971).

• T y genelleşmiş kayma (öteleme) operatörü

Bu çalışmada aşağıdaki tanımı kullanılmıştır:

(T yϕ) (x) =
Γ(ν + 1

2
)

Γ(ν)Γ(1
2
)

π∫
0

ϕ
(
x′ − y′;

√
x2n − 2xnyn cos θ + y2n

)
sin2ν−1 θdθ (2.4)

(Kipriyanov 1997; Levitan 1951).

• T y kayması tarafından üretilen Bessel girişimi,

(ϕ~ ψ) (x) =

∫
Rn+

ϕ(ξ)T ξψ(x)ξ2νn dξ, (dξ = dξ1...dξn) (2.5)

biçiminde tanımlıdır. Bessel girişiminin (konvolüsyonunun) bazı özellikleri aşağıdaki gi-

bidir:

a) Bessel girişimi değişme özelliğini sağlar : ϕ~ ψ = ψ ~ ϕ

b) Bessel girişimi ile Fourier Bessel dönüşümü arasında

Fν(ϕ~ ψ) = (Fνϕ) . (Fνψ)

özelliği sağlanır.

c) Bessel girişimi aşağıda verilen Young eşitsizliğini de sağlar:

‖ϕ~ ψ‖r,ν ≤ ‖ϕ‖p,ν ‖ψ‖q,ν , 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ ve
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1 (2.6)

(Kipriyanov 1997).

• Klasik Riesz potansiyelleri

Klasik Riesz potansiyelleri şöyle tanımlıdır:

Iαf(x) = cn,α

∫
Rn

f(x− y)
1

|y|n−α
dy

= cn,α

∫
Rn

f(y)
1

|x− y|n−α
dy

= cn,α.f ∗
1

|x|n−α

Burada,

cn,α =
2απ

n
2 Γ(α

2
)

Γ(n−α
2

)
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KAYNAK TARAMASI E. SAǦLIK

şeklindedir.

Klasik Riesz potansiyellerinin Fourier dönüşümü

(Iαf)∧ (x) = |x|−α f∧(x)

şeklinde olduğu bilinmektedir (Samko 2002).

• Genelleşmiş Riesz potansiyelleri

(2.4) ile verilen genelleşmiş kayma tarafından üretilen genelleşmiş Riesz potansiyel-

leri, Fourier-Bessel dönüşümüleri dilinde, aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Iαν f = F−1ν

(
|ξ|−α Fνf

)
; f ∈ S(Rn

+), 0 < α < n+ 2ν . (2.7)

Bu potansiyeller Bessel girişimi dilinde, aşağıdaki gibi verilir:

(Iαν f) (x) =
1

γn,ν(α)

∫
Rn+

|y|α−n−2ν T yf(x)y2νn dy . (2.8)

Burada,

γn,ν(α) =
2α−1π

n−1
2 Γ

(
α
2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
n+2ν−α

2

) , 0 < α < n+ 2ν (2.9)

(Gadjiev ve Aliev 1988a; Aliev ve Rubin 2001; Aliev ve Bayrakci 1998,2002).

• Iαν f potansiyellerinin; genelleşmiş T y kayması tarafından üretilen Abel-Poisson ve

Gauss-Weierstrass yarıgrupları terimleri dilinde bir boyutlu integral gösterimleri sırasıyla

şu şekildedir:

(Iαν f) (x) =
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1
(
P

(ν)
t f

)
(x)dt; (2.10)

(Iαν f) (x) =
1

Γ(α
2
)

∞∫
0

t
α
2
−1
(
G

(ν)
t f
)

(x)dt (2.11)

(Aliev ve Rubin 2001).

Burada genelleşmiş kayma tarafından üretilen P (ν)
t f Abel-Poisson yarıgrubu veG(ν)

t f

Gauss-Weierstrass yarıgrubu olup;(
P

(ν)
t f

)
(x) =

∫
Rn+

pν(y; t)T yf(x)y2νn dy , (t > 0), (2.12)

pν(y; t) ≡ F−1ν (e−t|x|)(y) =
2

π
n
2

Γ
(
n+2ν+1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

) t(
|y|2 + t2

)n+2ν+1
2

; (2.13)
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(
G

(ν)
t f
)

(x) =

∫
Rn+

gν(y; t)T yf(x)y2νn dy , (t > 0), (2.14)

gν(y; t) ≡ F−1ν (e−t|x|
2

)(y) =
2πν+

1
2

Γ
(
ν + 1

2

) (4πt)−
n+2ν

2 e−
|y|2
4t . (2.15)

biçimindedirler. Klasik Riesz potansiyelleri için (2.10) ve (2.11) formüllerinin benzerleri,

daha önce sırasıyla Stein ve Weiss (1960) ve Johnson (1973) makalelerinde verildiğini

hatırlatalım.

• Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu

f ∈ Lp,ν , (1 ≤ p < ∞) olmak üzere, Hardy-Littlewood maksimal operatörü şu

şekilde tanımlıdır:

(Mνf) (x) = sup
r>0

1

rn+2νω(n; ν)

∫
B+
r

|T xf(y)| y2νn dy, x ∈ Rn
+. (2.16)

Burada, B+
r =

{
x : x ∈ Rn

+, |x| ≤ r
}

ve ω(n; ν) =
∫
B+

1

x2νn dx.

1 < p <∞ için,

‖Mνf‖p,ν ≤ c1 ‖f‖p,ν

sağlanır. Bu Mνf Hardy-Littlewood maksimal operatörünün 1 < p <∞ için güçlü (p, p)

tipli olduğu anlamına gelir.

p = 1 için,

µ{x ∈ Rn
+ : |Mνf(x)| > λ} ≤ c2

‖f‖1,ν
λ

, (∀λ > 0)

sağlanır. Bu da Mνf Hardy-Littlewood maksimal operatörünün p = 1 için zayıf (1, 1)

tipli olduğu anlamına gelir.Burada, E ⊂ Rn
+ için µE =

∫
E

x2νn dx biçiminde tanımlanır

(Guliev 2003).

• Genelleştirilmiş Minkowski Eşitsizliği

ϕ (x, y) , Rn
x × Rm

y ’de ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere,∥∥∥∥∥
∫
Rmy

ϕ (x, y) dy

∥∥∥∥∥
Lp(Rnx)

≤
∫
Rmy
‖ϕ (·, y)‖Lp(Rnx) dy

eşitsizliği sağlanır (Folland 1984).

• Hölder Eşitsizliği
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f1 ∈ Lp, f2 ∈ Lq, 1 ≤ p, q ≤ ∞ ve 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. Bu durumda∫
Rn
|f1 (x) f2 (x)| dx ≤ ‖f1‖p ‖f2‖q (2.17)

olur. Burada p =∞ için q = 1 olup ‖f‖∞ = ess sup
x∈Rn

|f (x)|’tir (Samko vd. 1993).

Teorem 2.1. (Lebesgue Baskın Yakınsama Teoremi) {fn}n∈N, L1 uzayında,

(i) fn → f (h.h.h.)

(ii) Bir g pozitif fonksiyonu ve her n ∈ N için, |fn| ≤ g

özelliklerini sağlayan bir dizi olsun. O zaman f ∈ L1’dir ve∫
Rn

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Rn

fn(x)dx

dir (Folland 1984).

Teorem 2.2. (Fubini Teoremi) (X,M, µ) ve (Y,N, ν) σ−sonlu ölçüm uzayları, µ × ν

ölçümü de M ×N üzerinde µ ve ν’nün çarpımı olsun. Eğer, f : X × Y → R fonksiyonu

µ× ν ölçümüne göre integrallenebilir ise, h.h.h. y ∈ Y için
∫
X

f(x, y)dµ(x) integrali ve

h.h.h. x ∈ X için
∫
Y

f(x, y)dν(y) integrali sonludur ve

∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)

 dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)

 dν(y)

eşitliği sağlanır (Folland 1984).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, ilk bölümde tanıtılan, genelleşmiş kaymanın doğurduğu Abel-Poisson ve

Gauss-Weierstrass yarı gruplarının her ikisini de genelleştiren bir yarı grup tanımlanacak

ve bazı özellikleri verilecektir.

3.1. F−1ν

(
exp(−t |x|β)

)
Tarafından Üretilen Beta Yarıgrup ve Özellikleri

β > 0 verilsin. F−1ν ters Fourier-Bessel dönüşümü olmak üzere, F−1ν

(
exp(−t |x|β)

)
(y),

(t > 0; x, y ∈ Rn
+) fonksiyonu tanımlansın. ϕ ∈ L1,ν radial ise o zaman Fνϕ ve F−1ν ϕ de

radialdir. Böylece, F−1ν

(
exp(−t |x|β)

)
(y) de radial bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonu

ω
(β)
ν (|y| , t) ile gösterelim:

ω(β)
ν (|y| , t) = F−1ν

(
exp(−t |x|β)

)
= cν(n)

∫
Rn+

e−t|x|
β

eix
′·y′jν− 1

2
(xnyn)x2νn dx (3.1)

Şimdi bu "çekirdek fonksiyonun" bir f ∈ Lp,ν fonksiyonu ile girişiminden ortaya çıkan

integral operatörler ailesi oluşturalım.

Tanım 3.3. (3.1) çekirdeği tarafından üretilen Beta yarı grup, girişim tipli bir operatör

biçiminde olup ifadesi şu şekildedir:(
W

(β)
t f

)
(x) =

(
ω(β)
ν (|.| , t)~ f

)
(x) ≡

∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t)T yf(x)y2νn dy. (3.2)

• (3.2) tanımında özel olarak, β = 1 durumu genelleşmiş Abel-Poisson yarıgrubunu,

β = 2 durumu ise genelleşmiş Gauss-Weierstrass yarıgrubunu vermektedir.

(2.13) ve (2.15) Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass çekirdeklerinin tersine ω(β)
ν (|y| , t)

çekirdeği açıkça ifade edilemese de, bazı önemli özellikleri aşağıdaki önteoremde

ispatlanmıştır.

Önteorem 3.4. x, y ∈ Rn
+, 0 < t <∞ ve 0 < β <∞ olsun. O zaman,

(a)

ω(β)
ν

(
λ

1
β |y| , λt

)
= λ−

n+2ν
β ω(β)

ν (|y| , t) , (λ > 0)

eşitliği sağlanır.
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Özel olarak, λ = 1
t

için,

ω(β)
ν (|y| , t) = t−

n+2ν
β ω(β)

ν

(
t−

1
β |y| , 1

)
(3.3)

olur.

(b) 0 < β ≤ 2 ise o zaman her y ∈ Rn
+ ve her t > 0 için,

ω(β)
ν (|y| , t) > 0

sağlanır.

(c) β = 2k, (k ∈ N) biçiminde ise o zaman her t > 0 için,

ω(β)
ν (|y| , t) ∈ S(Rn

+)

olur.

(d) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) sağlanırsa,her t > 0 için,∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t) y2νn dy = 1

olur.

(e) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, (k ∈ N) ise o zaman,∥∥∥W (β)
t f

∥∥∥
p,ν
≤ c(β) ‖f‖p,ν

sağlanır. Burada, c(β) katsayısı aşağıdaki şekildedir:

c(β) =

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|y| , 1)

∣∣ y2νn dy <∞
Ayrıca, 0 < β ≤ 2 için c(β) = 1 ’dir.

(f) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, (k ∈ N) ise o zaman,

sup
t>0

∣∣∣(W (β)
t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x)

sağlanır. Burada, Mνf (2.16) ile tanımlanmış genelleşmiş Hardy-Littlewood maximal

fonksiyon olup aşağıdaki şekildedir:

(Mνf) (x) = sup
r>0

1

rn+2νω(n; ν)

∫
B+
r

|T xf(y)| y2νn dy,

11
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B+
r =

{
x : x ∈ Rn

+, |x| ≤ r
}

ve ω(n; ν) =
∫
B+

1

x2νn dx.

(g) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) için,

sup
x∈Rn+

∣∣∣(W (β)
t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ ct−

n+2ν
pβ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p <∞

olur.

(h) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, (k ∈ N) ise o zaman her f ∈ Lp,ν ve her t, τ ∈ (0,∞)

için,

W
(β)
t

(
W (β)
τ f

)
= W

(β)
t+τf, (yarıgrup özelliği);

sağlanır.

(i) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. O zaman, 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) ise,

lim
t→0+

(
W

(β)
t f

)
(x) = f(x)

dir. Burada, limit hem Lp,ν normunda hem de h.h.h. x ∈ Rn
+ için noktasal anlamdadır.

f ∈ L∞,ν ≡ C0 durumunda, yakınsama düzgündür.

İspat (a)

ω(β)
ν (|y| , t) = cν(n)

∫
Rn+

e−t|x|
β

eix
′·y′jν− 1

2
(xnyn)x2νn dx

(
x = λ

1
β z, dx = λ

n
β dz dönüşümü yapılırsa

)
= cν(n)λ

2ν
β λ

n
β

∫
Rn+

e−λt|z|
β

eiz
′·λ

1
β y′jν− 1

2
(znλ

1
β yn)z2νn dz

= λ
n+2ν
β ω(β)

ν

(
λ

1
β |y| , λt

)
elde edilir.

(b) β = 1 ve β = 2 durumları için, ω(β)
ν (|y| , t) ≡ F−1ν (e−t|x|

β

)(y)’nin pozitifliği,

Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass çekirdeklerinin (2.13) ve (2.15) tanımlarından ko-

layca görülür. Şimdi, 0 < β < 2 durumu ele alınsın. I.A. Golubov (1980)’un makalesin-

deki Bernstein teoreminden görülür ki; [0,∞) üzerinde negatif olmayan, sonlu,

µβ ([0,∞)) = 1 koşulunu ve

e−z
β/2

=

∞∫
0

e−τzdµβ(τ), z ∈ [0,∞)

12



MATERYAL VE METOT E. SAǦLIK

eşitliğini sağlayan bir µβ ölçümü vardır. Burada, z yerine |x|2 yazılacak olursa,

e−|x|
β

=

∞∫
0

e−τ |x|
2

dµβ(τ), (0 < β < 2) (3.4)

elde edilir. (3.4)’ten

ω(β)
ν (|y| , 1) ≡ F−1ν (e−|x|

β

)(y)

=

∞∫
0

F−1ν (e−τ |x|
2

)(y)dµβ(τ)

=
2πν+

1
2

Γ(ν + 1
2
)

∞∫
0

(4πτ)−
n+2ν

2 e−
|y|2
4τ dµβ(τ) > 0 (3.5)

olur.

(c) Fν dönüşümü S(Rn
+) uzayında bir otomorfizm ve

e−|x|
2k

∈ S(Rn
+)

olduğundan,

F−1ν (e−t|x|
2k

)(y) ≡ ω(2k)
ν (|y| , t) ∈ S(Rn

+)

elde edilir. Böylece, ω(2k)
ν (|y| , t); Rn

+ üzerinde sonsuz pürüzsüz ve hızla azalandır. (Yani,

negatif olmayan her k1,..., kn ve m1, ...,mn tamsayıları için

lim
|x|→∞

|x1|m1 ... |xn|mn
∂k1+...+kn

∂xk11 ...∂x
kn
n

ω(2k)
ν (|x| , t) = 0

eşitliği sağlanır.)

(d) (c)’den elde edilen sonuç gereği, k ∈ N ve ∀t > 0 için ω(2k)
ν (|y| , t) ∈ S(Rn

+)

olduğundan, her t > 0 için,

ω(2k)
ν (|y| , t) ∈ L1,ν

olur. Buradan,

Fν
(
ω(2k)
ν (|y| , t)

)
= e−t|x|

2k

yani ∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t) eix′·y′jν− 1

2
(xnyn)y2νn dy = e−t|x|

2k

13
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elde edilir. Son eşitlikte x = (0, ..., 0) alınırsa,∫
Rn+

ω(2k)
ν (|y| , t) y2νn dy = 1

sonucuna ulaşılır.

Şimdi 0 < β < 2 durumunu inceleyelim. (3.5) ve Aliev (1987)’in makalesindeki∫
Rn+

e−
|y|2
4τ y2νn dy =

1

2
π
n−1
2 Γ(ν +

1

2
) (4τ)

n+2ν
2 (3.6)

formülü kullanılırsa,

∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , 1) y2νn dy =

2πν+
1
2

Γ(ν + 1
2
)

∞∫
0

(4πτ)−
n+2ν

2

∫
Rn+

e−
|y|2
4τ y2νn dy

 dµβ(τ)

= π
n+2ν

2 π−
n+2ν

2

∞∫
0

dµβ(τ) = 1

elde edilir. (3.3) formülü ile ifade edilen homojenlik özelliğinden, 0 < β < 2 için,∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t) y2νn dy =

∫
Rn+

λ
n+2ν
β ω(β)

ν

(
λ

1
β |y| , λt

)
y2νn dy

(λ =
1

t
yerine konursa)

= t−
n+2ν
β

∫
Rn+

ω(β)
ν

(
t−

1
β |y| , 1

)
y2νn dy

(
y = t

1
β u, dy = t

n
β du, y2νn = t

2ν
β un dönüşümü yapılarak

)
= t−

n+2ν
β

∫
Rn+

ω(β)
ν (|u| , 1) t

n+2ν
β u2νn du

=

∫
Rn+

ω(β)
ν (|u| , 1)u2νn du

olduğu görülür. Buradan,∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t) y2νn dy =

∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , 1) y2νn dy = 1.

elde edilir.
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(e) Minkowski eşitsizliği kullanılır:

∥∥∥W (β)
t f

∥∥∥
p,ν

=

∥∥∥∥∥∥∥
∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t)T yf(x)y2νn dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤
∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|y| , t)

∣∣ ‖T yf(x)‖p,ν y
2ν
n dy

= c(β) ‖T yf‖p,ν ≤ c(β) ‖f‖p,ν .

Burada, genelleşmiş kayma için Lofstorm ve Peetre (1969)’nin iyi bilinen

‖T yf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν

eşitsizliği kullanıldı.

(f) Aliev ve Bayrakci(1998)’nin makalesinde Teorem 2.1’den, eğer ϕ ∈ L1,ν fonksi-

yonunun, ∫
Rn+

ψ(|x|)x2νn dx <∞

koşulunu sağlayan, azalan, pozitif ve radial ψ(|x|) majorantı varsa, o zaman her

f ∈ Lp,ν (1 ≤ p ≤ ∞) ve

ϕε(x) = ε−n−2νϕ(
1

ε
x)

için,

sup
ε>0
|(ϕε ~ f) (x)| ≤ ‖ψ‖1,ν (Mνf) (x) (3.7)

olur.

ψ(|x|) = ω(β)
ν (|x| , 1) , ε = t

1
β

koyularak ve (3.3) ve (3.7) hesaba katılarak, her 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k için,

sup
t>0

∣∣∣(W (β)
t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x);

c =

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|y| , 1)

∣∣ y2νn dy <∞.
bulunur. (3.5)’ten açıkça görülür ki, ω(β)

ν (|y| , 1) monoton azalandır. β = 2k için,

ω
(β)
ν (|y| , 1) ∈ S(Rn

+) olduğundan, azalan, radial ve integrallenebilir bir majorantı vardır.
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(g) Young eşitsizliğinden, ((2.6)’da r =∞ durumu)

∣∣∣(W (β)
t f

)
(x)
∣∣∣ ≤ ‖f‖p,ν

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|y| , t)

∣∣p′ y2νn dy


1
p′

= ‖f‖p,ν t
−n+2ν

β

∫
Rn+

∣∣∣ω(β)
ν

(
t−

1
β |y| , 1

)∣∣∣p′ y2νn dy


1
p′

(y = t
1
β x, dy = t

n
β dx konursa)

= ‖f‖p,ν t
−n+2ν

β t
n+2ν
β

1
p′

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|x| , 1)

∣∣p′ x2νn dx


1
p′

(1− 1

p′
=

1

p
eşitliği kullanılır.)

= ct−
n+2ν
pβ ‖f‖p,ν

bulunur. Burada, c sayısı f fonksiyonuna bağlı değildir.

(h) f ∈ S(Rn
+) ise, o zaman Fourier-Bessel dönüşümü terimleri dilinde yarıgrup özel-

liğinin sağlandığı aşikardır. Gerçekten f ∈ S(Rn
+) durumunda, ispatlanması gereken

eşitliğin her iki tarafına Fourier-Bessel dönüşümü uygulanırsa, doğruluğu aşikar olan

e−t|x|
β

.e−τ |x|
β

Fνf = e−(t+τ)|x|
β

Fνf

eşitliği elde edilir. Keyfi f ∈ Lp,ν için, S(Rn
+) uzayının Lp,ν uzayında yoğun olması

nedeniyle ve (e)’den, sonuca ulaşılır.

(i) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k olursa,∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t) y2νn dy = 1, (∀t > 0)

eşitliği ve her f ∈ Lp,ν için,

W
(β)
t f(x)− f(x) =

∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t)T yf(x)y2νn dy −

∫
Rn+

f(x)ω(β)
ν (|y| , t) y2νn dy

16
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sağlanır. Buradan, Minkowski eşitsizliği kullanılarak,∥∥∥W (β)
t f − f

∥∥∥
p,ν
≤

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|y| , t)

∣∣ ‖T yf(.)− f(.)‖p,ν y
2ν
n dy

= t−
n+2ν
β

∫
Rn+

∣∣∣ω(β)
ν

(
t−

1
β |y| , 1

)∣∣∣ ‖T yf(.)− f(.)‖p,ν y
2ν
n dy

(
y = t

1
β z, dy = t

n
β dz alınırsa

)
=

∫
Rn+

∣∣ω(β)
ν (|z| , 1)

∣∣ ∥∥∥∥T t 1β zf(.)− f(.)

∥∥∥∥
p,ν

z2νn dz

elde edilir. ∥∥∥∥T t 1β zf(.)− f(.)

∥∥∥∥
p,ν

≤ 2 ‖f‖p,ν

eşitsizliğinden ve

lim
t→0+

∥∥∥∥T t 1β zf(.)− f(.)

∥∥∥∥
p,ν

= 0,

olduğundan, Lebesgue baskın yakınsama teoremi gereğince,

lim
t→0+

∥∥∥W (β)
t f − f

∥∥∥
p,ν

= 0, 1 ≤ p ≤ ∞, (L∞,ν ≡ C0)

olur.

f ∈ Lp,ν ∩C0 için W (β)
t f(x) ailesi f(x)’e noktasal (aslında düzgün) yakınsadığından

ve bu sınıf Lp,ν , (1 ≤ p < ∞) uzaylarında yoğun olduğundan, o zaman, (f) maddesi

gereğince ve Stein ve Weiss (1971)’ın kitabındaki noktasal yakınsama ile ilgili ünlü te-

oremden,

lim
t→0+

W
(β)
t f(x) = f(x) h.h.h.x ∈ Rn

+

olduğu sonucuna ulaşılır.

Böylece önteoremin ispatı tamamlanmış oldu. �

Not 1: Bu önteoremin klasik Euclid kayması için olan benzeri, daha önce Aliev vd.

(2008) ve Aliev (2009) makalelerinde ifade edilerek kanıtlanmıştır.

Not 2: (a) W (β)
t f ailesinin, önteoremdeki (i) özelliğine dayanarak,

W
(β)
0 f = f

kabul edebiliriz.

17



MATERYAL VE METOT E. SAǦLIK

(b) Önteoremdeki β parametresi için 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, k ∈ N kısıtlamasını

kullandık. Bizim öngörümüze göre, önteoremin (b) ve (c) dışındaki tüm önerileri

∀β 6= 2k, (k ∈ N)

için de doğrudur. Bunu kanıtlamak için, β 6= 2k durumunda,

ω(β)
ν (|y| , 1) = cβ |y|−n−2ν−β (1 + o(1)), |y| → ∞

asimptotik formülünü kanıtlamak yeterlidir. Bu asimptotik formül Euclid kayması duru-

munda doğru olup Aliev vd. (2008) makalesinde verilmiştir. Genelleşmiş kayma duru-

munda ise açık problemdir.

Yukarıda tanımlanan genelleşmişW (β)
t f beta yarıgrubu kullanılarak, Iαν f genelleşmiş

Riesz potansiyellerinin bir boyutlu yeni bir integral gösterimini elde etmek mümkündür.

Bu yeni gösterim aşağıdaki teoremde ifade edilmiştir.

Teorem 3.5. 0 < α < n + 2ν, f ∈ Lp,ν(Rn
+), 1 ≤ p < n+2ν

α
olsun. O zaman, (2.8) for-

mülü ile tanımlanmış olan Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyelleri aşağıdaki gibi bir boyutlu

gösterime sahiptir:

(Iαν f) (x) =
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β)
t f

)
(x)dt. (3.8)

Burada, 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, (k ∈ N) olduğu varsayılır.

İspat (3.8) formülü açıkça, Sezer ve Aliev (2010)’in klasik kayma ile ilgili makalesin-

deki (17) ile aynı formdadır ve operatörlerin kesirsel kuvvetleri için klasik Balakrishnan

formüllerine benzer (Samko vd. 1993).

1 ≤ p < n+2ν
α

durumu, (Iαν f) (x)’in klasik anlamda bir fonksiyon olmasını sağlar.

(3.8) formülünü kanıtlamak için, W (β)
t f ailesinin (3.2) tanımı kullanılır:

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β)
t f

)
(x)dt =

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1

∫
Rn+

ω(β)
ν (|y| , t)T yf(x)y2νn dy

 dt

18
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=
1

Γ(α
β
)

∫
Rn+

T yf(x)

 ∞∫
0

t
α
β
−1t−

n+2ν
β ω(β)

ν

(
t−

1
β |y| , 1

)
dt

 y2νn dy

(t = |y|β τ−β; dt = (−β) |y|β τ−β−1dτ ; t−
1
β |y| = τ alınırsa)

=
β

Γ(α
β
)

∞∫
0

τn+2ν−α−1ω(β)
ν (τ , 1) dτ

∫
Rn+

|y|α−n−2ν T yf(x)y2νn dy

= c

∫
Rn+

|y|α−n−2ν T yf(x)y2νn dy;

olur. Burada,

c =
β

Γ(α
β
)

∞∫
0

τn+2ν−α−1ω(β)
ν (τ , 1) dτ .

(2.8)-(2.9) formülleri ve son eşitlik hesaba katılırsa,

c =
2α−1π

n−1
2 Γ(α

2
)Γ(ν + 1

2
)

Γ(n+2ν−α
2

)
(3.9)

olduğu gösterilmelidir.

c ile gösterilen bu iki sayının birbirine eşit olduğunu göstermek için, Sezer ve Aliev

(2010)’in makalesinde uyguladıkları metodun benzeri kullanılmıştır. Söz konusu maka-

lede Fourier dönüşümü tekniği uygulanmıştır. Burada da, Fourier-Bessel dönüşümü tek-

niği kullanılır. Yukarıdaki

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β)
t f

)
(x)dt = c

∫
Rn+

|y|α−n−2ν T yf(x)y2νn dy

eşitliği her f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p < n+2ν
α

için sağlandığından, genelleşmiş Schwartz test

fonksiyonları için de sağlanır. f ∈ S(Rn
+) olsun.
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Kolaylık için Fν(g) = g∧ ile gösterilecektir. 0 < α < n+ 2ν için, 1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β)
t f

)
(.)dt

∧ (y) =
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
[(
W

(β)
t f

)
(.)
]∧

(y)dt

=
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1 [ω(β)

ν (|.| , t)
]∧

(y)f∧(y)dt

= f∧(y)
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1e−t|y|

β

dt

(t |y|β = τ alınırsa)

= f∧(y) |y|−α 1

Γ(α
β
)

∞∫
0

τ
α
β
−1e−τdτ

= f∧(y) |y|−α

= [(Iαν f) (.)]∧ (y)

elde edilir. Burada, Iαν f , (2.8) ile tanımlanmış olan genelleşmiş Riesz potansiyelidir.

Yani,

(Iαν f) (x) =
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β)
t f

)
(x)dt,∀f ∈ S(Rn

+)

sonucuna ulaşılır. �

Biz, (3.8) formülünü, genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir ters bulma formü-

lünü elde etmek için kullanacağız.

Not: (3.8) formülünde β = 1 ve β = 2 konulursa, genelleşmiş Riesz potansiyelleri-

nin sırasıyla, genelleşmiş Abel-Poisson ve genelleşmiş Gauss-Weierstrass yarıgrupları ile

ifadeleri elde edilmiş olur.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Dalgacık Tipli Bir İntegral Dönüşüm

(3.2) ile tanımlanan β yarıgrup kullanılarak, aşağıdaki integral dönüşüm tanımlansın:

g ∈ Lp,ν(Rn
+) olmak üzere,

(Ag) (x, t) ≡ (Aβ,ν,µg) (x, t) =

∞∫
0

(
W

(β)
tη g

)
(x)dµ(η). (4.1)

Burada x ∈ Rn
+, t > 0 ve µ ölçümü, µ ([0,∞)) = 0 koşulunu sağlayan [0,∞)’da tanımlı

sonlu bir Borel ölçümüdür. Bu µ Borel ölçümü bir dalgacık ölçümü ve (4.1)’de verilen

(Ag) (x, t) integral dönüşümü de dalgacık tipli dönüşüm diye adlandırılır.

(4.1)’deki (Ag) (x, t) integral dönüşümü Lp,ν uzaylarında sınırlıdır:

Gerçekten Önteorem 3.4 (e)’den ve Minkowski eşitsizliğinden, 1 ≤ p ≤ ∞ için,

‖(Ag) (., t)‖p,ν ≤
∞∫
0

∥∥∥W (β)
tη g

∥∥∥
p,ν
d |µ| (η)

≤ c(β) ‖µ‖ ‖g‖p,ν

olur. Burada, ‖µ‖ sayısı µ ölçümünün tam varyasyonunu göstermiş olup

‖µ‖ =

∫
[0,∞)

d |µ| (η) <∞

şeklinde tanımlıdır.

Örneğin, dµ(t) = h(t)dt ise, ‖µ‖ =
∞∫
0

|h(t)| dt dir.

Aşağıda gösterileceği üzere, (4.1) ile tanımlanan dalgacık tipli dönüşüm yardımıyla,

(3.8)’de verilen Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyellerinin, f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p < n+2ν
α

için

yeni bir ters bulma formülü elde edilebilir.

Şimdi, verilen Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyelleri için ters bulma formülüne ula-

şılacak esas teroremlerden birinin ifade ve ispatında ihtiyaç duyulacak bazı hazırlıklar

yapılacaktır.

Önteorem 4.6. (Gradshteyn ve Ryzhik 1994)

s∫
1

t−
α
β
−1(s− t)

α
β
−1dt =

Γ
(
α
β

)
Γ
(

1 + α
β

) 1

s
(s− 1)

α
β , (s > 1)
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Önteorem 4.7. (Rubin 1999)

(
Iθ+1
+ µ

)
(τ) =

1

Γ (1 + θ)

τ∫
0

(τ − η)θ dµ(η), (θ > 0)

µ ölçümünün (θ+1)-inci mertebeden Riemann-Liouville kesirsel integrali olsun. µ ölçümü

aşağıdaki koşulları sağlasın:

γ > θ için,
∞∫
1

ηγd |µ| (η) <∞; (4.2)

∞∫
0

ηjdµ(η) = 0, ∀j = 0, 1, ..., [θ] ( [θ] , θ’nın tam kısmıdır). (4.3)

O zaman

Kθ(τ) =
1

τ

(
Iθ+1
+ µ

)
(τ),

şeklinde tanımlı Kθ(τ) fonksiyonu azalan ve integrallenebilir bir majoranta sahiptir ve

∞∫
0

Kθ(τ)dτ ≡ cθ,µ =


Γ(−θ)

∞∫
0

ηθdµ(η), θ 6= 1, 2, ... ise

(−1)θ+1

θ!

∞∫
0

ηθ ln ηdµ(η), θ = 1, 2, ... ise


(4.4)

eşitliğini sağlar.

Özel olarak, 0 < θ < 1 ise, yukarıda µ üzerindeki koşullar ve cθ,µ sayısı aşağıdaki

gibi daha sade şekilde ifade edilebilir:

∞∫
1

ηd |µ| (η) <∞ ve

∞∫
0

dµ(η) = 0 (4.5)

∞∫
0

Kθ(τ)dτ ≡ cθ,µ = Γ(−θ)
∞∫
0

ηθdµ(η). (4.6)

Önteorem 4.8. f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p < n+2ν
α
, ve Ag fonksiyonu (4.1)’deki gibi tanımlı olsun.

O zaman ϕ = Iαν f alırsak,

(Aϕ) (x, t) =
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

 ∞∫
0

(τ − ηt)
α
β
−1

+

(
W (β)
τ f

)
(x)dτ

 dµ(η) (4.7)
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eşitliği sağlanır. Burada

aλ+ =

 aλ, a > 0 ise

0, a ≤ 0 ise


olarak tanımlanmıştır.

İspat Iαν f ve W (β)
t operatörleri girişim tipli ve değişme özelliğine sahip olduğundan

ϕ = Iαν f için,

(Aϕ) (x, t) =

∞∫
0

(
W

(β)
tη I

α
ν f
)

(x)dµ(η)

=

∞∫
0

(
IανW

(β)
tη f

)
(x)dµ(η),

((3.8) kullanılırsa)

=
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

 ∞∫
0

τ
α
β
−1
(
W (β)
τ W

(β)
tη f

)
(x)dτ

 dµ(η)

W
(β)
t , (t > 0) ailesinin yarıgrup özelliği kullanılırsa

=
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

 ∞∫
0

τ
α
β
−1
(
W

(β)
τ+tηf

)
(x)dτ

 dµ(η)

=
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

 ∞∫
0

(τ − ηt)
α
β
−1

+

(
W (β)
τ f

)
(x)dτ

 dµ(η)

olur. �

Önteorem 4.9.

(Dα
ε ϕ) (x) ≡

(
Dα
ε,βϕ

)
(x) =

∞∫
ε

t−
α
β
−1 (Aϕ) (x, t)dt, (ε > 0) (4.8)

tanımlansın. O zaman ϕ = Iαν f, (f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p < n+2ν
α

) için,

(Dα
ε ϕ) (x) =

∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)Kα

β
(τ)dτ (4.9)

sağlanır. Burada Kθ(τ) fonksiyonu önteorem 4.7’de tanımlandığı gibidir.
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İspat (4.7), (4.8) ve Fubini teoremi kullanılarak,

(Dα
ε ϕ) (x) =

∞∫
ε

t−
α
β
−1 (Aϕ) (x, t)dt

=

∞∫
ε

t−
α
β
−1

 1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

 ∞∫
0

(τ − ηt)
α
β
−1

+

(
W (β)
τ f

)
(x)dτ

 dµ(η)

 dt
=

1

Γ
(
α
β

) ∞∫
ε

t−
α
β
−1

 ∞∫
0

dµ(η)

∞∫
0

(τ − ηt)
α
β
−1

+

(
W (β)
τ f

)
(x)dτ

 dt

=
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

(
W (β)
τ f

)
(x)


τ
ε∫

0

η
α
β
−1dµ(η)

τ
η∫
ε

t−
α
β
−1
(
τ

η
− t
)α

β
−1

dt

 dτ

=
1

Γ
(
α
β

) ∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)

 τ∫
0

η
α
β
−1dµ(η)

τ
η∫

1

t−
α
β
−1
(
τ

η
− t
)α

β
−1

dt

 dτ

(Önteorem 4.6 kullanılırsa)

=

∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)

1

τ

1

Γ
(

1 + α
β

) τ∫
0

(τ − η)
α
β dµ(η)

 dτ

=

∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)Kα

β
(τ)dτ .

elde edilir. �

Önteorem 4.10. µ ölçümü önteorem 4.7’nin koşullarını sağlasın. O halde, maksimal ope-

rator

f(x)→ sup
ε>0
|(Dα

ε I
α
ν f) (x)| (4.10)

1 ≤ p < n+2ν
α

için, zayıf (p, p) tiplidir. Daha doğrusu, 1 < p < n+2ν
α

için güçlü (p, p)

tipli ve p = 1 için zayıf (1, 1) tiplidir.

İspat Önteorem 4.7’den
∞∫
0

∣∣∣Kα
β
(τ)
∣∣∣ dτ <∞

elde edilir.
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O zaman (4.9) ve Önteorem 3.4 (f)’den,

|(Dα
ε I

α
ν f) (x)| ≤ sup

t>0

∣∣∣(W (β)
t f

)
(x)
∣∣∣ ∞∫
0

∣∣∣Kα
β
(τ)
∣∣∣ dτ

≤ c (Mνf) (x).

olur. Mνf Hardy-Littlewood tipli maksimal operator 1 < p < n+2ν
α

için güçlü (p, p)

tipli ve zayıf (1, 1) tipli olduğundan (Guliev 1998, 2003), 4.10’daki maksimal operatör de

1 < p < n+2ν
α

için güçlü (p, p) tipli ve p = 1 için zayıf (1, 1) tipli operatördür. �

Gerekli ön hazırlıklardan sonra esas teoremlerden birinin ifade ve ispatı verilebilir.

4.2. Genelleşmiş Riesz Potansiyelleri için Yeni Bir Ters Bulma Formülü

Bu bölümde, bir önceki bölümde gerekli hazırlıkları yapılan ters bulma formülünün

ifade ve ispatı yer alacaktır. Sonra da, bulunan ters bulma formülü vasıtasıyla üzerinde

çalışılan genelleşmiş Riesz potansiyelleri uzayı için bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.11. α > 0, 1 ≤ p < n+2ν
α

, f ∈ Lp,ν ve β > α olup, β = 2k, k ∈ N formunda

olsun. Ayrıca µ ölçümü, [0,∞)’da tanımlı sonlu Borel ölçümü olup aşağıdaki koşulları

sağlasın:

(a)

∞∫
0

dµ(η) = 0

(b)

∞∫
1

ηd |µ| (η) <∞

O zaman, A operatörü (4.1)’deki gibi tanımlanmak üzere,

∞∫
0

(AIαν f) (x, t)t−
α
β
−1dt ≡ lim

ε→0

∞∫
ε

(AIαν f) (x, t)t−
α
β
−1dt

= cα
β
,µf(x)

eşitliği sağlanır. Burada, θ = α
β

olmak üzere, cθ,µ katsayısı Önteorem 4.7’de tanımlandığı

gibidir. Limit, Lp,ν-normunda ve h.h.h. x ∈ Rn
+ için noktasal anlamda sağlanır. Eğer

f ∈ C0 ∩ Lp,ν ise, yakınsama tüm Rn
+’da düzgündür.
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İspat (4.8) ve (4.9)’dan,

∞∫
ε

(AIαν f) (x, t)t−
α
β
−1dt ≡ (Dα

ε I
α
ν f) (x)

=

∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)Kα

β
(τ)dτ (4.11)

β > α olduğundan, θ = α
β
< 1 olup [θ] = 0 olur. Böylece, Önteorem 4.7’den, Kα

β
(τ)

fonksiyonu azalan bir integral majoranta sahiptir ve θ = α
β
< 1 için,

∞∫
0

Kθ(τ)dτ ≡ cθ,µ = Γ(−θ)
∞∫
0

ηθdµ(η)

eşitliği sağlanır. Bu eşitliği de dikkate alarak, f ∈ Lp,ν , (1 ≤ p < n+2ν
α

) için aşağıdakiler

yazılabilir:

(Dα
ε I

α
ν f) (x)− cα

β
,µf(x) =

∞∫
ε

(AIαν f) (x), t)t−
α
β
−1dt− f(x)

∞∫
0

Kα
β
(τ)dτ

=

∞∫
0

(
W (β)
ετ f

)
(x)Kα

β
(τ)dτ −

∞∫
0

f(x)Kα
β
(τ)dτ

=

∞∫
0

[(
W (β)
ετ f

)
(x)− f(x)

]
Kα

β
(τ)dτ

Buradan, genelleşmiş Minkowski eşitsizliği kullanılarak,

∥∥∥Dα
ε I

α
ν f − cαβ ,µf

∥∥∥
p,ν
≤

∞∫
0

∥∥W (β)
ετ f − f

∥∥
p,ν

∣∣∣Kα
β
(τ)
∣∣∣ dτ .

elde edilir. Önteorem 3.4 (i) maddesi ve Lebesgue baskın yakınsama teoremi gereği,

lim
ε→0

∥∥∥Dα
ε I

α
ν f − cαβ ,µf

∥∥∥
p,ν

= 0

sağlanır. Böylece Lp,ν normuna göre yakınsama elde edilir. Ayrıca,

lim
ε→0

sup
x∈Rn+

∣∣W (β)
ετ f(x)− f(x)

∣∣ = 0

sağlandığından, yine Lebesgue baskın yakınsama teoremine göre,

lim
ε→0

sup
x∈Rn+

∣∣∣Dα
ε I

α
ν f(x)− cα

β
,µf(x)

∣∣∣ = 0
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olur. Yani, f ∈ C0 ∩ Lp,ν için, yakınsama düzgündür.

Noktasal yakınsamanın ispatı için maksimal fonksiyon tekniği kullanılacaktır. Önte-

orem (4.10)’a göre,

f(x)→ sup
ε>0

|Dα
ε I

α
ν f(x)|

maksimal fonksiyonu 1 ≤ p < n+2ν
α

için zayıf (p, p) tipli operatördür. Diğer yandan,

(Dα
ε I

α
ν f) (x) ailesi, her f ∈ C0 ∩Lp,ν için, f ’e düzgün yakınsaktır. (Dolayısıyla noktasal

yakınsaktır.) Ayrıca, C0 ∩ Lp,ν alt uzayı Lp,ν’de yoğun olduğundan, noktasal yakınsama

ile ilgili ünlü teoreme göre (Stein ve Weiss 1971, sf. 60),

(Dα
ε I

α
ν f) (x)→ cα

β
,µf(x), ε→ 0+.

yakınsaması h.h.h x ∈ Rn
+ için sağlanır. Böylece, teoremin ispatı tamamlanmış oldu. �

Şimdi teoremin koşullarını sağlayan dalgacık ölçümü örnekleri verelim.

Örnek 4.12. 0 ≤ η <∞ olmak üzere,

dµ(η) = (1− η)e−ηdη

tanımlayalım. Basit hesaplamalarla, µ ölçümünün Teorem 4.11’deki koşulları sağlayıp

sağlamadığını kontrol edelim.
∞∫
0

dµ(η) =

∞∫
0

(1− η)e−ηdη = 0

olduğu görülür. Ayrıca,
∞∫
1

ηd |µ| (η) =

∞∫
1

η(η − 1)e−ηdη

=
3

e
<∞

sağlanır. Bundan başka, α
β
< 1 için,

cα
β
,µ = Γ(−α

β
)

∞∫
0

η
α
β (1− η)e−ηdη

6= 0

olduğu da açıktır.

Dolayısıyla bu µ ölçümü teoremin tüm koşullarını sağlar.
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Örnek 4.13. 0 ≤ η <∞ olmak üzere,

h(η) =


1, 0 ≤ η < 1

−1, 1 ≤ η < 2

0, 2 ≤ η <∞


olsun. µ ölçümü şu şekilde tanımlansın:

dµ(η) = h(η)dη

O halde
∞∫
0

dµ(η) =

∞∫
0

h(η)dη

=

1∫
0

dη −
2∫

1

dη

= 0

∞∫
1

ηd |µ| (η) =

2∫
1

ηdη

=
3

2
<∞

olur. Dahası,

cα
β
,µ = Γ(−α

β
)

∞∫
0

η
α
β h(η)dη

= Γ(−α
β

)

 1∫
0

η
α
β dη −

2∫
1

η
α
β dη


= Γ(−α

β
)

2
α
β

+ 1
(1− 2

α
β )

6= 0

sağlanır. Dolayısıyla bu µ ölçümü de teoremin tüm koşullarını sağlar.
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4.3. Genelleşmiş Riesz Potansiyelleri Uzayının Bir Karakterizasyonu

Klasik Riesz potansiyelleri uzayı diye adlandırılan Iα (Lp) (1 ≤ p < ∞) uzayı şöyle

tanımlıdır:

Iα (Lp) = {ϕ : ϕ = Iαf, f ∈ Lp(Rn)} , 1 ≤ p <
n

α
.

Bu kısımda, Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ile ilişkilendirilen genelleşmiş Riesz

potansiyelleri uzayı tanımlanıp, bu uzayın bir karakterizasyonu verilmiştir.

Klasik Riesz potansiyelleri uzayı Iα (Lp), 1 ≤ p < n
α

için çeşitli karakterizasyonlar

Samko vd. (1993)’nin kitabında ve Rubin (1986) makalesi ile Rubin (2008)’in kitabında

verilmiştir. Söz konusu teoremlerden biri şöyledir:

Teorem 4.14. 0 < α < n, 1 < p < n
α

olsun. l ∈ N sayısı, l > α koşulunu sağlayan

herhangi tamsayı olsun. Ptf ve Gtf , (t≥ 0) ile, sırasıyla, Klasik Abel-Poisson ve Gauss-

Weierstrass yarı grupları gösterilsin.

E : Lp → Lp

birim operatör olsun. Bu durumda,

f ∈ Iα(Lp) olması için gerek ve yeter koşul, f ∈ Lq olup aşağıdakilerden en az birini

sağlamasıdır:

lim
ε→0

∞∫
ε

t−1−α(E − Pt)lfdt ∈ Lp

veya

lim
ε→0

∞∫
ε

t−1−α(E −Gt)
lfdt ∈ Lp.

(Burada, limit, Lp anlamındadır. Yani,

lim
ε→0

Aεf = g ⇔ lim
ε→0
‖Aεf − g‖p = 0.

Ayrıca, (E −Gt)
lf(x),

(E −Gt)
lf(x) =

l∑
k=0

(−1)kGktf(x)

şeklinde tanımlıdır.)
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Biz burada genelleşmiş Riesz potansiyellerinin doğurduğu fonksiyonel uzay için bir

karakterizasyon (nitelendirme) vereceğiz. Bu karakterizasyon, genelleşmiş Gauss-Weierstrass

yarı grup vasıtasıyla tanımlanan dalgacık dönüşümü dilinde verilecektir.

Genelleşmiş Riesz potansiyelleri uzayı aşağıdaki gibi tanımlıdır:

Iαν (Lp,ν) =
{
ϕ : ϕ = Iαν f, f ∈ Lp,ν(Rn

+)
}
, 1 < p <

n+ 2ν

α
.

Iαν (Lp,ν) uzayındaki norm,

‖ϕ‖Iαν (Lp,ν) = ‖f‖p,ν

bağıntısı ile tanımlanmıştır. Klasik Riesz potansiyelleri uzayında olduğu gibi bu normla

birlikte bu uzay bir Banach uzayı olur.

Iαν (Lp,ν) uzayının bir Banach uzayı olduğunu gösterelim:

Öncelikle, Iαν (Lp,ν) uzayının, 1
p
− 1
q

= α
n+2ν

olmak üzere,Lq,ν uzayının bir alt uzayı ol-

duğunu hatırlatalım. (Bu genelleşmiş Riesz potansiyelleri için, Hardy-Littlewood-Sobolev

teoreminin bir sonucudur.) (Gadjiev ve Aliev 1988)

Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi: f ∈ Lp,ν , 1 < p < n+2ν
α

olsun.

‖Iαν f‖q,ν ≤ c ‖f‖p,ν sağlanması için gerek ve yeter koşul 1
p
− 1

q
= α

n+2ν
olmasıdır.

(Burada n uzayın boyutudur.) Ayrıca, p = 1 için Iαν operatörü zayıf (1, 1) tiplidir.(Gadjiev

ve Aliev 1988a)

Şimdi,

ϕk = Iαν fk ve ϕm = Iαν fm

olsun. Bu durumda, Iαν (Lp,ν) uzayındaki normun tanımına göre,

‖fk − fm‖p,ν = ‖Iαν (fk − fm)‖Iαν (Lp,ν)

= ‖Iαν fk − Iαν fm‖Iαν (Lp,ν)

< ε

ve buradan da ∀k,m > nε için, ‖fk − fm‖p,ν < ε olur. Lp,ν tam uzay olduğundan, (fk)

dizisi yakınsaktır. lim
(Lp,ν)

fk = f olsun. Şimdi,

‖Iαν fk − Iαν f‖Iαν (Lp,ν) = ‖Iαν (fk − f)‖Iαν (Lp,ν)

= ‖fk − f‖p,ν
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eşitliğinden,

lim
k→∞
‖Iαν fk − Iαν f‖Iαν (Lp,ν) = 0

sağlanır. Buradan, ϕ = Iαν f dersek, Iαν (Lp,ν) uzayının normunda

lim
k→∞

ϕk = ϕ

elde edilir. Yani, Iαν (Lp,ν) uzayı bir Banach uzayıdır.

Çalışmanın bu bölümünün esas sonuçlarından bir diğeri de aşağıdaki teoremde ifade

edilmiştir. Bu teorem, Iαν (Lp,ν) uzayının, bu tez çalışmasında tanımlanan W (β)
t f yarıg-

rubu yardımıyla bir karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem 4.15. 0 < α < n + 2ν, 1 < p < n+2ν
α

ve β = 2k > α, (k ∈ N) olsun. µ, [0,∞)

aralığında sonlu bir Borel ölçümü olup, aşağıdaki koşulları sağlasın:

(a)

∞∫
0

dµ(η) = 0

(b)

∞∫
1

ηd |µ| (η) <∞

(c) cα
β
,µ 6= 0

(4.12)

Burada cα
β
,µ = Γ(−α

β
)

∞∫
0

η
α
β dµ(η)’dir.

(Dα
ε ϕ) (x) ≡

(
Dα
ε,βϕ

)
(x) =

∞∫
ε

t−
α
β
−1 (Aϕ) (x, t)dt, (ε > 0), (4.13)

tanımlansın. Buradaki (Aϕ)(x, t) fonksiyonu (4.1) ile verilen dalgacık dönüşümüdür. Bu

taktirde, ϕ ∈ Iαν (Lp,ν) olması için gerek ve yeter koşul,

ϕ ∈ Lq,ν , q =
p(n+ 2ν)

n+ 2ν − αp
vesup

ε>0
‖Dα

ε ϕ‖p,ν <∞

sağlanmasıdır.

İspat ϕ ∈ Iαν (Lp,ν) olsun. O zaman, uygun bir f ∈ Lp,ν için ϕ = Iαν f olur. Gadjiev ve

Aliev (1988a)’in ve Aliev ve Rubin (2005)’in makalelerindeki Hardy-Littlewood-Sobolev

Teoremi gereği,

ϕ ∈ Lq,ν (
1

p
− 1

q
=

α

n+ 2ν
, q =

p(n+ 2ν)

n+ 2ν − αp
)
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olduğu bilinir. Ayrıca,

lim
ε→0

Dα
ε ϕ

limitinin Lp,ν anlamında var olduğu daha önce Teorem 4.11’de gösterilmişti. O zaman,

sup
ε>0
‖Dα

ε ϕ‖p,ν <∞

olur.

Şimdi, teoremin "yeterlilik kısmının" kanıtı için farklı bir teknik kullanılacaktır.

φ+ ≡ φ+(Rn
+) ile, Rn

+’ya uyarlanmış Schwartz test fonksiyonları uzayı olan S(Rn
+)

uzayının aşağıdaki koşulu sağlayan alt uzayı gösterilsin:

ω ∈ φ+ ⇔
∫
Rn+

ω(x)xk11 x
k2
2 ...x

2kn
n x2νn dx = 0, ∀k1, k2, ..., kn ∈ Z+.

φ+ uzayı, klasik Semyanisty-Lizorkin uzayının, Fourier-Bessel Harmonik Analizi’ndeki

benzeridir.

φ+ sınıfı, Lp,ν(Rn
+)’da yoğundur ve Iαν operatörü φ+’nın otomorfizmidir (Aliev 1993).

(Klasik Semyanisty-Lizorkin uzayları φ’nin Lp(Rn)’de yoğunluğu ve genelleşmesi hak-

kında daha fazla bilgi için, Samko (1982)’nun makalesine ve Samko vd. (1993)’nun kita-

bında syf. 487’ye bakılabilir.)

Bir fonksiyonel olan f distribüsyonunun (genelleşmiş fonksiyonunun) ω ∈ φ+ test

fonksiyonu üzerine etkisi (f, ω) ile gösterilecektir. Rn
+’da lokal integrallenebilir bir f

fonksiyonu için, f ’nin ω’ya etkisi,

(f, ω) =

∫
Rn+

f(x)ω(x)x2νn dx, (4.14)

integrali ile tanımlansın. Bu integralin her ω ∈ φ+ için sonlu olduğu varsayılacaktır. Iαν

operatörü girişim tipli bir operatör olduğundan aşağıdaki özelliği sağlar:

(Iαν f, ω) = (f, Iαν ω), ∀ω ∈ φ+, α > 0, f ∈ Lp,ν . (4.15)

∀ω ∈ φ+ için, (f, ω) = (g, ω) sağlanıyorsa, o zaman; x ∈ Rn
+ olmak üzere ve

P = P (x)

polinomu, son değişken xn’e göre çift olan bir polinom olmak üzere,

f = g + P

32



BULGULAR VE TARTIŞMA E. SAǦLIK

olduğu bilinir (Aliev 1993).

Şimdi, Dα
ε ϕ (4.13)’te tanımlanan operatör olmak üzere,

Dα
εϕ =

1

cα
β
,µ

Dα
ε ϕ

tanımlansın.

sup
ε>0
‖Dα

εϕ‖p,ν <∞

olduğundan, Banach-Alaoglu teoremi gereğince, Dα
εϕ, (ε > 0) ailesinin zayıf yakınsayan

bir Dα
εk
ϕ alt ailesi (alt dizisi) vardır. Yani,

lim
εk→0

(
Dα
εk
ϕ, ω

)
= (f, ω) ,∀ω ∈ φ+. (4.16)

sağlayan bir (εk) dizisi ve f ∈ Lp,ν fonksiyonu vardır. (4.13), (4.1) ve (3.2)’den, Dα
εk
ϕ

integral operatörü, radial bir çekirdek ile genelleşmiş girişim olarak gösterilebilir. O halde,

aşağıdaki eşitlik her υ ∈ φ+ için sağlanır:

(
Dα
εk
ϕ, υ

)
=
(
ϕ,Dα

εk
υ
)

(4.17)

Öncelikle,

(Iαν f, ω) = (ϕ, ω) , ∀ω ∈ φ+.

olduğu gösterilmelidir. Her ω ∈ φ+ için,

(Iαν f, ω)
(4.15)
= (f, Iαν ω)

(4.16)
= lim

εk→0

(
Dα
εk
ϕ, Iαν ω

)
(4.17)
= lim

εk→0

(
ϕ,Dα

εk
Iαν ω

)
(4.11)
= lim

εk→0

ϕ, 1

cα
β
,µ

∞∫
0

(
W (β)
εkτ
ω
)

(x)Kα
β
(τ)dτ

 (4.18)

elde edilir. Şimdi, son limitin (ϕ, ω) sayısına eşit olduğu gösterilmelidir. Önce Hölder

eşitsizliği sonra Minkowski eşitsizliği kullanılarak,
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∣∣∣∣∣∣
ϕ, 1

cα
β
,µ

∞∫
0

(
W (β)
εkτ
ω
)

(x)Kα
β
(τ)dτ

− (ϕ, ω)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
ϕ, 1

cα
β
,µ

∞∫
0

(
W (β)
εkτ
ω
)

(x)Kα
β
(τ)dτ − ω(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1∣∣∣cα

β
,µ

∣∣∣ ‖ϕ‖p,ν
∥∥∥∥∥∥
∞∫
0

(
W (β)
εkτ
ω
)

(x)Kα
β
(τ)dτ − cα

β
,µω(x)

∥∥∥∥∥∥
p′,ν

(cα
β
,µ =

∞∫
0

Kα
β
(τ)dτ yerine konursa)

≤ 1∣∣∣cα
β
,µ

∣∣∣ ‖ϕ‖p,ν
∞∫
0

∣∣∣Kα
β
(τ)
∣∣∣ ∥∥W (β)

εkτ
ω − ω

∥∥
p′,ν

dτ , (
1

p
+

1

p′
= 1)

elde edilir. Önteorem 3.4 (i) ve Lebesgue baskın yakınsama teoreminden, son ifade

εk → 0 iken 0’a yakınsar.

Böylelikle, (Iαν f, ω) = (ϕ, ω) ,∀ω ∈ φ+ bulunur.

Bu da, P = P (x) polinomu son değişken xn’e göre çift polinom olmak üzere,

Iαν f = ϕ+ P

olmasını gerektirir. Ama, ϕ ∈ Lq,ν ve Iαν f ∈ Lq,ν (q = p(n+2ν)
n+2ν−αp ) olduğuna göre,

P = 0

olmak zorundadır. Böylece, Iαν f = ϕ elde edilir. Sonuç olarak,

ϕ ∈ Iαν (Lp,ν)

olur ve ispat tamamlanır. �

4.4. Riesz Potansiyellerinin Bir Başka Genelleşmesi için Bir Boyutlu İntegral

Gösterimi ve Ters Bulma Formülü

Çalışmanın bu kısmından itibaren, buraya kadar kullanılan Bessel (genelleşmiş) kayma-

sının farklı bir tanımı ele alınarak, ortaya çıkan genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni
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bir integral gösterimi verilecektir. Esasen verilecek olan bu yeni gösterim şekil olarak

(3.8)’de verilen Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyelleri gösterimine benzese de, temelinde

kullanılan kayma tanımlarının farklı olmasından, gösterimler de birbirinden farklıdır.

Gerekli kavramlar

Rn,+ = {x = (x1, ..., xn−1, xn) ∈ Rn : x1 > 0, x2 > 0, ...xn > 0} şeklinde tanımlan-

sın.

Rn,+ × Rm =
{

(x, x
′
) : x ∈ Rn,+, x

′
= (x

′
1, ..., x

′
m) ∈ Rm

}
S(Rn,+ × Rm); Rn+m’de ilk n değişkene göre çift olan Schwartz fonksiyonlarının

Rn,+ × Rm’ye uyarlanmış fonksiyonlar uzayıdır.

S(Rn,+ × Rm)’nin

‖f‖p,ν =

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣f(x, x
′
)
∣∣∣p x2νdxdx′

 1
p

normu ile kapanışı; Lp,ν ≡ Lp,ν(Rn,+ × Rm) uzayı olarak tanımlansın. Burada,

1 ≤ p ≤ ∞ olup, p =∞ için

L∞,ν(Rn,+ × Rm) ≡ C0(Rn,+ × Rm)

uzayı, S(Rn,+×Rm) Schwartz uzayının sup-normunda kapanışıdır. Ayrıca, ν = (ν1, ν2, ...νn),

ν1 > 0, ..., νn > 0 verilmiş parametreler olup,

x2ν =
n∏
i=1

x2νii

ve dx = dx1...dxn, dx′ = dx
′
1...dx

′
m’dir.

Fourier-Bessel dönüşümü ve ters dönüşümü,

(Fνϕ) (x, x
′
) =

∫
Rm

∫
Rn,+

ϕ(y, y
′
)e−ix

′·y′
(

n∏
i=1

jνi− 1
2
(xiyi)

)
y2νdydy

′

(
F−1ν ϕ

)
(x, x′) =

cν(n)

(2π)m
(Fνϕ) (x,−x′)

şeklinde tanımlıdır. Burada, x′ · y′ = x
′
1y
′
1 + ...+ x

′
my
′
m, ϕ ∈ L1,ν(Rn,+ × Rm),

cν(n) =

[
2−

n
2

n∏
i=1

Γ2(νi +
1

2
)

]−1
,
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ve Js(t) fonksiyonu I. tip Bessel fonksiyonu olmak üzere, js(t) (t > 0, s > −1
2
) normal-

leştirilmiş Bessel fonksiyonu olup

js(t) =
2sΓ(p+ 1)Js(t)

ts

dir. Görüldüğü gibi, yukarıdaki Fourier-Bessel dönüşümü, bir hibrit dönüşüm olup, m

değişkene klasik Fourier dönüşümü ve n değişkene de Fourier-Bessel (kimi kaynaklarda

Hankel) dönüşümü uygulanarak elde edilmiştir.

T y,y
′

genelleşmiş kayma (shift) operatörü olup, aşağıdaki şekilde tanımlanır:

(
T y,y

′

ϕ
)

(x, x
′
) = π−

n−2|ν|
2

n∏
i=1

Γ(νi + 1
2
)

Γ(νi)

π∫
0

...

π∫
0

×

×ϕ(
√
x21 − 2x1y1 cos θ1 + y21, ..,

√
x2n − 2xnyn cos θn + y2n, x

′−y′)

(
n∏
i=1

sin2νi−1 θi

)
dθ.

Burada, x′ − y′ = (x
′
1 − y

′
1, ... x

′
m − y

′
m) klasik Öklid kayması olup,

dθ = dθ1...dθn’dir (Altinkol 2009; Lyakhov ve Shishkina 2009; Yildirim H. ve Sarikaya

M.Z. 2001).

T y,y
′

kayması tarafından üretilen Bessel girişimi,

(ϕ~ ψ) (x, x
′
) =

∫
Rm

∫
Rn,+

ϕ(y, y
′
)T y,y

′

ψ(x, x
′
)y2νdydy

′
,

şeklinde tanımlıdır.

Bessel girişimi

ϕ~ ψ = ψ ~ ϕ

değişme özelliğini sağlar. Ayrıca, Fourier-Bessel dönüşümü ile Bessel girişimi arasında,

Fν(ϕ~ ψ) = (Fνϕ)(Fνψ)

şeklindeki özellik ve aşağıdaki Young eşitsizliği de sağlanır:

‖ϕ~ ψ‖r,ν ≤ ‖ϕ‖p,ν ‖ψ‖q,ν ,

1 ≤ p, q, r ≤ ∞ ve 1
p

+ 1
q

= 1
r

+ 1 (Kipriyanov 1997).
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Lp,ν≡ Lp,ν(Rn,+×Rm) uzayında tanımlanmış beta yarıgrup ve özellikleri

Aşağıda,
∣∣(x, x′)∣∣ ile, (x, x

′
) vektörünün normu gösterilecektir:∣∣∣(x, x′)∣∣∣ =

√
x21 + ...+ x2n +

(
x
′
1

)2
+ ...+ (x′m)2.

Şimdi bir β > 0 parametresi verilsin. Üçüncü bölümdeki (3.1) formülüne benzer

olarak, t > 0; (x, x
′
), ( y, y

′
) ∈ Rn,+ × Rm olmak üzere,

F−1ν

(
exp(−t

∣∣(x, x′)∣∣β)
)

(y, y
′
) fonksiyonu tanımlansın:

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) = F−1ν

(
exp(−t

∣∣∣(x, x′)∣∣∣β)

)
(y, y

′
) (4.19)

=
cν(n)

(2π)m

∫
Rm

∫
Rn,+

e
−t

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β
eix
′·y′
(

n∏
i=1

jνi− 1
2
(xiyi)

)
x2νdxdx

şeklinde gösterilen ω(β)
ν

(∣∣(y, y′)∣∣ , t) çekirdek fonksiyonu radialdir.

Tanım 4.16. (4.19) çekirdeği tarafından üretilen Beta yarı grup girişim tipli bir operatör

olup ifadesi şu şekildedir:(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
) =

(
ω(β)
ν (|(·, ·)| , t)~ f

)
(x, x

′
) (4.20)

≡
∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′
.

Burada, (x, x
′
), ( y, y

′
) ∈ Rn,+ × Rm, 0 < t <∞ ve 0 < β <∞’dır.

Şimdi tanımlanan W (β,+)
t f integral operatörünün ve ω(β)

ν

(∣∣(y, y′)∣∣ , t) radial çekirdek

fonksiyonunun sağladığı bazı özellikleri verelim. Görüleceği üzere, bu özellikler üçüncü

bölümde önteorem (3.4)’te verilmiş özelliklere benzerdir.

Önteorem 4.17. (x, x
′
), ( y, y

′
) ∈ Rn,+ × Rm, 0 < t < ∞ ve 0 < β < ∞ olsun. O

zaman,

(a)ω(β)
ν

(
λ

1
β

∣∣(y, y′)∣∣ , λt) = λ−
n+m+2|ν|

β ω
(β)
ν

(∣∣(y, y′)∣∣ , t), (λ > 0) dir.

Özel olarak, λ = 1
t

için,

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) = t−
n+m+2|ν|

β ω(β)
ν

(
t−

1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1) (4.21)

dir. Burada, |ν| = ν1 + ...+ νn’dir.
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(b) 0 < β < 2 ise o zaman her (y, y
′
) ∈ Rn,+ × Rm ve her t > 0 için,

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) > 0

sağlanır.

(c) β = 2k, (k ∈ N) biçiminde ise o zaman her t > 0 için,

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) ∈ S(Rn,+ × Rm)

olur.

(d) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) sağlanırsa, her t > 0 için,∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) y2νdydy′ = 1

olur.

(e) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) ise o zaman,∥∥∥W (β,+)
t f

∥∥∥
p,ν
≤ c(β) ‖f‖p,ν

sağlanır. Burada,

c(β) =

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1)∣∣∣ y2νdydy′ <∞
dır. Özel olarak 0 < β ≤ 2 ise, c(β) = 1’dir.

(f) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, (k ∈ N) ise o zaman,

sup
t>0

∣∣∣(W (β,+)
t f

)
(x, x

′
)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x, x

′
)

sağlanır. Burada, Mνf genelleşmiş Hardy-Littlewood maximal fonksiyon olup, aşağıdaki

şekilde tanımlıdır:

(Mνf) (x, x
′
) = sup

r>0

1

rn+m+2|ν|ω(n,m; ν)

∫
B+
r

∣∣∣T x,x′f(y, y
′
)
∣∣∣ y2νdydy′ ,

B+
r =

{
(x, x

′
) : (x, x

′
) ∈ Rn,+ × Rm,

∣∣(x, x′)∣∣ ≤ r
}

ve ω(n,m; ν) =
∫
B+

1

x2νdxdx
′
.

(g) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) için,

sup
(x,x′ )∈Rn,+×Rm

∣∣∣(W (β,+)
t f

)
(x, x

′
)
∣∣∣ ≤ ct−

n+m+2|ν|
pβ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p <∞
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olur.

(h) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) ise o zaman her f ∈ Lp,ν ve her t, τ ∈ (0,∞)

için,

W
(β,+)
t

(
W

(β,+)
t f

)
= W

(β,+)
t+τ f, (yarıgrup özelliği)

sağlanır.

(i) f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. O zaman, 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k (k ∈ N) ise,

lim
t→0+

(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
) = f(x, x

′
)

dir. Burada, limit hem Lp,ν-normunda hem de h.h.h. (x, x
′
) ∈ Rn,+ × Rm için noktasal

anlamdadır. f ∈ L∞,ν ≡ C0 durumunda, yakınsama düzgündür.

Bu önteoremin ispatı Önteorem 3.4’ün ispatına benzer şekilde yapılır.

İspat (a)

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) =
cν(n)

2π

∫
Rm

∫
Rn,+

e
−t

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β
eix
′·y′
(

n∏
i=1

jνi− 1
2
(xiyi)

)
x2νdxdx

′

(
(x, x

′
) = λ

1
β (z, z

′
) dx = λ

n
β dz, dx

′
= λ

m
β dz

′
dönüşümü yapılırsa

)

=
cν(n)

2π
λ

2|ν|
β λ

n+m
β

∫
Rm

∫
Rn,+

e
−λt

∣∣∣(z,z′ ) ∣∣∣β
eiz
′·λ

1
β y′

(
n∏
i=1

jνi− 1
2
(ziλ

1
β yi)

)
z2νdzdz

′

= λ
n+m+2|ν|

β ω(β)
ν

(
λ

1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , λt)
elde edilir.

(b) 0 < β < 2 olsun. I.A. Golubov (1980)’un makalesindeki Bernstein teoreminden

görülür ki; [0,∞) üzerinde negatif olmayan, sonlu, µβ ([0,∞)) = 1 koşulunu ve

e−z
β/2

=

∞∫
0

e−τzdµβ(τ), z ∈ [0,∞)

eşitliğini sağlayan bir µβ ölçümü vardır. Hatırlatalım ki, yukarıda yazdığımız

µβ ([0,∞)) = 1 eşitliği
∞∫
0

dµβ(τ) = 1 demektir. Burada, z yerine
∣∣(x, x′)∣∣2 yazılacak

olursa,

e
−
∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β

=

∞∫
0

e
−τ

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2
dµβ(τ), (0 < β < 2) (4.22)
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elde edilir. (4.22)’ten

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1) ≡ F−1ν (e
−
∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β

)(y, y
′
)

=

∞∫
0

F−1ν (e
−τ

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2
)(y, y

′
)dµβ(τ)

=
2π|ν|+

1
2

n∏
i=1

Γ(νi + 1
2
)

∞∫
0

(4πτ)−
n+m+2|ν|

2 e−

∣∣∣∣(y,y′ )∣∣∣∣2
4τ dµβ(τ) > 0 (4.23)

olur.

(c) Fν dönüşümü S(Rn,+ × Rm) uzayında bir otomorfizm ve k ∈ N için,

e
−
∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2k ∈ S(Rn,+ × Rm)

olduğundan,

F−1ν (e
−t

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2k
)(y, y

′
) ≡ ω(2k)

ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) ∈ S(Rn,+ × Rm)

elde edilir. Yani, ω(2k)
ν

(∣∣(y, y′)∣∣ , t); Rn,+ × Rm üzerinde sonsuz pürüzsüz ve hızla aza-

landır.

(d) (c)’den elde edilen sonuç gereği, k ∈ N ve ∀t > 0 için,

ω(2k)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) ∈ S(Rn,+ × Rm)

olduğundan, ∀t > 0 için,

ω(2k)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) ∈ L1,ν

olur. Buradan,

Fν

(
ω(2k)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)) = e
−t

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2k
,

yani ∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) e−ix′·y′ ( n∏
i=1

jνi− 1
2
(xiyi)

)
y2νdydy

′
= e

−t
∣∣∣(x,x′ )∣∣∣2k

elde edilir. Son eşitlikte (x, x
′
) = (0, ..., 0) alınırsa,∫

Rm

∫
Rn,+

ω(2k)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) y2νdydy′ = 1
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sonucuna ulaşılır.

Şimdi 0 < β < 2 durumunu inceleyelim. (3.6) formülünden elde edilen∫
Rm

∫
Rn,+

e−

∣∣∣∣(y,y′ )∣∣∣∣2
4τ y2νdydy

′
=

1

2
π
n+m−1

2

n∏
i=1

Γ(νi +
1

2
) (4τ)

n+m+2|ν|
2

formülü ve (4.23) kullanılırsa,∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1) y2νdydy′ =
2π|ν|+

1
2

n∏
i=1

Γ(νi + 1
2
)

∞∫
0

(4πτ)−
n+m+2|ν|

2 ×

×

∫
Rm

∫
Rn,+

e−

∣∣∣∣(y,y′ )∣∣∣∣2
4τ y2νdydy

′

 dµβ(τ)

= π
n+m+2|ν|

2 π−
n+m+2|ν|

2

∞∫
0

dµβ(τ)

= 1

elde edilir. (4.21) formülü ile ifade edilen homojenlik özelliğinden, 0 < β < 2 için,∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) y2νdydy′ =

∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1) y2νdydy′ = 1

olur.

(e) Minkowski eşitsizliği kullanılır:

∥∥∥W (β,+)
t f

∥∥∥
p,ν

=

∥∥∥∥∥∥
∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)T y,y′f(x)y2νdydy
′

∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤
∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)∣∣∣ ∥∥∥T y,y′f(x)
∥∥∥
p,ν
y2νdydy

′

= c(β)
∥∥∥T y,y′f∥∥∥

p,ν
≤ c(β) ‖f‖p,ν .

Burada, Lofstorm ve Peetre (1969)’nin genelleşmiş kayma için iyi bilinen∥∥∥T y,y′f∥∥∥
p,ν
≤ ‖f‖p,ν

eşitsizliği kullanıldı.

(f) Aliev ve Bayrakci (1998)’nin makalesinden yararlanılarak, eğer ϕ ∈ L1,ν fonksi-

yonunun, ∫
Rm

∫
Rn,+

ψ(
∣∣∣(x, x′)∣∣∣)x2νdxdx′ <∞
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koşulunu sağlayan, azalan, pozitif ve radial ψ(
∣∣(x, x′)∣∣) majorantı varsa, o zaman her

f ∈ Lp,ν (1 ≤ p ≤ ∞) ve

ϕε(x, x
′
) = ε−n−m−2|ν|ϕ(

1

ε
(x, x

′
))

için,

sup
ε>0

∣∣∣(ϕε ~ f) (x, x
′
)
∣∣∣ ≤ ‖ψ‖1,ν (Mνf) (x, x

′
) (4.24)

elde edilir.

ψ(
∣∣∣(x, x′)∣∣∣) = ω(β)

ν

(∣∣∣(x, x′)∣∣∣ , 1)
denilir ve (4.21)’de ε = t

1
β alınırsa, (4.24) eşitsizliğinden, her 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k

için,

sup
t>0

∣∣∣(W (β,+)
t f

)
(x, x

′
)
∣∣∣ ≤ c (Mνf) (x, x

′
)

elde edilir. Burada c katsayısı aşağıdaki gibi tanımlıdır:

c =

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1)∣∣∣ y2νdydy′ <∞.
(g) Hölder eşitsizliğinden, 1

p
+ 1

p′
= 1 için,

∣∣∣(W (β,+)
t f

)
(x, x

′
)
∣∣∣ ≤ ‖f‖p,ν

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)∣∣∣p′ y2νdydy′
 1

p′

= ‖f‖p,ν t
−n+m+2|ν|

β

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(
t−

1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1)∣∣∣p′ y2νdydy′
 1

p′

((y, y
′
) = t

1
β (x, x

′
), dy = t

n
β dx, dy

′
= t

m
β dx

′

alınırsa)

= ‖f‖p,ν t
−n+m+2|ν|

β t
n+m+2|ν|

β
1
p′

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(x, x′)∣∣∣ , 1)∣∣∣p′ x2νdxdx′
 1

p′

= ct−
n+m+2|ν|

pβ ‖f‖p,ν

bulunur. Burada, c katsayısı f fonksiyonuna bağlı değildir.

(h) f ∈ S(Rn,+ × Rm) ise, ispatlanması gereken eşitliğin her iki tarafına Fourier-

Bessel dönüşümü uygulanırsa, doğruluğu aşikar olan

e
−t

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β
e
−τ

∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β
Fνf = e

−(t+τ)
∣∣∣(x,x′ )∣∣∣β

Fνf
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eşitliği elde edilir. Keyfi f ∈ Lp,ν için, S(Rn,+ × Rm) uzayının Lp,ν uzayında yoğun

olması nedeniyle ve yukarıdaki (e) özelliğinden, istenilene ulaşılır.

(i) 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k olursa,∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)∣∣∣ y2νdydy′ = 1, (∀t > 0)

eşitliği ve dolayısıyla her f ∈ Lp,ν için,

W
(β,+)
t f(x, x

′
)− f(x, x

′
) =

∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′ −

−
∫
Rm

∫
Rn,+

f(x, x
′
)ω(β)

ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t) y2νdydy′
=

∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)(T y,y′f(x, x
′
)− f(x, x

′
)
)
y2νdydy

′

sağlanır. Buradan, Minkowski eşitsizliği kullanılarak,∥∥∥W (β,+)
t f − f

∥∥∥
p,ν
≤
∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)∣∣∣ ∥∥∥T y,y′f(·, ·)− f(·, ·)
∥∥∥
p,ν
y2νdydy

′

= t−
n+m+2|ν|

β

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(
t−

1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1)∣∣∣ ∥∥∥T y,y′f(·, ·)− f(·, ·)
∥∥∥
p,ν
y2νdydy

′

(
(y, y

′
) = t

1
β (z, z

′
), dy = t

n
β dz, dy

′
= t

m
β dz

′
alınırsa

)
=

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣ω(β)
ν

(∣∣∣(z, z′)∣∣∣ , 1)∣∣∣ ∥∥∥∥T t 1β (z,z′ )f(·)− f(·)
∥∥∥∥
p,ν

z2νdzdz
′

bulunur. ∥∥∥∥T t 1β (z,z′ )f(·, ·)− f(·, ·)
∥∥∥∥
p,ν

≤ 2 ‖f‖p,ν

eşitsizliği ve Lofstrom ve Peetre (1969)’nin makalesindeki bilgiye dayanarak elde edilen

lim
t→0+

∥∥∥∥T t 1β (z,z′ )f(·, ·)− f(·, ·)
∥∥∥∥
p,ν

= 0

eşitliği dikkate alınırsa, Lebesgue baskın yakınsama teoremi gereğince,

lim
t→0+

∥∥∥W (β,+)
t f − f

∥∥∥
p,ν

= 0, 1 ≤ p ≤ ∞, (L∞,ν ≡ C0)

olur.
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f ∈ Lp,ν ∩ C0 için W (β,+)
t f(x, x

′
) ailesi f(x, x

′
)’e noktasal (aslında düzgün) yakın-

sadığından ve bu sınıf Lp,ν , (1 ≤ p < ∞) uzaylarında yoğun olduğundan, o zaman, bu

Önteoremin (f) maddesi gereğince ve Stein ve Weiss (1971)’ın kitabında 60. sayfadaki

noktasal yakınsama ile ilgili ünlü teoremden,

lim
t→0+

W
(β,+)
t f(x, x

′
) = f(x, x

′
), (h.h.h.(x, x

′
) ∈ Rn,+ × Rm)

olduğu sonucuna ulaşılır.

Böylece önteoremin ispatı tamamlanmış oldu. �

Tanımlanan bu W
(β,+)
t f genelleşmiş yarıgrup kullanılarak, f ∈ Lp,ν(Rn,+ × Rm)

fonksiyonları için tanımlanmış Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyellerinin bir boyutlu yeni

bir integral gösterimini elde etmek mümkündür. Öncelikle Iαν f genelleşmiş Riesz potan-

siyellerinin genel ifadesini verelim:

(Iαν f) (x, x
′
) = c

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣(y, y′)∣∣∣α−n−m−2|ν| T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′
,

c =

2α−
n+m+2|ν|

2 π
n+1
2 Γ(α

2
)
n∏
i=1

Γ2(νi + 1
2
)

Γ(α+n+m+2|ν|
2

)


−1

, 0 < α < n+m+ 2 |ν| .

Elde edilen yeni gösterim aşağıdaki teoremle ifade edilmiştir.

Teorem 4.18. 0 < α < n + m + 2 |ν|, f ∈ Lp,ν(Rn,+ × Rm), 1 ≤ p < n+m+2|ν|
α

olsun. O zaman, Iαν f genelleşmiş Riesz potansiyelleri aşağıdaki gibi bir boyutlu gösterime

sahiptir:

(Iαν f) (x, x
′
) =

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
)dt. (4.25)

Burada, 0 < β ≤ 2 ya da β = 2k, k ∈ N’dir.

Bu teoremin ispatı da Teorem (3.5)’in ispatına benzer şekilde yapılabilir.

İspat 1 ≤ p < n+m+2|ν|
α

durumu, (Iαν f) (x, x
′
)’in klasik anlamda bir fonksiyon olmasını

sağlar. (4.25) formülünü kanıtlamak için, W (β,+)
t f ailesinin (4.20) tanımı kullanılırsa:

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
)dt
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=
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1

∫
Rm

∫
Rn,+

ω(β)
ν

(∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , t)T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′

 dt

=
1

Γ(α
β
)

∫
Rm

∫
Rn,+

T y,y
′

f(x, x
′
)

 ∞∫
0

t
α
β
−1t−

n+m+2|ν|
β ω(β)

ν

(
t−

1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ , 1) dt
 y2νdydy

′

(t =
∣∣∣(y, y′)∣∣∣β τ−β; dt = (−β)

∣∣∣(y, y′)∣∣∣β τ−β−1dτ ; t−
1
β

∣∣∣(y, y′)∣∣∣ = τ alınırsa)

=
β

Γ(α
β
)

∞∫
0

τn+m+2|ν|−α−1ω(β)
ν (τ , 1) dτ

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣(y, y′)∣∣∣α−n−m−2|ν| T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′

= c

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣(y, y′)∣∣∣α−n−m−2|ν| T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′

elde edilir. Burada,

c =
β

Γ(α
β
)

∞∫
0

τn+m+2|ν|−α−1ω(β)
ν (τ , 1) dτ

olur. Aynı zamanda

c =

2α−
n+m+2|ν|

2 π
n+1
2 Γ(α

2
)
n∏
i=1

Γ2(νi + 1
2
)

Γ(α+n+m+2|ν|
2

)


−1

, 0 < α < n+m+ 2 |ν|

olduğu gösterilmelidir.

c ile gösterilen bu iki sayının birbirine eşit olduğunu göstermek için, Fourier-Bessel

dönüşümü tekniği kullanılır. Yukarıdaki

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
)dt = c

∫
Rm

∫
Rn,+

∣∣∣(y, y′)∣∣∣α−n−m−2|ν| T y,y′f(x, x
′
)y2νdydy

′

eşitliği her f ∈ Lp,ν , 1 ≤ p < n+m+2|ν|
α

için sağlandığından, genelleşmiş Schwartz test

fonksiyonları için de sağlanır. f ∈ S(Rn,+ × Rm) olsun.

Kısaca Fν(g) = g∧ ile gösterilecektir. 0 < α < n+m+ 2 |ν| için, 1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β,+)
t f

)
(·, ·)dt

∧ (y, y
′
) =

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
[(
W

(β,+)
t f

)
(·, ·)

]∧
(y, y

′
)dt
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=
1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1 [ω(β)

ν (|(·, ·)| , t)
]∧

(y, y
′
)f∧(y, y

′
)dt

= f∧(y, y
′
)

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1e
−t

∣∣∣(y,y′ )∣∣∣β
dt

(t
∣∣∣(y, y′)∣∣∣β = τ alınırsa)

= f∧(y, y
′
)
∣∣∣(y, y′)∣∣∣−α 1

Γ(α
β
)

∞∫
0

τ
α
β
−1e−τdτ

= f∧(y, y
′
)
∣∣∣(y, y′)∣∣∣−α

= [(Iαν f) (.)]∧ (y, y
′
)

elde edilir. Burada, Iαν f , (2.8) ile tanımlanmış olan genelleşmiş Riesz potansiyelidir.

Yani,

(Iαν f) (x, x
′
) =

1

Γ(α
β
)

∞∫
0

t
α
β
−1
(
W

(β,+)
t f

)
(x, x

′
)dt, ∀f ∈ S(Rn,+ × Rm)

sonucuna ulaşılır. �

Daha evvel de değinildiği gibi (4.25)’te verilen gösterim ile (3.8) gösterimi şekil ola-

rak benzemektedir. Fakat, bu iki gösterimin temelinde kullanılan Bessel kayması (genel-

leşmiş kayma) tanımları farklı olduğundan, bu gösterimler de birbirinden farklıdır. Bu

yeni bir boyutlu integral gösterim kullanılarak Iαν f(x, x
′
) potansiyellerinin ters çevirme

formülünü bulmak için Bölüm 4.1’deki dalgacık tipli dönüşüme benzer bir dönüşüm ve-

rilebilir.

Lp,ν(Rn,+×Rm) uzayında verilmiş genelleşmiş Riesz potansiyelleri için ters bulma

formülü

Buraya kadar yapılan çalışmalarda Bessel girişiminin farklı bir tanımı kullanılarak

yeni bir çekirdek fonksiyonu ve beta yarıgrup tanımlanarak, genelleşmiş Riesz potansi-

yelleri için bir boyutlu yeni bir gösterim verilmişti. Şimdi verilen bu yeni gösterim, ters

belirleme formülü elde etmemizi sağlayacak ve daha evvel Bölüm 4.1’de yapılan çalış-

malara benzer çalışmalar yapılacaktır.
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ϕ ∈ Lp,ν(Rn,+ × Rm) olmak üzere,

(Aϕ)
(

(x, x
′
), t
)
≡ (Aβ,ν,µϕ)

(
(x, x

′
), t
)

=

∞∫
0

(
W

(β,+)
tη ϕ

)
(x, x

′
)dµ(η) (4.26)

integral dönüşümünü tanımlayalım. Burada (x, x
′
) ∈ Rn,+ × Rm, t > 0 ve µ ölçümü,

µ ([0,∞)) = 0 koşulunu sağlayan [0,∞)’da tanımlı sonlu bir Borel ölçümüdür. Bu µ Bo-

rel ölçümü bir dalgacık ölçümü ve (4.26)’da verilen (Aϕ)
(
(x, x

′
), t
)

integral dönüşümü

de dalgacık tipli dönüşüm diye adlandırılır.

Lp,ν(Rn,+×Rm) uzayında verilmiş genelleşmiş Riesz potansiyellerinin yeni gösterimi

kullanılarak, potansiyeller için ters bulma formülünün verildiği teroemin ifadesi aşağıdaki

gibidir.

Teorem 4.19. α > 0, 1 ≤ p < n+m+2|ν|
α

, f ∈ Lp,ν ve β > α olup, β = 2k, k ∈ N

formunda olsun. Ayrıca µ ölçümü, [0,∞)’da tanımlı sonlu Borel ölçümü olup aşağıdaki

koşulları sağlasın:

(a)
∞∫
0

dµ(η) = 0

(b)
∞∫
1

ηd |µ| (η) <∞

O zaman, A operatörü (4.26)’deki gibi tanımlanmak üzere,

∞∫
0

(AIαν f) ((x, x
′
), t)t−

α
β
−1dt ≡ lim

ε→0

∞∫
ε

(AIαν f) ((x, x
′
), t)t−

α
β
−1dt

= cα
β
,µf(x, x

′
)

eşitliği sağlanır. Burada, θ = α
β

olmak üzere, cθ,µ katsayısı Önteorem 4.7’de tanımlanan

katsayıya benzerdir. Limit, Lp,ν-normunda ve h.h.h. (x, x
′
) ∈ Rn,+ × Rm için noktasal

anlamda sağlanır. Eğer f ∈ C0 ∩ Lp,ν ise, yakınsama tüm Rn,+ × Rm’de düzgündür.

Bu teoremin ispatı da Teorem (4.11)’in ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Böylelikle, bu bölümde hedeflendiği gibi, Lp,ν(Rn,+ × Rm) uzayında tanımlanmış

genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir gösterim ve yeni bir ters bulma formülü

verilmiş oldu.
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5. SONUÇLAR

Bu tez çalışmasında Laplace-Bessel diferansiyel operatörü denilen

∆ν =
n∑
k=1

∂2

∂x2k
+

2ν

xn

∂

∂xn
, (ν > 0)

singüler diferansiyel operatörün negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan genelleş-

miş Riesz potansiyelleri üzerine çalışılmış ve Riesz potansiyellerinden oluşan uzay ile

ilgili birtakım özgün sonuçlar elde edilmiştir.

Tez çalışması Sonuçlar bölümü hariç dört bölümden ibarettir.

İlk bölüm olan "Giriş" bölümünde tez çalışmasının kapsamı, çalışılan konunun ta-

rihçesi ve hangi alanlara katkısının olduğu hakkında bilgiler verilmiş ve literatürdeki kay-

naklarla ilgili yapılan araştırmalardan bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, kaynak taraması yapılarak çalışma için gerekli araştırmalar ve önbil-

giler sunulmuştur.

Üçüncü bölümde, Bessel kaymasının doğurduğu Abel-Poisson ve Gauss-Weierstrass

yarıgruplarının her ikisini de genelleştiren yeni bir yarıgrup tanımlanmış ve bu yarıgrup

yardımıyla genelleşmiş Riesz potansiyelleri için tek değişkene bağlı yeni bir integral gös-

terim verilmiştir.

Dördüncü bölümde, bir dalgacık (wavelet) ölçümü vasıtasıyla yeni bir dalgacık tipli

dönüşüm tanımlanmıştır. Sonra, tanımlanan bu dalgacık tipli dönüşüm yardımıyla genelleş-

miş Riesz potansiyelleri için ters çevirme formülü bulunmuş ve ardından genelleşmiş Ri-

esz potansiyelleri uzayı tanımlanarak, bu uzay için bir karakterizasyon verilmiştir. Son

olarak da dördüncü bölümün son alt bölümünde, Bessel kaymasının farklı bir tanımı kul-

lanılarak, ortaya çıkan genelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir integral gösterimi ve

bu yeni gösterime uygun ters belirleme formülü verilmiştir.

Bu tez çalışmasından elde dilen özgün sonuçlar, yeni gösterimler ve ters belirleme for-

mülleri, Laplace-Bessel Harmonik Analiz’in çeşitli alanlarında, Fonksiyonel Uzaylar’da,

integral dönüşümler (özellikle Fourier-Bessel dönüşümü ve dalgacık (wavelet) tipli dönü-

şümler) alanında ve zayıf tekilliğe sahip çekirdekli integral denklemler alanında çalışan

matematikçiler için yardımcı kaynak rolü oynayacak niteliktedir.
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neelleşmiş Riesz potansiyelleri için yeni bir ters bulma formülü. 28. Ulusal Matematik

Sempozyumu, 7-9 Eylül, s. 29-30, Akdeniz Üniversitesi, Antalya.(Özet Bildiri).

4-Saglik(Cevik), E. ve Aliyev, I.A. 2016. Bessel Kaymasının Doğurduğu Yeni Bir
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