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Bu tezin temel amaclarindan biri Fibonacci tipli polinomlar ve Jacobsthal tipli poli-
nomlar ailesi i¢in yeni bir lirete¢ fonksiyonu ailesi vermektir. Bu iirete¢ fonksiyonu
ailesi ve bunlarin fonksiyonel denklemleri kullanilarak, Fibonacci tipli polinomlar ve
Jacobsthal tipli polinomlarin temel 6zellikleri incelenmistir. Ayni zamanda bu polinom
aileleri ile Apostol-tipli ve Humbert-tipli sayilar ve polinomlar igeren dzdeslikler, bagin-
tilar ve diger formiiller elde edilmistir. Oncelikli olarak, gesitli say1 dizileri ve polinom
aileleri, bunlara ait iirete¢c fonksiyonlar1 ve Binet formiilleri ile bu say1 dizileri ve poli-
nom ailelerinin bazi temel 6zellikleri tanitilmigtir. Sonra, olusturulan yeni iirete¢ fonksi-
yonunun yapist, bu foksiyonun Fibonacci sayilart ve polinomlari, Lucas sayilar1 ve poli-
nomlari, Jacobsthal sayilar ve polinomlar, Vieta-Fibonacci polinomlari, Vieta-Lucas poli-
nomlar1, Legendre polinomlar1, Chebyshev polinomlari, Gegenbauer polinomlari, Hum-
bert polinomlari, Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler polinomlari, Genocchi
sayilar1 ve polinomlari, Stirling sayilari, Dickson polinomlar: ve iyi bilinen diger say1
dizileri ve polinom aileleri ile iligkisi incelenmistir. Daha 6nce bilinen ve yeni elde edilen
cesitli formiiller, denklemeler ve bagintilar verilmigtir. Sonsuz seri uygulamalari, olasilik

ve kombinatorik uygulamalar1 ve cebirsel uygulamalardan bahsedilmistir.
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One of the main purpose of this thesis is to construct a new generating function family
for the Fibonacci-type polynomials and the Jacobsthal-type polynomials. By using this
generating function family and its functional equations, fundamental properties of the
Fibonacci-type polynomials and the Jacobsthal-type polynomials are examined. At the
same time identities, relations and other formulas that include these polynomial families
and Apostol-type and Humbert-type numbers and polynomials are obtained. Primarily,
some basic properties of these sequences of numbers and polynomial families are intro-
duced, in general terms, with their generating functions and the Binet formulas. Then,
the structure of the newly generated generating function and the relationship with other
polynomial families such as Fibonacci numbers and polynomials, Lucas numbers and
polynomials, Jacobsthal numbers and polynomials, Vieta-Fibonacci polynomials, Vieta-
Lucas polynomials, Legendre polynomials, Chebyshev polynomials, Gegenbauer poly-
nomials, Humbert polynomials, Apostol-Bernoulli polynomials, Apostol-Euler polyno-
mials, Genocchi numbers and polynomials, Stirling numbers, Dickson polynomials and
other well known sequences of numbers and polynomial families are examined. Various
formulas, equations and correlations are given, which are known before and new. Infinite
series applications, probability and combinatorial applications and algebraic applications

are mentioned.
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ONSOZ

Bu tezde, ¢esitli say1 dizileri ve polinom ailelerini kapsayan yeni iirete¢ fonksiyonu
aileleri tamtilmigtir. Bu iirete¢ fonksiyonu aileleri ile ilgili temel tanimlar, teoremler ve
ozellikler ile birlikte gesitli 6zdeslikler, bagintilar, cebirsel uygulamalar, fonksiyonel
denklemler, kismi tiirev denklemleri, olasilik ve kombinatorik uygulamalar ve seri uygu-

lamalart verilmisgtir.
Bu tez ¢alismasinin icerigi asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma olmak iizere

dort ana boliimden olusur.

Girig boliimiinde, okuyucuyu konuya hazirlayici bilgiler verilip aragtirmanin amaci ve

kapsami ag¢iklanmugtir.

Kaynak Taramasi boliimiinde tezin dayandig1 kuramsal bilgiler ve tez konusu ile ilgili
olarak bu tezde kullanilan temel kavramlar ve ozellikler literatiir aragtirmasi ile birlikte

verilmigtir.

Materyal ve Metot boliimiinde, tezin materyal ve metodu ile ilgili bilgiler verilmistir.
En genel hali ile tez ¢alismasinin temel dayanak noktasi olan genellestirilmis cift degiskenli
polinom aileleri ile genellestirilmis ¢ift degiskenli Fibonacci tipli polinom aileleri tanitilmig
ve bu polinom ailelerine ait iirete¢ fonksiyonlari, rekiirans bagintilar: ve sagladiklari temel
ozellikler verilmigtir. Bu polinom ailelerinin, diger 6zel say1 dizileri ve polinom aileleri

ile iligkileri incelenmistir.

Bulgular ve Tartisma bdoliimiinde, tez ¢calismasindan elde edilen diger temel sonuclar
verilmigtir. Apostol-Tipli ve Humbert-Tipli polinomlar1 iceren yeni 6zel say1 ve poli-
nom aileleri, genellestirilmis Humbert tipli polinomlar, bir diger yeni polinom ailesi ve
teta fonksiyonlar: tanitilmis, bu say1 ve polinom ailelerinin sagladig: temel 6zellikler ile

birlikte bunlarin diger 6zel sayi dizileri ve polinom aileleri ile iligkileri incelenmistir.

Tezin diger boliimleri Sonug ve Kaynaklar olmak iizere, tez Ozgegmis ile bitmektedir.
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1. GIRIS

Polinomlar, bagta matematik olmak iizere hem fizikte hem de miihendisligin ¢esitli alan-
larinda kapsamli bir sekilde kullanilmaktadir. Genellikle birden fazla terimli olan ve her
terimi bir degisken, bir say1 veya degiskenlerin ve sayilarin bazi kombinasyonlar1 olan
polinomlar; matematik, ekonomi, fizik, kimya, biyoloji, miihendislik, sayisal analiz, yak-
lagim teorisi, bilgisayar programlamasi, kodlama ve kriptolojide matematiksek modeller
olusturma ve nihai kararlar almada kullanilan ¢ok giiclii araglardir (Wikipedia, Math-
world). Matematigin polinomlarla ugrasan dallari, muazzam sayida farkli denklemleri ve
denklem tiirlerini kapsar. Sayilar ve ¢oziimler polinom denklemleri ile kullanildiginda,
daha karmagik sistem davraniglarin1 ve reaksiyonlarint modellemek icin kullanilabilirler.
Ornegin, birgok sistemin kararhilig1 veya kararsizligi, miihendisler tarafindan polinom
denklemleri araciliiyla belirlenebilir. Ilag endiistrisinde, iiretim 6lgeklerini belirlerken
veya her ilacin dozajina gore tiim kimyasal bilesenlerden dogru miktarin saglanmasinda
polinom denklemlerinden yararlanilir. Sonug¢ olarak, polinom denklemleri, fiziksel ve
gercek diinya problemlerini modellemek i¢in en iyi donatilmis araglardir (Wikipedia,

Mathworld).

Uretec fonksiyonlar1 da matematigin en ilging alanlarindan biridir. Esas olarak iiretec
fonksiyonlari, 6zel say1 ve polinom dizilerinin 6zelliklerini aragtirmak i¢in yararlanilan
fonksiyonlardir. Ureteg fonksiyonlar1 ayn1 zamanda her tiirlii sayma probleminin ¢oziim-
lerinde, olasilik ve istatistik uygulamalarinda (moment ¢ikaran fonksiyonlar, karakteristik
fonksiyonlar), diferansiyel denklem uygulamalarinda kullanilmaktadir (Wikipedia, Math-
world).

Ureteg fonksiyonlari, ayrik matematikte birgok uygulamasi olan ¢cok kullamigh araclar
olmak iizere ayrik matematik ile analiz (6zellikle karmasik analiz) arasinda bir koprii
gorevi gormektedir. Ayrik matematik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan ¢ok giiglii ve
biiyiilii araglar olan iirete¢c fonksiyonlari, matematigin bircok caligma alaninda, kombi-
natoryal problemlerin ¢oziimiinde, rekiirans iceren denklemlerde ve hatta fizikte yararl

uygulamalara sahiptir (Wilf 1990).
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Uretec fonksiyonlari, belirli bir dizi ile iligkili siirekli fonksiyonlardir. Matematikte
de dizi ile caligmak yerine siirekli bir fonksiyon ile ¢alismak ¢ogu zaman daha kolay
oldugundan, say1 dizilerini veya fonksiyon dizilerini i¢eren ayrik problemlerin analizinde
iiretec fonksiyonlar1 cok 6nemli rol oynamaktadir. Ureteg fonksiyonlar1 dogrusal rekiirans
problemlerinin ¢6ziimiinde, bircok kombinatoryal problemlerin ¢6ziimiinde, dizisel fonksi-

yonlarin analizinde kullanilir (Sahanggamu 2006).

Bu tez calisgmasinda da bir ¢ok say1 dizileri ve polinom ailelerini kapsayan iireteg
fonksiyonu aileleri tantmlanmus ve cesitli formiiller, denklemler ve esitlikler elde edilmisgtir.
Tiirev bagntilari, sonsuz seri uygulamalari, kombinatorik ve cebirsel uygulamlar veril-

migtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

OZEL SAYI VE POLINOM DIiZILERI VE TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde, 1yi bilinen ¢esitli say1 dizileri ve polinom aileleri tanitilmig ve sagladik-

lar1 temel Ozellikler verilmistir.

2.1. Fibonacci Sayilan

Fibonacci, matematikte en {inlii isimlerden biridir ve ortagagin en biiyiik Avrupali mate-
matikgisi olarak bilinir. Fibonacci, Hindu-Arap say1 sistemini Ayrupa’ya ilk tanitan kisi-
lerden biridir. Fibonacci’nin 1202 yilinda tamamladig1 hesaplama (abakiis) kitabi an-
lamina gelen ve ondalik say1 sisteminde aritmetik iglem yapma konusundaki Liber Abbaci
isimli kitabi, Ortacag’in en etkili matematiksel eserlerinden biridir. Fibonacci bu kitapla o
zamanlarda bir¢ok Avrupali matematikciyi kitapta yer alan yeni say1 sistemini kullanmaya
ikna etmistir. Ilkogretim seviyesinde sayilar1 ekleme, ¢ikarma, ¢arpma ve bdlme igin
uygulanan yontemlerin ve kurallarin yer aldig1 bu kitapta Fibonacci, nce sayilarin nasil
okunacagini ve yazacagini aciklamis, tam say1 ve kesirlerin nasil eklendigini, ¢ikarildigini,
carpildigini ve boliindiigiinii gostermistir. Daha sonra, bu tekniklerin ve Hindu-Arap nu-
maralandirma sisteminin ticari iglemleri nasil kolaylastiracagini agiklamigtir. Bu pratik
problem ¢6zme teknikleri, 0zellikle liman sehirlerinde ticaret yapan tiiccarlara, karlarini
nasil hesaplayacaklarin ve bir para biriminin diger para birimlerine nasil doniistiirecegini,
mallar1 6l¢mek icin kullanilan agirlik birimlerinin birbirine nasil doniistiiriilecegini agik-

lamistir (Koshy 2001; Grigas 2013).

Matematiksel tarihte Leonardo Pisano Bigollo (1180-1250) ad: ile bilinen Fibonacci,
matematik diinyasina onemli katkilarda bulunmustur. Bunlardan en 6nemlisi, kendi adin

tastyan sayi dizisi Fibonacci dizisidir.

Tamm 2.1 F};, j. Fibonacci sayisim gostermek iizere, Fy = 0 ve Fy = 1 baglangic

kosullari ve her j > 2 tam sayist icin Fibonacci sayilart
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Fj=F;_1+F_, 2.1)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Koshy 2001 ).

Elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan {Fj}‘;’; say1 dizisine, Fibonacci sayilar

0

dizisi denir. Fibonacci sayilarinin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo ile sunulmugtur.

Bu dizide, her terim kendinden 6nceki iki terimin toplami seklinde ifade edilmekte-
dir. Fibonacci’nin yasamindan yiizlerce yil sonra, Ronesans doneminde, insanlar dogal
diinyaya daha analitik bicimde dikkat etmeye baglamistir. Bu dizinin sayilari iizerinde de
cesitli islemler ve manipiilasyonlar yapilmis, giizel ve inanilmaz kaliplar ortaya ¢ikmustir.
Bu dizideki sayilar, hem bircok bitki ve hayvanin bi¢cim ve tasariminda hem de doganin
her yerinde kendini gostermekle birlikte sanat, mimari ve miizik gibi ¢esitli bicimlerde de

tretilmistir (Koshy 2001; Grigas 2013).

Tamm 2.2 F}; Fibonacci sayilarimn rekiirans bagintisindan elde edilen

1++5

¢ T T
ve
R
degerleri icin '
@:ijg (22)

ifadesine Fibonacci sayilart icin Binet formiilii denir (Koshy 2001; Posamentier ve Lehmann

2007).
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Tamm 2.3 F}; Fibonacci sayilart igin rekiirans bagintisindan elde edilen iireteg fonksi-

yonu
7=0
ile ifade edilir (Koshy 2001; Posamentier ve Lehmann 2007 ).
Tamm 2.4 F}; Fibonacci sayilart igin iistel iirete¢ fonksiyonu ise
X et _ bt
Gres (1) = Z i @8

ile ifade edilir (Koshy 2001; Posamentier ve Lehmann 2007 ).

Fibonacci’nin matematige yaptig1 katkilar yiizyillar boyunca insanlara ilham kaynagi
olmustur ve ilerleyen zamanlarda caligmalar1 matematik diinyasinda daha derin bir sekilde

incelenmigtir. Bunlardan birkac1 asagidaki verilmistir.

Ardisik iki Fibonacci sayist aralarinda asaldir, yani ortak bolenleri yoktur (Garland

1987).

Ardisik on Fibonacci sayisinin toplami, 11 ile tam boliiniir (Posamentier ve Lehmann

2007).
Her j. Fibonacci sayis1 F); ile tam boliiniir. Yani, F); |F; k; dir (Garland 1987).
2F; — Fj11 = Fj_5 (Garland 1987).
szﬂ — Ff = F;_1F};> (Garland 1987).
F;‘H =+ F;’Lr2 — Fj?’ = F3;,3 (Garland 1987).
anl F; = F, 12 — 1 (Posamentier ve Lehmann 2007).
j=

F; \Fjg=F ]-2 + 1 (Posamentier ve Lehmann 2007).

> Fj2 = F,,F,, 11 (Posamentier ve Lehmann 2007).
j=1
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2.2. Fibonacci Polinomlari

F; () Fibonacci polinomlari, ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i E. Charles
Catalan ve Alman matematik¢i E. Jacobsthal tarafindan ¢alisilmistir. 1963 yilinda, P. F.
Bryd tarafindan Fibonacci tipli polinomlarin bir yenisi olan Pell polinomlari literatiire ek-
lenmistir. Bu caligmalar, 1966 yilinda M. N. Swamy tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra
tim bu farkli tanimlamalar Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandirilmistir.
Catalan tarafindan tanimlanan Fibonacci polinomlarinin iizerine yapilan ¢calismalar sonu-
cunda bu polinomlarin farkli genellestirmeleri tanimlanmistir (Koshy 2001; Garth vd.

2007; Shattuck ve Wagner 2007; Prodinger 2009; Amdberhan 2010).

Tanmm 2.5 F; (x) , j. Fibonacci polinomunu gostermek iizere, Iy (x) = 0 ve Fy (z) =1

baslangi¢ kosullart ve her j > 2 tam sayisi i¢cin Fibonacci polinomlari
Fj ([L‘) = [L’Fj_l (l’) + Fj—2 (ZL’) (25)

rekiirans bagintisi ile tanmimlanir (Koshy 2001; Catalani 2004, Panwar vd. 2013).

Elemanlar1 Fibonacci polinomlarindan olusan {F; (x)};io polinomlar dizisine, Fi-
bonacci polinomlar: dizisi denir. Fibonacci polinomlarinin aldig1 bazi degerler asagidaki

tablo ile sunulmustur.

j \0\1‘2\3 ‘4 \ 5 ‘ 6 \

Fj(x)‘O ‘ 1 ‘x‘x2+1 ‘x3+2x‘x4+3x2+1‘x5+4x3—|—3x ‘

Tamm 2.6 Fibonacci polinomlarimin rekiirans bagintisindan elde edilen

T+ V2 +4

alr) = Y
ve
B =)
B(z) = $2—x+4
degerleri icin ’
j _ i
PRI A C) 06

a(z) — B (z)
ifadesine Fibonacci polinomlart icin Binet formiilii denir (Koshy 2001; Catalani 2004).

6
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Tanim 2.7 F} (z) Fibonacci polinomlart icin rekiirans bagintisindan elde edilen iirete¢

fonksiyonu
= F(x)th = ——— 2.7
Gr (2,1) ;} (@) = —— 27
ile ifade edilir (Koshy 2001).
Tanmm 2.8 F} (x) Fibonacci polinomlart igin iistel iireteg fonksiyonu ise
o i et _ @)t
Gresw (B;1) = Filx) = ———— (2.8)
rew (2. = 2 B ) 5 = S =5 )

J=0

ile ifade edilir (Koshy 2001).

Not 1 (2.5) numarali rekiirans bagintisinda x = 1 alinmast durumunda Fibonacci poli-

nomlart Fibonacci sayilarina doniisiir ve F; (1) = Fj esitligi elde edilir.

2.2.1. Fibonacci polinomlari icin temel sonuclar

F; (x) Fibonacci polinomlari, asagida verilen temel ve iyi bilinen 6zellikleri saglar (Koshy

2001; Catalani 2004; Panwar vd. 2013).

1. F; (x) Fibonacci polinomlariin iirete¢ fonksiyonu kullanilarak

Fy11(0) = 1,

F3(0) = 0

esitlikleri elde edilir (Koshy 2001).

2. Cift indisli Fibonacci polinomlart icin iirete¢ fonksiyonu

4514

1—(22+2)t+¢2 22

Gry) (T,1) = ZFQj (2)t) =
=0

F)
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ile ifade edilir (Koshy 2001).

Bu ifadenin ispat1 i¢in, F; (x) Fibonacci polinomlarinin rekiirans bagintis: kul-

lanilarak

iFQn ([L’) tn = FO ([L’) to + F2 ([L‘) tl

+x Z F2n—1 (l’) t" + Z an_g ([L’) t
n=2 n=2

esitliginden

ZFQ” (x)t" =at+ (xz—l—Q)tZan (z)t" —tQZan ()t
n=0 n=0

n=0

sonucu elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde

4 xt
F,. t =
; 2 (7) 1— (22 42)t +t2

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Not 2 (2.9) numarali denklemde v = 1 alimirsa, Fy; (1) = Fy; sonucu elde edilir

ve boylece c¢ift indisli Fibonacci sayilari icin iirete¢ fonksiyonu

;F% ZFQ] 1—3t+t2

ile ifade edilir (Koshy 2001).

3. Tek indisli Fibonacci polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

1t
Grya(o) (1) ZFQJH REeE) (2.10)

ile ifade edilir (Koshy 2001).

Not 3 (2.10) numarali denklemde v = 1 alimrsa, Fy;. 1 (1) = Fy,41 sonucu elde

edilir ve boylece tek indisli Fibonacci sayilart icin iirete¢ fonksiyonu

= 1—t
ZszH J# = ZF2]+1t T_3i+22
=0

ile ifade edilir (Koshy 2001).
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4. a ve b birer dogal say1 olmak iizere, keyfi indisli Fibonacci polinomlari i¢in iireteg

fonksiyonu
Fy()—(=1)*Fy_q(x)t . :
~ oo e <bise,
GFaj+b($) (z,t) = Z Fojto (z) ¥ = (2.11)
4= B@ (D) Fap(@t . o pice

1—Lo ()t (=1)°2

ile ifade edilir (Koshy 2001).

5. Ciftindisli ve tek indisli Fibonacci polinomlarinin rekiirans bagintisindan elde edilen

2?24 ava?+4
B 2

a ()

veE

y 2242 -2 +4
i) = T2

degerleri i¢in ¢ift indisli ve tek indisli Fibonacci polinomlari icin Binet formiilleri

sirasi ile
FO (l’) =0
F (x) %
baslangic kosullari ile ‘
o 5
& (z) — 5 (z
By (1) = o0 = (@)
a(z) - f(z)
ve
F1 ([L’) = 1
F3 ([L‘) = 1'2 + 1
baslangic kosullari ile

2
xXr
Fojp (7) = 5

& (x)— B (&) & (2)+F (2)
5 9

ile ifade edilir (Koshy 2001).
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a) Cift indisli Fibonacci polinomlari i¢in Binet formiiliinii elde etmek i¢in oncelikli

olarak rekiirans bagintisindan yola ¢ikalim:

i (x) = xFy (x) + Fyjs (2)
= z(@Fy0 (2) + Fy-3 (7)) + Faj-2 ()
= (z?+1) Fyj_2 () + zF-3 (2)
= (2®+1) Fyjoa (z) + Fojs (z) — Faj_a ()

= ([L’ —|—2) FQ] 2 )—FQj—4 ([L’)
ifadesinde F; (x) = T} (=) doniisiimii uygulanirsa, j > 2 i¢in

To(l’) = F()([L’):O
T (x) = Fy(r)==

baslangic degerleri olmak iizere
Tj ([L’) = ([L’2 + 2) Tj—l — Tj—2 ([L’)

rekiirans bagintisi elde edilir.

O halde ¢ift indisli Fibonacci polinomlari i¢in Binet formiilii

2+ 2+ xva2+4

i) = T2
ve
y 224+ 2—zvV22+ 4
By = T2
olmak iizere "
& (z) — B (z)
F. — S
w ) ) h W

ile ifade edilir.

b) Tek indisli Fibonacci polnomlari i¢in Binet formiiliinii elde etmek i¢in oncelikli

olarak rekiirans bagintisindan yola ¢ikarak

Py () = (2 42) Py (2) — Fojs (@)

10
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esitliginden tek indisli Fibonacci polinomlari i¢in Binet formiilii

y 22+ 24+ zv22 +4
& (x) = ;
ve
Y 2+ 2 -+ 4
B2) = :
olmak tizere
1 2
2 2zvz2+4
B 1 x?
2 2zvx2+44

degerleri i¢in
ile ifade edilir. En genel hali ile

24 () — B (2) & () + 7 (2)
3 2

%
Foivq(z) = — +
T T
dir.
N V22 4
6. a(z) = % ve B(x) = % olmak iizere, F; (x) Fibonacci

polinomlarinin binomial katsay1 ile carpimlarinin kismi toplamlari

(2.12)

I (@ + 1) = (B(x)+1)
) e OEEE

ile ifade edilir (Koshy 2001).

Bu ifadenin ispat1 igin, F); (=) Fibonacci polinomlarinin iistel iirete¢ fonksiyonu ile

klasik {istel iirete¢ fonksiyonunun Cauchy ¢arpimindan

0 tj 0 0 i ] t]
IO ILTELID ) ol (i EARL
7=0 7=0 j=0 k=0
- tea@) _ Bl
= —a_ﬁ
ela@)+1)t _ o(B(z)+1)t

a() ()
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o e o .
sonucu elde edilir. Bu esitligin sag ve sol tarafinda 7’1n katsayilarini karsilastirirsak
J

() oy @@+ — (@) + 1)
D TSR

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

7. F; (x) Fibonacci polinomlar: agsagidaki determinant dzelliklerini saglar (Koshy 2001;
Catalani 2004):

det Fi(z) Fj(z) _ (_1);"
Fj(z) Fj-1(z)

det Frevjr1(z)  Fiyj (2) _ (_1)k+j’

Firi(@)  Fryja(2)

det Fopsgpira (z) Fokto; (z) _ (_1)ak+bj’

Fak—l—bj (l’) Fak-i-bj—l (l’)

Fa(@) Fiu(@) F (@)

Gz (
det | Fyi(z) Fj(z) Fya(z) | = 0
Fi(z) Fj(z) Fj2(v)

8. Fj (z) Fibonacci polinomlarinin Binet formiiliinii elde etmek igin bir bagka yontem

de matrislerin 6zdeger ve 6zvektor hesaplamalarindan yararlanmaktir.

olmak tizere

ile ifade edilir.

Bu durumda
F’j+1 (I) _ Aj 1
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ile ifade edilir.

Bu ifadenin ispati i¢in, oncelikli olarak A matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini in-
celeyelim:

det (A=) =X —2)A—1=0
karakteristik denkleminin diskriminanti
A=2>+4

olmak iizere, A matrisinin 6zdegerleri

_r+Vzr+4

a(2) }

veE

ile ifade edilir.

Birbirinden farkli iki 6zdeger bulundugundan A matrisi kdsegenlestirilebilirdir. Bu

matrisi kosegenlestirebilmek i¢in 6zvektorlerden olusan bir taban bulmaliy1z.

r 1 T T
L & () i
i 10 1L Y1 ) i U1 )
ve _ o _ ) )
r 1 X9 T2
= 3 (x)
i 10 1L Y2 | i Yo |
olmak tizere _ _ _ _
T a(x)
- yl = - 1 =
ve ) ) ) )
T2 | B ()
- y2 = . 1 =
ozvektorleri elde edilir.
Buna gore,
al(x T
o |o@ 8@
1 1
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dzvektorlerden olusan bir tabandir. S matrisinin tersi S~! olmak iizere

1 1 1 —f(z)
° a(x)—ﬁ(x)[_l a(x)}

ile ifade edilir. Bu durumda

§145 a(zx) 0
0 fBx)

olup
a=g|*® 0 g
0 B(x)
dir.
Sonug olarak
J
wog| W 51
0 Bz
yani

A=

elde edilir. O halde

[ o/t (2) = T (@) ]
Faw | fi] | c@mow
Fit@) ’ o (1) = 7 (2)
a(@)—B(x) |
esitliginden F; () Fibonacci polinomlari i¢in Binet formiilii
(2) = r+Vat+4
a(r) = ——7—
ve
— I
8(z) = z 2:E +4

degerleri i¢in ’

ol (x) — B (x)
a(r) — B (z)

ile ifade edilir (Koshy 2001; Catalani 2004).

14
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9. Fj (x) Fibonacci polinomlarmin r. kuvvetinin iistel iirete¢ fonksiyonu
22 tj r 1 k ( 1 )r—k
F- xr r = = - -_—
S = X\ ) Gam) e
% et (@B * ()
esitligi ile ifade edilir (Koshy 2001).

Bu ifadenin ispat1 i¢in, (2.6) esitligi ile verilen Fj (x) Fibonacci polinomlari i¢in

Binet formuli kullanilarak

elde edilir ve ispat tamamlanir.

10. (2.7) esitligi ile verilen F}; (x) Fibonacci polinomlarinin iireteg fonksiyonunda,

m > 1 i¢in esitligin her iki tarafinin = degiskenine gore m. tiirevi

i—:GF (@, 8) = i (jt—TnFy (ZE)) t!

Jj=0

ile ifade edilir. - F; (z) = FU™ () ile gosterilmek iizere
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baslangi¢ kosulu ile

F(m+1 mZF(m ( )

dir (Koshy 2001; Catalani 2004).

11. (2.7) esitligi ile verilen F}; (x) Fibonacci polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunda

esitligin her iki tarafinin ¢ degiskenine gore birinci tiirevi alinirsa

0 0 t
= — J—1 -
57 0F (@ 1) Z]F =5 (1 —xt—t2>

1—xt—t2—t(—x—2t)
(1—at —t2)*

elde edilir. Bu bagintidan, gerekli diizenlemeler yapilarak

Fo(z) = 0
Fi(z) =1
baslangic kosullar1 olmak iizere, 7 > 1 icin
Fin () = aF; (2) + Fj1 ()

rekiirans bagintisi elde edilir (Koshy 2001; Catalani 2004).

2.3. Pell Sayilar

Tanmmm 2.9 P; | j. Pell sayisini gdstermek iizere, Py = 0 ve P = 1 baglangi¢ kosullari ve

her 5 > 2 tam sayist icin Pell sayilart
Py =201+ P

rekiirans bagntisi ile tanmimlanir (Koshy 2001, 2014).

Elemanlar1 Pell sayilarindan olusan {P]};’io say1 dizisine, Pell sayilar1 dizisi denir.
Pell sayilarinin aldi81 baz1 degerler asagidaki tablo ile sunulmustur.
of1]2]3]a 56|75 o |10 .
Pj‘0‘1‘2‘5‘12‘29‘70‘169‘408‘985‘2378‘...

16
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Tamm 2.10 P; Pell sayilarimn rekiirans bagintisindan elde edilen
& = 1+v2

ve

degerleri icin ’
~j J
p=220
a—p
ifadesine Pell sayilart icin Binet formiilii denir (Koshy 2001, 2014).

Tamm 2.11 P; Pell sayilar: igin rekiirans bagintisindan elde edilen iireteg fonksiyonu

Gp(t) = Pth=——— 2.13
ile ifade edilir (Koshy 2001, 2014).
Tamm 2.12 P; Pell sayilar igin iistel iirete¢ fonksiyonu ise

o0 H edt _ 6Bt
Gpexp (1) = Pi—=— 2.14)
P, p( ) J;O J]' B_ 5 (
ile ifade edilir (Koshy 2014).
Teorem 2.13 P; Pell sayilar: igin kapalr formiil
=
P= ) oA (2.15)

— \ 2%+1

dir (Koshy 2014).

Not 4 (2.5) numarali rekiirans bagintisinda x = 2 alinmast durumunda Fibonacci poli-

nomlari Pell sayilarina doniisiir ve F; (2) = P egitligi elde edilir (Koshy 2001, 2014).

17
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Not 5 (2.9) numarali denklemde x = 2 alimirsa, F»; (2) = P,; sonucu elde edilir ve

boylece ¢ift indisli Pell sayilari igin iirete¢ fonksiyonu

Fy: () = Bt =—8«—

ile ifade edilir (Koshy 2001, 2014).

Not 6 (2.10) numarali denklemde x = 2 alimirsa, Fyjiq (2) = Psjq sonucu elde edilir

ve boylece tek indisli Pell sayilart icin iirete¢ fonksiyonu

- 1—1
ZF2j+1 i = ZP2J+1t 62
=0

ile ifade edilir (Koshy 2001, 2014).

2.4. Jacobsthal Polinomlar

Tanmm 2.14 J; (x), j. Jacobsthal polinomu gostermek iizere, Jo (x) = 0ve J; (z) = 1

baslangi¢ kosullart ve her j > 2 tam sayist i¢cin Jacobsthal polinomlar

rekiirans bagintist ile tamimlanir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 2006, Gupta ve
Panwar 2012; Cook ve Bacon 2013).

Elemanlar1 Jacobsthal polinomlardan olusan {.J; (x)}‘;io polinomlar dizisine, Jacob-
sthal polinomlar dizisi denir. Jacobsthal polinomlarin aldig1 baz1 degerler asagidaki tablo

ile sunulmustur.

j ‘0‘1‘2\3 \ 4 ‘ 5 \ 6 \

Jj(x)‘o‘l ‘ 1‘x+1‘ 2x+1‘ 1:2—|—3x—|—1‘ 3z +4r+1 ‘

18
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Tanim 2.15 J; (z) Jacobsthal polinomlarin rekiirans bagintisindan elde edilen

14144z
2

ve

1—+1+4z

biw) = 5

degerleri icin
o (z) — bj (x)
a(z) —b(z)

ifadesine Jacobsthal polinomlar icin Binet formiilii denir (Koshy 2001; Djordjevic ve Sri-
vastava 2006; Gupta ve Panwar 2012; Cook ve Bacon 2013).

J; () = 2.17)

Tanm 2.16 J; (x) Jacobsthal polinomlar igin iireteg fonksiyonu
Gz t)=) Ji(@)t = —— (2.18)

ile ifade edilir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 2006, Gupta ve Panwar 2012; Cook
ve Bacon 2013).

Tanim 2.17 J; (z) Jacobsthal polinomlar icin iistel iirete¢ fonksiyonu ise

o0 i ea(x)t _ eb(av)t
Grep (T,8) = ) Ji (%) = = —F—7= 2.19
J, p(l’ ) Z J(x)]' a(x)—b(x) ( )

J=0

ile ifade edilir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 20006).

Not 7 (2.16) numarali rekiirans bagintisinda x = 1 alinmast durumunda Jacobsthal poli-

nomlar Fibonacci sayilarina doniigiir ve J,, (1) = F,, esitligi elde edilir.

19
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2.4.1. Jacobsthal polinomlar icin temel sonuclar

J; (x) Jacobsthal polinomlar, asagida verilen temel ve iyi bilinen 6zellikleri saglar (Koshy

2001; Djordjevic ve Srivastava 2006; Gupta ve Panwar 2012; Cook ve Bacon 2013).

1. J; (x) Jacobsthal polinomlarin iireteg fonksiyonu kullanilarak

JO(O) = 0,
Ji(0) = 1; j>1,
o - 2=V

esitlikleri elde edilir (Koshy 2001).

2. J; () Jacabsthal polinomlarin rekiirans bagintis1 kullanilarak ¢ift indisli Jacobsthal

polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

Joz (&) T = 2.20

ile ifade edilir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 2006).

Not 8 (2.20) numaralr denklemde x = 0 almirsa

i Joj (0) 7 = itnﬂ = %
j=0 n=0

iirete¢ fonksiyonu elde edilir (Koshy 2001).

3. J; (x) Jacabsthal polinomlarin rekiirans bagintist kullanilarak tek indisli Jacobsthal

polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

N : 1—uxt
Jos ) =
;0 2501 O = T ey T o

2.21)

ile ifade edilir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 2006).

20
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Not 9 (2.21) numaralr denklemde x = 0 almmirsa

e . > 1
ZJZ]’—H 0)t/ = Ztﬁ =g
j=0 j=0

iirete¢ fonksiyonu elde edilir (Koshy 2001).

4. Cift indisli ve tek indisli Jacobstal polinomlarm rekiirans bagintisindan elde edilen

- 1+2x++V1+4x
a(r) =
2
ve
~ 1422 —+/1+4x
b(x) = 5
degerleri i¢in ¢ift indisli ve tek indisli Jacobsthal polinomlar i¢in Binet formiilleri
sirastyla .
a (x) =V (z
Joj (7)) = — k)
a(z)—b(x)
ve
) <d(:17) —b(z) + 1) & (z) + (a(g;) —b(z) - 1) B (z)
Jojr () = = »
2541 (z) 9 i(z) —b(z)

ile ifade edilir (Koshy 2001).

5. a(z) = L ve b(z) = 4T olmak iizere, J; (x) Jacobsthal polinomlarin

binomial katsayi ile ¢carpimlarinin kismi toplamlari

j 4 ‘ .
1) — (b 1)’
S (7 g = L@+ - @+ D 855)
2\ a(x) = b(w)
ile ifade edilir (Koshy 2001; Djordjevic ve Srivastava 2006; Gupta ve Panwar 2012;
Cook ve Bacon 2013).

6. J; (z) Jacobsthal polinomlar agagidaki determinant &zelliklerini saglar (Koshy 2001;
Cook ve Bacon 2013):

dek Jj+1 (I) Jj (:’E) _ [L’j_l (_1)j 7

Ji(z) Jj-1(z)

Jiv2 () Jj(z)  Jj(2)
det | Jii(z) Ji(@) Jima(z) | = 0
Ji(x)  Jia(x) Jiz(x)
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7. J; (x) Jacobsthal polinomlarin 7. kuvvetinin iistel iirete¢ fonksiyonu

soas = 3 (corsm) Caorsow)

7=0 k=0

ile ifade edilir (Koshy 2001).

Bu ifadenin ispati igin, (2.17) esitligi ile verilen .J; (x) Jacobsthal polinomlarin Bi-

aJ (7) —bJ T
j!

net formiilu kullanilarak

esitligi elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde

i(Jj(x))T% = i ; (m)k<_m)r—k

j=0 k=0

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2.5. Vieta-Fibonacci ve Vieta-Lucas Polinomlari
Tanim 2.18 A.F. Horadam tarafindan tanmimlanan V; (x) Vieta-Fibonacci polinomlari ve

vj (z) Vieta-Lucas polinomlart igcin Vo (z) = 0, Vi (z) = 1vewvy(z) = 2, v1(x) = o

baslangi¢ kosullari olmak iizere bu polinomlarin rekiirans bagintilar sirasi ile
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Vi (z) = xVj_1 (z) — Vj_p () (2.23)

ve

vj (z) = zvj_1 (z) — vj_2 () (2.24)

esitlikleri ile tamimlanir (Horadam 2002, 2003).

V; (x) Vieta-Fibonacci polinomlarinin ve v; (x) Vieta-Lucas polinomlarinin aldig:

baz1 degerler asagidaki tablo ile sunulmustur (Horadam 2002).

j V() v; (2)

00 2

111 z

2 | & z2 —2
3|z%2-1 0 — 3%

4 |x® -2z zt— 42 + 2
5|zt =322 +1|2°5—52%+52

Tanmm 2.19 V; () Vieta-Fibonacci polinomlarinin ve v; (x) Vieta-Lucas polinomlarinin

rekiirans bagintisinin sagladigi karakteristik denklem
N —zA+1=0 (2.25)

olmak iizere (2.25) denkleminin koklerinden elde edilen

_:17+\/a:2—4

(@) :

ve
r—Va—4

d(z) = 5

degerleriicin V; () Vieta-Fibonacci polinomlarimin ve v; () Vieta-Lucas polinomlarinin

Binet formiilii sirast ile
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Vi(z) = ——2—— (2.26)

ve

v; (z) = (z) + & (z) (2.27)

esitlikleri ile ifade edilir (Horadam 2002).

Tanim 2.20 V; (z) Vieta-Fibonacci polinomlari ve v; (x) Vieta-Lucas polinomlart i¢in

iirete¢ fonksiyonlari ise sirasiyla

= E ; = 22
ve
> j 2—uxat
Gy lz,t) = E vj (z)t = T (2.29)
n=0

ile ifade edilir (Horadam 2002).

V; () Vieta-Fibonacci polinomlari ve v; (x) Vieta-Lucas polinomlari agagida verilen

esitlikleri saglar (Horadam 2002, 2003).

Vi (@) Vi1 (—2) + V; (—x) Vi (z) = O,
vj (2) vj1 (=) + v (—2)vj1 (2) = O,
Vir1 (@) Vi (2) = Vi (2) = -1,
v (22— 2) — v (z) = -2

Vier(z) = Vima (2) = v;(2),

Vi(@)vj(z) = Va(x),

v (v (7)) = v (2),

L@ = V@

Teorem 2.21 V; (z) Vieta-Fibonacci polinomlart icin kapali formiil

7] k-1
ACEDINC I R E

dir (Horadam 2002).
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Teorem 2.22 v, (z) Vieta-Lucas polinomlart i¢in kapali formiil

3] 4 4
AN
v (@) = Y (1) —— ! w7
k=0 J k

dir (Horadam 2002).

2.6. Legendre Polinomlar:

Tanim 2.23 P; () Legendre polinomlari, Py (x) = 1 ve Py (z) = z baglangi¢ kosullart

olmak iizere j > 1 tam sayisi igcin
(+1) Piar (2) = (2 + 1) 2P; (2) — Py () (2.30)
rekiirans bagntist ile tammlanir (Rainville 1960; Bell 1967; Comtet 1974).

P; (x) Legendre polinomlarinin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo ile verilmigtir

(Rainville 1960).

j| Pz

01

1| x

2| 3(32%-1)

3| 1 (5x* — 3x)

4| 1 (35z* — 302” + 3)

5| & (632° — 702® + 15z)

Tanim 2.24 P, (x) Legendre polinomlart igin iirete¢ fonksiyonu

Gp(z,t) = ZPJ () ¢ = JT—ouii (2.31)

ile ifade edilir (Rainville 1960, Bell 1967; Comtet 1974).

Jj=0
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[ | |
1 -
0.5 [ > 4
E ol -
p:. =
-0.5 /,// Po(x) ———
o Pi(x) ———
. P2(X) =
) > P3(x)
s Pa(x)
-1 I | I PS(X)
1 -0.5 o 0.5 1
X

Sekil 2.1: P, (z) : Legendre Polinomlar1

x € [—1,1] i¢in P; (z) Legendre polinomlarinin degisimleri yukaridaki grafik ile

sunulmusgtur (Rainville 1960).

P; (x) Legendre polinomlar: asagida verilen temel 6zellikleri saglar (Rainville 1960;

Bell 1967; Comtet 1974).

1 j=0,1,...
(_1)]7 ]:0,17

ng(l’); jZO,l,

Pji (—x —Pi(z); 7=0,1,...
P2j+1(0 Oa ]:071,
-1 3
= _1J 2]|
PQj(O) 2 _( 2-) ‘(' 2)7 J_172,
j 227 (5")

P; (z) Legendre polinomlari ayn1 zamanda

dx

! ((1—:,;2) iPj(:v)> +i(+1)P(z) =0

dx

26
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esitligi ile verilen Legendre diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir (Rainville 1960; Bell

1967). Bu adi diferansiyel denklem daha ¢ok fizikte ve diger teknik alanlarda kullanilir.

Ozellikle kiiresel koordinat sisteminde, kismi diferansiyel denklemler ile ilgili Laplace

denklemlerini ¢ozerken ortaya ¢ikar. P; (z) Legendre polinomunun = degiskenine gore
d

tirevi %Pj (z) = Pj () ile gosterilmek iizere P; () asagidaki esitlikleri saglar (Rainville

1960; Bell 1967; Comtet 1974).

P, (z)—2Pj(z) = (j+1)P;(x); j=0,1,...

xlD;(x)—P;_l(x) = jPi(=); 4=12,...

Po(@)—P_(x) = 2j+1)P(z); j=1,2,...
(z>—1) Pj(z) = jzP;i(z)—jPiai(z); j=12,....

Teorem 2.25 P; (x) Legendre polinomlart igin kapali formiil
L%J k . i—2k

(—1)" (25 — 2k)la?

2k (j — k) (5 — 2k)!

dir (Rainville 1960, Bell 1967).

Teorem 2.26 P; (x) Legendre polinomlari, Rodrigue’s Formiilii olarak bilnen

— 1 2 J
J(z)—%—j,d—x](f —1)

esitligi saglar (Rainville 1960; Bell 1967).

2.7. Chebyshev Polinomlari
Tanim 2.27 T} (x) birinci tip Chebyshev polinomlari, Tjy (x) = 1 ve Ty (x) = x baglangi¢
kosullari olmak iizere j > 1 tam sayist i¢in

Ty (#) = 20T (3)—T;_; (%) (2.33)
rekiirans bagntist ile tammlanir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).
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™ "™ e " e ™ I I | I I | ™™ p
1.0 3 =5h E
:: n=1 ::

0.5
- n=4 .
2 X n=2 =
-~ IS =
> . "
E:: 00 2 ]
‘ n=3 .
m"ro :_ n=5 —:
- . £

| Lo | | - | | | |, || ju | |

—-1.0 -0.5 0.0 1.0

Sekil 2.2: T, (x) : Birinci Tip Chebyshev Polinomlar1

xz € [—1,1] i¢in Tj () birinci tip Chebyshev polinomlarimin degigimleri yukaridaki

grafik ile sunulmustur (Bell 1967).

T () birinci tip Chebyshev polinomlarinin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo ile

verilmigtir (Bell 1967).

i | T

01

1|&

9 | e —1

3| 4z3 -3z

4| 8z% —8z%2+1
)

162° — 2023 + 5z
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x degiskeninin kuvvetlerinin 77 (x) birinci tip Chebyshev polinomlari cinsinden ifadesi

) _ -
k k
T (z) + Ti—2 (z) + Th_s4+
1 1 2 .
T . ; k tek ise
= T ()
(k—1)/2
x* =
Ty (x) + Ty (x) + Ty—a+
21% . ; kcift ise
—|—% TO €T
k/2
\ L. .
esitligi ile verilir (Vetterling ve Press 1988).
Ornegin;
1 = TO ([L‘) s
gz = Ti{x),
1
a? = 5 (Lo (2) + T2 (2)),
1
o = 7 BT1(2) + T3 (2)),
1
1
1
% = = (10Ty (z) + 15Ty (z) + 6Ty (z) + Tg (z))
ile ifade edilebilir.

Tanim 2.28 T} (x) birinci tip Chebyshev polinomlart igin iirete¢ fonksiyonu

(2.34)

i . 1—at
Gr(wt) =3 T@)F = 50
j=0

ile ifade edilir (Bell 1967; Rivlin 1974, Djordjevic 2009).
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T (x) birinci tip Chebyshev polinomlar: asagida verilen temel 6zellikleri saglar (Bell
1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

T; (1) = 1,

Ty(-1) = (-1,

T(-z) = (-1 T;(2),
Tp;(0) = (1),
T5j41(0) = 0,

Ty (x) = 2T7 (x) — 1,
Tyjr(x) = 2T (2) T (z) — 2

T (x) birinci tip Chebyshev polinomlart ayn1 zamanda j > 2 tam sayist igin

1 d 1 d

2T () = ﬁ%Tj+l (z) — j——lﬁTj_l (z)

diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir (Bell 1967; Rivlin 1974).

T; (z) birinci tip Chebyshev polinomlarinin = degiskenine gore tiirevi
d

P.

et (z) = T; (v) ile gosterilmek tizere T ()

J

(1-2?) T; (@) = =j2T5 (2) + jT;-1 (v)

rekiirans bagintisini saglar (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

Teorem 2.29 T} (x) birinci tip Chebyshev polinomlari icin kapali formiil

Eay
; J k
T () =2’ — g
i (%) 2\ o (1 )
veya "
T =5 3 (0 iy (oo

dir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).
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Tanim 2.30 U, (z) ikinci tip Chebyshev polinomlari, Uy (z) = 1ve Uy (x) = 2x baglangi¢

kosullari olmak iizere j > 1 tam sayist i¢in
Uj+1 ([L’) = QI’UJ ([L’) = Uj_1 ([L’) (235)

rekiirans bagntist ile tammlanir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

U, () ikinci tip Chebyshev polinomlarmin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo ile
verilmistir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

Uj (z)
1

2z

472 — 1

8x3 — dx

162* — 1222 + 1
32z° — 3223 + 6

ot —_ w [\ — O | .

Tanim 2.31 U; (z) ikinci tip Chebyshev polinomlart igin iirete¢ fonksiyonu

1

T 236)

Gy (z,t) =) U; () ¥

J=0

ile ifade edilir (Bell 1967; Rivlin 1974, Djordjevic 2009).
U, (=) ikinci tip Chebyshev polinomlart agagida verilen temel dzellikleri saglar (Bell
1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

Ui(1) = j+1,
Uj(-1) = (G+1)(-1),
Uj(—z) = (-1YU;(2).
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1.5

T

1.0
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T
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Sekil 2.3: U, () : Ikinci Tip Chebyshev Polinomlart

x € [—1,1] igin U, (z) ikinci tip Chebyshev polinomlarinin degisimleri yukaridaki
grafik ile sunulmustur (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

Teorem 2.32 U; (z) ikinci tip Chebyshev polinomlart i¢in kapali formiil

3

.  + 1
Us (z) =9’ ] (1 — :E_2)k
—\ 2%+1
veya
1]
_ k; )
Uj (@) =S (-1 [ 7 (22)7%
k=0 k;

dir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

T (x) birinci tip Chebyshev polinomlar1 ve U; (z) ikinci tip Chebyshev polinomlar:
arasindaki iligkilerden birkac¢i asagida verilmistir (Bell 1967; Rivlin 1974; Djordjevic
2009).
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% i(®) = Ui (), §=1,2,
Tj(r) = 5(U;@) - Uja (@),

Chebyshev polinomlar1 6zellikle yaklasim teorisinde kullanilan 6nemli bir polinom
ailesidir. 7} (z) birinci tip Chebyshev polinomlarinin kokleri (Chebyshev diigiimleri olarak
da adlandirlir), uygulamali matematigin bir alt kategorisi olan sayisal analiz yontem-
lerinde polinomlarin interpolasyonundaki diigiimler olarak kullanilir. Elde edilen bu poli-
nom interpolasyonu, Runge olgusu olarak bilinen problemi minimize eder ve maksimum
norm altinda siirekli bir fonksiyona en iyi yaklasim polinomu olma 6zelligi saglar (Bell

1967; Rivlin 1974; Djordjevic 2009).

Tamim 2.33 Djordjevic tarafindan verilen, V,, ,,, (x) genellestirilmig birinci tip Chebyshev
polinomlart ve ), ,,, (v) genellestirilmis ikinci tip Chebyshev polinomlari, n > m igin
(n,m € N)

Vam () = 2%, Vopm () = 2™ -1

ve

Qum () =2", Qpym () =2™ — 2
baslangi¢ kosullart olmak iizere sirastyla

Vn,m (1’) = IVTL—Lm ([L‘) - V;L—m,m ([L’) (237)

ve

Qo () = 2Qp—1.m () — Qg () (2.38)

rekiirans bagintilari ile tanimlanir (Djordjevic 2009).
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Tamim 2.34 V), ,,, (z) ve Q. ., (z) genellestirilmis birinci tip ve ikinci tip Chebyshev poli-

nomlarimn iirete¢ fonksiyonlari ise sirasi ile

Z Vi (1—at+t™) " (2.39)

ve

= Qum(@)t" =1 —t") (1 —at 1)~ (2.40)

ile ifade edilir (Djordjevic 2009).

Teorem 2.35 V,, ,,, (z) genellestirilmis birinci tip Chebyshev polinomlart igin kapali for-

miil
L] n—(m
Vi (2) = 3. (-1 -

dir (Djordjevic 2009).

Teorem 2.36 €, ,, (v) genellestirilmis ikinci tip Chebyshev polinomlar: icin kapali for-

miil
% k”— m—2)k: n—(m-1)k —
po (m—1)k L *

dir (Djordjevic 2009).

2.8. Gegenbauer Polinomlar:

Tamim 2.37 Leopold Gegenbauer tarafindan C j’\ (x) gosterimi ile tanimlanan Gegenbauer
polinomlari

1
)\>—§ve lz] <1

degerleri icin C3 (z) = 1 ve C} (x) = 2\x baslangi¢ kosullart olmak iizere j > 2 tam

saysi icin
nCMx)=220\A+n—-1C> () — 2\ +n—-2)C, (2) (241)
rekiirans bagintist ile tanimlanir (Bell 1967; Horadam 1985).
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Tamim 2.38 C;\ (x) Gegenbauer polinomlari icin iirete¢ fonksiyonu

1
c(\z,1) CA 242
Z T (1= 20t + £2)° )

ile ifade edilir (Bell 1967; Horadam 1985).

Teorem 2.39 C;\ (x) Gegenbauer polinomlart icin kapali formiil, \ bir tam sayi ve j > 2

olmak iizere

I

NS,

L (—1F ), ey
K (G — 25)!

C} (z) =
k=0
dir (Bell 1967; Horadam 1985).

C? (=) Gegenbauer polinomlarinmn T} () birinci tip Chebyshev polinomlari ve U; ()
ikinci tip Chebyshev polinomlari ile iligkisi

veE

esitlikleri ile verilebilir (Bell 1967; Horadam 1985).

)\ .
C# (x) Gegenbauer polinomlari

(1-2®)y" —A+ D) ay +5(G+2\)y=0 (2.43)

Gegenbauer diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimiidiir (Suetin 2001). (2.43) denkle-
minde \ = % alinmasi durumunda (2.43) bagintis1 (2.32) bagintisina doniisiir ve

C? () = Pj () esitligi saglanr,

A degiskeninin aldig1 baz1 degerler icin C' j’\ (x) Gegenbauer polinomlarinin degisimleri

asagidaki grafikler ile sunulmustur.
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12 ,
2 2 2 {
10 —® —® — -
2
A — @ @ @ // ]

-4t 4

—6}

_8 1 1 i 'l 1
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Sekil 2.5: C7 () : A = 2 igin Gegenbauer Polinomlari
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Sekil 2.6: C? () : A = 3 i¢in Gegenbauer Polinomlar

2.9. Humbert Polinomlari

Tanim 2.40 1921 yilinda Humbert tarafindan H?m (x) gosterimi ile tamumlanan Humbert

polinomlart icin rekiirans bagintist

(7 + DI, (@) = ma (+ NI, () = (G +mA —m+ DI, 4, () =0
(2.44)

olmak iizere, Humbert polinomlari i¢in iirete¢ fonksiyonu

1
Gn (m, A\, x,t) H 2.45
" Z (1 — mat + tm) (2.99)

ile ifade edilir (Humbert 1921; Milovanovic ve Djordjevic 1987).

(2.44) ve (2.45) numarali denklemlerin bazi 6zel durumlar1 asagida verilmistir.

Not 10 m = 2 olarak alinirsa (2.44) rekiirans bagintisi ile verilen Humbert polinomlarti,

(2.41) bagintisi ile verilen Gegenbauer polinomlarina doniisiir ve
13, (z) = G} ()
esitligi elde edilir (Humbert 1921; Milovanovic ve Djordjevic 1987).
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1

Not1l m = 3 ve A\ = 3 olarak alimirsa Humbert polinomlari, 1981 de Salvatore

Pincherle tarafindan IP; (x) ile tamimlanan Pincherle polinomlarina doniigiir ve
i
I35 (z) =P; (z) (2.46)

esitligi elde edilir (Humbert 1921).

1965 yilinda Gould, (2.44) bagintist ile tanimlanan Humbert polimomlarinin bir

genellestirmesini vermistir (Gould 1965).

Tanmm 2.41 P; (m,x,y, p, C') genellestirilmis Humbert polinomlar:

CjPj(m,z,y,p,C) = m(j—1—-p)aPi_1(m,z,y,p,C)

—(j —m—mp) yPj_p (m,z,y,p,C)

rekiirans bagintist ile tamimlanir (Gould 1965). Burada j > m > 1 dir ve diger paramet-

reler genel olarak stmirlandirilmamugtir.

Tanim 2.42 P; (m,z,y,p, C) genellestirilmis Humbert polinomlart icin iirete¢ fonksi-
yonu

Gp(m,z,y,p,C,t) = Y Pj(m,z,y,p,C)t/ = (C — mat + yt™)? (2.47)

Jj=0

ile ifade edilir (Humbert 1921; Gould 1965; Milovanovic ve Djordjevic 1987).

P; (m,z,y,p, C) genellestirilmis Humbert polinomlarinin bazi 6zel durumlar asagi-

daki esitlikler ile verilmistir (Horadam 1985).

P;(2,2,1,-1,1) = Pj(z) (Legendre 1784),
P;(2,2,1,—1,1) = U;(z) (Chebyshev 1859),

J

)

2, 1,=\1) = C}(z) (Gegenbauer 1874),
) = P;(z) (Pincherle 1090),
)

= II,, (z) (Humbert 1921).
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P; (m,z,y,p,C) genellestirilmis Humbert polinomlarinin = degiskenine gore tiirevi
L P, (m,z,y,p,C) = Pi(m,z,y,p,C) esitligi ile gosterilmek tizere P; (m,z,y,p,C)
genellestirilmis Humbert polinomlar:
I,P]/ (mv r,Yy,D, C) - ij (m7 r,Yy,D, C) = yPJ{—m+1 (m7 r,Y,Dp, C)
ve
(m - 1) xP]/ (m> r,Y,Dp, C) gs (] - mp) P] (m7 r,y,D, C) = CPJ{-H (m7 r,Y,Dp, C)

(y = 0, m — 1 < ) diferansiyel denklemlerini saglar (Chak 1970).

2.10. ki Degiskenli Fibonacci ve Lucas Polinomlari

Tanmm 2.43 Catalani tarafindan tamumlanan F; (v, y) iki degiskenli Fibonacci polinom-
lart ve L; (x,y) iki degiskenli Lucas polinomlari bagslangi¢ kosullart Fy (x,y) = 0,
Fi(x,y) =1ve Ly (z,y) = 2, Ly (z,y) = x olmak iizere j > 2 tam sayist icin sirastyla

Fy(z,y) = aFj1 (x,y) + yFj—2 (z,9) (2.48)
ve

Lj(z,y) = xLj-x (2,y) + yLj-2 (2,y) (2.49)
rekiirans bagintisina sahiptir (Koshy 2001; Catalani 2004). Bu ifadelerde x # 0,y # 0
ve 2% + 4y # 0 dir.

Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarmin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo

ile sunulmustur.

i | @) L (¢,1)

00

1)1 T

2|z 2+ 2y

3|22 +y z3 + 3y

4| 23+ 2zy zt + 42%y + 2¢°
5| zt + 322y + 9% | x5 + 523y + Sry?
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Tamm 2.44 ki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin rekiirans bagintisimin sagla-
digi karakteristik denklem
N —zA—y=0 (2.50)

olmak iizere (2.50) denkleminin koklerinden elde edilen

T+ /2% + 4y

g(z,y) = 5

ve

T — /22 + 4y
hiz,y)=———-—"

2

degerleri icin iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin Binet formiilii sirast ile

gj (x,y) — ($> y)

5@y = ) R y)

(2.51)

ve
Li(z,y)=¢ (z,9) + ¥ (z,y) (2.52)

esitlikleri ile ifade edilir (Koshy 2001; Catalani 2004).

Tamim 2.45 [ki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar igin iirete¢ fonksiyonlart ise

sirast ile
t) = E F; e — 2.53
GF (Iay7 ) e J(x>y)t 1—l’t—yt2 ( )
ve
Gp(x,y,t) = E L;(z y)tj:i (2.54)
e o I 1 — xt — yt?

ile ifade edilir (Koshy 2001; Catalani 2004).

F; (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlari ve L, (x,y) iki degiskenli Lucas poli-
nomlarinin sagladig1 bazi 6zellikler agsagidaki esitlikler ile verilmistir (Koshy 2001; Cata-
lani 2004).
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g (,y)
W (2, y)
Lj (z,y)
(9 (z,y) — h(2,))* F} (z,9)
L2 (2,y) + (~1)* 4y
g (Li(z.y), (-1 y
B (L @), (-1 y

Lj (x,y) + (g ([L’, y) - h(l‘,y)) Fj (x,y)

2 )
Lj (at,y) B (g (x,y) —h (IL', y)) Fj (x,y)

2 )
g7 (z,9) + h¥ (z,y) + 2(-1) &/,

g7 (z,y) + B¥ (z,y) — 2(-1) ¢/,
(2* +4y) F (2,9),

g (z,9),

h (z,y),

Jk (z,y)
Fy(z,y)’

L (z,y) .

F; (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlarinda ve L; (z,y) iki degiskenli Lucas

polinomlarinda x ve y degiskenlerinin aldig1 bazi 6zel degerlere gore sagladig: 6zellikler

asagidaki tablo ile verilmistir (Koshy 2001; Catalani 2004).

z |y | Fizy)

x F;(z,1) = F; (z) klasik Fibonacci polinomlari,
2¢ |1 | F;(2x,1) = Pj(x) | Pell polinomlari,

1 |y | F5(Ly) =J;(y) Jacobsthal polinomlar,

3z | =1 | F;(3xz,—1) = F (x) | Fermat polinomlar1.

z |y | Ly

x Lj(z,1)=Lj () klasik Lucas polinomlari,

2¢ |1 | Lj(22,1) =Q; () | Pell-Lucas polinomlari,

1 |2y | L;(1,2y) =JL,(y) | Jacobsthal-Lucas polinomlari.
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Teorem 2.46 F; (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlart icin kapalt formiil

L[5 [
k-1 .
Fj(2,y) = / T4
k=0 k

dir (Catalani 2004).

Teorem 2.47 L, (x,y) iki degiskenli Lucas polinomlart i¢in kapali formiil

dir (Catalani 2004).

2.10.1. Fibonacci sayilar1 yontemi ile F;; (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlari

icin iligkiler bulma

F; (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlarmnin (2.48) esitligi ile verilen rekiirans bagin-
tisinin sagladigi (2.50) numarali karakteristik denkleminin koklerinden elde edilen

T — /2% + 4y

2

T+ x4+ 4y

g9(z,y) =
degerleri i¢in

g(z,y)+h(zy = =
g(x,y)—h(x,y) = \/1'2‘|‘4y

g(@,y)h(z,y) = —y
olmak iizere, agsagidaki sonuglar1 verebiliriz.

222 + 2z+/722 + 4y + 4y
4

= y+ag(x,y)

9 (z,y) =

= yFi(z,y) +g9(z,y) Fa(z,y).
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9’ (z,y) = (y+zg(z,y)g(zy)
= yg(z,y) +zg° (z,9)
= yg(z,y) +a(y+ag(z,y))
= yg(z,y) +yz +2°g (2,y)
= yr+ (2 +y) g(z,9)

= yF(z,y) +g(z,y) F3(7,y) .

Tiimevarim yontemi ile bu sekilde devam edersek ve benzer islemi h (z,y) fonksi-

yonunu da uygularsak

¢ (z,y) = yFj_1 (z,y) + g (z,y) Fj (z,y) (2.55)

sonucu ve
W (2,y) = yFj_1 (z,y) + h(z,y) F; (2,9) (2.56)

sonucu elde edilir.

(2.55) ve (2.56) numarali denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa, (2.51) bagintisinda
verilen iki degiskenli Fibonacci polinomlar: i¢in Binet formiiliiniin farkli bir ispati daha
verilmis olur ve ’ .
gj (l’,’y) — ($7 y)

5@y = ) ko)

elde edilir (Catalani 2004).

Ayrica (2.55) ve (2.56) numarali denklemler kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.48

(=1 ()™ = yF?, (x,y) + 2F; (z,y) Fj1 (z,9) — F (2,y)

dir (Catalani 2004).
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2.11. Apostol-Bernoulli Polinomlan

Tanmm 2.49 |t + log \| < 27 olmak iizere, B; (x, \) Apostol-Bernoulli polinomlart igin
lirete¢ fonksiyonu

te®! > ti
F A =——— =) B — :
AB([L’,t, )\) )\et— 1 £ B] ([L‘, )\) j' (2 57)

ile ifade edilir (Luo 2004, Luo ve Srivastava 2006, 2011).

Bu polinomlar ile ilgili ¢esitli 6zellikler, esitlikler, formiiller ve genellestirmeler Sri-
vastava tarafindan elde edilmistir (Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica
bir¢ok yazar da uygun iirete¢ fonksiyonlarini kullanarak bu polinomlarin farkli genellestir-
melerini elde etmistir (Luo ve Srivastava 2006; Kim 2008; Lu ve Srivastava 2011; Dere

vd. 2013; Bayad vd. 2014).

(2.57) denkleminde A\ # 1 i¢in x = 0 alinmas1 durumunda Apostol-Bernoulli sayilari
B; (A) = B;(0,\) elde edilir (Apostol 1951; Luo 2004). j > 0 i¢in B; (\) Apostol-

Bernoulli sayilarinin aldig1 bazi degerler asagida verilmistir.

By (A) = 0, (2.58)
BLOY = 10

B0 =~

B = 50t

By = -2 %fﬁj 2

B (n) — 5A (A3+(1A1i21+)5m+1)'

(2.57) denkleminde A = 1 alinmasi durumunda klasik Bernoulli polinomlar B; () =
B (z,1) elde edilir. Bu esitlikte x = 0 alinmasi durumunda ise klasik Bernoulli sayilar
B; = B; (0) elde edilir. B j(h) (x), yiiksek mertebeden Bernoulli polinomlart igin iireteg

fonksiyonu ise

tet \" > ti
Fpp(x, t;h) = (et — 1) =Y B" (x) I (2.59)

J=0
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esitligi ile tammhidir ve bu esitlikte h = 1icin B (z) = B; (z) dir (Apostol 1951; Luo
2004; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

2.12. Apostol-Euler Polinomlari

Tanmm 2.50 |2t + log A\| < 7 olmak iizere, E; (x, \) 1. tip Apostol-Euler polinomlart igin
lirete¢ fonksiyonu

s 0 j
Fan(@, ) = —— =3 & (5, ) & (2.60)

ile ifade edilir. (Apostol 1951; Luo 2004; Luo ve Srivastava 2006; Ozden vd. 2010;
Srivastava vd. 2012; Djordjevic ve Milovanovic 2014).

(2.60) denkleminde A\ # 1 i¢in x = % olarak alinmasi durumunda Apostol-Euler
saytlart £ (A) = 27&; (1, A) elde edilir (Apostol 1951; Luo 2004; Luo ve Srivastava

2006; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Djordjevic ve Milovanovic 2014).

(2.60) denkleminde A = 1 alinmasi durumunda 1. tip Euler polinomlan E; (z) =
& (z,1) elde edilir. Ej(h) (x), yiksek mertebeden Euler polinomlari i¢in iirete¢ fonksi-

yonu ise

2e7t h o0 j
© ) & 2.61)

N EW ()2
] 2. (z) 7

esitligi ile tanimlanir ve bu esitlikte A = 1 i¢in EJ(-I) (x) = Ej (x)’dir (Apostol 1951; Luo

Fpaw(z,t;h) = (

2004; Luo ve Srivastava 2006; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Djordjevic ve
Milovanovic 2014).

Tamm 2.51 |2t +log A\| < 7 olmak iizere, & (x, \) 2. tip Apostol-Euler polinomlart icin

lirete¢ fonksiyonu

o

2¢ xt j
Fap(2,6:0) = == — =>& — (2.62)
7=0

esitligi ile tamimlanir (Simsek 2016 ).
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(2.62) denkleminde A = 1 alinmas1 durumunda 2. tip Euler polinomlar1
B (z) = & (v,1) elde edilir. Bu esitlikte de z = 0 alinmasi durumunda 2. tip Euler
sayilart 7 = E7 (0) elde edilir (Simsek 2016).

2. tip Euler sayilari ile 1. tip Euler polinomlar arasindaki iligki

(2.62) denkleminde x = 0 alinirsa, 1. tip Apostol-Euler polinomlari ve 2. tip Apostol-

esitligi ile verilir.

Euler polinomlar: arasindaki iligki

2
Aet + X\ le—t
A2et
Ne2t 41

= V) (% /\2)

£(0,\) =

esitligi ile verilir (Simgek 2016).

2.13. Genocchi Sayilar1 ve Polinomlar

Tanm 2.52 |t| < 7 olmak iizere, G; Genocchi sayilar igin iireteg fonksiyonu

2t N )
F,(t) = = Gi— 2.63

esitligi ile tamimlanir (Luo 2004, Kim 2008; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
G Genocchi sayilari i¢in Gp = 0, G; = 1 ve her j € N* igin G941 = 0 dir.

Elemanlar1 Genocchi sayilarindan olusan {Gj}‘;io say1 dizisine, Genocchi sayilari

dizisi denir. Genocchi sayilariin aldig1 bazi degerler agagidaki tablo ile sunulmustur.
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G; Genocchi sayilarinin Bernoulli ve Euler sayilar ile iligkisi sirasiyla
Gaj =2 (1 —2%) By,

veE

Goj =25 E5;_

esitlikleri ile verilir (Horadam 2002; Luo 2004; Kim 2008; Srivastava 2011; Srivastava ve
Choi 2012).

Tanim 2.53 |t| < 7 olmak iizere, G ; (x) Genocchi polinomlart igin iirete¢ fonksiyonu

o 2te” = :
F,(z,t) = F,(t)e™ = " => Gj(x (2.64)
7=0

esitligi ile tammlanir (Horadam 2002; Luo 2004, Kim 2008; Srivastava 201 1; Srivastava
ve Choi 2012).

G; (z), Genocchi polinomlarmnin aldig1 bazi degerler asagidaki tablo ile sunulmustur.

i o folilz | s | o+ |-
Gj(a?)‘0‘1‘2x—1‘3x2—3x‘4x3-6x2—|—1‘...

G, (z) Genocchi polinomlarinin Genocchi sayilar ile iligkisi
J j 4
=> Gl " (2.65)
k=0 \ K

esitli8i ile verilir (Horadam 2002; Luo 2004; Kim 2008; Srivastava 2011; Srivastava ve
Choi 2012).

Tanim 2.54 |2t 4 log A\| < 7 olmak iizere, G (x, \) Apostol Genocchi polinomlart i¢in

lirete¢ fonksiyonu

2™ t/
=3 G (N (2.66)

esitligi ile tammlanir (Horadam 2002; Luo 2004, Kim 2008; Srivastava 201 1; Srivastava
ve Choi 2012).
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(2.66) denkleminde
A=1 alinirsa; G (z,1) = G, (2) klasik Genocchi polinomlari
A=1vex =0 alnwsa; G;(0,1) =G;(0) =G, klasik Genocchi sayilart
A#1lvex =0 almsa; G;(0,\) =G, (N Apostol Genocchi sayilari
elde edilir.

2.14. Stirling Sayilan

Tanmm 2.55 k& € Ny ve A € C olmak iizere, S2(7j, k; \) ikinci tip Stirling sayilart icin

lirete¢ fonksiyonu
(Aef —1)" el —1
Fy(t, k;A) = Zsz g,k /\ i (2.67)

esitligi ile tamimlanir (Cakic ve Milovanovic 2004, Srivastava 2011; Simsek 2013, 2016).

Tanim 2.56 Toscano (1970), Cakic ve Milovanovic (2004) ¢alismalarinda da yer alan

genellestirilmis Stirling sayilar: ve polinomlart icin iirete¢ fonksiyonu

e —1 >
Fyw (t, k;a) = (=) Zsa> k)= (2.68)

g~

esitligi ile tamimlanir.

Simgsek, (2.68) esitligi ile verilen genellestirilmig Stirling sayilar1 i¢in iirete¢ fonksi-
yonunu modifiye ederek, k € Ny ve A € Cigin S} (x; \) ile gosterilen A-array polinomlari

icin iirete¢ fonksiyonunu

_1 &
Fa(t,z, k; ) = L — ZS% (@ )\ (2.69)

j=
esitligi ile tanimlamigtir (Simsek 2016). Cakic ve Milovanovic ise bu polinomlarm bir

cok kombinatoriyal 6zelliklerini vermistir (Cakic ve Milovanovic 2004).
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Not 12 (2.69) denkleminde \ = 1 alimmast durumunda, \-array polinomlari
S@(j, k) = Si(; 1)

esitligi ile verilen array polinomlarina doniisiir (Cakic ve Milovanovic 2004, Simsek

2016).

2.15. Dickson Polinomlari

L.E. Dickson, Dickson polinomlarinin cebirsel ve teorik 6zelliklerini arastiran ilk kisidir.
Dickson, bu polinomlar1 Chicago Universitesi’ndeki doktora tez ¢alismasinda incelemistir.
1923 yilinda, I. Schur bu polinomlarin Dickson polinomlar1 olarak adlandirilmasini 6neren

kisi olmugtur.

Tamim 2.57 D, (x,a) , j. Dickson polinomunu gostermek iizere, Dy (x,a) = 2 ve

D, () = x bagslangi¢ kosullari ve her j > 2 tam sayust i¢in Dickson polinomlari
Dj(xz,a) =xD;_4 (z,a) —aDj_5(x,a) (2.70)

rekiirans bagntisi ile tanimlamir (Lidl 1993; Gao ve Mullen 1994).

Elemanlari Dickson polinomlarindan olusan {D; (z, a) }‘;‘;0 polinomlar dizisine, Dick-
son polinomlar dizisi denir. Dickson polinomlarinin aldig1 baz1 degerler asagidaki tablo
ile sunulmustur.

i Joli] 2 | s | 4 |

Dj(x,a)‘2‘:17‘xQ—Qa‘x3—3a:p‘x4—4aw2+2a2 ‘

Tanmm 2.58 Dickson polinomlarmin rekiirans bagintisindan elde edilen

T+ Va2 —4da

m(z,a) = 5
ve
z—+vz?—4da
n(z,a) = ———

2
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degerleri icin

D;(z,a) =m’ (z,a) +n’ (z,a)

2.71)

ifadesine Dickson polinomlart icin Binet formiilii denir (Lidl 1993; Gao ve Mullen 1994).

Tanmm 2.59 Dickson polinomlart icin rekiirans bagintisindan elde edilen iirete¢ fonksi-

yonu

- : 2 — 3t
Go(@a,t) =) D;(@a)t = T——0pj
j=0

ile ifade edilir (Lidl 1993; Gao ve Mullen 1994).

Tanim 2.60 Dickson polinomlart icin iistel iirete¢ fonksiyonu ise
0o t m(z,a)t n(z,a)t
GD’CXp(x7a7t):ZDj(l’aa)ﬁ:€ ? + e >

Jj=0

ile ifade edilir (Lidl 1993; Gao ve Mullen 1994).

Teorem 2.61 D; (x,a) Dickson polinomlart i¢in kapali formiil

13) /. 4
—k .
D;(x,a)= J i (—a)f 272
’ —k
k=0 k J

dir (Lidl 1993; Gao ve Mullen 1994).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Genellestirilmis Cift Degiskenli Polinomlar

Bu boliimde, iyi bilinen ¢esitli polinom aileleri i¢in yeni bir tirete¢ fonksiyonu ailesi insa

edilmis ve bu fonksiyonun bazi 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 3.1 G; (z,y; k, m,n) genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlar icin iirete¢ fonksi-
yonu

1

H(tz,y;k,mn) = —p— v

= Zgj (z,y; k,m,n) ¢/, (3.1
§=0
esitligi ile tamimlanir (Ozdemir ve Simgsek 2016). Burada

m,n,k € ZTU{0} =Ny,
r,y € R,

t € C

dir.

Ozel Durumlar

m, n, k nin baz1 6zel durumlari i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.

1. (3.1) bagintisinda k£ = 1, m = 0 ve n = 2 olarak alinirsa

H(tr@, 92 1,0,2) = ; 1,02t = ———
(axvya Yy ) j;gj(x’y’ g Ry ) 1—l't—‘t2
elde edilir. Buradan (2.7) bagintisi

ile ifade edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
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2. (3.1) bagintisinda £ = 0 ve m = n = 1 olarak alinirsa

1
H(t;2,y;0,1,1) = ]Zogj 7y 0 L)Y =
elde edilir. Buradan (2.18) baginitisi

ile ifade edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Asagida verilen teorem yardimiyla (3.1) bagintisinda yer alan G; (x, y; k, m, n) genelles-

tirilmis ¢ift degiskenli polinomlar1 hesaplayan bir 6zdeslik verilecektir.

Teorem 3.2 m € N icin,

DD Akn) =) A(k,n—mk)
n=0 k=0 n=0 k=0

ve
Z B (k,n) = Z Z B (k,n 4+ mk)
n=0 k=0 n=0 k=0

dir (Rainville 1960; Srivastava vd. 2010).

Bu teoremden yola ¢ikarak G; (z, y; k, m, n) genellestirilmis ¢ift degiskenli polinom-

lar i¢cin kapali formiil asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.3 m.n,k € Ny ve z,y € R olmak iizere G; (x,y; k, m,n) polinomlart icin

kapalr formiil

) —c(m+n—1 ,

c=0 C

dir (Ozdemir ve Simsek 2016).
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Ispat (3.1) esitliginde verilen iirete¢ fonksiyonundan yola ¢ikarak

Hzybmn) =3 5 [ 77 ) @) @remy”
j=0 ¢=0 c

esitligi elde edilir. Burada |2¥¢| < 1 ve [y™¢™""| < 1 dir. Teorem 4.2’den yola ¢ikarak

o lawm) (5 |
H (t, T, y; k‘, m, 7’1,) _ Z J mec—nc+c (l’kt)J_mc_nC (ymtm—l—n)c
Jj=0

=0 C

sonucu elde edilir. Dolayisiyla

o] o0 |.
Zgj(x>y;k>m>n)tj :ZO
j=

J=0

J
g3 j—mc—nc+c (xkt)j—mc—nc (ymtm+")c

Cc

[e=]

c=

esitliginin her iki tarafinda ¢/’ nin katsayis1 kargilagtirilirsa istenilen sonug elde edilir.  [J

G; (x,y; k,m,n) polinomlari i¢in (3.4) bagintist ile verilen kapali formiiliin bazi 6zel

durumlar agsagida verilmistir (Ozdemir ve Simgek 2016).

Not 13 m =n = 1 icin,

G (z,y;k,1,1) = z*
Go(z,9;k,1,1) = 22
Gs(z,y;k,1,1) = o3 4 2yak
Ga(z,y;k,1,1) = % 4 3ya 442
polinomlar elde edilir.
Not14 m =1, n = 0igin
G (z,9;k,1,00 = zF4+y
Go (x,y; k,1,0) = 22 4 2yaF + 4
Gs (x,;k,1,0) = 2 +3y2®* 4+ 3y%2" 4+ 43
Gy, y; k,1,0) = o™ 4 dya* + 69222 4 4g32F + o

gj (zvya k7170) = (‘(L’k_ky)J
polinomlari elde edilir.
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3.2. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Cift Degiskenli Polinomlar

Bu boliimde genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlarin yeni bir genellestirmesi

verilmigtir.

Tanim 3.4 / pozitif bir tam sayt olmak iizere, G J(»h) (x,y; k,m,n) yiiksek mertebeden
genellestirilmis cift degiskenli polinomlar i¢in iirete¢ fonsiyonu

o

ST6" (2, y komyn) ¥ =

J=0

1
(1 — gkt — ymentm)

. (3.5)

esitligi ile tamimlanir (Ozdemir vd. 2017).

Bu esitlikte & = 1 i¢in
GV (x,y; k,m,n) = G, (x,y; k,m,n)
dir.

g ](»h) (x,y; k,m,n) yiksek mertebeden genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlari

hesaplamak i¢in asagidaki teorem kullanilir.

Teorem 3.5
J
G (2, komim) = 30 G (s kom,m) G (e, g komin) (3.6)

j—l
=0

dir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat (3.5) numarali denklemde i = h; + h, olarak alirsak,

1
(1 — akt — ymgntm)Pthz

> G (2, sk myn) ¥ =

Jj=0

elde edilir. Bu esitlik

> G (@ gk mn) 0 = 30 G (@, g kymn) ¥ S0 G (2, sk m ) ¢

Jj=0

<
Il

o
<
Il

o
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seklinde de ifade edilebilir. Yukaridaki esitligin sag tarafinda Cauchy ¢arpim kurali uygu-
landiginda

o0 e ]
> G wyikomon) ¥ = 303G (g kom.m) G (2. yi kom,m) £

7=0 7=0 [=0
sonucu elde edilir. Son esitlikte, denklemin her iki tarafinda yer alan ¢/ “nin katsayilart

karsilastirildiginda istenilen sonug elde edilir (Ozdemir vd. 2017). UJ

Not 15 (3.6) denkleminde hy = hy = 1 olarak alimirsa , 2. mertebeden c¢ift degiskenli

Fibonacci tipli polinomlar
) J
gj( ) (‘T7 Y; ka m, n) = Z gl (‘T7 Y; ka m, n) gj—l ([L‘, Y; k? m, n)
1=0

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).

Not 16 (3.5) denkleminde v :== ax,y = —1, k=1, m =1, n = a — 1 olarak alimirsa

GWaz,~1;1,1,a— 1) =
j;o i ) (1 — axt + to)"
= ) I, (2)¢
j=0

elde edilir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafinda yer alan #/’nin Kkatsayilar1 kargilagtirildiginda

asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.6 G J(»h) (x,y; k, m,n) yiiksek mertebeden genellestirilmis cift degiskenli polinom-

larile T1!  (x) Humbert polinomlar arasidaki iligki
(h) _ 170
gj ( 1,1,1,& 1) _Hj,a ([L’)

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).
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3.3. Genellestirilmis Cift Degiskenli Fibonacci Tipli Polinomlar

Tanim 3.7 W; (x, y; k, m,n) , genellestirilmis ¢ift degiskenli Fibonacci tipli polinomlar

gostermek iizere bu polinomlar ailesi icin iirete¢ fonksiyonu

R(t;x,y; k,m,n) = H(t;x,y; k,m,n)t" = Z W; (z,y; k, m,n)t! (3.7

J=0

veya ag¢tk hali ile
t?’l,
R(t; @,y k,m,n) = o—p— prrm— (3.8)

seklinde tanimlanir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Teorem 3.8 m,n, k € Nove z,y € R olmak iizere j > n icin W; (z,y; k, m,n) genelles-
tirilmiy ¢ift degiskenli Fibonacci tipli polinomlar i¢in kapali formiil

EAR
—m—elm+n—1 ,
Wi (x,y; k,m,n) = J ( ) ymcx(]—n)k—mck—nck (3.9)

c=0 C

dir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Ispat (3.7) ve (3.8) esitlikleri ile verilen iirete¢ fonksiyonundan yola ¢ikarak

t'f'L
1 — zht — ymmn

ZWj (xaya kaman) tj =

J=0

I
~
S
—~
8
a
~
~—
<.
<
+
o
—~
3
~
3
+
3
~—
o

7=0 c=0 c
_ Z Jte ([L’kt)] (ymtm+n)ctn
7=0 =0 &

elde edilir. Bu esitlikte j yerine 7 — mc — nc yazilirsa,

Jj—mc—nc+c (xkt)j—mc—nc (ymtm+")c

j=0 j=0 =0 C
o (L7 j—mc—nc+c
— 2 2 l,yk—mck—nckymc tj—l—TL
j=0 c=0 C
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sonucu elde edilir. Dolayisiyla

] =T—Te —=Ne+C G .
[L']k nk—mck nckymc +

iW] (o, 77 oy Tl ) 6 j:i
j=0 j=n

c=0 C

olup j > nicin

| —n—c(m+n-—1 ,
W] (l’, Y, k‘, m, n) = J ( ) ymcl.(J—n)k—mck—nck

c=0 C

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir. OJ

3.3.1. G, (z,y; k, m,n) polinomlariile W; (z,y; k, m, n) polinomlarinin iirete¢ fonksiy-

onlarimin karsilastiriimasi

Teorem 3.9 G; (z,y; k, m,n) genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlar ile W; (z, y; k, m,n)

genellestirilmis cift degiskenli Fibonacci tipli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlari arasin-

daki iligki N

Zgjnxy,k:mn ZW] (z,y; k,m,n)t/ (3.10)
j=0

j =n

esitligi ile verilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
Yukaridaki teoremden yola ¢ikarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.10 W; (x,y; k, m,n) polinomlar ile G; (x,y; k, m,n) polinomlar: arasindaki
iliski
g'—n x, ;k7m7n ; 271
Wi (z,y; k,m,n) = o (T ) J (3.11)
0 : 0<g<n—1

esitligi ile verilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Bu teoremlerin ispati i¢cin kullanilan yontemlerden biri iirete¢ fonksiyonu ve binom

serisinden yararlanmak, bir digeri de Binet formiillerini kullanmaktir.
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Simdi tirete¢ fonsiyonundan yola ¢ikarak yukaridaki teoremlerin ispatini inceleyelim:

(3.1) ve (3.8) esitlikleri kullanilarak

tTL
1 — gkt — ymgmin

Z gj ([L’, Y, ka m, n) tj+n =

J=0

= ZWJ (xaya kaman)tj

=0

elde edilir. Bu esitligin sol tarafinda j yerine 5 — n yazilirsa
Z Gin(z,y;k,m,n)t = Z Wi (z,y; k,m,n)t! (3.12)
j=n 3=0

esitligi elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
(3.12) esitligini tiimevarim yontemi ile gosterelim:
n = 0 i¢in;

Zgj z,y; k,m,0) 70 = ZW] z,y; k,m,0)t
7=0

7=0

olup G; (z,y; k,m,0) = W, (x,y; k,m,0) elde edilir.

n = 1icin;

t
1— [L‘kt _ ymtm—i-l

Z gj (fL’, Y; kam7 1) tj+1 =

Jj=0

= ZWJ (5177?/, kamvl)tj

J=0

olupj > licin G;_1 (z,y; k,m, 1) = W; (z,y; k, m, 1) elde edilir.

n = 2 i¢in;

t2
1 — [Ekt _ ymtn+1

Z gj ([L’, Y; kama 1) tj+2 =

Jj=0

= ZWJ (xaya k7m72)tj

J=0

olup j > 2icin Gj_o (z,y; k,m, 2) = W; (z,y; k, m, 2) elde edilir.
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Islemlere bu sekilde devam edilirse, tiimevarim yontemi ile j > n icin (3.11) rekiirans

bagintisinda verilen

gj—n ([L‘, Y; k7m7 n) = Wj ([L‘, Y; ka m, n)

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Simdi elde ettigimiz bu sonucun ozel bir durum (F} (x), Fibonacci polinonlar) i¢in

uygulamasin verelim.

(2.5) esitligi ile verilen F; (x) Fibonacci polinomlari igin rekiirans bagintisindan elde

edilen iirete¢ fonksiyonundan yola ¢ikarak,

veE

degerleri i¢in o (x) B () = —1ve o (x) + B (z) = = ve Fy (x) = 0 olmak iizere,

1 4
;ZFJ‘(I)”
§=0

a(x)

p(x) =

s+ Vzi+4
N 2

T—Vz2+4
2

39
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dir. Dolayisiyla

Fii(e) = Yo" (@) 5" (@)

k=0
<a<m> e
; B(z) B
= p(z)
o) _ q
()
_ @) - ()
a(z) - B (z)
sonucu elde edilir.
Bu ifadeden yola cikarak
t - 4
e~ L2 fm@)t
7=0
= 2 Fu(@)e™
=0
= D F@?
j=1
= Y F@)¢
5=0
= F1 (l’)t+FQ ([L‘)tQ—FFg( )t3—|—
sonucu ve

# = .
1—at—2 2> Fj (o) ¢
Jj=0

sonucu elde edilebilir.

Islemlerimize bu sekilde devam edersek Fibonacci polinomlari igin iirete¢ fonksiyonu

o0
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olmak iizere G (z,t) = t*Gp (z, 1) iirete¢ fonksiyonunu

sonucu elde edilir.

3.3.2. G,(x,y;k,m,n) ve W, (x,y;k, m,n) polinomlar: ile diger polinom aileleri

arasindaki iligkiler

Fibonacci ve Jacobsthal Polinomlar ile Iliski

(3.7) numarali denklemde £ = m = n = 1, y = 1 olarak alinirsa, (3.7) bagintis1 (2.7)

bagintisina doniisiir ve

Fj(z) = Wi (2, 1;1,1,1)

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

(3.7) numarali denklemde ¥ = m = n = 1, x = 1 olarak alinirsa, (3.7) bagintisi

(2.18) bagintisina doniisiir ve
Ji(y) =W;(1,y;1,1,1)
sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Vieta-Fibonacci ve Vieta-Lucas Polinomlari ile liski

(3.7) numaral denklemde £ = m = n = 1, y = —1 olarak alinirsa, (3.7) bagintisinin

(2.28), (2.29) ve (3.8) bagintilarn ile iliskisi
Vi(z) =W;(z,-1;1,1,1)

veE

v (z) = 2G; (x, —1;1,1,1) — 22W; (2, —1;1,1,1
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esitlikleri ile ifade edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
Chebyshev Polinomlar ile Tliski

(3.1) ve (3.7) numarali denklemlerde [ € N olmak tizere k = m = 1, n =1 —1,
y = —1 olarak almirsa (2.39) ve (2.40) bagintililar ile ilgili

Vii(z) =G;(z,-1;1,1,1 - 1)

veE

> Q@) ¥ =H(t;z,-1;1,1,1 - 1) — tR(t 2, —1;1,1,1 — 1)
esitlikleri elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Legendre Polinomlar ile Iliski

(3.1) numarali denklemde = = 2z, y = —1, k = m = n = 1 olarak alinirsa
00 oo J '
>_0i (e, ~LLLE =3 ¥ P (a)P(a)t]
j=0 7=0 ¢=0
esitligi elde edilir.

Yukaridaki ifadede ¢/’ nin katsayilar1 karsilagtirilirsa

J
G (2z,-1;1,1,1)=> P,
c=0
sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
Dickson Polinomlari ile Iligki

(3.1) ve (3.7) numaral denklemlerde y = —a ve K = m = n = 1 olarak alinirsa

(2.72) bagintisi ile ilgili
Dj;(z,a) =2G; (x,—a;1,1,1) — aW; (z, —a; 1,1, 1)

sonucu elde edilir.
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3.3.3. Genellestirilmis cift degiskenli Fibonacci tipli polinomlara ait iiretec fonksiy-

onunun seri uygulamalari

Bu kisimda genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlari, genellestirilmis ¢ift degiskenli
Fibonacci tipli polinomlari ve Fibonacci sayilarini iceren bazi seri uygulamalarindan
bahsedilmistir. (3.7) bagntisi ile verilen W; (x, y; k, m,n) genellestirilmis ¢ift degiskenli
Fibonacci tipli polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

tn
1 — [L’kt _ ymtm-HL

R(t; @,y k,mn) = > W (z,y;k,m,n) ¢ =

=0
esitligi ile gosterilmek iizere, bu esitlikte ¢ > 1 i¢in ¢ = — olarak ele alinirsa
c

m

iwj(x7'g;k7m7n) o c

ol - cmtn xkcn—l—m—l _ ym

(3.13)

J=0

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Sonuc 3.11 (3.13) numarali denklemde ¢ = 2, v = y = 1, k = m = n = 1 olarak
alimirsa (Koshy 2001) referansinda yer alan Fibonacci polinomlari ile ilgili
Z I —9 (3.14)

9
j=0

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Sonuc 3.12 (3.13) numarali denklemde ¢ = 10, v =y = 1, k = m = n = 1 olarak
alimirsa 1953 yilinda F. Stancliff tarafindan elde edilmis ve yine (Koshy 2001) referan-

sinda yer alan Fibonacci polinomlart ile ilgili

1l F 1
—y L=— 3.15
10 2 100 Fy -13)

J=0

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).
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Sonuc 3.13 (3.13) numarall denklemde ¢ = 2, y = 1, k = m = n = 1 olarak alimirsa

(Koshy 2001 ) referansinda yer alan Fibonacci polinomlart ile ilgili

= 1
27 3— 2z (1)

J=0

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Sonuc 3.14 (3.13) numarall denklemde ¢ = 3, x = 1, k = m = n = 1 olarak alimirsa

(Koshy 2001) referansinda yer alan Jacobsthal polinomlar ile ilgili

~Ji(y) 3
2: % " §—g (3.17)
7=0

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Sonuc 3.15 (3.13) numarall denklemde ¢ = 5, y = —1, k = m = 1, n = | — 1 olarak
alimirsa (Koshy 2001) referansinda yer alan birinci tip genellestirilmis Chebyshev poli-

nomlart ile ilgili

= V},z (?/) o 5
2; 5 5 —5lp—1 68
‘7:

sonucu elde edilir (Ozdemir ve Simsek 2016).

3.3.4. Genellestirilmis cift degiskenli polinomlara ait iirete¢ fonksiyonunun kismi

tiirevleri

Bu bolimde G, (x, y; k, m, n) genellestirilmis ¢ift degiskenli polinomlara ait

H(t;z,y; k,m,n) iireteg fonksiyonuna; %H(t; x,y; k,m,n), {%H(t;x,y; k,m,n) ve
%H (t;z,y; k,m,n) kismi tiirevleri uygulanarak bazi esitlikler verilmistir. Bu esitlikler
ile birlikte iirete¢ fonksiyonlar kullanilarak, G; (x,y; k, m,n) polinomlari igin tiirev for-

miilleri ve rekiirans bagintis1 elde edilmistir.
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Sonuc 3.16 (3.1) bagintisina x degiskenine gore kismi tiirev uygulanirsa,

0
8—H(t; z,y; k,m,n) = ka* " UH (t; z,y; k,m,n)
%

esitligi elde edilir.

Sonuc 3.17 (3.1) bagintisina y degiskenine gore kismi tiirev uygulanirsa,

0
a—H(t; T T8 s, T ) = mym_lt"+mH2(t; i % I, T )
)

esitligi elde edilir.

Sonuc 3.18 (3.1) bagintisina t degiskenine gore kismi tiirev uygulanirsa,
0
o H (G, yikm,n) = (" + (n+m) y™t" ") H*(t; 2, y; k, m, n)

esitligi elde edilir.

Tiirev Formiilleri

(3.19)

(3.20)

(3.21)

G (x,y; k,m,n) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna kismi tiirevler uygulandiginda

elde edilen tiirev formiilleri agsagida verilmisgtir.

(3.19) esitligini (3.1) ile birlestirilirse,

) . J .
Z &L«gj (z,y; k,m,n)t/ = E k2" 'Gy (z,y; k,m,n) G (z,y; k, m,n) ¢/
; :

elde edilir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafinda #/’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa asagidaki sonug

elde edilir.

Teorem 3.19

7—1

ox

=0

dir (Ozdemir ve Simsek 2016).
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(3.20) esitligini (3.1) ile birlestirilirse,

Z 8_ygj ([L’, Y, k7 m, TL) t!

j—n—m

mym—lgl (ZL', Y; ka m, TL) gj—n—m—l (ZL', Y; ka m, TL) tj

1M 1

elde edilir.

Yukaridaki esitliin her iki tarafinda ¢/’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa asagidaki sonug
elde edilir.

Teorem 3.20

8_ygj (l’,y; kf, m, n) = mym_lgl (l’, Y; k> m, TL) gj—"_m_l ([E, Y; k:’ iy TL)

dir (Ozdemir ve Simsek 2016).

Rekiirans Bagintisi

G; (x,y; k, m,n) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlari ile bu polinomlara ait kismi tiirev-
leri ve tiirev formiillerini kullanarak bu polinomlar icin elde edilen rekiirans bagintisi

asagida verilmistir.
(3.21) esitligini (3.1) ile birlestirilirse,

> G+ 1) G (,y;k,myn) ¢
7=0

o0 J

—l'k Z Z gl (%y, ka m, TL) gj—l ([L’, Y, ka m, n) tj
j=0 1=0

oo j—n—m+1

= Z Z (n+m)y Ql(xy,k:mn)gjnmlﬂ(xy,k:mn)t]
j=0  1=0
elde edilir.

Yukaridaki esitliin her iki tarafinda #/’nin katsayilar1 karsilastirilirsa asagidaki sonug
elde edilir.
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Teorem 3.21 j < n+m — lise
J
(] + 1) gj+1 (5177?% k7m7 TL) - 'ZEk Zgl (l’,y, k7m7 n) gj—l (x7y’ k7m7n) =0
1=0
dir.
j>n+m-—1ise

j
(G+1)Gjp1 (z,y;k,m,n) — 2" Z Gi(x,y; k,m,n) G (z,y; k,m,n)
=0
j—n—m+1

= (n+m)y™ Z Oy (@ 50 1) G, (2 05 B, 10, 10)
=0

dir (Ozdemir ve Simgsek 2016).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Apostol-Tipli ve Humbert-Tipli Polinomlari iceren Yeni Ozel Say1 ve Polinom

Aileleri Icin Uretec Fonksiyonlar

Bu boliimiin amaci, yeni 0zel say1 ve polinom aileleri icin iirete¢ fonksiyonlar elde et-
mektir. Ureteg fonksiyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel esitlikleri kullanilarak, bu 6zel say1
ve polinom ailelerinin ¢esitli 6zellikleri arastirtlip Fibonacci polinomlari, Humbert poli-
nomlar1, Bernoulli ve Euler sayilart ve polinomlari, Apostol-tipli sayilar ve polinomlar,
Genocchi sayilar1 ve polinomlari, Stirling sayilar1 ve diger iyi bilinen say1 ve polinom
aileleri ile ilgili denklem ve bagintilar elde edilmistir. Ayrica bu iirete¢ fonksiyonlari;
Humbert polinomlarina, Apostol-tipli say1 ve polinomlara ve cift degiskenli Fibonacci
tipli polinomlara da doniistiiriilmiistiir. Ustelik bu yeni 6zel say1 ve polinom aileleri icin
matematik, matematiksel fizik ve ilgili diger bilimlerde de kullanilan daha fazla gozlem

ve sonug elde edilmisgtir.

4.1.1. Genellestirilmis cift degiskenli polinomlar ile Bernoulli ve Euler tipli poli-

nomlari iceren yeni polinom ailesi

Bu boliimde, yeni tanimlanan polinom ailesini verebilmek i¢in, genellestirilmis ¢ift degis-
kenli polinomlarin iireteg fonksiyonunu degistirilip yeniden diizenlenmistir. Ureteg fonksi-
yonlari kullanilarak Apostol-Bernolli sayilarini, Bernoulli tipli polinomlari, Humbert poli-
nomlarini, Genocchi polinomlarini ve hatta ¢ift degiskenli Fibonacci tipli polinomlari

iceren bazi denklem ve esitlikler verilmistir.

Simdi, yeni tammlanan polinom ailesi (z,y) — G; (z,y; k, m,n) i¢in tirete¢ fonksi-

yonunu verelim:

Tanmm 4.1 G; (z,y; k, m, n) polinomlar igin iirete¢ fonksiyonu

2. G; (z,y;k,m,n) Z i 1—=g* =g
F(z;z y'k:mn)zg ! : =
)y Iy vy TGy | _ vk _ am _ pkaz _ gmaz(m+n
g g! 1—xk—y 1 — zkez — ymes(mtn)
“4.1)

esitligi ile tamimlanir (Ozdemir vd. 2017).
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Gj(x,y; k,m,n) polinomlar i¢in rekiirans bagintis1 asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.2 G (z,y; k,m,n) = 1 baslangi¢c kosulu ve j bir pozitif tam sayr olmak iizere

Gj(x,y; k, m,n) polinomlar igin rekiirans bagintis

J . :
Gj (xay; k>m>n) = xkz<j)Gc($>ya k>m7n) (1_xk—ym)J_c

c=0 4

J ; |
ud Z (j)Gc (z,y; k,m,n) (m+ n)j‘c (1 — gk ym)J—C

c=0 E

dir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat (4.1) bagintisina umbral kalkiiliis metotlar1 uygulandiginda,

1—1'k_ym = Gj(l’,y;k,m7n)x —
g 3 k m\J Zj
—2* Y (G (z,y;k,m,n) +1— 2" —y™)’ x _
_ymZ(G(x,y;/{:,m,n)—|—(m_|_n) (1_l.k_ym))1
j=0
»J

X :
(L=zF =g ) !
esitligi elde edilir. Burada G’ (z,y; k, m,n) gosterimi ile ifade edilen G, (x,y; k,m,n)

polinomudur. Yukaridaki esitliin her iki tarafinda yer alan 27" nin katsayilarim kargilagtirir-

sak, istenilen sonucu elde edilir (Ozdemir vd. 2017). O

Bu ifadede k, m ve n 'nin her bir degeri i¢in, yeni bir tirete¢ fonksiyonu elde edilir.
Genel olarak, G; (x,y; k,m,n) polinomlarinin aldig1 bazi degerler asagida verilmistir

(Ozdemir vd. 2017).
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GO x,Y; kvmvn = 17

(
G (z,y;k,m,n) = 2"+ (m+n)y™,
(
(

2k

Go (z,y;k,m,n) = [a:k+(m+n)ym}2—(m+n—1) xym+xk+(m+n)2ym,

)
)
)
Gs (z,y;k,m,n) = [y (m+n) + 2™ [(2m + 2n)* — (2m + 2n) + 1]
—22%y™ (m +n)® — (m+n) — (m +n)* + 1)

+z“"y™ (m + n) [(m+n)2—2(m—|—n)+4}

+y™ (m3 + n3) + (3mn2 + 3m2n) y™ 4+ zF 4 23

4.1.2. G;(z,y;k,m,n) polinomlar: ile Apostol-Bernoulli polinomlar1 ve sayilari,
Apostol-Euler polinomlar1 ve sayilari, Genocchi polinomlar: arasindaki il-

iskiler

Bu boliimde, G, (z,y; k,m,n) polinomlarinin bazi 6zel durumlari incelenmistir. (4.1)
denklemi ile verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak; G, (x, y; k, m, n) polinomlari, Apostol-
Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Apostol-Euler sayilar ve polinomlari, Bernoulli sayilari
ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi sayilari ve polinomlar: igeren yeni

esitlikler ve bagintilar verilmigtir.

Teorem 4.3 j > 1olmak iizere, G; (x,y; k, m, n) polinomlari ve B; (\) Apostol-Bernoulli

sayilart arasindaki iliski

(1—xk—y

j
Gj1(z,9:%,1,0) = — ; ) B; (z* +y) (4.2)

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat

1—azF—y

F(z;z,9;k,1,0) = — Fap(0, 27" + v)

fonksiyonel esitliginden yola cikarak (2.57) ve (4.1) esitliklerindeki iirete¢ fonksiyon-

larinin seri gosteriminden

= G](l’,y,kj,l,O)Z_j__l—l’k—y - ) k Zj

g I —zE— y) J!
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elde edilir. Bu esitlikten

Z]G] 1 xy,k,l?O zJ :—ZB ok —l—y zJ

(1 —xk—

sonucu elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda ’in katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen

sonug ede edilir. 0

(4.2) esitligi yardimi ile Apostol-Bernolli sayilarini kullanarak G; (z, y; k, m, n) poli-
nomlarini hesaplayabiliriz (Ozdemir vd. 2017).

Go (z,y;k,1,0) = —(1—2"—y) B (z* +y) =1,
(1—$k—y)2 k k
Gl(l’,y;k,l,()) = _#82(1’ +y):$ +,
(1_Ik_y)3 k 2% k ko, 2
Go (z,y;k,1,0) = —f[ﬁs(aﬁ +y) =z + 22"y + 2"+ + g,
1— 2k —y)?
Galrik1,0) = U270 g (ot 1)
= (aF+v) <(a¢k+y)2+4(xk+y)+1),
1—ak—y)°
G4($>y§k‘>170) = —#85 (xk+y)

— (xk+y) <(Ik+y)3—|—11 (a:k+y)2+11 (:Ek—l—y)+l).

Teorem4.4 j > 0 olmak iizere, G; (x,y; k,m,n) polinomlart ve B; (x, \) Apostol-

Bernoulli polinomlart arasindaki iliski

i —1 j—1l—c
B = —]Z (‘7 )xi(@c (x,0;k,m,n) 4.3)

l’k)c+1

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat m # 0 icin

2¢"F (2;2,0;k,m,n) = (2 — 1) Fap(z, z; 2") (4.4)
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fonksiyonel esitliginde (2.60) ve (4.1) esitliklerindeki iirete¢ fonksiyonlarinin seri goste-

riminden

2 (z2) &G, (2,0, k,m,n) 2

7 ‘ 7 B; (z, "
N P Z

elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafina Cauchy ¢arpimi uygulamrsa

© J ; L0 k, g+1

]: c=0

sonucu elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda "in katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen

sonug ede edilir. O

Sonuc 4.5 (4.4) denklemi kullanilarak, (4.3) esitliginin bir diger gosterimi

j ‘
J '_CCGC— (ZL‘,O, kvmvn)
B; (z,2%) = — Z (C)ZKJ 1(1 — )

=1

esitligi ile verilebilir (Ozdemir vd. 2017).

Teorem 4.6 G, (z,y; k, m,n) polinomlart ile E; (x) Euler polinomlar: arasindaki iligki

i _
By(e) = 30 (]S @5)

26
c=0 ¢

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat m # 0 icin
e”F (z;—1,0;1,m,n) = Fgp(x, ;1)
fonksiyonel esitliginde (2.61) ve (4.1) esitliklerindeki iirete¢ fonksiyonlarinin seri goste-

riminden

. (22)) <G, (=1,0;1,m,n) 2 & 27
Z ‘ Z ’ i ‘_:ZEj(x)ﬁ

| |
= 7 =0 7
elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafina Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

*° ./ —1,0;1,m,n) #
Sy (1)t S S S
J

J= c=

sonucu elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda "in katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen

sonug ede edilir. 0
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Teorem 4.7 G, (z,y; k, m,n) polinomlart ile G; (x) Genocchi polinomlart arasindaki

iligki

7—1 . .
Gj ([L’) _ ] Z (] - 1) j-l—cGC (_170a 1>m>n) (46)

26
c=0 ¢

esitligi ile verilir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat m +# 0 icin
2e”FF (2, —1,0;1,m,n) = F, (z;1t)

fonksiyonel esitliginde (2.41) ve (4.1) esitliklerindeki iirete¢ fonksiyonlarinin seri goste-

riminden '
2 (z2) G ( 10,1,m n)zﬁ - 2
DIEDIE T=2G@F
3=0 3=0 i 4

elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafina Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

oo J . —~1,0:1, J+1 o0 J
>3 (1)t m””ﬂ S WA

]: c=0

sonucu elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda ’in katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen

sonug ede edilir. 0

Sonuc 4.8 (4.6) denklemi kullanilarak bir diger iliski

9] .
7\ i e€Geq(—1,0;1,m,n)
6= (1)« o

o=l

esitligi ile verilebilir (Ozdemir vd. 2017).

4.2. Genellestirilmis Humbert Tipli Polinomlar

Bu boliimde, Humbert polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu degistirilerek yeni bir genel-
lestirme daha elde edilmistir. Yeni polinom aileleri ve say1 dizileri icin iireteg fonksi-
yonlar1 verilmistir. Bu tirete¢ fonksiyonlarmin gesitli 6zellikleri incelenmis ve fonksi-

yonel esitlikler elde edilmistir. Bu fonksiyonlar kullanilarak Apostol-Bernoulli sayilari
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ve polinomlarini, Apostol-Euler sayilar ve polinomlarini, yiiksek mertebeden Bernoulli
sayilarini, array polinomlarini ve diger 6zel say1 dizileri ve polinom ailelerini iceren gesitli

denklemler, esitlikler ve bagintilar verilmistir.

Tanim 4.9 (2.45) denkleminde t = e* olarak alimirsa, yeni tamimlanan Y; (X; a) sayilar
ailesi i¢in iirete¢ fonksiyonu

2 B 1

g1 1—ale? + e

P(z00) = > (0a)

J=0

(4.7)

esitligi ile tamimlanir (Ozdemir vd. 2017).

4.2.1. Y; (), a) Humbert tipli sayilarin baz1 6zel degerlerini hesaplama

Bu boliimde, Y; (), a) sayilarinin bazi 6zel degerlerini hesaplamak igin bazi iligkiler ve

esitlikler verilmistir.

Sonuc 4.10 (4.7) denkleminde \ = 1 ve a = 2 olarak alinirsa,

esitligi elde edilir (Ozdemir vd. 2017). Bu ifadede, BJ(»Q) ikinci mertebeden Bernoulli

saylarim gostermek iizere

elde edilir (Ozdemir vd. 2017).

Sonuc 4.11 (4.7) denkleminde [ > 1 olmak iizere \ = —% (5 + 5_1) ve a = 2 olarak

alinirsa,

F (z; 5 (6+57) ,2) = 1Fas (0,5 6) Far (0,2 57)
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esitligi elde edilir. Bu egitlikte yer alan ifadelere karsilik gelen seri gosterimlerinden
Sy (-t 2 = Hys0nD) (e 060
—~ T\ 2 YN ] prs A 7!

j=0
1 [ee] J j 1
-2 £:(0,8) € (0.67) | 5

j=0 \ ¢=0 c

| =

I
<.

elde edilir (Ozdemir vd. 2017).

Son esitligin her iki tarafinda %’in katsayilar karsilastirihirsa asagidaki sonug elde

edilir.
Teorem 4.12

Y; (—% (B+57") ,2) H» ") e 086 (0.6

Sonuc 4.13 (4.7) denkleminde \ = —% ve a = 2 olarak alinirsa,

5 1
F (z; —1,2) = Fag (0,2;2) Fag (0,2’; 5)

fonksiyonel esitligi elde edilir. Bu esitlikten yola ¢ikarak,

- 5 7S 2 &S 1\ 2/

Zznfj (‘1’2) = Zgj (0,2) T Zsj (0, 5) T
7=0 7=0 7=0

elde edilir. Esitligin sag tarafinda Cauchy ¢carpim kurali uygulamrsa,

= B Yol A 1\ 2/
(1) -5 L (a2 (1)

j=0 ¢=0

sonucu elde edilir (Ozdemir vd. 2017).

2

Son esitligin her iki tarafinda i in katsayilar1 karsilastirilirsa asagidaki sonug ede

edilir.
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Teorem 4.14

Sonuc 4.15 (4.7) denkleminde a = 1 olarak alirsak, Y; (X, a) sayilart Apostol-Bernoulli

sayilarina ve Apostol-Euler sayilarina indirgenir. Bu durum, (4.7) denkleminin
2F (z;A,1) = —F4p(0,2; A — 1)
ve
2F (z; M, 1) = Fap(0,2;1 — A)

fonksiyonel esitliklere doniismesi ile ifade edilebilir (Ozdemir vd. 2017).

Bu fonksiyonel esitlikler (2.57), (2.60) ve (4.7) denklemleri ile birlestirildiginde,
Y; (A, 1) sayilari ile Apostol-Bernoulli sayilart ve Apostol-Euler sayilar arasindaki iligki

sirastyla asagidaki sonug ile verilebilir.

Teorem 4.16
1
Yii(\1) = —;Bj (A—1)

ve

V(M 1) = 26 (1- )

dir (Ozdemir vd. 2017).

4.2.2. Y; (), a) Humbert tipli sayilar icin rekiirans bagmtisi

(4.7) denklemine Umbral cebir metotlart uygulanirsa, Y; (A, a) sayilar i¢in asagidaki

rekiirans bagintisi verilir.
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Teorem 4.17 2 # al icin

1
olsun. j > 1i¢in
7 P
¥ (A @) = Z J (aX —a’ =) Y. (N, a) (4.8)
c=0 &

dir (Ozdemir vd. 2017).

Ispat (4.7) denklemi kullanilarak,

[e%e) . ‘ . . |
WLEE SO IRLEE W DWTEF S

elde edilir. Son esitligin her iki tarafinda ‘;—J!"in katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug

ede edilir. O

(4.8) denklemi kullanilarak hesaplanan Y; (), ) sayilarinin aldig1 bazi degerler asagida
verilmistir (Ozdemir vd. 2017).

1
Yoha) = 2 —a
aX—a
Yi(Aa) = 2= ar)?
a?\? + a) (2 — 4a + a2
Y2 (A, a) (2_(a)\)3 )
a®A® + a?)\? (8 — 12a + 6a® — a®)
+aX (4 — 12a + 6a* — 2a®) + 2a3
Y3(\a) =

(2 —aN)*
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a*Xt + a3\ (22 — 32a + 24a? — 8a® + a)
+a?)\? (44 — 112a + 84a® — 40a® + 8a*)
+a) (8 — 32a + 24a* + 164> — 8a*)

(2 — a))®

Yi(ha) =

Not 17 Y (A, a) saylarimin tamami, a ve \ reel parametrelerinin rasyonel fonksiyon-
lanidir. Ayrica, Y (2/a,a) = oo dur. Bu yiizden X\ = 2/a degeri Y; (A, a) rasyonel
fonksiyonlarimin bir kutup noktasidir (Ozdemir vd. 2017).

4.3. Pj(xz; ), a) Yeni Polinomlar Ailesi

Tanim 4.18 (4.7) denklemi kullamilarak, yeni tammlanan P; (x; A, a) polinomlar ailesi

icin iirete¢ fonksiyonu G (z; x; \, a) ile gdsterilmek iizere

G (z;x;5M,a) = e F (2; )\, a)

veya
Z?’L exZ
i ha) =S Py (zha) = = 4,
G (z;z; M, a) nZ:O (x)\a)n! " 4.9)

esitlikleri ile tammlanir (Ozdemir vd. 2017).

(4.7) ve (4.9) denklemleri kullanilarak, P; (z;),a) polinomlarini hesaplamak igin

asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.19

dir (Ozdemir vd. 2017).
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Ispat (4.9) denklemi kullanilarak,

ILACEUEES SR R AR
=0 KL S L J:

elde edilir. Buradan

esitligi elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda “in katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen

sonug ede edilir. 0

P; (z; A\, a) polinomlarinin aldig1 bazi degerler asagida verilmistir.

1
Py (x;)\,a) = m,
9 _ _
P lmha) = x( a)\)+a2)\ a)
(2 —al)
x? (a2)\2 — da) + 4) +z (—2a2)\2 + da) — 44 + 2a2)\)
+a (a® + a\ — 4a + 2)
P2 (ZL’, )‘7 a) = 3 )
(2 —al)
x3 (—a3)\3 +BaiA® — 12a)\ -+ 8)
+2% (3a3)° — 3a®X? — 12a*N? + 12a®) + 12a) — 12a)
+x (—3a4)\2 —3a3)\3 + 124372 + 6a3 )\ — 240\ + 12a)\)
—a® A% 4+ 6a*)\% — 202\ + aP)\? — 12a3)\?
+6a3\ + 2a® + 8a2)\? — 1242\ + 4a)
P3 (l’, )\7 a) =

(2 —a)*

(4.9) denkleminin x degiskenine gore tiirevi alinirsa,

0
%G(z T; )\ (1) _ZG(Z,ZE,)\,Q)

esitligi elde edilir. Bu esitligi kullanarak

Z@z x)\a Z] 1x)\ajj!
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elde edilir. Son esitligin her iki tarafmda "in katsayilar1 kargilastirilirsa, asagidaki sonug

elde edilir.

Teorem 4.20

%PJ (z;X,a) = jPj_1 (x5 )\, a)

dir (Ozdemir vd. 2017).
(4.9) denklemi kullanilarak,
G(z;z+y; A a) =G (z;x; M, a) .

esitligi elde edilir. Bu esitligin seri gosterimi ile

elde edilir. Son esitligin her iki taraflnda ’in katsayilan karsilastirilirsa,

7 :
Pi(x+y;\a) = Z() Pi_.(z; N\ a)

c=

sonucu elde edilir. Bu esitlikte y = 1 alinirsa

7 4
1A\ a)= ¢
(x+ a) CZ (c) e (T3 A, a)
sonucu ve y = —1 alinirsa
: j
Pi(x—1;\a) = Z(—1)0< )Pj_c (z; A, a)

sonucu elde edilir (Ozdemir vd. 2017). Yukaridaki son iki esitligi taraf tarafa toplarsak,

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.21
[5/2] j
Pj (‘T+ 1a )\70) + PJ (:E - 1;)\7a) = Z (C)PQ(j—c) (l’, )\7a)

dir (Ozdemir vd. 2017).
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(4.9) denklemini kullanarak,
{1 — (=aA) jF ((a — 12,55 —&) } G (52, a)
a

j—1
xr—+c 1

—a\)cF — 1)z, ——, ¢ —
> (ae 1 (f- 0= e )

fonksiyonel esitligi elde edilir (Ozdemir vd. 2017). Bu esitlik (2.69) denklemi ile bir-

lestirildiginde,
mZ:O{P (; X, a) — (—aX) nl;( ) mjz)\a)sj(n;a)(a_l)]}m
jl9m Ay w2
mzzo{Z S (a—l’a)\) (a—1) }m!

z

elde edilir. Son esitliin her iki tarafinda % ‘in katsayilart karsilastirilirsa, asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.22

Py (3 M, 0) — (—a)) n‘Z( ) i (537, a) S (n;%)(a_l)j—m

n

= Y (—ar jisr (“J. L)

, a—1"a\
7=0

dir (Ozdemir vd. 2017).

4.4. Teta Fonksiyonlari

Teta fonksiyonlari, karmagik degiskenli 6zel fonksiyonlardir ve cebirsel geometri, kar-
magik analiz, sayilar teorisi, modiil uzaylari, kuadratik formlar gibi teorileri igeren bir

cok alan ile kuantum alan teorisinde de kullanilmaktadir (Almkvist 1986).

Teta fonksiyonlarinin en yaygin bicimi, eliptik fonksiyonlar teorisinde ortaya ¢ikmak-
tadir. Karmasik degiskenli yar1 periyodik Teta fonksiyonlari, ilgili eliptik fonksiyonun
bir periyodunun eklenmesine iliskin davranis1 ifade eden bir 6zellige sahiptir (Almkvist

1986).
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n € Z olmak lizere, Teta fonksiyonlar icin
I « .
@, (x’q) — ; Z (_1)TLq[n+(1/2)]261(2n+1)ﬂ'1" (4'10)
0, (z,q) = Z q[n+(1/2)]26i(2n+1)m7 4.11)
oy (x,q) = Y qrem, (4.12)
pa(q)= > (—1)'g e (4.13)
esitlikleri gecerlidir (Almkvist 1986).
(4.10) numaral esitlikte ¢ = €™ alinmas1 durumunda
T 1 1 2 (riz? /2
Y1 (;7—;) = ;\/;6( / )% (z, 2)
fonksiyonel denklemi elde edilir (Almkvist 1986).
(4.10) numaral esitlikte ¢ = €™ alinmasi durumunda, v = —1, 0, 1 degerleri i¢in
$

rz 1 2 (ric? /s
P34+ (;7 _;) = \/;6( / )(p3—v ([L’,Z)

fonksiyonel denklemleri elde edilir (Almkvist 1986).

Teta fonksiyonlar1 icin (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) numaral esitliklerde z = 0

alinmasi1 durumunda
©p =, (0,9)

ve

ile gosterilmek tizere
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0, = ‘Z o gl /2P
0, = qu(m)ﬁ
Y3 = an2
0s = Y (-1)"q",

Pzt = Zq"2

n cift

o) = wz ) (2n + 1) g+ W/2P,
@] = m?Z (2n +1)% (=1)" g+ @/,
0y = —m Z (2n + 1)2 glm /2P
Py = —47T22n2q
¢y = —4n’ Z ) n2q”

esitlikleri gecerlidir (Almkvist 1986).

Simdi Teta fonksiyonlarini igeren sonsuz toplamlar ile ilgili esitliklerden bahsedelim.

L+v6 P V5
OZ = Vi =
2 2
degerleri icin af = —1 olmak iizere Fibonacci sayilari, F;, ve Lucas sayilari, L,, sirast ile
PO il i
a—g
ve

esitlikleri ile ifade edilmektedir.

Oncelikli olarak Lucas sayilarini iceren bir sonsuz toplami inceleyelim.

n=0

ifadesinde o'

2n+2

1 [eS)
_Z+ZO¢2”—|—O¢_2”—|—2

n=1

= g olarak ele alinirsa
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=—+Z

elde edilir (Almkvist 1986). (Tannery ve Molk 1972) referansinda yer alan Teta fonksi-

‘Pz
1+8

= 1 1 1
S: — = 1———
HZ:OLQH+2 8( T2 @,

sonucu elde edilir (Almkvist 1986; Tannery ve Molk 1972).

1_|_q2n

yonlart ile ilgili

esitligi kullanarak

Simdi Fibonacci sayilar1 ve Lucas sayilari ile Teta fonksiyonlarini igeren bazi toplam

formiillerini verelim (Jacobi 1881; Hancock 1958; Tannery ve Molk 1972).

1. ¢ = o ! olarak ele alinirsa

— (-1)" Lo
= = ),
; Loy + 2 3 (803‘P4 )
=1 1
Z I | (psps — 1),
1 2n
= n? B 9 g
24Ty 25677
m—1 1
Ly 167
sonuglari elde edilir (Almkvist 1986).
2. ¢ = a2 olarak ele alinirsa
p— FQn_l - 4 (p27
= 1 1,5
> L. 1 (e5—1).
n=1 L
S 1
n=1 7

1 S 1 ¢f
— = = 1_|__ﬁ ,
Iy, 24 T
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= 1 1 1
— = |14
S - s 2).

n=1"2n ™ Py
i 11 ¢
= L3, 87 4’
P G
s, 872 v,

sonuglari elde edilir (Almkvist 1986).

3. Yukarida yer alan teta fonksiyonlart ile iligkili esitliklerden yola ¢ikarak

. n > 1
;F—zn - \/gn:IL%”'l7
2
=1 = on—1
<; FQn-l) - 5; L2n—1 ’
3°° 1 1 . = 1 = 1
;F—i_F;an—l B ;Lgn—l—;L—%n

sonuglari elde edilebilir (Almkvist 1986).

Bu esitliklerden yola ¢ikarak, Teta fonksiyonlar: ile genellestirilmis ¢ift degiskenli

polinomlar arasindaki iligkilerden bazilar asagida verilmistir.

o

1 5 1 "
o= (1 + —QS’L}) ,
n=1 n2 (QQH—I (17ya 1707 2)) 6 ™ ¥
2= (20— 1) Gan 2 (1,:1,0,2) e
2 Gouy (Ly;1,0,2) 1872
P _ Vol
“—~ Gon-1(1,4;1,0,2) 472 p,
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5. SONUC

Bu tez calismasinda, bazi 6zel say1 dizilerinin ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyon-
larindan yararlanilarak cesitli say:1 dizileri ve polinom ailelerini kapsayan yeni iireteg
fonksiyonu aileleri tizerinde ¢alisilmistir ve 6nemli bagintilar, esitlikler, iligkiler ve sonug-
lar elde edilmistir. Bu sonu¢lar, Fibonacci sayilar ve polinomlari, Lucas sayilar1 ve poli-
nomlari, Jacobsthal sayilar ve polinomlar, Vieta-Fibonacci polinomlari, Vieta-Lucas poli-
nomlar1, Legendre polinomlar1, Chebyshev polinomlari, Gegenbauer polinomlari, Hum-
bert polinomlari, Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler polinomlari, Genocchi
sayilar1 ve polinomlari, Stirling sayilari, Dickson polinomlari ve iyi bilinen diger polinom
aileleri ile iligkilidir. Yeni tanimlanan iirete¢ fonksiyonu ailelerinin sonsuz seri uygula-

malari, kismi tiirev denklemleri, cebirsel ve kombinatorik uygulamalar: verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, en genel hali ile tez ¢alismasinin temel dayanak nok-
tas1 olan genellestirilmis ¢ift degiskenli polinom aileleri, yiiksek mertebeden genellesti-
rilmis cift degiskenli polinom aileleri ve genellestirilmis ¢ift degiskenli Fibonacci tipli
polinom aileleri tanitilmigtir. Bu polinom ailelerine ait rekiirans bagintilar1 verilmis,
tiretec fonksiyonlar karsilastirilmig, diger 6zel say1 dizileri ve polinom aileleri arasin-
daki iligkiler incelenmistir. Ayrica yeni tantmlanan bu polinom ailelerine ait sonsuz seri

uygulamalar1 ile birlikte tiirev formiilleri de verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde, tez calismasindan elde edilen diger temel ve 6nemli
sonuglar incelenmistir. Bu boliimde, Apostol-Tipli ve Humbert-Tipli polinomlar: igeren
yeni 6zel say1 ve polinom aileleri tamtilmigtir. Bu say1 ve polinom ailelerine ait iireteg

fonksiyonlari, rekiirans bagintilar ve ¢esitli fonksiyonel esitlikler verilmistir.

Bu tezin materyal ve metot ile bulgular ve tartisma kisminda elde edilen bagintilar,
esitlikler, iligkiler ve sonuclar analiz ve fonksiyonlar teorisi, sayilar teorisi, kombinatorik
analiz, istatistik ve olasilik teorisi ile diger bilim dallarina da 6nemli katkilar saglayacak-

tir.
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