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�ONS�OZ

Bu �cal��sma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar� ve Bulgular{
Tart��sma olmak �uzere iki b�ol�umden olu�smaktad�r. Bulgular{Tart��sma b�ol�um�unde
kullan�lacak olan Bernoulli polinomlar� ve fonksiyonlar�, Dedekind toplamlar� ve baz�
genelle�stirmeleri, Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar� b�ol�um�unde tan�t�lm��s ve
baz� �ozellikleri verilmi�stir.

Bulgular{Tart��sma b�ol�um�unde ise, genelle�stirilmi�s Eisenstein serilerinin �cok
geni�s bir s�n�f� i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde edilmi�stir. Bu d�on�u�s�um form�ullerinin �ozel
halleri incelendi�ginde, periyodik Bernoulli fonksiyonlar�n� i�ceren Dedekind toplam-
lar�n�n genelle�stirmelerinin ortaya �c�kt��g� g�ozlemlenmi�stir. Ortaya �c�kan bu toplam-
lar�n sa�glad�klar� resiprosite ba�g�nt�lar� ispatlanm��st�r. Ayr�ca, bu toplamlar�n �ozel
durumlar� incelenmi�stir. Elde edilen d�on�u�s�um form�ullerinin uygulamalar� olarak,
baz� sonsuz seriler aras�ndaki ba�g�nt�lar ve periyodik zeta fonksiyonu i�cin Ramanu-
jan form�ul�un�un benzerleri elde edilmi�stir.

Bu �cal��sma boyunca bilgisini ve zaman�n� benimle payla�san, deste�gini esirge-
meyen dan��sman�m Say�n Yrd. Do�c. Dr. M�um�un CAN' a, yard�mlar�n� g�ord�u�g�um
hocam Prof. Dr. Veli Kurt' a te�sekk�urlerimi sunar�m.
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S_IMGELER ve KISALTMALAR D_IZ_IN_I

Simgeler:
[x] Bir x reel say�s�n�n tam de�geri
fxg Bir x reel say�s�n�n kesir k�sm�
�(z) Dedekind eta-fonksiyonu
L (s; �) Dirichlet L-fonksiyonu
N Do�gal say�lar k�umesi
�(s) Euler gamma fonksiyonu
� (k) Euler phi fonksiyonu
G(z; �) Gauss toplam�
� (s; �) Hurwitz zeta fonksiyonu
C Karma�s�k say�lar k�umesi
' (x; a; s;A) Periyodik Lerch fonksiyonu
�x Tam say�lar�n karakteristik fonksiyonu
Z Tam say�lar k�umesi
ck(n) Ramanujan toplam�
R Reel say�lar k�umesi
� (s) Riemann zeta fonksiyonu
H �Ust yar� d�uzlem
K

�
x+ iy : x > �d

c
ve y > 0

	
e(z) e2�iz

v





Muhammet Cihat DA�GLI G_IR_IS�

1. G_IR_IS�

c; d 2 Z, c > 1 ve (c; d) = 1 olmak �uzere Dedekind eta-fonksiyonu teorisinde
ortaya �c�kan s(d; c) Dedekind toplamlar� 1892 y�l�nda R. Dedekind taraf�ndan

s(d; c) =
X

j (mod c)

��
j

c

����
dj

c

��

olarak tan�mlanm��st�r. Burada, [x] herhangi bir x reel say�s�n�n tam de�geri olmak
�uzere ((x)) fonksiyonu

((x)) =

�
x� [x]� 1

2
; x =2 Z

0; x 2 Z

�seklindedir. Dedekind toplamlar�n�n en �onemli �ozelli�gi c ve d aralar�nda asal say�lar
olmak �uzere

s(d; c) + s(c; d) = �1
4
+
1

12

�
d

c
+
c

d
+
1

dc

�
(1.1)

resiprosite ba�g�nt�s�d�r. Bu toplamlar, bir�cok matematik�ci taraf�ndan genelle�stirilmi�s
ve bunlara kar�s�l�k gelen resiprosite ba�g�nt�lar� farkl� yollardan ispatlanm��st�r (Apos-
tol 1950, Berndt 1973a, 1973b, 1975a, 1975d, 1977a, Carlitz 1964, Cenkci vd 2007,
Da�gl� ve Can 2015, 2016a, 2016b, Hamahata 2014, Lim 2009, Meyer 2000, Rademacher
ve Grosswald 1972, Sekine 2003, Takacs 1979).

�(z) Dedekind eta-fonksiyonu olmak �uzere, Dedekind toplamlar� ilk olarak
log �(z) nin d�on�u�s�um form�ullerinde ortaya �c�km��st�r. log �(z) benzeri d�on�u�s�um form�u-
l�une sahip Eisenstein serileri gibi ba�ska fonksiyonlar da vard�r. Lewittes (1972)
taraf�ndan Re(s) > 2 ve r1; r2 2 R olmak �uzere,

G(z; s; r1; r2) =
1X

m;n=�1
(m;n) 6=(�r1;�r2)

1

((m+ r1)z + n+ r2)s

�seklindeki genelle�stirilmi�s Eisenstein serilerinin d�on�u�s�um form�ullerini elde etmek i�cin
bir metot bulunmu�stur.

Berndt (1973a), Lewittes' in ispat�n�n son k�sm�na farkl� yakla�s�mlarda bu-
lunup, Dedekind toplamlar� ve �ce�sitli genelle�stirmelerinin elde edildi�gi d�on�u�s�um
form�ulleri elde etmi�stir. Bu �cal��sma, Berndt (1975a) taraf�ndan genelle�stirilmi�stir.
Berndt (1978) taraf�ndan Berndt (1975a) �cal��smas�ndaki genel teorem kullan�larak
�cok say�da d�on�u�s�um form�ul�u elde edilmi�stir. Bu d�on�u�s�um form�ullerinde, resiprosite
ba�g�nt�s�n� sa�glayan �ce�sitli Dedekind toplam� benzeri toplamlar ortaya �c�km��st�r.

Berndt (1973b,1975d), daha geni�s Eisenstein serilerini inceleyip log �(z) nin
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G_IR_IS� Muhammet Cihat DA�GLI

karakter genelle�stirmelerinin oldu�gu fonksiyonlar i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde etmi�s-
tir. Bu d�on�u�s�um form�ullerinde Dedekind toplamlar�n�n ba�ska genelle�stirmeleri or-
taya �c�km��st�r. Bu toplamlar, karakterleri ve genelle�stirilmi�s Bernoulli fonksiyon-
lar�n� i�cerir. Ayr�ca, d�on�u�s�um form�ulleri yard�m�yla ispatlanan resiprosite form�ulleri-
ne sahiptir.

Berndt (1977b,1978), baz� sonsuz serilerin hesab� ve sonsuz seriler aras�nda
ba�g�nt�lar elde etmek i�cin d�on�u�s�um form�ullerini kullanm��st�r. Berndt (1973a) daki
d�on�u�s�um form�ul�un�un ilgin�c sonu�clar�ndan biri, n � 1 olmak �uzere �(2n+1) i�cin Ra-
manujan form�ul�ud�ur. Dirichlet L-fonksiyonu i�cin Ramanujan form�ul�un�un karakter
benzerleri Katayama (1974) taraf�ndan verilmi�s, Berndt (1975d) taraf�ndan d�on�u�s�um
form�ulleri yard�m�yla ispatlanm��st�r. Bradley (2002) ise, hiperbolik kotanjant�n k�smi
kesir a�c�l�m�n� kullanarak Ramanujan form�ul�un�un periyodik benzerlerini elde etmi�stir.
Katayama ve Berndt' in form�ulleri Bradley' in form�ullerinin sonu�clar�d�r.

Bu �cal��smada, Re(s) > 2; Im(z) > 0 olmak �uzere, Eisenstein serilerinin

G(z; s;A�; B�; r1; r2) =
1X

m;n=�1
(m;n) 6=(�r1;�r2)

f(�m)f �(�n)

((m+ r1)z + n+ r2)s
(1.2)

�seklindeki �cok geni�s s�n�f� i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde edilmi�stir. Burada, ff(n)g
ve ff �(n)g ; �1 < n < 1 olmak �uzere; kompleks say�lar�n k periyotlu bir dizi-
sidir ve A� = ff(�n)g ve B� = ff �(�n)g �seklindedir. Bu d�on�u�s�um form�ullerinde
periyodik Bernoulli fonksiyonunu i�ceren Dedekind toplamlar�n�n genelle�stirmeleri or-
taya �c�km��st�r. Bu toplamlar�n sa�glad��g� resiprosite ba�g�nt�s� ispatlanm��st�r. Ayr�ca,
A� ve B� n�n �ozel de�gerleri i�cin bu Dedekind toplamlar� incelenecektir. D�on�u�s�um
form�ullerinin �ozel durumlar�ndan ilgin�c sonu�clar elde edilebilmektedir. Bu sonu�clar,

1X
n=1

� (n)

n (en=2 + e�n=2)
+

1X
n=1

� (n)

n (en�=2 + e�n�=2)
=
�

8
; (� = �2 i�cin)

gibi baz� sonsuz serilerin de�gerlerinin hesab�n�, sonsuz seriler aras�ndaki ba�g�nt�lar�
i�cermektedir. Bir di�ger sonucu da periyodik zeta fonksiyonu i�cin Ramanujan form�ul�u-
n�un benzerleridir. Bradley' in form�ulleri bizim elde edece�gimiz teoremlerden birinin
sonu�clar�d�r ve benzer form�ullerin �ozel durumlar�d�r.
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Muhammet Cihat DA�GLI KURAMSAL B_ILG_ILER ve KAYNAK TARAMALARI

2. KURAMSAL B_ILG_ILER ve KAYNAK TARAMALARI

Bu b�ol�umde, Bernoulli polinomlar� ve fonksiyonlar�, Dedekind toplamlar�,
genelle�stirilmi�s Dedekind toplamlar�, periyodik Bernoulli polinomlar�, say�lar� ve
fonksiyonlar�, karakter fonksiyonu tan�t�lacak ve bunlar�n baz� �ozellikleri verilecektir.

2.1. Periyodik Bernoulli Say�lar� ve Polinomlar�

Tan�m 2.1 A = A1 = ff(n)g olmak �uzere, Bj(A) ve Bj(x;A) periyodik Bernoulli
say�lar� ve polinomlar� s�ras�yla

k�1X
n=0

tf(n)ent

ekt � 1 =
1X
j=0

Bj(A)
tj

j!
; (jtj < 2�=k) (2.1)

ve

k�1X
n=0

tf(�n)e(n+x)t
ekt � 1 =

1X
j=0

Bj(x;A)
tj

j!
; (jtj < 2�=k) (2.2)

�urete�c fonksiyonlar� ile tan�mlan�r (Berndt 1975c).

Bu tan�mda A = I = f1g al�n�rsa (2.1) ve (2.2) s�ras�yla

t

et � 1 =
1X
j=0

Bj
tj

j!
; (jtj < 2�);

text

et � 1 =
1X
j=0

Bj(x)
tj

j!
; (jtj < 2�) (2.3)

�urete�c fonksiyonlar� ile verilen klasik Bernoulli say�lar� ve polinomlar�na d�on�u�s�ur
(Apostol 1976).

Bn (x) ile g�osterilen Bernoulli fonksiyonu

B1 (x) = ((x)) ve n > 1 i�cin Bn (x) = Bn (fxg)

olarak tan�mlan�r. Burada fxg, x in kesir k�sm�d�r ve Bn (x) ; 1 ile periyodik bir
fonksiyondur.

Bu �cal��sma boyunca, n-inci Bernoulli fonksiyonu Pn (x) ile g�osterilecek ve

n!Pn (x) = Bn (x� [x])

ile tan�mlanacakt�r. �Ozel olarak, P1 (x) = x� [x]� 1=2 dir.

3



KURAMSAL B_ILG_ILER ve KAYNAK TARAMALARI Muhammet Cihat DA�GLI

Ayr�ca, Pn(x) periyodik Bernoulli fonksiyonu herhangi bir x i�cin,

m�1X
j=0

Pn

�
x+

j

m

�
= m1�nPn (mx) (2.4)

Raabe ba�g�nt�s�n� sa�glar.

Periyodu k olan Pn(x;A) periyodik Bernoulli fonksiyonlar� her x 2 R i�cin

P0(x;A) = B0(A) =
1

k

k�1X
m=0

f(m) (2.5)

ve

Pn(x;A) = k
n�1

k�1X
m=0

f(�m)Pn
�
m+ x

k

�
; n � 1 (2.6)

e�sitlikleri ile tan�mlan�r (Berndt 1975c).

Tan�m 2.2 k 2 N i�cin

1) � (a+ k) = � (a), a 2 Z;

2) � (a) = 0 () (a; k) 6= 1

ko�sullar�n� sa�glayan Z den C ye tan�ml� � �carp�msal fonksiyonuna bir k mod�ul
Dirichlet karakteri denir. � fonksiyonunun tersi, � nin de�gerlerinin karma�s�k e�sleni�gi
olan ��1 = � d�on�u�s�um�ud�ur.

2.2. Dedekind Toplamlar�

Tan�m 2.3 c; d 2 Z, c > 1 olmak �uzere s(d; c) ile g�osterilen Dedekind toplam�,

s(d; c) =
c�1X
j=1

��
j

c

����
dj

c

��

e�sitli�gi ile tan�mlan�r (Rademacher ve Grosswald 1972).

Teorem 2.4 Dedekind toplamlar�, (c; d) = 1 olmak �uzere

s(d; c) + s(c; d) = �1
4
+
1

12

�
d

c
+
c

d
+
1

cd

�
resiprosite ba�g�nt�s�n� sa�glar.
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Muhammet Cihat DA�GLI KURAMSAL B_ILG_ILER ve KAYNAK TARAMALARI

_Ispat. Farkl� kan�tlar� i�cin Rademacher ve Grosswald (1972) ye bak�n�z.

n; d; c pozitif tamsay�lar olmak �uzere, Apostol (1950) s(d; c) toplam�n�

sn(d; c) =
c�1X
j=1

j

c
Bn

�
dj

c

�

e�sitli�gi ile genelle�stirerek, (d; c) = 1 ve tek n ler i�cin

dcnsn(d; c) + cd
nsn(c; d) =

1

(n+ 1)

n+1X
j=0

�
n+ 1

j

�
(�1)jBjdjBn+1�jcn+1�j +

nBn+1
(n+ 1)

resiprosite ba�g�nt�s�n� ispatlam��st�r. n = 1 olmas� durumundaB1 (x) = ((x)) oldu�gun-
dan s1(d; c) = s(d; c) olur.

Carlitz (1964) veya Tak�acs (1979), Dedekind toplamlar�n�n bir di�ger genelle�stir-
mesini

sn(d; cjx; y) =
c�1X
j=0

Pn

�
d(j + y)

c
+ x

�
P1

�
j + y

c

�
(2.7)

e�sitli�gi ile tan�mlam��st�r. Burada n = 0; 1; 2; ::: olmak �uzere Pn (x) fonksiyonu,
0 � x < 1 i�cin Pn(x) = Bn(x) olarak tan�mlan�r. Carlitz (1964) resiprosite ba�g�nt�s�n�
ise, n = 0; 1; 2; ::: olmak �uzere d ve c pozitif tamsay�lar ve x ve y reel say�lar� i�cin

(n+ 1) fdcnsn(d; cjx; y) + cdnsn(c; djy; x)g

=
n+1X
j=0

�
n+ 1

j

�
cjdn+1�jPj(x)Pn+1�j(y) + nPn+1(dy + cx) (2.8)

olarak ispatlam��st�r. (d; c) > 1 durumunda ise benzer ba�g�nt� Tak�acs (1979) taraf�ndan
verilmi�stir.

Berndt (1973b), s(d; c) nin � ile genelle�stirmesi olan s(d; c : �) karakter
Dedekind toplam�n� d; c > 0 ve (d; c) = 1 olmak �uzere,

s(d; c : �) =
ck�1X
j=0

�(j)B1;�

�
dj

c

�
B1

�
j

ck

�

e�sitli�gi ile tan�mlayarak c ya da d � 0 (mod k) ko�sulu alt�nda

s(c; d : �) + s(d; c : �) = B1;�B1;�

5
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ba�g�nt�s�n� vermi�stir. Ayr�ca, karakter Dedekind toplam�n�

s(d; c : � : x; y) =
X

j (mod ck)

�(j)B1;�

�
d(j + y)

c
+ x

�
B1

�
j + y

ck

�

�seklinde genelle�stirmi�stir. Burada Bn;� (x) ifadesi

Bn;� (x) = k
n�1

k�1X
j=0

� (j)Bn

�
j + x

k

�

ile tan�mlanan � ile genelle�stirilmi�s Bernoulli fonksiyonudur (Berndt 1975b).

s(d; c : �) toplam�n�n Apostol anlam�ndaki genellemesi Cenkci vd (2006)
taraf�ndan

sn(d; c : �) =
ck�1X
j=0

�(j)Bn;�

�
dj

c

�
B1

�
j

ck

�

ifadesiyle verilerek d; c > 0 ve (d; c) = 1 olmak �uzere, (dc; k) = 1 ise k asal ya
da (dc; k) > 1 ise k herhangi bir tamsay�s� i�cin kar�s�l�k gelen resiprosite ba�g�nt�s�
aritmetik yoldan ispatlanm��st�r.
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3. BULGULAR{TARTIS�MA

Bu b�ol�umde ilk olarak, G(z; s;A�; B�; r1; r2) fonksiyonunun s = 1 hari�c
t�um s�d�uzlemine analitik devam ettirilebildi�gi g�osterilecektir. G(z; s;A;B; r1; r2)
fonksiyonu i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde edilecek, bu d�on�u�s�um form�ullerinin baz�
�ozel durumlar�nda periyodik Bernoulli fonksiyonlar�n� i�ceren Dedekind toplamlar�n�n
genelle�stirmelerinin ortaya �c�kt��g� g�ozlemlenecektir. Bu toplamlar�n sa�glad�klar� re-
siprosite ba�g�nt�lar� ispatlanacakt�r. Ayr�ca, A� ve B� i�cin �ozel de�gerler al�n�p, ortaya
�c�kan Dedekind toplamlar� incelenecektir. Son olarak, bu d�on�u�s�um form�ullerinin baz�
�ozel durumlar� incelenerek, �ce�sitli sonsuz seriler aras�ndaki ba�g�nt�lar ve periyodik
zeta fonksiyonu i�cin Ramanujan form�ul�un�un benzerleri elde edilecektir.

Bu �cal��sman�n bundan sonraki k�sm�nda, fz = x+ iy 2 C : y > 0g �ust yar�-
d�uzlemi H ile ve

�
x+ iy : x > �d

c
ve y > 0

	
k�umesi K ile g�osterilecektir. a; b; c; d

birer tamsay� ve c > 0 olmak �uzere, V (z) = V z = (az + b) = (cz + d) ile ad� bc = 1
ko�sulunu sa�glayan mod�uler d�on�u�s�umler ele al�nacakt�r. Tam say�lar�n karakteristik
fonksiyonu �x; �ustel fonksiyon e(z) = e2�iz �seklinde g�osterilip aksi belirtilmedik�ce
esas dal �� � arg z < � al�nacakt�r.

3.1. G(z; s;A�; B�; r1; r2) Fonksiyonunun Analitik Devam�

Bu b�ol�umde (1.2) ile verilen G(z; s;A�; B�; r1; r2) fonksiyonunun s = 1 hari�c
t�um s�d�uzlemine analitik devam ettirilebildi�gi g�osterilecektir.

�1 < n <1 olmak �uzereA�; ff (�n)g dizisi ile tan�mlans�n. Yani ff (�n)g =
A�; � 2 Z olsun. Benzer �sekilde ff � (�n)g = B� olsun.

G(z; s;A�; B�; r1; r2) fonksiyonunun tan�m�ndan,

G(z; s;A�; B�; r1; r2) = �r1f(��r1)
1X

n=�1
f �(�n)(n+ r2)

�s

+

 X
m<�r1

1X
n=�1

+
X
m>�r1

1X
n=�1

!
f(�m)f �(�n)

((m+ r1)z + n+ r2)s

= S1 + S2 + S3 (3.1)

olarak yaz�labilir. _Ilk olarak S1;

S1 = �r1f(��r1)
 X
n>�r2

f �(�n)(n+ r2)
�s +

X
n>r2

f �(��n)(�n+ r2)�s
!

= �r1f(��r1) (L(s; B�; r2) + e(s=2)L(s; B��;�r2)) (3.2)

7
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yaz�labilir. Burada L(s;A�; �) fonksiyonu, Re (s) > 1 ve � 2 R i�cin

L(s;A�; �) =
X
n>��

f(n�)(n+ �)�s (3.3)

�seklindedir. L(s;A�; �) fonksiyonu � (s; �) Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden yaz�labilir.
S��oyle ki: n = mk + j + [��] + 1; 0 � j � k � 1; 0 � m < 1 yaz�larak ve
[�] + [��] = �� � 1 kullan�larak, Re(s) > 1 i�cin

L(s;A�; �) =
k�1X
j=0

1X
m=0

f(� (j + [��] + 1))
(km+ j + [��] + 1 + �)s

=
1

ks

kX
j=1

f(� (j � [�] + ��))�
�
s;
j + f�g+ ��

k

�
(3.4)

olur. Buradan, L(s;A�; �) fonksiyonunun s = 1 hari�c t�um s{d�uzlemine analitik
devam ettirilebildi�gi anla�s�lmaktad�r.

_Ikinci olarak, S2 de m yerine �m; n yerine �n yaz�l�rsa

S2 =
X
m<�r1

f(�m)
1X

n=�1

f �(�n)

((m+ r1)z + n+ r2)s

= e(s=2)
X
m>r1

f(��m)
1X

n=�1

f �(��n)
((m� r1)z + n� r2)s

elde edilir. Re(s) > 1; z 2 H ve 0 � � < 1 olmak �uzere

1X
n=1

(n� �)s�1e2�iz(n��) = �(s)

(�2�i)s
1X

n=�1
(z + n)�se2�in�

Lipschitz toplama form�ul�u kullan�larak, w 2 H ve ���1 � 1 (mod k) i�cin

�(s)

1X
n=�1

f �(��n)
(w + n)s

=
k�1X
j=0

f �(��j)
ks

�(s)
1X

n=�1

1

(n+ j+w
k
)s

= (�2�i=k)s
1X
n=1

ns�1e
�nw
k

� k�1X
j=0

f �(��j)e
�
n��1�j

k

�

= (�2�i=k)s
1X
n=1

ns�1e
�nw
k

� k�1X
j=0

f �(j)e

�
�n��1 j

k

�

= k (�2�i=k)s
1X
n=1

bf �(��1n)ns�1e�nw
k

�

8
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elde edilir. Burada bA = nbf(n)o ifadesi �n <1 < n olmak �uzere

bf(n) = 1

k

k�1X
j=0

f (j) e (�nj=k) (3.5)

�seklinde ff(n)g nin sonlu Fourier seri katsay�lar�d�r. (3.5)'in sa�glanmas� i�cin gerek
ve yeter ko�sul

f(n) =
k�1X
j=0

bf (j) e (nj=k) ; � n <1 < n (3.6)

olmas�d�r. Dolay�s�yla,

S2 =
(�2�i=k)s

�(s)
ke(s=2)A

�
z; s;A��; bB��1 ;�r1;� r2� (3.7)

olur. Burada

A(z; s;A�; A�; r1;r2) =
X
m>�r1

f(�m)
1X
n=1

f(�n)e

�
n
(m+ r1)z + r2

k

�
ns�1 (3.8)

�seklinde bir fonksiyondur.

Benzer �sekilde,

S3 =
(�2�i=k)s

�(s)
kA
�
z; s;A�; bB���1 ; r1;r2� (3.9)

olarak elde edilebilir.

B�oylece, (3.1), (3.2), (3.7) ve (3.9) birle�stirilerek,

G(z; s;A�; B�; r1; r2)

=
(�2�i=k)s k

�(s)

�
A
�
z; s;A�; bB���1 ; r1;r2�+ e(s=2)A�z; s;A��; bB��1 ;�r1;� r2��

+ �r1f(��r1) (L(s;B�; r2) + e(s=2)L(s;B��;�r2)) (3.10)

yaz�labilir. L(s;B�; r2) fonksiyonu s = 1 hari�c t�um s{d�uzlemine analitik devam

ettirilebildi�ginden veA
�
z; s;A�; bB���1 ; r1;r2� fonksiyonu s nin tam fonksiyonu oldu-

�gundan, G(z; s;A�; B�; r1; r2) fonksiyonu s = 1 hari�c t�um s{d�uzlemine analitik de-
vam ettirilebilir.

Kolayl�k olmas� i�cin, G(z; s;A�; B�; 0; 0) fonksiyonu G(z; s;A�; B�) �seklinde
ve G (z; s;A1; B1; r1; r2) = G (z; s;A;B; r1; r2) yaz�lacakt�r.

9
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3.2. D�on�u�s�um Form�ulleri

Bu b�ol�umde, G (z; s;A�; B�; r1; r2) fonksiyonu i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde
edilecektir. Bunun i�cin a�sa�g�daki Lemma' ya ihtiya�c duyulacakt�r.

Lemma 3.1 (Lewittes 1972) E ve F s�f�rdan farkl� ve C > 0 olmak �uzere, E; F; C
ve D reel say�lar olsun. Bu takdirde, z 2 H i�cin

arg ((Ez + F ) = (Cz +D)) = arg (Ez + F )� arg (Cz +D) + 2�l;

dir. Burada l; z den ba�g�ms�zd�r ve l =

�
1; E � 0 ve DE � CF > 0
0; di�ger

�seklindedir.

Teorem 3.2 r1, r2 key� reel say�lar olmak �uzere R1 = ar1 + cr2 ve R2 = br1 + dr2
ile tan�mlans�n. � = � (R1; R2; c; d) = fR2g c� fR1g d olsun. a � d � 0 (mod k) ise
z 2 K ve t�um s ler i�cin;

(cz + d)�s�(s)G(V z; s;A;B; r1; r2) (3.11)

= �(s)G(z; s;B�b; A�c;R1; R2)� 2i�(s) sin(�s)L(s;Ac;�R2)f �(bR1)�R1

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c([R2 + d(j � fR1g)=c]� v))

� f �(b(�c+ j + [R1]))I(z; s; c; d; r1; r2)

dir. Burada L(s;Ac;R2) ifadesi (3.3) ile verilmi�stir ve

I(z; s; c; d; r1; r2) (3.12)

=

Z
C

us�1
exp(� ((c�+ j � fR1g)=ck) (cz + d)ku)

exp(�ku(cz + d))� 1
exp(((v + f(dj + �)=cg) =k)ku)

exp(ku)� 1 du

dur. Burada C, �ust yar�-d�uzlemde +1 dan ba�slayan, orjini pozitif y�onde �cevreleyip
alt yar�-d�uzlemden tekrar +1 a giden kapal� yoldur. Ayr�ca, us nin dal� 0 < arg u <
2� olarak se�cilmi�stir.

E�ger b � c � 0 (mod k) ise z 2 K ve t�um s ler i�cin;

(cz + d)�s�(s)G(V z; s;A;B; r1; r2) (3.13)

= �(s)G(z; s;Ad; Ba;R1; R2)� 2i�(s) sin(�s)L(s;B�a;�R2)f(�dR1)�R1

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))

� f(�d(j + [R1]))I(z; s; c; d; r1; r2)

dir.

10
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_Ispat. z 2 H ve Re (s) > 2 i�cin

G(V z; s;A;B; r1; r2) =
1X

m;n=�1
f(m)f �(n)

�
((M +R1)z +N +R2)

cz + d

��s
yaz�labilir. Burada, M = ma+ nc; N = mb+ nd dir. ad� bc = 1 oldu�gundan, m ve
n s�ral� ikilisi �r1;�r2 s�ral� ikilisi hari�c t�um tamsay� ikililerini tararken, M ve N
de �R1;�R2 s�ral� ikilisi hari�c t�um tamsay� ikililerini tarar. Dolay�s�yla,

G(V z; s;A;B; r1; r2)

=
1X

M;N=�1
f(Md�Nc)f �(Na�Mb)

�
((M +R1)z +N +R2)

cz + d

��s
=

1X
m;n=�1

f(�nc)f �(�mb)
�
((m+R1)z + n+R2)

cz + d

��s
; a � d � 0(mod k);

=
1X

m;n=�1
f(dm)f �(an)

�
((m+R1)z + n+R2)

cz + d

��s
; b � c � 0(mod k)

elde edilir. Lemma 3.1 kullan�larak,

(cz + d)�sG(V z; s;A;B; r1; r2)

=

0BB@e(�s) X
m+R1�0

d(m+R1)>c(n+R2)

+
X
m;n
di�ger

1CCA f �(�mb)f(�nc)
((m+R1)z + n+R2)s

= G(z; s;B�b; A�c;R1; R2) + (e(�s)� 1) g (z; s;B�b; A�c;R1; R2) (3.14)

yaz�labilir. Burada

g (z; s;B�b; A�c;R1; R2) =
X

m+R1�0
d(m+R1)>c(n+R2)

f �(�mb)f(�nc)
((m+R1)z + n+R2)s

(3.15)

dir. (3.15) ifadesinde m yerine �m ve n yerine �n yaz�l�p m = R1 durumu ayr�l�rsa

g (z; s;B�b; A�c;R1; R2)

= e(s=2) f�R1f �(bR1)L(s; Ac;�R2) + h(z; s;Bb; Ac;�R1;�R2)g (3.16)

olur. Burada

h(z; s;Bb; Ac;�R1;�R2) =
X
m>R1

X
n>R2+d(m�R1)=c

f �(mb)f(nc)

((m�R1)z + n�R2)s

11
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dir. x > �d=c i�cin Re((m � R1)z + n � R2) > 0 oldu�gundan, �(s) Euler integral
g�osterimi kullan�l�rsa; z 2 K ve Re (s) > 2 i�cin

�(s)h(z; s;Bb; Ac;�R1;�R2)

=
X
m>R1

X
n>R2+d(m�R1)=c

f(nc)f �(mb)

1Z
0

us�1 exp(�(m�R1)zu� (n�R2)u)du

bulunur. Burada m = m0c + j + [R1] + 1; 0 � m0 < 1; 0 � j � c � 1 ve n =
n0 + [R2 + d(m�R1)=c] + 1 yaz�l�rsa ikili toplam

c�1X
j=0

1X
m0=0

1X
n0=0

f �(b(m0c+ j + [R1] + 1))f(c(n
0 + [R2 + d(m

0c+ j � fR1g+ 1)=c] + 1))

�
1Z
0

us�1 exp(�(m0c+ j � fR1g+ 1)zu)

� exp(�(n0 + [R2 + d(m0c+ j � fR1g+ 1)=c] + 1�R2)u)du

olur. j+1 yerine j yaz�l�p d � 0(mod k) oldu�gu kullan�l�p,m0 = mk+�; 0 � m <1;
0 � � � k � 1; ve n0 = nk + v; 0 � n <1; 0 � v � k � 1 yaz�l�rsa

�(s)h(z; s;Bb; Ac;�R1;�R2)

=
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c(v + [R2 + d(j � fR1g)=c] + 1))

�
1Z
0

us�1 exp(�(c�+ j � fR1g)zu� (v + [R2 + d(j � fR1g)=c] + 1�R2)u)

�
1X
m=0

1X
n=0

exp(�mku (cz + d)� nku)du

=

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c(v + [R2 + d(j � fR1g)=c] + 1))

�
1Z
0

us�1
exp (�(c�+ j � fR1g)zu)
1� exp(�ku(cz + d))

� exp (� (v + 1�R2 + d�+ [R2 + d(j � fR1g)=c])u)
1� exp(�ku) du

= �
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c([R2 + d(j � fR1g)=c]� v))

�
1Z
0

us�1
exp(�(c�+ j � fR1g)(cz + d)ku=ck)

exp(�ku(cz + d))� 1

12
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� exp(((v + f(dj + �)=cg)=k)ku)
exp(ku)� 1 du

=
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c([R2 + d(j � fR1g)=c]� v))

� I(z; s; c; d; r1; r2)
1� e(s) (3.17)

elde edilir. Burada

I(z; s; c; d; r1; r2)

=

Z
C

us�1
exp(� ((c�+ j � fR1g)=ck) (cz + d)ku)

exp(�ku(cz + d))� 1
exp(((v + f(dj + �)=cg) =k)ku)

exp(ku)� 1 du

dur. Son ad�mda, pay ve payda exp(ku) ile �carp�l�p k� 1� v yerine v yaz�l�p, (0;1)
�uzerinden olan integrali �cevre integraline d�on�u�st�uren Riemann' �n klasik metodu
kullan�lm��st�r (Titchmarsh 1951). (3.14), (3.16) ve (3.17) birle�stirilirse, (3.11) elde
edilir. Analitik devam ile bu ifade t�um s ler i�cin ge�cerlidir.

(3.13)'�un ispat� benzer �sekilde yap�labilir.

A�c�klama 3.3 Teorem 3.2, Berndt (1973a,1973b,1975d) taraf�ndan elde edilen d�on�u-
�s�um form�ullerinin bir genelle�stirmesidir.

Ayr�ca, ispat� (3.11)'e benzer olan a�sa�g�daki teoreme ihtiya�c vard�r.

Teorem 3.4 Teorem 3.2 nin �sartlar� alt�nda, a � d � 0 (mod k) i�cin

(cz + d)�s�(s)G(V z; s;B��; A��; r1; r2) (3.18)

= �(s)G(z; s;A�b; B�c;R1; R2)� 2i�(s) sin(�s)f(��bR1)L(s; B��c;�R2)

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(��b(�c+ j + [R1]))

� f �(��c([R2 + d(j � fR1g)=c]� v))I(z; s; c; d; r1; r2)

dir. Burada I(z; s; c; d; r1; r2) ifadesi (3.12) ile verilmi�stir.

�Ozel olarak, a = d = 0 ve c = �b = 1 al�n�rsa,

z�s�(s)G(�1=z; s;B��; A��; r1; r2) (3.19)

= �(s)G(z; s;A��; B�;R1; R2)� 2i�(s) sin(�s)f(�R1)L(s; B��;�R2)

+ e(�s=2)
k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(�(�+ 1 + [R1]))f
�(��([R2]� v))I(z; s; 1; 0; r1; r2)

13
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elde edilir.

3.3. Periyodik Dedekind Toplamlar�

Yukar�da elde edilen d�on�u�s�um form�ulleri s 2 Z oldu�gunda �cok sade bir hal
al�r. Bu durumda, I(z; s; c; d; r1; r2) integrali, Bernoulli polinomlar�n�n tan�m� kul-
lan�larak Rezid�u teoremi yard�m�yla hesaplanabilir. Dolay�s�yla, N negatif olmayan
tamsay� olmak �uzere s = �N ise,

I(z;�N; c; d; r1; r2) (3.20)

= 2�ikN
X

m+n=N+2

Bm

�
c�+ j � fR1g

ck

�
Bn

�
v + f(dj + �)=cg

k

�
(�(cz + d))m�1

m!n!

olur. Buradan, s = �N i�cin analitik devam yard�m�yla Teorem 3.2 nin z 2 H i�cin
ge�cerli oldu�gu g�or�ul�ur.

3.3.1. s = r1 = r2 = 0 durumu

s = r1 = r2 = 0 i�cin (3.20) ifadesi

I(z; 0; c; d; 0; 0) = � �i

cz + d
B2

�
v + fdj=cg

k

�
� �i(cz + d)B2

�
c�+ j

ck

�
+2�iB1

�
c�+ j

ck

�
B1

�
v + fdj=cg

k

�
e�sitli�gine d�on�u�s�ur. a � d � 0 (mod k) durumu g�oz �on�une al�ns�n. Bu durumda (3.11)
ifadesi

lim
s!0

�(s)

�
1

(cz + d)s
G(V z; s;A;B)�G(z; s;B�b; A�c)

�
= �2if �(0) lim

s!0
�(s) sin(�s)L(s; Ac; 0)

+

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j))f(c([dj=c]� v))I(z; 0; c; d; 0; 0) (3.21)

�seklinde olur. S�imdi (3.21)'deki �u�cl�u toplam� hesaplayal�m.

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f � (b(�c+ j)) f (c([d(j)=c]� v))
�
� �i

cz + d
B2

�
v + fdj=cg

k

�
��i(cz + d)B2

�
c�+ j

ck

�
+ 2�iB1

�
c�+ j

ck

�
B1

�
v + fdj=cg

k

��
= T1 + T2 + T3

14
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olsun. _Ilk olarak,

T1 = ��i
1

cz + d

cX
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j))

k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))B2
�
v + fdj=cg

k

�

= ��i 2

cz + d
kB0(B)

cX
j=1

k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))P2
�
v + fdj=cg

k

�

= ��i 2

cz + d
kB0(B)

cX
j=1

k�1X
v=0

f(�cv)P2
�
v + dj=c

k

�

yaz�l�r. Pr(x;A) n�n notasyonuna uygunluk a�c�s�ndan v �uzerinden olan toplam Pr(x;Ac)
ile g�osterilsin. Yani,

kr�1
k�1X
v=0

f(�cv)Pr
�
v + x

k

�
= Pr(x;Ac) (3.22)

olsun. Pr(x;A1) = Pr(x;A) oldu�gu a�c�kt�r. B�oylece, (d; c) = 1 ve d � 0 (mod k) i�cin

cX
j=1

Pr (dj=c; Ac) = k
r�1

k�1X
v=0

f(�cv)
cX
j=1

Pr

�
v + dj=c

k

�

= kr�1
k�1X
v=0

f(�cv)
cX
j=1

Pr

�
v

k
+
mj

c

�

= kr�1c1�r
k�1X
v=0

f(�cv)Pr
�cv
k

�
= c1�rPr (0; A)

olur. Dolay�s�yla, r � 2 veya r = 0 i�cin Pr (0; A) = (�1)rBr(A)=r! (Berndt 1975c)
ifadesi kullan�l�rsa

T1 = �
�i

c (cz + d)
B0(B)B2(A)

elde edilir. _Ikinci olarak, (2.5) ve (2.4) ba�g�nt�lar� kullan�larak

T2 = ��i(cz + d)
cX
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j))B2

�
c�+ j

ck

� k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))

= �2�i(cz + d)kB0(A)
ck�1X
n=0

f �(�bn)P2
� n
ck

�
= �2�i(cz + d)kB0(A)

k�1X
m=0

c�1X
v=0

f �(�bm)P2
�
vk +m

ck

�
15
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= �2�i
c
(cz + d)B0(A)P2(0; Bb)

elde edilir. Son olarak,

(2�i)�1T3

=
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j))f(c([dj=c]� v))B1
�
c�+ j

ck

�
B1

�
v + fdj=cg

k

�

=
c�1X
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j))P1

�
c�+ j

ck

� k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))P1
�
v � [dj=c] + dj=c

k

�

+

k�1X
�=0

f �(bc(�+ 1))B1

�
�+ 1

k

� k�1X
v=0

f(�cv)P1
�v
k

�
=

k�1X
�=0

cX
j=1

f �(b(�c+ j))P1

�
c�+ j

ck

� k�1X
v=0

f(�cv)P1
�
v + dj=c

k

�

+ P1 (0; Ac)
kX
�=1

f �(bc�)
n
B1

��
k

�
� P1

��
k

�o
olur. Dolay�s�yla,

T3 = 2�i
ckX
n=1

f �(bn)P1

� n
ck

�
P1

�
dn

c
; Ac

�
+ 2�if �(0)P1 (0; Ac)

yaz�labilir. Birle�stirilirse,

T1 + T2 + T3

= � �i

c(cz + d)
B0(B)B2(A)�

2�i

c
(cz + d)B0(A)P2(0; Bb)

+ 2�i

ckX
n=1

f �(bn)P1

� n
ck

�
P1

�
dn

c
; Ac

�
+ 2�if �(0)P1 (0; Ac) (3.23)

elde edilir. B�oylece, a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.5 d � 0 (mod k) ve c > 0 olmak �uzere c ve d aralar�nda asal iki tamsay�
olsun. bc � �1 (mod d) i�cin s (d; c;Bb; Ac) periyodik Dedekind toplam�

s (d; c;Bb; Ac) =

ckX
n=1

f �(bn)P1

� n
ck

�
P1

�
dn

c
; Ac

�
ile tan�mlan�r.

16
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s (d; c;B;A) toplam� Berndt (1977a) taraf�ndan ad � bc = 1 ve a � d �
0 (mod k) k�s�tlamalar� olmadan tan�mlanm��st�r.

Di�ger taraftan, L(0;A�; �) n�n hesab� i�cin (3.4), � (0; �) = 1=2�� = �B1 (�) ;
0 < � � 1; ve B1 (1� �) = �B1 (�) ba�g�nt�lar� kullan�l�rsa,

L(0;A�; �) = �
k�1X
j=0

f(� (j � [�] + ��))B1
�
j + f�g+ ��

k

�

= �
k�2X
j=0

f(� (j � [�] + ��))P1
�
j + f�g+ ��

k

�
� f(� (�1� [�] + ��))B1

�
1� 1� f�g � ��

k

�
=

k�1X
j=1

f(�� (j + 1 + [�]� ��))P1
�
j + 1� f�g � ��

k

�
+ f(�� (1 + [�]� ��))P1

�
1� f�g � ��

k

�
=

k�1X
j=0

f(��j)P1
�
j � �
k

�
= P1 (��; A�) (3.24)

elde edilir. B�oylece,

lim
s!0

s�(s)
sin(�s)

s�
�L(s;Ac; 0) = �P1 (0; Ac) (3.25)

olur. (3.23) ve (3.25) ifadeleri (3.21)'de yerine yaz�l�rsa,

lim
s!0

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)�G(z; s;B�b; A�c)

�
(3.26)

= 2�is (d; c;Bb; Ac)�
�i

c(cz + d)
B0(B)B2(A)�

2�i

c
(cz + d)B0(A)P2 (0; Bb)

elde edilir.

S�imdi ise, b � c � 0 (mod k) durumu g�oz �on�une al�ns�n. Buradan, (3.13)

lim
s!0

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)�G(z; s;Ad; Ba)

�
= �2if �(0) lim

s!0
�(s) sin(�s)L(s;B�a; 0)

+

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([dj=c] + v + d�))f(�d(�c+ j))I(z; 0; c; d; 0; 0) (3.27)

17
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ifadesine d�on�u�s�ur. (3.27)'deki �u�cl�u toplam

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(�dj))f �(�a([dj=c]� v + d�))
�
��i(cz + d)B2

�
c�+ j

ck

�
� �i

cz + d
B2

�
v + fdj=cg

k

�
+ 2�iB1

�
c�+ j

ck

�
B1

�
v + fdj=cg

k

��
= T4 + T5 + T6

olsun. T1; T2 ve T3 e benzer �sekilde

T4 = �
2�i

c
(cz + d)B0(B)P2(0; Ad);

T5 = �
2�i

c (cz + d)
B0(B)P2 (0; A) ;

T6 = 2�i
ckX
n=1

f(�dn)P1
� n
ck

�
P1

�
dn

c
;B�a

�
+ 2�if(0)P1 (0; B�a)

elde edilebilir. B�oylece, a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.6 c � 0 (mod k) ve c > 0 olmak �uzere c ve d aralar�nda asal iki tamsay�
olsun. ad � 1 (mod c) i�cin; periyodik Dedekind toplam�

s (d; c;Ad; Ba) =
ckX
n=1

f(dn)P1

� n
ck

�
P1

�
dn

c
;Ba

�
ile tan�mlan�r.

Sonu�c olarak,

T4 + T5 + T6 = 2�is (d; c;A�d; B�a)�
2�i

c
(cz + d)B0(B)P2(0; Ad)

� �i

c(cz + d)
B0(B)B2 (A) + 2�if(0)P1 (0; B�a)

yaz�l�r. (3.25) yard�m�yla

lim
s!0

�(s) sin(�s)L(s;B�a; 0) = �P1 (0; B�a) (3.28)

e�sitli�gi sa�glan�r. Bulunanlar (3.27)'de yerine yaz�l�rsa

lim
s!0

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)�G(z; s;Ad; Ba)

�
(3.29)

= 2�is (d; c;A�d; B�a)� 2�i
cz + d

c
B0(B)P2(0; Ad)�

�i

c(cz + d)
B0(B)B2(A)

18
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elde edilir. Bulunan sonu�clar a�sa�g�daki teoremde �ozetlenebilir:

Teorem 3.7 z 2 H olsun. E�ger a � d � 0 (mod k) ise,

lim
s!0

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)�G(z; s;B�b; A�c)

�
(3.30)

= 2�is (d; c;Bb; Ac)�
�i

c(cz + d)
B0(B)B2(A)� 2�i

cz + d

c
B0(A)P2 (0; Bb) ;

e�ger b � c � 0 (mod k) ise

lim
s!0

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)�G(z; s;Ad; Ba)

�
(3.31)

= 2�is (d; c;A�d; B�a)�
�i

c(cz + d)
B0(B)B2(A)� 2�i

cz + d

c
B0(B)P2(0; Ad)

e�sitlikleri sa�glan�r.

S�imdi, s (d; c;Bb; Ac) periyodik Dedekind toplam�n�n sa�glad��g� resiprosite ba�g�n-
t�s� verilebilir.

Teorem 3.8 d � 0 (mod k) olmak �uzere, c ve d aralar�nda asal iki tamsay� olsun.
bc � �1 (mod d) ise

s (�c; d;Ac; B�b)� s (d; c;Bb; Ac)

= P1 (0; B�b)P1 (0; A�c)�
d

c
B0(A)P2 (0; Bb)�

�
c

d
P2 (0; Ac) +

1

2dc
B2(A)

�
B0(B)

resiprosite ba�g�nt�s� sa�glan�r.

_Ispat. Tz = V (�1=z) = (bz � a)=(dz � c) olsun. (3.30)'da z yerine �1=z yaz�l�rsa

lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG (V (�1=z) ; s;A;B)� z
�sG (�1=z; s;B�b; A�c)

�
= 2�is (d; c;Bb; Ac)� �iz

B0(B)B2(A)

c (dz � c) � 2�idz � c
cz

B0(A)P2 (0; Bb) (3.32)

olur, (3.31)'de V z yerine Tz yaz�l�rsa

lim
s!0

�(s)

�
1

(dz � c)sG(Tz; s;A;B)�G(z; s;A�c; Bb)
�

(3.33)

= 2�is (�c; d;Ac; B�b)� �i
B0(B)B2(A)

d (dz � c) � 2�i
d
(dz � c)B0(B)P2 (0; A�c)

elde edilir. Son olarak, a�sa�g�daki limiti hesaplayal�m.

lim
s!0

�(s)
�
z�sG (�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
:

19



BULGULAR{TARTIS�MA Muhammet Cihat DA�GLI

s = r1 = r2 = 0; � = b ve � = c i�cin, (3.19) ve (3.20) ifadeleri s�ras�yla

lim
s!0

�(s)

�
1

zs
G(�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
(3.34)

= �2if(0) lim
s!0

�(s) sin(�s)L(s;B�b; 0)

+

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c(�+ 1))f �(bv))I(z; 0; 1; 0; 0; 0)

ve

I(z; 0; 1; 0; 0; 0) = ��i
z
B2

�v
k

�
� �izB2

�
�+ 1

k

�
+ 2�iB1

�
�+ 1

k

�
B1

�v
k

�
olur. Ayr�ca,

k�1X
�=0

f(c(�+ 1))
k�1X
v=0

f �(bv)B2

�v
k

�
= 2B0(A)P2 (0; Bb) ;

k�1X
v=0

f �(bv)
k�1X
�=0

f(c(�+ 1))B2

�
�+ 1

k

�
= 2B0 (B)P2 (0; Ac)

ve

k�1X
v=0

f �(bv)B1

�v
k

� k�1X
�=0

f(c(�+ 1))B1

�
�+ 1

k

�
= P1 (0; B�b)P1 (0; A�c) + f (0)P1 (0; B�b)

e�sitlikleri kolayl�kla elde edilebilir. Dolay�s�yla, (3.28) yard�m�yla (3.34) ifadesi

lim
s!0

�(s)

�
1

zs
G(�1=z; s;B�b; A�c; 0; 0)�G(z; s;A�c; Bb)

�
(3.35)

= 2�iP1 (0; B�b)P1 (0; A�c)�
2�i

z
B0(A)P2 (0; Bb)� 2�izB0 (B)P2 (0; Ac)

e�sitli�gine d�on�u�s�ur.

lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG (Tz; s;A;B)�G(z; s;A�c; Bb)
�

= lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG(V (�1=z) ; s;A;B)�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c)

�
+ lim
s!0

zs�(s)

�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
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kullan�larak, (3.32), (3.33) ve (3.35) yerine yaz�l�rsa

s (�c; d;Ac; B�b)� s (d; c;Bb; Ac)

= P1 (0; B�b)P1 (0; A�c)�
1

2dc
B0(B)B2(A) +

1

d
(dz � c)B0(B)P2 (0; A�c)

� zB0 (B)P2 (0; Ac)�
1

cz
(dz � c)B0(A)P2 (0; Bb)�

1

z
B0(A)P2 (0; Bb)

elde edilir. Buradan, z = c=d i�cin resiprosite ba�g�nt�s� elde edilmi�s olur.

A�c�klama 3.9 x 62 Z i�cin

P1 (�x;B�b) =
k�1X
v=0

f �(�bv)P1
�
�v + x

k

�
= �P1 (x;Bb) ;

x 2 Z i�cin

P1 (�x;B�b) =
k�1X
v=0

v 6�x(mod k)

f �(bv)P1

�
v � x
k

�
+ f �(xb)P1 (0)

= �
k�1X
v=0

v 6��x(mod k)

f �(�bv)P1
�
v + x

k

�
+ f �(xb)P1 (0)

= �
k�1X
v=0

f �(�bv)P1
�
v + x

k

�
+ 2f �(xb)P1 (0)

= �P1 (x;Bb)� f �(xb)

ba�g�nt�lar� kullan�l�rsa,

s (�c; d;Ac; B�b) = �s (c; d;Ac; Bb)� f(0)P1 (0; B) (3.36)

yaz�labilir ve dolay�s�yla resiprosite form�ul�u

s (c; d;Ac; Bb) + s (d; c;Bb; Ac)

= �P1 (0; B�b)P1 (0; A�c) +
1

2dc
B0(B)B2(A) +

d

c
B0(A)P2 (0; Bb)

+
c

d
B0 (B)P2 (0; Ac)� f(0)P1 (0; B)

�seklinde de ifade edilebilir.

A�c�klama 3.10 Berndt (1977a), Riemann{Stieltjes integralini kullanarak s (c; d;A;B)
periyodik Dedekind toplam� i�cin d � 0 (mod k) k�s�tlamas� olmadan resiprosite form�ul�u-
n�u ispatlam��st�r.
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3.3.2. s = 0; r1; r2 2 R durumu

s = 0 ve r1; r2 key� reel say�lar olsun. (3.20) yard�m�yla

I(z; 0; c; d; R1; R2)

= � �i

cz + d
B2

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
� �i(cz + d)B2

�
c�+ j � fR1g

ck

�
+ 2�iB1

�
c�+ j � fR1g

ck

�
B1

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
(3.37)

yaz�labilir. a � d � 0 (mod k) durumu g�oz �on�une al�ns�n. Bu takdirde (3.11) e�sitli�gi,

lim
s!0

�(s)

�
1

(cz + d)s
G(V z; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;B�b; A�c;R1; R2)

�
= �2if �(bR1)�R1 lim

s!0
�(s) sin(�s)L(s;Ac;�R2)

+
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))

� f(c([R2 + d (j � fR1g) =c]� v))I(z; 0; c; d; R1; R2) (3.38)

�seklinde yaz�labilir. S�imdi, (3.38)'deki �u�cl�u toplam� hesaplayal�m.

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c([R2 + d (j � fR1g) =c]� v))

�
�
� �i

cz + d
B2

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
� �i(cz + d)B2

�
c�+ j � fR1g

ck

�
+2�iB1

�
c�+ j � fR1g

ck

�
B1

�
v + f(dj + �) =cg

k

��
= T7 + T8 + T9

olsun. (dj + �) =c = d (j � fR1g) =c+R2 � [R2] kullan�larak,

T7 = �
�i

cz + d

cX
j=1

k�1X
v=0

f(c([R2 + d (j � fR1g) =c]� v))

�B2
�
v + f(dj + �) =cg

k

� k�1X
�=0

f �(b(�c+ j + [R1]))

= � 2�i

cz + d
kB0(B)

cX
j=1

k�1X
v=0

f(�cv)P2
�
v +R2
k

+
d (j � fR1g)

ck

�
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yaz�l�r. (d; c) = 1 ve d = mk i�cin, (2.4) kullan�larak

T7 = �
2�i

c (cz + d)
kB0(B)

k�1X
v=0

f(�cv)P2
�
cv + cR2 �mkR1

k
+m [R1]

�
= � 2�i

c (cz + d)
B0(B)P2 (cR2 � dR1; A)

yaz�l�r. Tekrar (2.4)'e ba�svurularak

T8 = ��i(cz + d)
cX
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j + [R1]))B2

�
c�+ j � fR1g

ck

�

�
k�1X
v=0

f((c [R2 + d (j � fR1g) =c]� v))

= �2�i(cz + d)kB0(A)
ckX
n=1

f �(bn)P2

�
n�R1
ck

�

= �2�i(cz + d)kB0(A)
c�1X
v=0

kX
r=1

f �(br)P2

�
v

c
+
r �R1
ck

�
= �2�i

c
(cz + d)B0(A)P2(R1; Bb)

olur. S�imdi de

(2�i)�1T9 =
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c [R2 + d (j � fR1g) =c]� v))

�B1
�
c�+ j � fR1g

ck

�
B1

�
v + f(dj + �) =cg

k

�

ifadesi g�oz �on�une al�ns�n. R1 2 Z; � = k�1 ve j = c haricinde B1
�
c�+j�fR1g

ck

�
yerine

P1

�
c�+j�fR1g

ck

�
yaz�labilir.R1 2 Z ise, �once j = c terimi ayr�l�pB1

�
c�+j�fR1g

ck

�
yerine

P1

�
c�+j�fR1g

ck

�
yaz�l�p, j = c terimi eklenip �c�kar�l�rsa,

T9 = 2�i

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(b(�c+ j + [R1]))f(c ([R2 + dj=c]� v))

� P1
�
c�+ j � fR1g

ck

�
P1

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
+ 2�iP1(R2; Ac)f

�(bR1)
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elde edilir. B�oylece, R1 key� reel say�s� i�cin

T9 = 2�i

cX
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j + [R1]))P1

�
c�+ j � fR1g

ck

�

�
k�1X
v=0

f(c ([R2 + d (j � fR1g) =c]� v))P1
�
v + f(dj + �) =cg

k

�
+ 2�iP1(R2; Ac)f

�(bR1)�R1

= 2�i
ckX
n=1

f �(bn)P1

�
n�R1
ck

�
P1

�
d (n�R1)

c
+R2; Ac

�
+ 2�iP1(R2; Ac)f

�(bR1)�R1

olur. B�oylece, a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.11 d � 0 (mod k) ve c > 0 olmak �uzere c ve d aralar�nda asal iki tamsay�
olsun. bc � �1 (mod d) i�cin, s (d; c;Ab; Ac;x; y) genelle�stirilmi�s periyodik Dedekind
toplam�,

s (d; c;Ab; Ac;x; y) =
ckX
n=1

f(bn)P1

�
n+ y

ck

�
P1

�
d (n+ y)

c
+ x;Ac

�
ile tan�mlan�r.

s (d; c;Ab; Ac; 0; 0) = s (d; c;Ab; Ac) oldu�gu a�c�kt�r. Ayr�ca s (d; c;Ab; Ac;x; y)
toplam�, Rademacher ve Grosswald (1972) taraf�ndan verilen s (d; c;x; y) genelle�stiril-
mi�s Dedekind toplam�n�n ve Berndt (1973a,1973b) taraf�ndan verilen genelle�stirilmi�s
Dedekind karakter toplam�n�n do�gal bir genellemesidir. Dolay�s�yla,

T7 + T8 + T9

= 2�is (d; c;Bb; Ac; R2;�R1)�
2�i

c (cz + d)
B0(B)P2 (cR2 � dR1; A)

� 2�i
c
(cz + d)B0(A)P2(R1; Bb) + 2�iP1(R2; Ac)f

�(bR1)�R1 (3.39)

elde edilmi�s olur. Di�ger taraftan, (3.24)'den yararlan�larak

lim
s!0

�(s) sin(�s)L(s;Ac;�R2) = �P1(R2; Ac) (3.40)

yaz�l�r. (3.38), (3.39) ve (3.40) birle�stirilirse

lim
s!0

�(s)

�
1

(cz + d)s
G(V z; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;B�b; A�c;R1; R2)

�
= 2�is (d; c;Bb; Ac; R2;�R1)�

2�i

c (cz + d)
B0(B)P2 (cR2 � dR1; A)
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� 2�i
c
(cz + d)B0(A)P2(R1; Bb) (3.41)

elde edilir. S�imdi de b � c � 0 (mod k) durumu g�oz �on�une al�ns�n. (3.37)'den (3.13),

lim
s!0

�(s)

�
1

(cz + d)s
G(V z; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;Ad; Ba;R1; R2)

�
= �2if(�dR1)�R1 lim

s!0
�(s) sin(�s)L(s;B�a;�R2)

+

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))

� f(�d(j + [R1]))I(z; 0; c; d; R1; R2) (3.42)

�seklinde yaz�labilir. (3.40)'dan,

lim
s!0

�(s) sin(�s)L(s;B�a;�R2) = �P1(R2; B�a) (3.43)

olur. Benzer �sekilde,

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))f(�d(j + [R1]))

�
�
� �i

cz + d
B2

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
� �i(cz + d)B2

�
c�+ j � fR1g

ck

�
+2�iB1

�
c�+ j � fR1g

ck

�
B1

�
v + f(dj + �) =cg

k

��
= T10 + T11 + T12

olsun. S�ras�yla � ve v �uzerinden toplam hesaplanarak; sonra B2 (fxg) = 2P2 (x) ve
� = c fR2g � d fR1g kullan�larak,

T10 = �
�i

cz + d

cX
j=1

k�1X
v=0

f(�d(j + [R1]))B2
�
v + f(dj + �) =cg

k

�

�
k�1X
�=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))

= � 2�i

cz + d
B0 (B)

cX
j=1

f(�dj)P2
�
d (j �R1)

c
+ fR2g

�

olur. c = qk yaz�l�p j ! �k + r; 0 � � � q � 1; 1 � r � k d�on�u�s�umleri yap�l�rsa,

T10 = �
2�i

cz + d
B0 (B)

q�1X
�=0

kX
r=1

f(�dr)P2
�
d�

q
+
d (r �R1)

qk
+R2

�
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= � 2�i

cz + d

B0 (B)

q

kX
r=1

f(�dr)P2
�
dr � dR1 + cR2

k

�
= � 2�i

c (cz + d)
B0 (B)P2 (cR2 � dR1; A)

olur. _Ikinci olarak, s�ras�yla v ve � �uzerinden toplam al�n�rsa,

T11 = ��i(cz + d)
cX
j=1

k�1X
�=0

f(�d(j + [R1]))B2
�
c�+ j � fR1g

ck

�

�
k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))

= �2�i
c
(cz + d)B0 (B)P2(�R1; Ad)

bulunur. T9 un hesab�na benzer olarak, R1 2 R i�cin

T12 = 2�i
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))f(�d(j + [R1]))

� P1
�
c�+ j � fR1g

ck

�
P1

�
v + f(dj + �) =cg

k

�
+ 2�iP1(R2; B�a)f(�dR1)�R1

= 2�i
ckX
n=1

f(�d(n+ [R1]))P1
�
n� fR1g
ck

� k�1X
v=0

f �(av)P1

 
v + dn�fR1g

c
+R2

k

!
+ 2�iP1(R2; B�a)f(�dR1)�R1

= 2�i
ckX
n=1

f(�dn)P1
�
n�R1
ck

�
P1

�
d (n�R1)

c
+R2; B�a

�
+ 2�iP1(R2; B�a)f(�dR1)�R1

elde edilir. Dolay�s�yla, a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.12 c � 0 (mod k) ve c > 0 olmak �uzere c ve d aralar�nda asal iki tamsay�
olsun. ad � 1 (mod c) i�cin, s (d; c;Ad; Ba;x; y) genelle�stirilmi�s periyodik Dedekind
toplam�

s (d; c;Ad; Ba;x; y) =

ckX
n=1

f(dn)P1

�
n+ y

ck

�
P1

�
d (n+ y)

c
+ x;Ba

�
ile tan�mlan�r.
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B�oylece,

T10 + T11 + T12

= 2�is (d; c;A�d; B�a;R2;�R1)�
2�i

c (cz + d)
B0 (B)P2 (cR2 � dR1; A)

� 2�i
c
(cz + d)B0 (B)P2(�R1; Ad) + 2�iP1(R2; B�a)f(�dR1)�R1 (3.44)

elde edilmi�s olur.

(3.42), (3.43) ve (3.44) birle�stirilirse

lim
s!0

�(s)

�
1

(cz + d)s
G(V z; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;Ad; Ba;R1; R2)

�
= 2�is (d; c;A�d; B�a;R2;�R1)�

2�i

c (cz + d)
B0 (B)P2 (cR2 � dR1; A)

� 2�i
c
(cz + d)B0 (B)P2(�R1; Ad) (3.45)

yaz�l�r.

S�imdi, s (d; c;Bb; Ac;R2; R1) toplam� i�cin resiprosite form�ul�u verilebilir.

Teorem 3.13 d � 0 (mod k) ve c > 0 olmak �uzere c ve d aralar�nda asal iki tamsay�
olsun. bc � �1 (mod) i�cin,

s (�c; d;Ac; B�b;�R1;�R2)� s (d; c;Bb; Ac;R2;�R1)

= P1 (R2; B�b)P1 (�R1; A�c)�
1

cd
B0(B)P2(cR2 � dR1; A)

� d
c
B0(A)P2 (R2; B�b)�

c

d
B0 (B)P2 (R1; Ac)

resiprosite ba�g�nt�s� sa�glan�r.

_Ispat. (3.41)'de z yerine �1=z yaz�l�rsa

lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG (Tz; s;A;B; r1; r2)� z
�sG (�1=z; s;B�b; A�c;R1; R2)

�
= 2�is (d; c;Bb; Ac;R2;�R1)�

2�i

c

z

(dz � c)B0(B)P2(cR2 � dR1; A)

� 2�i
cz
(dz � c)B0(A)P2(R1; Bb); (3.46)
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(3.45)'de V z yerine Tz yaz�l�rsa

lim
s!0

�(s)

�
1

(dz � c)sG(Tz; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;A�c; Bb;R2;�R1)
�

= 2�is (�c; d;Ac; B�b;�R1;�R2)�
2�i

d

1

dz � cB0(B)P2(cR2 � dR1; A)

� 2�i
d
(dz � c)B0(B)P2(�R2; A�c) (3.47)

olur. � = b; � = c i�cin (3.19) hesaplan�p ve s = 0 limiti al�n�rsa,

lim
s!0

�(s)

�
1

zs
G(�1=z; s;B�b; A�c; R1; R2)�G(z; s;A�c; Bb;R2;�R1)

�
= �2if(cR1)�R1 lim

s!0
�(s) sin(�s)L(s;B�b;�R2)

+

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c(�+ 1 + [R1]))f
�(�b ([R2]� v))I(z; 0; 1; 0; R1; R2) (3.48)

elde edilir. Burada,

I(z; 0; 1; 0; R1; R2) = ��i
z
B2

�
v + fR2g

k

�
� �izB2

�
�+ 1� fR1g

k

�
+2�iB1

�
�+ 1� fR1g

k

�
B1

�
v + fR2g

k

�
dir. Daha �oncekilere benzer olarak,

k�1X
v=0

k�1X
�=0

f(c(�+ 1 + [R1]))f
�(�b ([R2]� v))B2

�
v + fR2g

k

�
= 2B0(A)P2 (R2; B�b) ;

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�b ([R2]� v))f(c(�+ 1 + [R1]))B2
�
�+ 1� fR1g

k

�
= 2B0 (B)P2 (R1; Ac)

ve

k�1X
v=0

f �(�b ([R2]� v))B1
�
v + fR2g

k

� k�1X
�=0

f(c(�+ 1 + [R1]))B1

�
�+ 1� fR1g

k

�
= P1 (R2; B�b)P1 (�R1; A�c) + f(cR1)�R1

yaz�labilir. (3.40)'dan

lim
s!0

�(s) sin(�s)L(s;B�b;�R2) = �P1 (R2; B�b)
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olur. B�oylece, bulunanlar (3.48)'de birle�stirilirse

lim
s!0

�(s)

�
1

zs
G(�1=z; s;B�b; A�c; R1; R2)�G(z; s;A�c; Bb;R2;�R1)

�
= 2�iP1 (R2; B�b)P1 (�R1; A�c)�

2�i

z
B0(A)P2 (R2; B�b)

� 2�izB0 (B)P2 (R1; Ac) (3.49)

elde edilir.

lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG (Tz; s;A;B; r1; r2)�G(z; s;A�c; Bb;R2;�R1)
�

= lim
s!0

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG(V (�1=z) ; s;A;B; r1; r2)

� 1
zs
G (�1=z; s;B�b; A�c;R1; R2)

�
+ lim
s!0

zs�(s)

�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c;R1; R2)�G(z; s;A�c; Bb;R2;�R1)

�
oldu�gundan, (3.46), (3.47) ve (3.49), z = c=d i�cin resiprosite ba�g�nt�s�n� verir.

3.3.3. s = �N = 1� r durumu

r � 1 olmak �uzere s = 1�r bir tamsay� olsun. Bu durumda, (3.20) yard�m�yla

I(z; 1� r; c; d; 0; 0) (3.50)

=
2�ikr�1

(r + 1)!

r+1X
m=0

�
r + 1

m

�
(�(cz + d))m�1Bm

�
c�+ j

ck

�
Br+1�m

�
v + fdj=cg

k

�

yaz�labilir. a � d � 0 (mod k) olsun. (3.50) ifadesi (3.11)'de yerine konursa

lim
s!1�r

�
(cz + d)�s�(s)G(V z; s;A;B)� �(s)G(z; s;B�b; A�c)

�
= �2if �(0) lim

s!1�r
�(s) sin(�s)L(s; Ac; 0)

+ (�1)r�1 2�ik
r�1

(r + 1)!

r+1X
m=0

�
r + 1

m

�
(�(cz + d))m�1

�
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))f �(b(�c+ j))

�Bm
�
c�+ j

ck

�
Br+1�m

�
v + fdj=cg

k

�
(3.51)
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olur. (3.51)'deki �u�cl�u toplam hesaplanmal�d�r. 1 � j � c � 1 i�cin Bm
�
c�+j
ck

�
yeri-

ne m!Pm
�
c�+j
ck

�
ve Br+1�m

�
v+fdj=cg

k

�
yerine (r + 1�m)!Pr+1�m

�
v+fdj=cg

k

�
yaz�l�rsa

�u�cl�u toplam de�gi�smez. Ayr�ca, v � [dj=c] yerine v yaz�l�rsa,

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c([dj=c]� v))f �(b(�c+ j))Bm
�
c�+ j

ck

�
Br+1�m

�
v + fdj=cg

k

�

= m! (r + 1�m)!
c�1X
j=1

k�1X
�=0

f �(b(�c+ j))Pm

�
c�+ j

ck

� k�1X
v=0

f(�cv))Pr+1�m
�
v + dj=c

k

�

+ (r + 1�m)!
k�1X
�=0

f �(bc(�+ 1))Bm

�
�+ 1

k

� k�1X
v=0

f(�cv)Pr+1�m
�v
k

�
olur. Burada, j = c terimi eklenip �c�kar�l�p ve �c+ j = n yaz�l�rsa, sa�g taraf

m! (r + 1�m)!km�r
ckX
n=1

f �(bn)Pm

� n
ck

�
Pr+1�m

�
dn

c
; Ac

�
+ (r + 1�m)!km�rf �(0)Pr+1�m (0; Ac) (Bm (1)�m!Pm (0))

= m! (r + 1�m)!km�r
ckX
n=1

f �(bn)Pm

� n
ck

�
Pr+1�m

�
dn

c
; Ac

�
+ r!k1�rf �(0)Pr (0; Ac)

olur. Dolay�s�yla, a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.14 ad � bc = 1 ve a � d � 0 (mod k) olsun. sr+1�m;m (d; c;Bb;Ac) peri-
yodik Dedekind toplam�

sr+1�m;m (d; c;Bb;Ac) =
ckX
n=1

f �(bn)Pm

� n
ck

�
Pr+1�m(dn=c; Ac)

ile tan�mlan�r.

Di�ger taraftan, Euler gamma fonksiyonu i�cin �(s)�(1 � s) = �= sin (�s)
ba�g�nt�s� ve Berndt (1975c) deki Sonu�c 6.4 �un �ozel durumu kullan�larak

lim
s!1�r

�(s) sin(�s)L(s; Ac; 0) = � (�1)r�1 Pr(0; Ac) (3.52)

elde edilir.

B�oylece,

lim
s!1�r

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)� G(z; s;B�b; A�c)

�
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= (�1)r�1 2�i
r+1X
m=0

km�1 (�(cz + d))m�1 sr+1�m;m (d; c;Bb;Ac)

olur.

b � c � 0 (mod k) i�cin de benzer i�slemler yap�larak

lim
s!1�r

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)� G(z; s;Ad; Ba)

�
= (�1)r�1 2�i

r+1X
m=0

km�1 (�(cz + d))m�1
ckX
n=1

f(�dn)Pm
� n
ck

�
Pr+1�m(dn=c;B�a)

elde edilir. Bu durumda da a�sa�g�daki tan�m verilebilir.

Tan�m 3.15 ad � bc = 1 ve b � c � 0 (mod k) olsun. sr+1�m;m (d; c;A�d;B�a)
periyodik Dedekind toplam�

sr+1�m;m (d; c;A�d;B�a) =
ckX
n=1

f(�dn)Pm
� n
ck

�
Pr+1�m(dn=c;B�a)

ile tan�mlan�r.

Bu b�ol�umde yap�lanlar a�sa�g�daki teoremde �ozetlenebilir:

Teorem 3.16 r > 1 tamsay� ve z 2 H olsun. a � d � 0 (mod k) ise

lim
s!1�r

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)� G(z; s;B�b; A�c)

�
= 2�i (�1)r�1

r+1X
m=0

km�1 (�(cz + d))m�1 sr+1�m;m (d; c;Bb;Ac) ; (3.53)

b � c � 0 (mod k) ise

lim
s!1�r

�(s)
�
(cz + d)�sG(V z; s;A;B)� G(z; s;Ad; Ba)

�
= 2�i (�1)r�1

r+1X
m=0

km�1 (�(cz + d))m�1 sr+1�m;m (d; c;A�d;B�a) (3.54)

d�r.

S�imdi de, iki resiprosite form�ul�u ispatlanacakt�r. Birincisi,

F (d; c; z; r;Ac;Bb) =
r+1X
m=0

km�1 (�(dz + c))m�1 sr+1�m;m (c; d;Ac;Bb) (3.55)

31



BULGULAR{TARTIS�MA Muhammet Cihat DA�GLI

ile verilen F (d; c; z; r;Ac;Bb) fonsiyonu i�cin, ikincisi ise

sr (d; c;A�;B�) =
ckX
n=1

f(�n)P1

� n
ck

�
Pr(dn=c;B�) (3.56)

ile tan�mlanan periyodik Apostol{Dedekind toplam� i�cin sa�glanan resiprosite ba�g�nt�-
s�d�r.

Teorem 3.17 d; c > 0 olmak �uzere ad� bc = 1 ve r > 1 bir tamsay� olsun. a � d �
0 (mod k) ve z 2 C� f0; c=dg i�cin

F (d;�c; z; r;Ac;B�b)� zr�1F
�
c; d;�1

z
; r;Bb;Ac

�
=

r+1X
m=0

(�z)m�1 Pm (0; A�c)Pr+1�m (0; B�b)

dir. Burada F (d; c; z; r;Ac;Bb) fonksiyonu (3.55) ile verilmi�stir.

_Ispat. (3.53)'de z yerine �1=z yaz�larak

lim
s!1�r

�(s)zs
�

1

(dz � c)sG(Tz; s;A;B)� z
�sG(�1

z
; s;B�b; A�c)

�
(3.57)

= (�1)r�1 2�i
r+1X
m=0

km�1
�
�
�
dz � c
z

��m�1
sr+1�m;m (d; c;Bb;Ac)

ve (3.54)'de V z yerine Tz = (bz � a) = (dz � c) = V (�1=z) yaz�larak

lim
s!1�r

�(s)

�
1

(dz � c)sG(Tz; s;A;B)�G(z; s;A�c; Bb)
�

(3.58)

= (�1)r�1 2�i
r+1X
m=0

km�1 (�(dz � c))m�1 sr+1�m;m (�c; d;Ac;B�b)

elde edilir.

lim
s!1�r

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG (Tz; s;A;B)�G(z; s;A�c; Bb)
�

= lim
s!1�r

zs�(s)

�
1

(dz � c)sG(V (�1=z) ; s;A;B)�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c)

�
+ lim
s!1�r

zs�(s)

�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
;
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oldu�gundan, ispat�n tamamlanmas� i�cin

lim
s!1�r

zs�(s)

�
1

zs
G (�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
limitinin hesaplanmas� yeterli olacakt�r. Bunun i�cin, (3.18)'de V z = �1=z al�narak
ve (3.50) ba�g�nt�s� kullan�larak

lim
s!1�r

�(s)
�
z�sG(�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
= �2�if(0) (�1)r�1 Pr(0; B�b)

+
2�i (�k)r�1

(r + 1)!

r+1X
m=0

�
r + 1

m

�
(�z)m�1

k�1X
�=0

f(c(�+ 1))Bm

�
�+ 1

k

�
(3.59)

�
k�1X
v=0

f �(bv)Br+1�m

�v
k

�
elde edilir. (3.22)'den

k�1X
v=0

f �(bv)Br+1�m

�v
k

� k�1X
�=1

f (c�)Bm

��
k

�
+ f (0)Bm (1)

!

= (r + 1�m)!km�rPr+1�m (0; B�b)
 
m!k1�mPm (0; A�c) +

(
f(0); m = 1 ise

0; di�ger

!

oldu�gu g�or�ul�ur. Bulunanlar (3.59)'da yerine konup (3.52) kullan�l�rsa

lim
s!1�r

�(s)

�
1

zs
G(�1=z; s;B�b; A�c)�G(z; s;A�c; Bb)

�
(3.60)

= 2�i (�1)r�1
r+1X
m=0

(�z)m�1 Pm (0; A�c)Pr+1�m (0; B�b)

olur. B�oylece (3.60), (3.57) ve (3.58) birle�stirilerek z 2 H i�cin

F (d;�c; z; r;Ac;B�b)� zr�1F
�
c; d;�1

z
; r;Bb;Ac

�
=

r+1X
m=0

(�z)m�1 Pm (0; A�c)Pr+1�m (0; B�b) (3.61)

elde edilir. Analitik devam yard�m�yla (3.61) ifadesi z 2 C�f0; c=dg i�cin ge�cerlidir.

(3.56) ile verilen periyodik Apostol{Dedekind toplam�n�n sa�glad��g� resiprosite
form�ul�un�un ifade ve ispat�na ge�cmeden �once, bu toplamda incelemeler yap�lacakt�r.
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� � 0 (mod k) olsun. A� = ff (0)g = f (0) I oldu�gundan, periyodik Apostol{
Dedekind toplamlar�

sr (d; c;A�;B�) = f (0)
ckX
n=1

P1

� n
ck

�
Pr(dn=c;B�);

sr (d; c;B�;A�) = f (0)

ckX
n=1

f �(�n)P1

� n
ck

�
Pr

�
dn

c

�

haline d�on�u�s�ur ki bunlar Berndt(1975d) de s�ras�yla (6.2) ve (6.1) e�sitlikleri ile
tan�mlanan S2 (d; c;�) ve S1 (d; c;�) karakter Dedekind toplamlar�n�n periyodik geni�s-
lemeleridir.

� � � � 0 (mod k) olsun. Bu durumda sr (d; c;A�;B�) = f (0) f �(0)sr (d; c)
ifadesine d�on�u�s�ur. Burada sr (d; c) ;

sr (d; c) =
c�1X
j=0

P1

�
j

c

�
Pr

�
dj

c

�

ile tan�mlanan Apostol{Dedekind toplam�d�r.

Genel olarak, sr (d; c;A�;B�) n�n tan�m�nda 1 � v � k; 0 � j < c olmak
�uzere n yerine v + jk yaz�l�rsa ve (3.22) kullan�l�rsa

sr (d; c;A�;B�)

=
ckX
n=1

f(�n)P1

� n
ck

�
Pr(dn=c;B�)

= kr�1
kX
v=1

c�1X
j=0

f(�v)P1

�
j + v

k

c

� kX
�=1

f �(���)Pr

 
d
�
j + v

k

�
c

+
�

k

!

= kr�1
kX
v=1

kX
�=1

f(�v)f �(���)
c�1X
j=0

P1

�
j + v

k

c

�
Pr

 
d
�
j + v

k

�
c

+
�

k

!

olur. Son sat�rdaki j �uzerinden olan toplam, Tak�acs (1979) veya Carlitz (1964)
taraf�ndan (2.7) ile tan�mlanan genelle�stirilmi�s Dedekind toplam�d�r. O halde,

sr (d; c;A�;B�) =
kr�1

r!

kX
v=1

kX
�=1

f(�v)f �(���)sr
�
d; cj�

k
;
v

k

�
(3.62)

yaz�l�r. Bu e�sitlikten ve sr (d; cjx; y) toplam�n�n (2.8) ile verilen resiprosite form�ul�unden
yararlan�larak sr (d; c;A�;B�) toplam�n�n a�sa�g�daki resiprosite form�ul�un�u sa�glad��g�
g�osterilebilir.
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Teorem 3.18 c ve d aralar�nda asal pozitif tamsay�lar olsun. �; � 2 Z ve r =
0; 1; 2; ::: i�cin,

dcrsr (d; c;A��;B�) + cd
rsr (c; d;B��;A�)

=
r+1X
j=0

cjdr+1�jPr+1�j (0; A�)Pj (0; B�)

+ rkr�1
kX
v=1

kX
�=1

f(��v)f �(���)Pr+1
�
dv + c�

k

�

resiprosite ba�g�nt�s� sa�glan�r.

_Ispat. (3.62)'den,

sr (d; c;A��;B�) =
kr�1

r!

kX
v=1

kX
�=1

f(��v)f �(���)sr
�
d; cj�

k
;
v

k

�
;

sr (c; d;B��;A�) =
kr�1

r!

kX
v=1

kX
�=1

f(��v)f �(���)sr
�
c; djv

k
;
�

k

�
ve dolay�s�yla

(r + 1) [dcrsr (d; c;A��;B�) + cd
rsr (c; d;B��;A�)]

=
kr�1

r!

kX
v=1

kX
�=1

f(��v)f �(���) (r + 1)
h
dcrsr

�
d; cj�

k
;
v

k

�
+ cdrsr

�
c; djv

k
;
�

k

�i
yaz�l�r. (2.8) ile verilen resiprosite form�ul�u ve (3.22) yard�m�yla ispat tamamlan�r.

3.4. Baz� �Ozel Durumlar

Bu b�ol�umde, A = ff(n)g ve B = ff �(n)g nin �ozel de�gerleri i�cin Teorem 3.8
incelenecektir. �1 ve �2; k mod�ul�une g�ore Dirichlet karakter ve �0; k � 2 mod�ul�une
g�ore

�0 (n) =

(
1; (n; k) = 1 ise

0; (n; k) > 1 ise

ile tan�mlanan temel karakter olsun.

1. A = B = I oldu�gunda

s (d; c; I; I) =
cX

n=1

P1

�n
c

�
P1

�
dn

c

�
=

c�1X
n=1

��n
c

����dn
c

��
+
1

4
= s (d; c) +

1

4
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yaz�l�r ve (3.36) kullan�larak, s (�c; d; I; I) = �s (c; d) + 1=4 elde edilir. Dolay�s�yla
Teorem 3.8, (1.1) ile verilen klasik Dedekind toplamlar�n�n sa�glad��g� resiprosite
form�ul�une d�on�u�s�ur.

2. A = �1 = f�1(n)g ve B = �2 = f�2(n)g olsun. Bu durumda,

s (c; d;Ac; Bb) = �1 (c)�2 (b) s (c; d;�1; �2) ;

Pm (0; Ac) = � (c)Pm (0; �1) = � (c)Bm (�1) =m!

ifadeleri kullan�l�rsa,

s (c; d;�1; �2) + s (d; c;�2; �1) (3.63)

= �B1(�1)B1(�2) +
�
�1 (c)

c
+ c

�
�2 (b)

2d
B0 (�2)B2(�1) +

d

2c
�1 (c)B0(�1)B2(�2)

elde edilir. Burada, �1 (�1)�2 (�1) = 1 varsay�lm��st�r. Aksi halde, s (c; d;�1; �2) = 0
d�r. Bu ifade, (3.71) kullan�larak sadele�stirilebilir.

�1 ve �2 ilkel oldu�gunda, s (d; c;�1; �2) toplam�, Berndt (1975d) taraf�ndan
d�on�u�s�um form�ullerinden elde edilmi�s ve Da�gl� ve Can (2015) taraf�ndan genelle�stiril-
mi�stir. s (d; c;�; �) toplam� ilk kez, � nin ilkel ve temel olmayan Dirichlet karakterleri
olma durumuna g�ore Berndt (1973b,1977a) taraf�ndan tan�mlanm��st�r.

3. z 2 C i�cin,

G(z; �) =
k�1X
v=0

�(v)e2�izv=k

ile tan�mlanan Gauss toplam� (Apostol 1976) olmak �uzere, A = �1 = f�1(n)g ve
B = G2 = fG(n; �2)g olsun: B0 (B) = B0 (G2) = 0; Pm (x;Bb) = �2 (b)Pm (x;G2)
ve s (d; c;Bb; Ac) = �1 (c)�2 (b) s (d; c;G2; �1) kullan�larak, Teorem 3.8, �1 ve �2
temel olmayan karakter iken

s (c; d;�1; G2) + s (d; c;G2; �1) = ��1 (�1)�2 (�1)P1 (0; �1)P1 (0; G2)

ve �0 temel karakteri i�cin Gauss toplam�,

ck(n) :=

kX
v=1

(v;k)=1

e2�inv=k

Ramanujan toplam�na d�on�u�sece�ginden, �1 = �2 = �0 iken

s (c; d;�0; ck) + s (d; c; ck; �0) =
d

c
B0(�0)P2 (0; ck)
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olur.

k = 2 i�cin (d; c) = 1 olmak �uzere d �cift oldu�gunda; s (c; d;�0; c2) ve s (d; c; c2; �0)
toplamlar�, P1 (x+ 1=2) = P1 (2x) � P1 (x) ba�g�nt�s� kullan�larak, s (c; d) klasik
Dedekind toplam� ve Hardy-Berndt toplamlar�ndan biri olan s2 (d; c) cinsinden

s (c; d;�0; c2) = 2s (c; 2d)� 3s (c; d) + s (2c; d) ;
s (d; c; c2; �0) = s2 (2d; 2c)� s2 (d; 2c) (3.64)

�seklinde yaz�labilir. Burada s2 (d; c), Berndt (1978) (veya Goldberg 1981) taraf�ndan

s2 (d; c) =

c�1X
n=1

(�1)n P1
�n
c

�
P1

�
dn

c

�
ile tan�mlanm��st�r.

A�c�klama 3.19 A = G2 = fG(n; �2)g ve B = �1 = f�1(n)g al�nsayd�, B0 (G2) =
0; Pm (x;Ac) = �2 (c)Pm (x;G2) ve s (d; c;Bb; Ac) = �1 (b)�2 (c) s (d; c;�1; G2) kul-
lan�larak, Teorem 3.8, �1 ve �2 temel olmayan karakter iken

s (c; d;G2; �1) + s (d; c;�1; G2) = ��1 (�1)�2 (�1)P1 (0; �1)P1 (0; G2)

ve �1 = �2 = �0 iken

s (c; d; ck; �0) + s (d; c;�0; ck) =

�
1

c
+ c

�
1

d
B0(�0)P2 (0; ck)

�seklinde yaz�labilirdi.

4. A = fG(n; �1)g = G1 ve B = fG(n; �2)g = G2 olsun. Bu durumda,
Ac = fG(cn; �1)g = f�1 (c)G(n; �1)g = �1 (c)G1 ve (c; k) = 1 i�cin Bc = �2 (c)G2
olur. B�oylece,

B0 (A) = B0 (B) = 0; P1 (0; A�c) = �1 (�c)P1 (0; G1)

ve

s (d; c;Bb; Ac) = �1 (c)�2 (b) s (d; c;G2; G1)

yaz�labilir. O halde, �1 = �2 = �0 iken

s (c; d; ck; ck) + s (d; c; ck; ck) =
1

4
� (k)� (k) ;
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ve �1 6= �0; �2 6= �0 iken

s (c; d;G1; G2) + s (d; c;G2; G1) = �P1 (0; G1)P1 (0; G2)

elde edilir.

�Ozel olarak k = 2 i�cin (d; c) = 1 olmak �uzere d �cift ise,

s (d; c; c2; c2) = 2s2 (d; 2c)� s2 (2d; 2c) +
1

4

olur.

5. A = f(�1)n �1(n)g ve B = f(�1)
n �2(n)g olsun. k �cift ise A ve B; h = k

periyoda sahiptir. E�ger k tek ise A ve B; h = 2k periyotludur. _Iki durumda da
ad � bc = 1 ve a � d � 0 (modh) oldu�gundan, b ve c tek olmal�d�r. Teorem 3.8 de
(3.90) ve (3.91) kullanarak

s� (c; d;�1; �2) + �1 (�1)�2 (�1) s� (d; c;�2; �1)

= ��2 (�1)P �1 (0; �2)P �1 (0; �1) +
1

2dc
�1 (�c)�2 (�b)B�0(�2)B�2(�1)

+
d

c
�1 (c)B

�
0(�1)P

�
2 (0; �2) +

c

d
�1 (�1)�2 (�b)B�0(�2)P �2 (0; �1)

elde edilir. �1 ve �2 temel olmayan karakter ise, bu ifade B
�
0(�1) = B�0(�2) = 0

kullan�larak

s� (c; d;�1; �2) + �1 (�1)�2 (�1) s� (d; c;�2; �1)
= ��2 (�1)P �1 (0; �2)P �1 (0; �1) (3.65)

e�sitli�gine d�on�u�s�ur. (3.65) ifadesi h = k (k �cift) mod�ul�une g�ore �1 = �2 = � ilkel
karakter i�cin Meyer (2000) taraf�ndan elde edilmi�stir.

6. A =
�
e2�in=k

	
ve B = bA = nbf(n)o olsun. (3.5)'den yararlan�larak,

bf(n) = 1

k

k�1X
j=0

e2�i(1�n)j=k =

(
1; n � 1 (mod k) ise
0; n 6� 1 (mod k) ise

yaz�l�r. B0 (A) = 1; B0

� bA� = 0; P1 �0; bA�b� = �P1 (c=k) ; P2 �0; bAb� = P2 (c=k) ;
P1 (0; A�c) = �1=2� (i=2) cot (�c=k) ve

P1

�cn
d
; bAb� = k�1X

v=0

bf(�bv)P1�v + cn=d
k

�
= P1

�
c+ cn=d

k

�
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kullan�larak, resiprosite form�ul�u

s
�
c; d;Ac; bAb�+ s�d; c; bAb; Ac� = �P1 (c=k)�1

2
+
i

2
cot

�c

k

�
+
d

c
P2

� c
k

�
�seklinde olur. Bu durumda, periyodik Dedekind toplamlar�, d � 0 (mod k) oldu�gundan,

s
�
c; d;Ac; bAb� = dkX

n=1

e2�icn=kP1

� n
dk

�
P1

�
c (d+ n)

dk

�
;

s
�
d; c; bAb; Ac� = c�1X

�=0

P1

�
�

c
� 1

k

�
P1

�
dk�

c
; Ac

�

formuna d�on�u�s�ur.

k = 2 al�n�rsa, c tek i�cin

s
�
c; d;Ac; bAb�+ s�d; c; bAb;Ac� = � d

24c
(3.66)

olur. Burada P1 (c=2) = P1 (1=2) = 0 ve 2P2 (c=2) = 2P2 (1=2) = B2 (1=2) = �1=12
e�sitlikleri kullan�lm��st�r.

A�c�klama 3.20 P1
�
x+ 1

2

�
= P1 (2x)� P1 (x) yard�m�yla,

s
�
c; d;Ac; bAb� = s2 (2c; 2d)� s2 (c; 2d)

olur ve Can vd (2006) dan yararlan�larak,

s
�
d; c; bAb;Ac� = 2 c�1X

�=1

P1

�
�

c
+
1

2

�
P1

�
d�

c

�
�

c�1X
�=1

P1

�
�

c
+
1

2

�
P1

�
2d�

c

�
= 2s (d; c) + s3

�
d

2
; c

�
� s (2d; c)� 1

2
s3 (d; c)

yaz�l�r. Burada, s3 (d; c) ; Berndt (1978) (veya Goldberg 1981) taraf�ndan

s3 (d; c) =

c�1X
n=1

(�1)n P1
�
dn

c

�

ile tan�mlanan Hardy{Berndt toplamlar�ndan biridir. Bu durumda, (3.66)

2s (d; c)� s (2d; c) + s2 (2c; 2d)� s2 (c; 2d) + s3 (d=2; c)�
1

2
s3 (d; c) = �

d

24c

�seklinde olur.
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3.5. Baz� Seri Hesaplamalar�

Bu b�ol�umde, (3.10) ve (3.11) veya (3.30) kullan�larak A = ff(n)g ve B =
ff �(n)g nin �ozel de�gerleri al�n�p A (z; s;A�; B�) := A (z; s;A�; B�; 0; 0) fonksiyo-
nu i�cin baz� d�on�u�s�umler elde edilip incelenecektir. Bu d�on�u�s�umlerin uygulamalar�
olarak, baz� sonsuz seriler aras�nda �ce�sitli ba�g�nt�lar sunulacakt�r. Bundan sonraki
k�s�mda, ad� bc = 1 olmak �uzere a � d � 0 (mod k) kabul edilecektir.

�Oncelikle �(s)G(z; s;A;B) ve �(s)G(z; s;B�b; A�c) ifadeleri A (z; s;A�; B�)
fonksiyonu cinsinden yaz�ls�n. L(s;A�) = L(s;A�; 0) d�r. (3.10) yard�m�yla, � = � =
1 ve r1 = r2 = 0 i�cin

�(s)G(z; s;A;B) = (�2�i=k)s k
�
A
�
z; s;A; bB�1�+ e(s=2)A�z; s;A�1; bB��

+ �(s)f(0) (L(s;B) + e(�s=2)L(s;B�1)) ; (3.67)

ve � = �c; � = �b ve r1 = r2 = 0 i�cin

�(s)G(z; s;B�b; A�c)

= (�2�i=k)s k
�
A
�
z; s;B�b; bAc�1�+ e(s=2)A�z; s;Bb; bA�c�1��

+ �(s)f �(0) (L(s;A�c) + e(�s=2)L(s;Ac)) (3.68)

yaz�labilir.

1. �1 ve �2; k mod�ul�une g�ore Dirichlet karakterler olmak �uzere A = �1 =
f�1(n)g ve B = �2 = f�2 (n)g olsun. (3.5)'den

bf(n) = 1

k

k�1X
v=0

�(v)e�2�inv=k =
1

k
G(�n; �) (3.69)

yaz�labilir. Bu durumda,

bA = f�1 (�1)G(n; �1)=kg = �1 (�1)G1=k;bB = f�2 (�1)G(n; �2)=kg = �2 (�1)G2=k

olur. Dolay�s�yla, s�ras�yla (3.30), (3.67) ve (3.68) kullan�l�p elde edilen ifade sadele�stirilirse�
A (V z; 0;�1; G2) � �1 (c)�2 (b)A (z; 0;�2; G1)

�
(1 + �1 (�1)�2 (�1))

= 2�i�1 (c)�2 (b) s (d; c;�2; �1)�
�i

c(cz + d)
B0 (�2)B2 (�1)

� 2�i�2 (b)
c

(cz + d)B0 (�1)P2 (0; �2) (3.70)

bulunur. Burada, Pm (x; �) ve Bm (�) s�ras�yla Berndt (1975b) taraf�ndan Bm (x; �)
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ve Bm(�) ile verilen genelle�stirilmi�s Bernoulli fonksiyonu ve say�s�d�r. Bundan sonra,

� �cift ise B2m+1 (�) = 0; � tek ise B2m (�) = 0 ve � 6= �0 ise B0(�) = 0 (3.71)

ba�g�nt�lar�na ihtiya�c duyulacakt�r.

E�ger �1 (�1)�2 (�1) = 1 olmak �uzere �1 ve �2 temel olmayan iki Dirichlet
karakter ise, (3.71) yard�m�yla (3.70) ifadesi

A (V z; 0;�1; G2)� �1 (c)�2 (b)A (z; 0;�2; G1) = �i�1 (c)�2 (b) s (d; c;�2; �1)

e�sitli�gine d�on�u�s�ur.

�1=�2 = �0 al�n�rsa, (3.70) e�sitli�gi

A (V z; 0;�0; ck)� A (z; 0;�0; ck)

= �is (d; c;�0; �0)�
�i

2ck

�
1

cz + d
+ cz + d

�
� (k)B2 (�0)

formuna d�on�u�s�ur. Burada, (2.5) yard�m�yla B0 (�0) = � (k) =k oldu�gu kullan�lm��st�r.
Ayr�ca burada � (k) Euler phi fonksiyonu yani k ile aralar�nda asal olan, k dan b�uy�uk
olmayan pozitif tamsay�lar�n say�s�d�r.

S�imdi, N 2 N olmak �uzere s = �2N i�cin (3.20) yard�m�yla (3.30) yerine
(3.11) ifadesi kullan�ls�n. (3.11)'de V z = �1=z al�n�p (3.67) ve (3.68) kullan�l�p ve
�1 (�1)�2 (�1) = 1 varsay�l�rsa,

z2NA (�1=z;�2N ;�1; G2)� �1 (�1)A (z;�2N ;�2; G1)

=
(2�i)2N+1

2

2N+2X
m=0

k�1X
�=0

k�1X
v=0

�1(�v)�2(��� 1)
m! (2N + 2�m)! B2N+2�m

�v
k

�
Bm

�
�+ 1

k

�
(�z)m�1

= �(2�i)
2N+1

2k2N

2N+2X
m=0

(�1)m Bm (�2)
m!

B2N+2�m (�1)

(2N + 2�m)!z
m�1 (3.72)

bulunur ki bu da

z2N
1X
n=1

G (n; �2)G (�n=z; �1)
1� e�2�in=z n�2N�1 � �1 (�1)

1X
n=1

G (n; �1)G (nz; �2)

1� e2�inz n�2N�1

= �(2�i)
2N+1

2k2N

2N+2X
m=0

(�1)m Bm (�2)
m!

B2N+2�m (�1)

(2N + 2�m)!z
m�1 (3.73)
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�seklinde yaz�labilir. Ger�cekten,

A (z;�2N ;�1; G2) =
1X
m=1

1X
n=1

�1 (m)G (n; �2) e
2�inmz=kn�2N�1

ikili toplam�nda m = v + hk; 0 � v � k � 1; 0 � h <1 yaz�larak

A (z;�2N ;�1; G2) =
1X
n=1

G (n; �2)n
�2N�1

k�1X
v=0

�1 (v) e
2�ivnz=k

1X
h=0

e2�inzh

=

1X
n=1

G (n; �2)G (nz; �1)

1� e2�inz n�2N�1 (3.74)

elde edilir.  > 0 olmak �uzere (3.73)'de z = �i=k yaz�l�p � > 0, � = �2=k2 olarak
belirlenirse,

�N
1X
n=1

G (n; �2)G (ink=�; �1)

1� e�2nk n�2N�1

� (��)�N �1 (�1)
1X
n=1

G (n; �1)G (ink�=�; �2)

1� e�2nk� n�2N�1

= �k22N
2N+2X
m=0

(�i)m Bm (�2)
m!

B2N+2�m (�1)

(2N + 2�m)!
N+1�m=2�m=2 (3.75)

oldu�gu g�or�ul�ur. (3.75)'de �1 = �2 = �;  = � = �=k veya (3.73)'de z = i al�n�rsa ve
� (�1) (�1)N = �1 oldu�gu varsay�l�rsa

1X
n=1

G (n; �)G (in; �)

1� e�2�n n�2N�1 = �k (2�=k)
2N+1

4

2N+2X
m=0

(�i)m Bm (�)
m!

B2N+2�m (�)

(2N + 2�m)!
(3.76)

olur. (3.76)'n�n bir sonucu olarak,

1X
n=1

G (n; �)G (in; �)

1� e�2�n n�1 =
�i

2
B1 (�)B1 (�) ; � tek i�cin;

1X
n=1

G (n; �)G (in; �)

1� e�2�n n = � k
2

8�
B0 (�)B0 (�) ; � �cift i�cin;

1X
n=1

G (n; �)G (in; �)

1� e�2�n n2M�1 = 0; � (�1) (�1)M = �1; M � 2 i�cin

ifadeleri yaz�labilir.
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S�imdi, (3.72)'de her iki taraf�n z ye g�ore t�urevi al�n�p, �1 = �2 = � ve z = i
al�n�rsa, � (�1) (�1)N = 1 ko�sulu alt�nda

1X
m=1

1X
n=1

� (m)G (n; �) e�2�nm=kn�2N�1
�
N +

2�mn

k

�

= �k (2�=k)
2N+1

4

2N+2X
m=0

(�i)m (m� 1) Bm (�2)
m!

B2N+2�m (�1)

(2N + 2�m)! (3.77)

elde edilir.

A�sa�g�daki �orneklerde (3.75) ifadesi �1 = �2 = � i�cin incelenecektir.

�Ornek 3.21 (3.75)'de,

� (n) =

8<:
0; n �cift
1; n � 1 (mod 4)
�1; n � 3 (mod 4)

(3.78)

ile tan�mlanan k mod�ul�une g�ore �1 = �2 = � ilkel karakter al�ns�n.

Bm (1� x) = (�1)mBm (x)

ve

Bm

�
1

4

�
= 2�mBm

�
1

2

�
�m4�mEm�1;m � 1 (3.79)

oldu�gundan ki burada Em; m: Euler say�s�d�r (Abramowitz ve Stegun 1965). m tek
ise

Bm (�) = 4
m�1

3X
v=0

� (�v)Bm
�v
4

�
=
m

2
Em�1

olur. G (ix; �) = e��x
�
e�x=2 � e��x=2

�
ve G (n; �) = � (n)G (1; �) = 2i� (n) kul-

lan�l�p, sadele�stirme yap�l�rsa, � = �2=16 i�cin,

�N
1X
n=1

� (n)
sech (2n)

n2N+1
+ (��)�N

1X
n=1

� (n)
sech (2n�)

n2N+1

= 22N
�

4

NX
m=0

(�1)m E2m
(2m)!

E2N�2m
(2N � 2m)!

N�m�m (3.80)

elde edilir. Burada, � ilkel karakter i�cin G (n; �) = � (n)G (1; �) ifadesi kullan�lm��st�r
(Apostol 1976).
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� ilkel oldu�gunda (3.72){(3.77) ifadeleri Berndt (1975d,1977b) taraf�ndan
verilmi�stir. Ayr�ca, (3.80) form�ul�u Berndt (1989) un Ramanujan's Notebooks kitab�-
n�n 276. sayfas�ndaki Giri�s 21 (ii)'de bulunur. Dahas�, Berndt (1989) daki Giri�s 14,
15 ve 25 (vii), (viii), (3.80)'in �ozel durumlar�d�r. Ayr�ca (3.73) form�ul�u, Berndt
(1977b) deki Teorem 4.2 nin ilkel karakterden Dirichlet karaktere bir genelle�stirmesi
oldu�gundan, Berndt (1977b) deki Teorem 4.2 nin sonu�clar� (3.73)'�un sonu�clar�d�r.

�Ornek 3.22 (3.75)'de k mod�ul�une g�ore �1 = �2 = �0 al�ns�n. Bu durumda,

G (ix; �0) = e
��x �e�x=2 + e��x=2� ; G (n; �0) = 2 (�1)

n cos (�n=2)

dir ve (3.79)'dan

B2m+1 (�0) = 0 ve B2m (�0) = 2
2m�1B2m (1=2) ; m � 0

d�r.  ve � yerine s�ras�yla =4 ve �=4 al�n�p sadele�stirme yap�l�rsa, � = �2 i�cin

�N
1X
n=1

(�1)n csch (n)
n2N+1

� (��)�N
1X
n=1

(�1)n csch (n�)
n2N+1

= �22N+1
N+1X
m=0

(�1)m B2m (1=2)
(2m)!

B2N+2�2m (1=2)

(2N + 2� 2m)!
N+1�m�m (3.81)

elde edilir. N = 2M + 1 i�cin

1X
n=1

(�1)n csch (n�)
n4M+3

= � (2�)4M+3
2M+2X
m=0

(�1)m B2m (1=2)
(2m)!

B4M+4�2m (1=2)

(4M + 4� 2m)!

olur ki bu Berndt (1978) de belirtildi�gi gibi ilk kez Cauchy taraf�ndan ispatlanm��st�r.

(3.81) ba�g�nt�s� Berndt (1978) taraf�ndan da verilmi�stir.

2. �1 ve �2; k mod�ul�une g�ore Dirichlet karakterler olmak �uzere, A = ff(n)g =
fG(n; �1)g = G1 ve B = ff �(n)g = fG(n; �2)g = G2 olsun. Bu durumda, (�; k) = 1
i�cin A� = �1 (�)G1 veB� = �2 (�)G2 olur ve (3.5)'den bA = f�1(n)g ve bB = f�2(n)g
olur. B�oylece, (3.67), (3.68) ve (3.30) kullan�larak

k
�
A (V z; 0;G1; �2) � �1 (c)�2 (b)A (z; 0;G2; �1)

�
(�1 (�1) + �2 (�1))

+ lim
s!0

�
� (s) (cz + d)�s (1 + e (�s=2)�2 (�1))L (s;G2)G(0; �1) (3.82)

� � (s) (1 + e (�s=2)�1 (�1))L (s;G1)G(0; �2)�1 (�c)
�

= 2�i�1 (c)�2 (b) s (d; c;G2; G1)�
�i

c(cz + d)
B0(G2)B2(G1)
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� 2�i�2 (b)
cz + d

c
B0(G1)P2 (0; G2)

bulunur. �1 (�1)�2 (�1) = 1 varsay�ls�n. O halde (3.82),

A (V z; 0;G1; �2)� �1 (c)�2 (b)A (z; 0;G2; �1)

=
�i

k
�1 (�c)�2 (b) s (d; c;G2; G1) + � (z; c; d;�1; �2) (3.83)

olur. Burada,

� (z; c; d;�1; �2) =

(
ck(0)

k
P1 (0; ck) log (cz + d) ; �1 = �2 = �0 ise

0; �1 6= �0 ve �2 6= �0 ise
(3.84)

d�r ve (3.24) ba�g�nt�s�, � 6= �0 i�cin G(0; �) = 0 oldu�gu ve B0(G) = 0 kullan�lm��st�r.

Belirtelim ki P1 (0; G) say�s�

P1 (0; G) =
k�1X
v=0

G(�v; �)P1
�v
k

�
=

k�1X
j=1

� (j)
1

e�2�ij=k � 1

=
i

2

k�1X
j=1

� (j) cot (�j=k)� 1
2

k�1X
j=1

� (j) (3.85)

olarak hesaplanabilir. Asl�nda, r � 1 i�cin Pr (0; G) say�lar� L (r; �) Dirichlet L-
fonksiyonu ile yak�n ili�skilidir. k � 2 mod�ul�une g�ore � Dirichlet karakter olsun ve
� (�1) = (�1)l al�ns�n. Alkan (2011), l ve r � 1 ayn� i�saretli ise

2k
(�1)l+1 r!
(2�i)r

L (r; �) =

2[ r2 ]X
q=0

�
r

q

�
BqS (r � q; �) (3.86)

oldu�gunu g�ostermi�stir. Burada, S (m;�) =
kP
j=1

(j=k)mG (j; �) dir. S�imdi,

rX
q=0

�
r

q

�
Bqx

r�q = Br (x) ve Br (1� x) = (�1)r Br (x)

ifadeleri kullan�l�rsa, (3.86)'n�n sa�g taraf�

(�1)r
k�1X
j=0

G(�j; �)Br
�
j

k

�
= (�1)r r!k1�rPr (0; G)

45



BULGULAR{TARTIS�MA Muhammet Cihat DA�GLI

olarak yaz�labilir ki buradan da

Pr (0; G) = �2
�
k

2�i

�r
L (r; �) , l ve r � 1 ayn� i�saretli ise

olur. Ayr�ca, kotanjant tek fonksiyon oldu�gundan, � �cift Dirichlet karakteri ve � 6= �0
i�cin P1 (0; G) = 0; � = �0 i�cin P1 (0; G) = P1 (0; ck) = �� (k) =2 oldu�gu g�or�ul�ur.
Dolay�s�yla, V z = �1=z al�n�rsa, (3.83) ifadesi

A (�1=z; 0;G1; �2) + A (z; 0;G2; �1) = �
k

�i
L (1; �1)L (1; �2) ; �1 ve �2 tek i�cin;

A (�1=z; 0;G1; �2)� A (z; 0;G2; �1) = 0; �1 6= �0 ve �2 6= �0 �cift i�cin;

A (�1=z; 0; ck; �0)� A (z; 0; ck; �0) =
� (k)2

2k

�
�i

2
� log z

�
; �1 = �2 = �0 i�cin

�seklinde yaz�labilir. A (z; 0;G1; �2) i�cin (3.74)'�un benzeri

A (z; 0;G1; �2) =
k�1X
v=1

�1 (v)
1X
n=1

�2 (n)

1� e2�i(v+nz)=kn
�1

olur. Benzer �sekilde,  > 0 olmak �uzere z = �i=k yaz�l�p � > 0, � = �2=k2 olarak
belirlenirse, V z = �1=z i�cin (3.83),

1X
n=1

k�1X
v=0

�1 (v)�2 (n)

1� e2�iv=k�2n n
�1 � �2 (�1)

1X
n=1

k�1X
v=0

�2 (v)�1 (n)

1� e2�iv=k�2n�n
�1

=
�i

k
�1 (�1)P1 (0; G1)P1 (0; G2) + � (z; 1; 0;�1; �2) (3.87)

�seklini al�r. Burada, � (z; 1; 0;�1; �2) ifadesi (3.84) ile verilmi�stir.

�Ornek 3.23 (3.87)'de k = 6 ya g�ore

� (n) =

8<:
1; n � 1 (mod 6) ;
�1; n � 5 (mod 6) ;
0; (n; 6) > 1

(3.88)

ile tan�mlanan �1 = �2 = � Dirichlet karakteri al�ns�n. Bu durumda

1X
n=1

� (n)n�1

2 cosh (2n)� 1 +
1X
n=1

� (n)n�1

2 cosh (2n�)� 1 =
�

2
p
3
, � = �2=36 i�cin

ve

1X
n=1

� (n)n�1

2 cosh (n�=3)� 1 =
�

4
p
3
,  = � = �=6 i�cin
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elde edilir.

�Ornek 3.24 (3.87)'de k = 3 e g�ore

� (n) =

8<:
0; n � 0 (mod 3) ;
1; n � 1 (mod 3) ;
�1; n � 2 (mod 3)

ile tan�mlanan �1 = �2 = � ilkel karakter al�ns�n. Bu durumda � = �
2=9 i�cin

1X
n=1

� (n)n�1

2 cosh 2n + 1
+

1X
n=1

� (n)n�1

2 cosh 2n� + 1
=

�

9
p
3

elde edilir.

�Ornek 3.25 (3.87)'de k = 4 e g�ore �1 = �2 = �0 al�ns�n. O halde � = �
2 i�cin

1X
n=0

1

2n+ 1

�
1

1 + e�(2n+1)
� 1

1 + e�(2n+1)�

�
=
1

8
(log  � log �) (3.89)

olur ki bu Berndt (1978) deki Sonu�c 4.3 ile ayn�d�r. (3.89)'un her iki taraf�n�n  ya
g�ore t�urevi al�n�rsa,


1X
n=0

sech2
�
(2n+ 1)



2

�
+ �

1X
n=0

sech2
�
(2n+ 1)

�

2

�
= 1;

1X
n=0

sech2
�
(2n+ 1)

�

2

�
=
1

2�

yani, s�ras�yla Berndt (1978) deki Sonu�c 4.4 ve 4.5 elde edilir.

3. k mod�ul�une g�ore �1 ve �2 Dirichlet karakterleri i�cin, A = f(�1)
n �1(n)g

ve B = f(�1)n �2(n)g olsun. k �cift ve �1 (�1)�2 (�1) = 1 oldu�gu varsay�l�rsa, (3.69)
kullan�larak,

bA = �1 (�1)
k

fG(n+ k=2; �1)g =
�1 (�1)
k

G�1;

bB = �2 (�1)
k

fG(n+ k=2; �2)g =
�2 (�1)
k

G�2

elde edilir. ad � bc = 1 ve a � d � 0 (mod k) oldu�gundan, b ve c tek olmal�d�r.
(k; �) = 1 i�cin G(�n + k=2; �) = � (�)G(n + k=2; �) oldu�gu g�or�ul�ur ki buradan
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BULGULAR{TARTIS�MA Muhammet Cihat DA�GLIbA� = �1 (��)G�1=k ve bB� = �2 (��)G�2=k olur. Ayr�ca,
Pm (x;Ac) = �1 (�c) km�1

k�1X
v=0

(�1)v �1 (v)Pm
�
v + x

k

�
= �1 (�c)P �m (x; �1) (3.90)

ve

s (d; c;Bb; Ac) = �1 (�c)�2 (b)
ckX
n=1

(�1)n �2 (n)P1
� n
ck

�
P �1

�
dn

c
; �1

�
= �1 (�c)�2 (b) s� (d; c;�2; �1) (3.91)

dir. Burada P �m (x; �1) ve s
� (d; c;�2; �1) ; Meyer (2000) taraf�ndan tan�mlanan al-

terne Bernoulli fonksiyonu ve Dedekind karakter toplam�d�r. Son olarak

A1 (z; s;�;G
�) =

1X
m=1

1X
n=1

(�1)m � (m)G
�
n+

k

2
; �

�
e2�inmz=kns�1

al�ns�n. Yukar�daki notasyonlar ile (3.67) ve (3.68) kullan�l�rsa, (3.30)'dan

A1 (V z; 0;�1; G
�
2)� �1 (c)�2 (b)A1 (z; 0;�2; G�1)

= �i�1 (�c)�2 (b) s� (d; c;�2; �1)�
�i

c(cz + d)
B�0(�2)B

�
2(�1)

� 2�i
c
(cz + d)�2 (�b)B�0(�1)P �2 (0; �2) (3.92)

yaz�l�r. �1 = � = �2 ilkel iken (3.92), Meyer (2000) taraf�ndan verilmi�stir. (3.74)'e
benzer olarak,

A1 (z; s;�1; G
�
2) =

1X
n=1

G
�
n+ k

2
; �2
�
G
�
nz + k

2
; �1
�

1� e2�inz ns�1

al�ns�n.  > 0 olmak �uzere z = �i=k yaz�l�p � > 0, � = �2=k2 olarak belirlenirse
V z = �1=z i�cin, (3.92) ifadesi

1X
n=1

G
�
n+ k

2
; �2
�
G
�
ink
�
+ k

2
; �1
�

n (1� e�2nk) � �2 (�1)
1X
n=1

G
�
n+ k

2
; �1
�
G
�
in�k
�
+ k

2
; �2
�

n (1� e�2nk�)
= �iP �1 (0; �2)P

�
1 (0; �1)� kB�0(�2)B�2(�1) + �k�2 (�1)B�0(�1)B�2 (�2) (3.93)

olur.

�Ornek 3.26 (3.93)'de k = 4 e g�ore (3.78) ile tan�mlanan �1 = �2 = � ilkel karakter
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al�ns�n. Meyer (2000) den, k �cift ve � 6= �0 i�cin

k�1X
v=0

(�1)v �1(v) = 0

oldu�gundan, B�0(�) = 0 d�r.

G (nz + k=2; �) = e�inz
�
e�inz=2 � e��inz=2

�
;

G (n+ k=2; �) = �2i� (n)

ifadeleri kullan�l�p gerekli sadele�stirmeler yap�l�rsa, � = �2 i�cin

1X
n=1

� (n)

n (en=2 + e�n=2)
+

1X
n=1

� (n)

n (en�=2 + e�n�=2)
=
�

8

elde edilir ki bu (3.80)'in �ozel halidir.

�Ornek 3.27 (3.93)'de k = 8 e g�ore �1 = �2 = �0 al�ns�n. Bu durumda, P
�
1 (0; �0) =

0; B�0(�0) = �4; B�2(�0) = �2 (B2(1=8) +B2(3=8)) ve

G (nz + k=2; �) = �e2�inz
�
e�inz=4 + e��inz=4

� �
1 + e�inz

�
olur. B�oylece, gerekli sadele�stirmeler yap�larak � = �2=4 i�cin

1X
n=1

(�1)n e�12n
n sinh (2n)

�
1X
n=1

(�1)n e�12n�
n sinh (2n�)

= 32 (� � )
�
11

192
� 13

192

�
=
1

3
( � �)

elde edilir.

�Ornek 3.28 (3.93)'de k = 6 ya g�ore (3.88) ile tan�mlanan �1 = �2 = � Dirichlet
karakter al�ns�n. B�0(�) = 0 ve G (nz + k=2; �) = e�inz

�
e2�inz=3 � e�2�inz=3

�
kul-

lan�larak ve gerekli i�slemler yap�larak � = �2=9 i�cin

1X
n=1

(�1)n sin (2�n=3) cosh (n)
n (2 cosh (2n) + 1)

+

1X
n=1

(�1)n sin (2�n=3) cosh (n�)
n (2 cosh (2n�) + 1)

=
�

9

elde edilir.

3.6. Periyodik Zeta Fonksiyonu i�cin Ramanujan Form�ulleri

Bu b�ol�umde, periyodik zeta fonksiyonu i�cin Ramanujan form�ul�un�un benzer-
leri elde edilecektir. Bunun i�cin Teorem 3.2 ve (3.10)'dan yararlan�lacakt�r.
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�Oncelikle, z 2 H ve s karma�s�k say�s� i�cin, (3.8)'in �ozel hallerinin

A(z; s;A�; I; r1; r2) =
X
m>�r1

f(�m)
1X
n=1

e

�
n
(m+ r1)z + r2

k

�
ns�1;

A(z; s; I; A�; r1; r2) =
X
m>�r1

1X
n=1

f(�n)e

�
n
(m+ r1)z + r2

k

�
ns�1

oldu�gu g�or�ulebilir.

H (z; s;A�; B�; r1; r2)

= A (z; s;A�; B��; r1; r2) + e(s=2)A (z; s;A��; B�;�r1;�r2) (3.94)

ve

L� (s;A�; �) = L(s;A�; �) + e(�s=2)L(s;A��;��) (3.95)

olsun. Burada L(s;A�; �); (3.3) ile verilmi�stir. �Ozel olarak,

Z (s; �) = L(s; I; �) =
X
n>��

(n+ �)�s ; (3.96)

H (z; s;A;B; r1; r2) = H (z; s;A1; B1; r1; r2) veA (z; s;A�; B��) = A (z; s;A�; B��; 0; 0)
olsun.

j ve � negatif olmayan tamsay�lar ve z 2 K i�cin

I�(z; s; c; d; r1; r2) (3.97)

=

Z
C

us�1
exp(� ((c�+ j � fR1g)=ck) (cz + d)ku)

exp(�ku(cz + d))� 1
exp(f(dj + �)=cgu)

exp(u)� 1 du

olsun. (3.20)'ye benzer �sekilde, N negatif olmayan tamsay� olmak �uzere s = �N ise,
Rezid�u teoreminden, (3.97)

I�(z;�N; c; d; r1; r2) (3.98)

= 2�ikN
X

m+n=N+2

Bm

�
c�+ j � fR1g

ck

�
Bn (f(dj + �)=cg) km�1

(�(cz + d))m�1

m!n!

�seklinde hesaplanabilir.

S�imdi, H (z; s;A; I; r1; r2) ve H (z; s; I; A; r1; r2) ifadelerini i�ceren d�on�u�s�um
form�ulleri verilebilir.
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Teorem 3.29 z 2 K ve s key� karma�s�k say� olsun. a � 0 (mod k) ise

(cz + d)�s (�2�i=k)s kH
�
V z; s; I; bB; r1; r2�+ �r1(cz + d)�s�(s)L+ (s;B; r2)

= (�2�i=k)sH (z; s;B�b; I;R1; R2) + �R1f �(bR1)�(s)Z� (s; R2) (3.99)

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

f �(b(c�+ j + [R1]))I
�(z; s; c; d; r1; r2);

b � 0 (mod k) ise

(cz + d)�s (�2�i=k)s kH
�
V z; s; I; bB; r1; r2�+ �r1(cz + d)�s�(s)L+ (s; B; r2)

= (�2�i=k)s kH
�
z; s; I; bBa;R1; R2�+ �R1�(s)L� (s;Ba;R2) (3.100)

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f �(�a([R2 + d(j � fR1g)=c]� v + d�))I(z; s; c; d; r1; r2);

c � 0 (mod k) ise

(cz + d)�s (�2�i=k)sH (V z; s;A; I; r1; r2) + �r1f (�r1) (cz + d)�s�(s)Z+ (s; r2)
= (�2�i=k)sH (z; s;Ad; I;R1; R2) + �R1f(�dR1)�(s)Z� (s; R2) (3.101)

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

f(�d(c�+ j + [R1]))I�(z; s; c; d; r1; r2);

d � 0 (mod k) ise

(cz + d)�s (�2�i=k)sH (V z; s;A; I; r1; r2) + �r1f (�r1) (cz + d)�s�(s)Z+ (s; r2)

= (�2�i=k)s kH
�
z; s; I; bA�c;R1; R2�+ �R1�(s)L� (s;A�c;R2) (3.102)

+ e(�s=2)
cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

f(c([R2 + d(j � fR1g)=c]� v))I(z; s; c; d; r1; r2)

dir. Ayr�ca, s = �N negatif olmayan tamsay� olmak �uzere, I(z; s; c; d; r1; r2) ve
I�(z; s; c; d; r1; r2) s�ras�yla (3.20) ve (3.98) �seklinde hesapland��g�ndan, analitik de-
vamdan, (3.99){(3.102) ifadeleri z 2 H i�cin ge�cerlidir.

_Ispat. z 2 K, Re (s) > 2; M = ma+ nc ve N = mb+ nd olmak �uzere;

G(V z; s; I; B; r1; r2)

=

1X
M;N=�1

f �(Na�Mb)
�
((M +R1)z +N +R2)

cz + d

��s
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=

1X
m;n=�1

f �(�mb)
�
((m+R1)z + n+R2)

cz + d

��s
; a � 0(mod k);

=
1X

m;n=�1
f �(an)

�
((m+R1)z + n+R2)

cz + d

��s
; b � 0(mod k)

yaz�labilir. (3.99) ve (3.100)'�un ispat�nda, Teorem 3.2 deki metod, (3.10) ve (3.94){
(3.96) ifadeleri kullan�l�r. (3.101) ve (3.102) ispat�nda ise, yukar�da bahsedilen metod
kullan�l�r amaG(V z; s; I; B; r1; r2) yerineG(V z; s;A; I; r1; r2) hesaplanarak ba�slan�r.

Bu teoremin karakter benzerleri Berndt taraf�ndan, f = �1 ve f
� = �2 ilkel

i�cin Berndt (1977b) de Teorem 4.1 ile, �1 = � = �2 i�cin Berndt (1975d) de Teorem
3 ile verilmi�stir.

Berndt (1975d) deki Teorem 3 de s = �N negatif olmayan tamsay�lar alarak,
d�on�u�s�um form�ulleri yard�m�yla, � (2N + 1) i�cin Ramanujan form�ul�un�un karakter
benzerleri olan Dirichlet L{fonksiyonu i�cin baz� ilgin�c form�uller veya aritmetik sonu�c-
lar elde etmi�stir. Bu form�ullerin periyodik benzerleri Bradley (2002) taraf�ndan veril-
mi�stir ve bunlar Teorem 3.29 un �ozel durumlar�d�r.

Teorem 3.30 (Bradley 2002) N pozitif tamsay� ve  key� pozitif say� olsun.

f �cift fonksiyon ise,

�
�
2N + 1; bA�� f (0) (ik2)�2N� (2N + 1)

= 2 (ik)�2N A (ik;�2N ;A; I)� 2kA
�
i

k
;�2N ; I; bA�

+
(2�i)2N+1

k2N

N+1X
m=0

P2m (0)P2N+2�2m (0; A) (i=k)
2m�1 (3.103)

dir. Burada, � (s; A) = L (s;A; 0) ifadesi Berndt (1975c) B�ol�um 6 da verilen peri-
yodik zeta fonksiyonudur. f (0) = 0 ise; (3.103) ifadesi N = 0 i�cin de ge�cerlidir.

f tek fonksiyon ise,

�
�
2N; bA� = �2 (ik)1�2N A (ik; 1� 2N ;A; I) + 2kA� i

k
; 1� 2N ; I; bA�

+
(2�i)2N

k2N�1

NX
m=0

P2m (0)P2N+1�2m (0; A) (i=k)
2m�1 (3.104)

dir.
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_Ispat. �(s; A) i�cin Berndt (1975c) de Sonu�c 6.5 ile verilen fonksiyonel e�sitlik yard�m�yla,

lim
s!�N

�(s)L� (s;Ac; 0) = e
��iN=2 (k=2�)N �

�
N + 1; bAc� (3.105)

yaz�labilir. f �cift olsun. (3.20) ve (3.94) kullan�larak, (3.102) ifadesi

(cz + d)N (�2�i=k)�N (1 + e (�N=2))A (V z;�N ;A; I)
+ f (0) lim

s!�N
(cz + d)�s�(s)Z+ (s; 0)

= (�2�i=k)�N k (1 + e (�N=2))A
�
z;�N ; I; bA�c�+ lim

s!�N
�(s)L� (s;A�c; 0)

+ 2�i
(�k)N

(N + 2)!

cX
j=1

k�1X
�=0

k�1X
v=0

N+2X
m=0

�
N + 2

m

�
f(c([dj=c]� v))

�Bm
�
c�+ j

ck

�
BN+2�m

�
v + fdj=cg

k

�
(�(cz + d))m�1

�seklinde yaz�labilir. N yerine 2N yaz�l�p; V z = �1=z al�n�p ve z = i=k;  > 0
konursa, (2.6), (3.22) ve (3.105) yard�m�yla,

2 (2�)�2N A (ik;�2N ;A; I) + f (0) (2�k)�2N� (2N + 1)

= 2 (2�i=k)�2N kA

�
i

k
;�2N ; I; bA�+ (k=2�)2N (�1)N � �2N + 1; bA�1�

+ 2�i
2N+2X
m=0

(�1)m Pm (0)P2N+2�m (0; A) (�i=k)m�1 (3.106)

elde edilir. Burada,

k�1X
�=0

Bm

�
�+ 1

k

�
= k1�m (�1)mBm (0)

ba�g�nt�s� kullan�lm��st�r. m tek vef �cift i�cin P2N+2�m (0; A)Pm (0) = 0 oldu�gundan,
(3.106)'n�n sa�g taraf�nda m yerine 2m yaz�l�rsa (3.103)'�un ispat� tamamlan�r.

Benzer �sekilde, f tek olsun. N yerine 2N�1 al�n�p (3.103)'�un ispat�ndaki yol
izlenirse

2 (ik)1�2N A (ik; 1� 2N ;A; I)� 2kA
�
i

k
; 1� 2N ; I; bA�

= �
�
2N; bA�1�+ (2�i)2N

k2N�1

2N+1X
m=0

P2N+1�m (0; A)Pm (0) (i=k)
m�1 (3.107)

elde edilir. (3.107)'nin sa�g taraf�nda m yerine 2m al�n�rsa ispat tamamlan�r.
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Teorem 3.30, s = �N ve r1 = r2 = 0 iken Teorem 3.29 dan elde edilebilen
b�oyle form�ullerin sonsuz s�n�f�n�n sadece bir tanesidir. � (2N + 1; B) ve � (2N;B)
i�cin benzer form�uller (3.99)'dan elde edilebilir. Ayr�ca, r ve f ayn� �ozellikte iken

B2r =
2 (�1)r�1 (2r)!

(2�)2r
� (2r)

ve Berndt (1975c) de (6.23) ve (6.25)'de

�
�
r; bA� = �1

2

(2�i=k)r

r!
Br (0; A) ; r � 1 (3.108)

ile verilen ba�g�nt� kullan�larak, (3.103) ve (3.104) e�sitlikleri zeta fonksiyonlar� cinsin-
den yaz�labilir.

Dahas�, Teorem 3.29 dan, N ve f z�t �ozellikte iken, � (N + 1; A) n�n de�gerleri
bulunabilir. (3.94)'de r1 = r2 = 0 ve s = �N al�n�rsa,

H (V z;�N ;A; I; 0; 0) = A (V z;�N ;A; I) + e(�N=2)A (V z;�N ;A�1; I) = 0;

H
�
z; s; I; bA�c; 0; 0� = A�z;�N ; I; bAc�+ e(�N=2)A�z;�N ; I; bA�c� = 0

olur. Dolay�s�yla, (3.20), (3.22) ve (3.105) kullan�l�rsa, (3.102) e�sitli�gi

�
�
N + 1; bA�1��f (0) zN� (N + 1) = (2�i)N+1

(�k)N
N+2X
m=0

PN+2�m (0; A)Pm (0) z
m�1

ifadesine d�on�u�s�ur.

Teorem 3.29 da r1 ve r2 nin baz� �ozel durumlar�na g�ore a�sa�g�daki form�uller
elde edilebilir.

Teorem 3.31 N negatif olmayan tamsay� ve 0 < R < 1 olsun. Bu takdirde,

(�ik)�N H (ik;�N ;A; I;�R; 0)� kH
�
i

k
;�N ; I; bA�1; 0; R� (3.109)

= '
�
R; 0; 1 +N ; bA�1�� (2�i)N+1

kN

N+2X
m=0

Pm (0)PN+2�m (R;A) (i=k)
m�1

ve

kH
�
ik;�N ; I; bB; 0; R�+ (�1)N k'��R; 0; N + 1; bB� (3.110)

= (�ik)N H
�
i

k
;�N ;B; I;R; 0

�
� (2�i)N+1

N+2X
m=0

Pm (R;B�1)PN+2�m (0) (i=k)
m�N�1

54



Muhammet Cihat DA�GLI BULGULAR{TARTIS�MA

dir. Buradaki ' (x; a; s;A) ; Berndt (1975c) taraf�ndan

' (x; a; s;A) =

1X
n=0

0
f (n) e2�inx=k (n+ a)�s ; Re (s) > 1 ve x; a 2 R

�seklinde tan�mlanan periyodik Lerch fonksiyonudur. Fonksiyonun tan�m�ndaki 0 sem-
bol�u, a pozitif olmayan tamsay� ise n = �a durumuna kar�s�l�k gelen terimi ihmal
etmek anlam�na gelmektedir.

_Ispat. V z = �1=z ve z = i=k;  > 0 olsun. Bu durumda, R1 = r2 ve R2 = �r1
olur. (3.109)'un ispat� i�cin, r2 = 0 ve R := R2 al�ns�n ve (3.102)'de 0 < R < 1 kabul
edilsin. (3.20) kullan�larak,�
i

k

�N
(�2�i=k)�N H (ik;�N ;A; I;�R; 0)

= (�2�i=k)�N kH
�
i

k
;�N ; I; bA�1; 0; R�+ lim

s!�N
�(s)L� (s;A�1;R)

+ e(N=2)2�ikN
k�1X
�=0

k�1X
v=0

N+2X
m=0

f(�v))Bm
�
�+ 1

k

�
BN+2�m

�
v +R

k

�
(�i=k)m�1

m! (N + 2�m)!

yaz�l�r. (2.4) ve (2.6) yard�m�yla,

(�2�)�N H (ik;�N ;A; I;�R; 0)

= (�2�i=k)�N kH
�
i

k
;�N ; I; bA�1; 0; R�+ lim

s!�N
�(s)L� (s;A�1;R) (3.111)

+ e(N=2)2�i
N+2X
m=0

(�1)m Pm (0)P2N+2�m (R;A) (�i=k)m�1

olur. S�imdi yukar�daki limit hesaplanmal�d�r. 0 < R < 1 i�cin;

L� (s;A�1;R)

= L(s;A�1;R) + e
��isL(s;A;�R)

= e��is=2

(
e�is=2

1X
n=0

f(�n)
(n+R)s

+ e��is=2
1X
n=1

f(n)

(n�R)s

)

= e��is=2

(
e�is=2

1X
n=0

f(�n)
(n+R)s

+ e��is=2
1X
n=0

f(n+ 1)

(n+ 1�R)s

)
(3.112)

olur. Berndt (1975c) taraf�ndan Teorem 6.1 ile

'
�
x; a; 1� s; bC�

= (k=2�)s �(s)
�
e�is=2�2�iax=k' (�a; x; s;C)
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+e��is=2+2�ia(1�x)=k' (a; 1� x; s;C�)
�

(3.113)

�seklinde verilen periyodik Lerch fonksiyonunun fonksiyonel e�sitli�gi kullan�ls�n. Bu-
rada, C = fg (n)g i�cin C� = fg (�n� 1)g'dir. B�oylece, (3.113)'de a = 0; x = R;
C = A�1 = ff(�n)g ve C� = ff (n+ 1)g al�n�rsa, (3.112) ifadesi

�(s)L� (s;A�1;R)

= e��is=2�(s)
�
e�is=2' (0; R; s;A�1) + e

��is=2' (0; 1�R; s;C�)
	

�seklinde yaz�labilir. Buradan,

lim
s!�N

�(s)L� (s;A�1;R) = (2�=k)
�N e�iN=2'

�
R; 0; 1 +N ; bA�1�

olur. Bu de�ger (3.111)'de yerine yaz�l�rsa istenen elde edilir.

(3.110)'da R2 = r1 = 0 al�ns�n ve (3.99)'da 0 < R := R1 = r2 < 1 kabul
edilsin. _Ilk olarak lims!�N �(s)L+ (s;B;R) de�geri hesaplans�n.

(3.95) kullan�l�p n! nk + v yaz�l�rsa,

�(s)L+ (s;B;R)

= �(s)
�
L(s;B;R) + e�isL(s;B�1;�R)

	
=
1

ks

k�1X
v=0

f �(v)�(s)

�
�

�
s;
v +R

k

�
+ e�is�

�
s; 1� v +R

k

��

olur. Re s < 0 olmak �uzere � (s; x) i�cin Hurwitz' in form�ul�unden (Whittaker ve
Watson (1962) veya detay i�cin Berndt (1977b) e�sitlik 3.5), sa�g taraf

(2�i)s

ks

k�1X
v=0

f �(v)'

�
�v +R

k
; 1� s

�

=
(2�i)s

ks

1X
n=1

e�2�inR=k

n1�s

k�1X
v=0

f �(v)e�2�inv=k

=
(2�i)s

ks�1

1X
n=1

bf �(n)e�2�inR=k
n1�s

=
(2�i)s

ks�1
'
�
�R; 0; 1� s; bB�

olur. Yani

lim
s!�N

�(s)L+ (s;B;R) =
(2�i)�N

k�N�1
'
�
�R; 0; N + 1; bB� (3.114)
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olur. (3.20) yard�m�yla,

k�1X
�=0

f �(b(�+ 1 + [R1]))I
�(z; s; 1; 0; 0; R)

= 2�ikN
N+2X
m=0

BN+2�m (0) k
m�1 (�z)m�1

m! (N + 2�m)!

k�1X
�=0

f �(�(�+ 1))Bm
�
�+ 1�R

k

�

= 2�ikN
N+2X
m=0

(�1)m Pm (R;B�1)PN+2�m (0) (�z)m�1 (3.115)

yaz�labilir. Burada Bm (1� x) = (�1)mBm (x) ve (3.22) kullan�lm��st�r. (3.114) ve
(3.115) ifadeleri (3.99)'da yerine yaz�l�p gerekli sadele�stirmeler yap�l�rsa (3.110)'a
ula�s�l�r.

A = I al�n�rsa; Teorem 3.31 deki (3.110) ile verilen ifade Berndt (1977b) deki
Teorem 3.1 e d�on�u�s�ur. Ayr�ca,

H (z;�N ; I; I;�R; 0)
= A (z;�N ; I; I;�R; 0) + e(�N=2)A (z;�N ; I; I;R; 0)

=
1X
n=1

n�N�1

e�2�inz � 1

�
e�2�inzR + (�1)N e2�inzR

�
+

1X
n=1

e2�inzR

nN+1

ve

H (z;�N ; I; I; 0; R) =
1X
n=1

n�N�1

e�2�inz � 1

�
e2�inR + (�1)N e�2�inR

�
g�oz �on�unde bulundurularak, Berndt (1977b) deki Teorem 3.3, (3.109) ba�g�nt�s�ndan
elde edilebilir.

S�imdi, f tek veya �cift (dolay�s�yla bf tek veya �cift) olsun. Kolayl�k i�cin,
f (�m) = �f (m) yazal�m. Burada, f �cift ise � = 1; f tek ise � = �1 dir. (3.94)
ve (3.2)'den

H (z;�N ;A; I;�R; 0)
= A (z;�N ;A; I;�R; 0) + (�1)N A (z;�N ;A�1; I;R; 0)

=
1X
n=1

n�N�1
1X
m=1

f (m) e2�inmz=k
�
e�2�inRz=k + (�1)N �e2�inRz=k

�
+ f (0) (�1)N

1X
n=1

n�N�1e2�inRz=k

=

1X
n=1

k�1X
v=0

bf (v)n�N�1
e�2�i(v+nz)=k � 1

�
e�2�inRz=k + (�1)N �e2�inRz=k

�
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+ f (0) (�1)N
1X
n=1

e2�inRz=k

nN+1

ve

H
�
z;�N ; I; bA�1; 0; R�

=

1X
n=1

bf (n)n�N�1 1X
m=1

e2�inmz=k
�
e2�inR=k + (�1)N �e�2�inR=k

�
=

1X
n=1

bf (n) n�N�1

e�2�inz=k � 1

�
e2�inR=k + (�1)N �e�2�inR=k

�
olur. Dolay�s�yla, bunlar (3.109)'da yerine yaz�l�rsa, (�1)N � = 1 iken

2 (�ik)�N
1X
n=1

k�1X
v=0

bf (v) cosh (2�nR)

e�2�i(v+nik)=k � 1n
�N�1 + f (0) (ik)�N

1X
n=1

e�2�nR

nN+1

= �
1X
n=1

bf (n) e2�inR=k
nN+1

� 2k
1X
n=1

bf (n) cos (2�nR=k)
e2�n=k2 � 1 n

�N�1

� (2�i)
N+1

kN

N+2X
m=0

Pm (0)PN+2�m (R;A) (i=k)
m�1 ; (3.116)

(�1)N � = �1 iken

2 (�ik)�N
1X
n=1

k�1X
v=0

bf (v) sinh (2�nR)

e�2�i(v+nz)=k � 1n
�N�1 + f (0) (ik)�N

1X
n=1

e�2�nR

nN+1

= �

1X
n=1

bf (n) e2�inR=k
nN+1

� 2ik
1X
n=1

bf (n) sin (2�nR=k)
e2�n=k2 � 1 n

�N�1

� (2�i)
N+1

kN

N+2X
m=0

Pm (0)PN+2�m (R;A) (i=k)
m�1 (3.117)

elde edilir.

(3.116) ve (3.117) form�ulleri Teorem 3.30 daki gibi �ozelle�stirilebilir ve bun-
lar Berndt (1977b) de verilen Teorem 3.3 �un periyodik benzerleridir. (3.116) ve
(3.117)'deR! 0 al�n�rsa, s�ras�yla (3.103) ve (3.104) ile verilen Bradley' in form�ulleri
elde edilir.

C�al��smay� periyodik zeta fonksiyonu ile Dedekind toplam� aras�ndaki ili�skiden
bahseden a�sa�g�daki not ile bitirelim.

A�c�klama 3.32 Pr (0; Ad) ve Dedekind toplam�n�n tan�mlar� k�yaslanarak, A =
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ff (n)g = fPq (n=k)g i�cin bunlar�n birbirleri ile ba�glant�l� olduklar� anla�s�l�r. Daha
a�c�k olarak,

Pr (0; Ad) = k
r�1

k�1X
m=0

Pq

�
�dm
k

�
Pr

�m
k

�
= kr�1sq;r (�d; k)

d�r. Burada sq;r (d; k) y�uksek mertebeden Dedekind toplam�d�r.

Son ifade ve (3.108) birle�stirilirse, r � 1, q � 2 ve r ve q ayn� �ozellikte olmak
�uzere

�
�
r; bAd� = (�1)q+1 (2�i)r

2k
sq;r (d; k) (3.118)

elde edilir.

Bu ili�skiden dolay�, A = ff (n)g = fPq (n=k)g iken bA = nbf(n)o hesaplans�n.
(3.5)'den,

bf(n) = 1

k

k�1X
v=0

Pq

�v
k

�
e�2�inv=k =

1

kq
kq�1

k�1X
v=0

e�2�inv=kPq

�v
k

�
=
1

kq
Pq (0; Cn)

yaz�l�r. Burada C = fg (j)g =
�
e2�ij=k

	
ve Cn = fg (nj)g dir: Berndt (1975c) deki

Sonu�c 6.4 yard�m�yla,

� (1� q; Cn) = (�1)q�1 (q � 1)!Pq (0; Cn) ; q � 2

olur. ' (x; s) = ' (x; 0; s; I) Lerch fonksiyonu ve �q (�) Apostol-Bernoulli say�s� ol-
mak �uzere

� (s; Cn) =

1X
m=1

e2�im
n
k

ms
= '

�n
k
; s
�
;

' (x; 1� q) = �
�q (e

2�ix)

q
; q � 1 (Apostol 1951)

oldu�gundan,

bf(n) = 1

kq
Pq (0; Cn)

=
(�1)q�1

(q � 1)!kq � (1� q; Cn) ; q � 2

=
(�1)q�1

(q � 1)!kq�
�n
k
; 1� q

�
; q � 2
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=
(�1)q

q!kq
�q
�
e2�i

n
k

�
; q � 2

elde edilir. B�oylece, d ve k aralar�nda asal say�lar� i�cin; son ifade ve (3.118), r � 1
ve q � 2 ayn� �ozellikte olmak �uzere

�
�
r; bAd� = (�1)q

q!kq

1X
m=1

�q
�
e2�i

m
k
d
�

mr
= (�1)q+1 (2�i)

r

2k
sq;r (d; k)

ba�g�nt�s�n� verir.
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4. SONUC�

Bu �cal��sma kapsam�nda, genelle�stirilmi�s Eisenstein serilerinin geni�s bir s�n�f�
i�cin d�on�u�s�um form�ulleri elde edilmi�stir. Bu d�on�u�s�um form�ullerinin baz� �ozel hal-
lerinde, periyodik Bernoulli fonksiyonlar�n� i�ceren Dedekind toplamlar�n�n genelle�s-
tirmelerinin ortaya �c�kt��g� g�ozlemlenmi�stir. Ortaya �c�kan bu toplamlar�n sa�glad�klar�
resiprosite ba�g�nt�lar� ispatlanm��st�r. Ayr�ca, bu toplamlar�n �ozel durumlar� ince-
lenmi�stir. Elde edilen d�on�u�s�um form�ullerinin uygulamalar� olarak, �ce�sitli sonsuz seri-
ler aras�ndaki ba�g�nt�lar ve periyodik zeta fonksiyonu i�cin Ramanujan form�ul�un�un
benzerleri elde edilmi�stir.
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